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Angebot; mittlere Zahl von Rufen, die wdhrend einer
mittleren Belegungsdauer ankommen (Zusidtze 1,2)
spezifisches Angebot; Angebot je Leitung (Zusitze 1,2)
Verlustwahrscheinlichkeit (Zusdtze 1,3,4,7)

Konstante

Konstanten

mittlere (erfolgreiche) Wartezeit eines k-Rufs vom
Warteplatz j aus (Zusidtze 3,4)
Blockierungswahrscheinlichkeit; Wahrscheinlichkeit,
daé alle n Leitungen belegt sind
Speicherbelegungswahrscheinlichkeit; Wahrscheinlich-
keit, daB mindestens ein Ruf wartet
Verlustwahrscheinlichkeit nach der 1. Erlangschen
Formel

Wartewahrscheinlichkeit nach der 2. Erlangschen
Formel

Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Enden einer Be-
legung: € = % =1 .

Wahrscheinlichkeit, daB ein k-Ruf, der zum Zeitpunkt
u=0 auf Warteplatz j steht, lidnger als bis zum Zeit-
punkt u wartet (im Wartesystem); Mindestwertvertei-
lungsfunktion

zugehdrige Wahrscheinlichkeitsdichte
Wahrscheinlichkeit, daB ein k-Ruf, der zum Zeitpunkt
=0 auf Warteplatz j steht, erst nach dem Zeitpunkt
¢ seine Wartezeit (erfolgreich) beendet; Mindestwert-
verteilungsfunktion (Zusdtze 3,4) i
zugehdrige Wahrscheinlichkeitsdichte

mittlere Belegungsdauer
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Nummer des Warteplatzes: j=1,2,...s

Zahl der Prioritidtsklassen

Prioritédtsklassenindex, mit abnehmender Dringlichkeit
k=1,2,...K

Grenzprioritdt, fiir die im Wartesystem noch ein sta-
tiondrer Zustand erreicht wird

Hilfsvariable zum Prioritédtsklassenindex k

A=a{< k) spezifisches Angebot der Prioritdtsklassen 1,2,..k-1

Moty

m,.
!

Anfangsmoment v-ter Ordnung der Wartezeiten der (er-
folgreich) wartenden k-Bufe (Zusidtze 3,4)
Anfengsmoment v-ter Ordnung der Wartezeiten der k-Rufe
vom Warteplatz j aus (bis zum Warteerfolg) (Zusdtze
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;Lzm(§k) spezifisches Angebot der Prioritdtsklassen 1,2,...k

n
2
w,(s)
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Zahl der Leitungen des Biindels

Wartebelastung (Zusdtze 1,2)

Laplace-Transformierte der Wahrscheinlichkeitsdichte
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Wahrscheinlichkeit fiir Gewinn beim Ruin-Problem
Wahrscheinlichkeit, daB einem ankommenden k-Ruf der
Warteplatz ] zugewiesen wird (Zusatz 7)

P(i,ék;t) Wahrschelnlichkeit, daR das Biindel zum Zeitpunkt t

‘belegt ist und dag §k Rufe der Prioritdtsklassen
1,2,...k warten

P(Q,ék) zugehtrige stationidre Wahrscheinlichkeit

P, (t)

By
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Wahrscheinlichkelt, 'daf zum Zeitpunkt t insgesamt

x Bufe beliebiger Prioritdtsklassen im System sind
zugehdrige stationire Wahrscheinlichkeit
Wahrscheinlichkeit, daB ein k-Ruf von Warteplatz j aus
erfolgreich ist (Zusidtze 3,4)

Zahl der Verkehrsquellen (nur in der Einleitung)
Wahrscheinlichkeit fiir Verlust beim Ruin-Problem
(ab Kapitel 5)

Zahl der Wartepldtze im Wartespeicher

bel der Laplace-Transformation Variable im Bildraum
(oder Oberbereich), zugeordnet zur Variablen u im
Orginalraum (oder Unterbereich)

wk

RN
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w(z)
x
y(x)
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Varianz der Wartezeiten der wartenden k-Rufe

mittlere Zahl der Ausspielungen beim Buin-Problem
Zeit (mit festem Nullpunkt)

Zeit (mit verschiebbarem Nullpunkt)

mittlere Wartezeit (Zusdtze 1,2,3,4,5,6,7)

normierte Zéit; die Zeiteinheit ist der mittlere Ab-
stand der Belegungsenden im Biindel mit n belegten
Leitungen

Wartewahrscheinlichkeit (Wahrscheinlichkeit fir
erfolgreiches Warten) (Zusdtze 1,3,4,7)
Wehrscheinlichkeit fiir {iberschreiten einer Wartedauer
T, bezogen auf die wartenden Rufe (Zusidtze 1,3,4)
zugehdrige Wahrscheinlichkeitsdichte

Zahl der Rufe beliebiger Prioritidtsklassen im System
Abkiirzung einer Umformung von mk(ﬁ)

Zahl wartender Rufe beliebiger Prioritidtsklassen

Zahl der Rufe der Prioritdtsklassen 1,2,...k, die vor
dem belegten Leitungsbiindel warten

2. Zusdtzliche Kennzeichen

1) Index k bezogen auf k-Bufe
2) (%K) nachgestellt bezogen auf Rufe der Prioritdts-

klassen 1,2,...k

(<k) nachgestellt bezogen auf Rufe der Prioritéts-

klassen 1,2,,..k-1

3) Apostroph ! bezogen auf das Schicksal im An-

4) v (zwelgestrichen)
5) * hochgestellt
6) *% hochgestellt

7} (1) hochgestellt

kunftszeltpunkt: sofortiges Ab-
welsen oder Wartebeginn
bezogen auf verdréngte Rufe
bezogen auf alle Rufe

bezogen auf alle nicht abge-
wiesenen Rufe

bei inverser Reihenfolge
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1. Einleitung

1.1 Betriebsarten von Vermittlungssystemen

Die Wahlvermittlungssysteme der Fernsprech- und Fernschreib-
technik konnen nach der Betriebsabwicklung in Verlustsysteme,
Wartesysteme und Kombinationen aus beiden Betriebsarten ein-
geteilt werden,

In Verlustsystemen erhdlt der anrufende Teilnehmer das Be-
setztzeichen, sobald im Zuge des Verbindungsaufbaus kein er-

reichbarer nachfolgender Leitungsabschnitt frei ist. Der Ver-
such, eine Verbindung herzustellen, wird dann abgebrochen.
Das gleiche gilt auch fiir Schaltglieder der Vermittlungstech-
nik, die ihrerseits mit einer oder mit mehreren zentralisier-
ten Baugruppen der Steuerung zusammenarbeiten miissen und
nicht sofort eine solche Baugruppe erreichen.

Wenn in einem Verlustsystem ein Versuch, eine Verbindung her-
zustellen, abgebrochen werden muRte, dann muR der Teilnehmer
zu’' einem spiteren Zeitpunkt erneut versuchen, ob die Verbin-
dung hergestellt werden kann. In Wartesystemen dagegen kann
ein Anruf, der nicht sofort von einer Koppelanordnung auf
eine weiterfiihrende freie Leitung durchgeschaltet werden
kann, auf Abfertigung warten. Wieviele Rufe gleichzeitig war-
ten kdnnen, richtet sich nach der technisch verfiigbaren An-
zahl von Warteplédtzen.

Die Abfertigung von Rufen, die am Eingang einer Koppelanord-
nung auf Durchschaltung warten, kann nach vielen verschieden-
artigen Disziplinen geregelt werden. Solche Disziplinen sind
z.B., daB die Reihenfolge der Abfertigung mit der Reihenfolge
des Eintreffens der Bufe iibereinstimmt, oder daB die Abferti-
gung nach vorgegebenen Priorititen verschiedener Klassen von
Rufen erfolgt. Es kommt auch in Frage, daR Rufe niederer Prio-
ritdt von Rufen hdherer Prioritidt von ihren Wartepldtzen ver-
dréngt werden. SchlieBlich widre es auch denkbar, Prioritdten
einzufiihren, die von der bereits verbrachten Wartezeit ab-
héngen,

12

Wichtige Kriterien fiir die Giite der Verkehrsabwicklung in

Vermittlungssystemen sind:

1. die Wartewahrscheinlichkeit als die Wahrscheinlichkeit,
da ein eintreffender Ruf nicht sofort eine freie Leitung

findet und daB er deshalb auf einen Warteplatz gelangt;

2. die Verlustwahrscheinlichkeit als die Wahrscheinlichkeit,
daB ein Ruf weder sofort noch spidter eine Leitung belegen
kann;

3. die mittlere Wartezeit als die mittlere Zeit, die ein BRuf,

der warten muB, im Wartespeicher verbringt;
4, die Wartezeitverteilung als die Wahrscheinlichkeit fiir

Uberschreiten einer bestimmten Wartezeit.
Jeweils, wo es notig ist, werden diese Werte fiir jede einzel-
ne Klasse von Rufen angegeben,

Fiir die Berechnung dieser VerkehrsgrdBen als Funktion des Ver-
kehrs, der Betriebsweise und der Struktur der betrachteten
Koppelanordnung ist das mathematische Modell wichtig, das fiir
den AnrufprozeR zugrunde gelegt wird, Ebenso wichtig ist die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Belegungsdauern.

a) Anrufprozes

Eine h&dufig verwendete Annahme fiir das Eintreffen der Rufe ist
ein POISSON-ProzeB. Die zeitlichen Abstidnde zwischen eintref-
fenden Rufen gehorchen dann einer negativ exponentiellen Ver-
teilung. Die Anrufe kommen aus g Verkehrsquellen zur Koppel-
anordnung. Der POISSON-ProzeB entspricht dem Fall einer unbe-
grenzt groBen Zahl von Verkehrsquellen: gq-oo. Er wird ange-
wendet, wenn die Zahl der Quellen sehr viel grdBer ist als

die Zahl abgehender Leitungen n,

b) Belegungsdauververteilung

Die Belegungsdauern kdnnen konstant sein, Sie kdnnen auch
z.B. negativ exponentiell um den Mittelwert verteilt sein.
Fiir verschiedene Klassen von Rufen kdnnen die Belegungsdau-
erverteilungen verschieden sein,

Negativ exponentielle Verteilung der Belegungsdauern und
POISSON-RufprozeR bilden zusammen den "Zufallsverkehr 1, Art",
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c) Vollkommene Erreichbarkeit

Es wird stets der Fall vollkommener Errelchbarkeit betrachtet;
d.h. Jeder Anruf kann in jedem Zustand des Systems - bei jedem
Augenblicksmuster von Belegungen - alle n Leitungen auf frei
oder besetzt absuchen. Der Fall unvollkommener Erreichbarkeit,
bel dem die Anrufe in verschiedenen Eingangsgruppen der Kop-
pelanordnung eintreffen und jeweils nur eine beschrinkte An-
zahl aus n Leitungen - abhingig oder unabhingig vom Zustand
des Systems - absuchen kénnen, wird hier nicht betrachtet,

d) Wartespeicher

Im reinen Wertesystem wartet jeder Ruf, der nicht sofort
durchgeschaltet werden kann. Wahrend des Wartens belegt der
Buf seinen Eingang, oder er wird auf einen Warteplatz ge-
stellt, von denen immer geniigend viele vorhanden sind.

Andererseits ist die Speicherkapazitdt in der Praxis stets
begrenzt. Die Zahl der Warteplidtze s ist beschridnkt. Dann
wetden bel voll belegtem Wartespeicher eintreffende Rufe ab-
gewiesen, Der anrufende Teilnehmer erhilt das Besetztzeichen,
der Ruf wird nicht abgefertigt. Man bezeichnet diese Betriebs-
art als kombiniertes Warte-Verlust-System oder als Wartesystem
mit beschrédnktem Wartespeicher [287].

Eine {ibersicht iiber die drei wichtigsten Betriebsarten fiir
Vermittlungssysteme ohne Priorititen gibt das folgende Bild
1.1 (Seite 14); auBerdem sind sechs mdgliche Betriebsweisen
mit Prioritdten aufgefiihrt, die im folgenden Abschnitt e)
erldutert werden.

e) Prioritdten

Man mdchte gewissen Rufen einen Vorrang vor anderen Rufen zu-
erkennen, um die Wartezeiten dieser Rufe zu verringern, Klei-
ne Wartezelten werden gefordert, wenn Wert und Dringlichkeit
der von auBen kommenden Rufe sehr grof sind. Kleine Wartezei-
ten werden fiir bestimmte Rufe auch dann verlangt, wenn es in
einem System, das in Baugruppen aufgeteilt ist, unerwiinscht
ist, daB ein Ruf eine hochwertige Baugruppe durch Warten auf
eine ndchste Baugruppe untdtig belegt. Deshalb filhrt man Prio-
ritsten ein. Die Rufe werden in Prioritdtsklassen eingestuft.
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Ohne Priorititen miiBte das System so ausgelegt werden, daB
fir alle Bufe die Wartezeiten nur mit geniligend kleiner Wahr-
schelnlichkeit eine gegebene Zeitschranke iiberschreiten,

Durch Prioritidten wird das System an die speziellen Anforde-
rungen angepaflt,

Solange noch eine erreichbare Leitung frei ist, wird sie von
einem neu ankommenden Ruf sogleich belegt, Die Prioritit des
Rufs wird nicht beachtet. Ist keine erreichbare Leitung mehr
frei, dann muB ein ankommender Ruf warten. Er wird nach Mag-
gabe seiner Prioritat abgefertigt, Es bieten sich verschie-

dene Moglichkeiten an, wie stark die Prioritidten wirken 501~
len,

reines

Wartesystem

mit unbeschrdnkter Zahl
von Warteplidtzen

unterbrechende Prioritit

s=q-n (vollk. Erreichb.) nicht unterbrechende Prioritit
unterbrechende und

Kombiniertes verdringende Prioritit
Warte-Verlust-System ;
mit beschriankter Zahl —————?lCht unterbfechende, e
von Wartepldtzen Jedoch verdridngende Prioritit
U<s<g-n (vollk. Erreichb.) nicht unterbrechende und

l nicht verdringende Prioritit
Verlustsystem
ohne Warteplitze unterbrechende Prioritit
s=0

Bild 1.1 {bersicht iiber die wichtigsten Betriebsarten fiir
Vermittlungssysteme

Betrachten wir zuerst ein Wartesystem mit unbeschrinkt vielen
Wartepldtzen. Rufe hSherer Prioritdt reihen sich in der Warte-
schlange vor Rufen von geringerer Prioritit ein. Rufe, die
bereits eine Leitung belegt haben, werden auch dann nicht
unterbrochen, wenn neu ankommende Rufe hdherer Prioritit war-
ten missen: nicht unterbrechende Prioritit {(non-preemptive
priority) [2,10,3,5,8,13,31,s.a.32,4, 28, 337,

Betont man die Wichtigkeit der Rufe hdherer Pricritdat noch
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mehr, dann kann eine der bestehenden Belegungen geringerer
Prioritdt unterbrochen werden, wenn ein Ruf hoherer Priori-
téat eintrifft. Aus den n Belegungen im Leitungsbiindel wird
dann diejenige von geringster Prioritidt ausgesucht. Sie wird
unterbrochen und wird auf einen Warteplatz zuriickgestellt;
der neue Ruf belegt die dadurch frei gewordene Leitung.
Diese Betriebsart heiBft unterbrechende Prioritidt (pre-
emptive priority) [4,28].

Bei Wartesystemen sind diese beiden Betriebsarten in Bild 1.1
(Seite 14) angegeben.

Betrachten wir nun ein Warte-Verlust-System mit beschrinkter
Zahl von Wartepl&dtzen, Ist der Wartespeicher voll belegt, dann
werden die Rufe von geringster Prioritidt unter den wartenden
Rufen zunidchst auf den letzten Wartepldtzen stehen. Die Regel,
daf sich Rufe hoherer Prioritdt im Wartespeicher vor Rufen
von geringerer Prioritdt einreihen, wird stets durchgefiihrt.
Reiht sich ein neuer Ruf ein, dann werden alle bereits warten-
den Rufe, die geringere Prioritdt haben, um einen Warteplatz
zurlickgeschoben, Ein Ruf, der bereits auf dem letzten Warte-
platz stand, wird aus dem Wartespeicher verdridngt. Diese Be-
triebsart soll deshalb als verdringende Prioritidt bezeichnet
werden,

Soll die Wirkung der Prioritdten geringer sein, dann werdeii,
wenn der Wartespeicher voll belegt ist, alle Rufe, ohne An-
sehen ihrer Prioritidt, als Verlustrufe abgewiesen. Diese Be-
triebsart heift dann nicht verdrangende Prioritat.

Im Warte-Verlust-System beeinfluBt die Prioritdt die Abferti-
gung am stdrksten bel unterbrechender und verdridngender Prio-
ritdt, weniger stark bei nicht unterbrechender, jedoch ver-

dréngender Prioritdt, und am wenigsten bei nicht unterbrechen-
der und nicht verdringender Prioritdt. Bei kombinierten Warte-

Verlust-Systemen sind diese drei Betriebsarten in Bild 1.1 auf
Seite 14 angegeben,

Falls nicht Leitungen fiir BRufe hdherer Prioritidt reserviert
werden, ist im Verlustsystem nur unterpbrechende Prioritit
sinnvoll,
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) Abfertigungsreihenfolge

Welcher unter den wartenden Rufen kommt zuerst daran, eine
soeben frei gewordene Leitung zu belegen? Zundchst wird auf
die Prioritdt geachtet, dann auf die Abfertigungsreihenfolge.
Gebrduchlich ist die Annahme, daB die wartenden Rufe, die der
gleichen Prioritdtsklasse angehoren, in der Reihenfolge ihrer
Ankunft abgefertigt werden. Die Reihenfolge nach dem zeit-
lichen Eintreffen oder "Ankunftsreihenfolge” erscheint gerecht.

Sie heiBt auch zeitlich geordnete Abfertigung, natiirliche Ab-
fertigungsreihenfolge, order of arrival service, "first come,
first served), strict queueing [20,28,40]. Bei Ankunftsreihen-
folge muB genau geordnet werden; der technische Aufwand ist
groR, weil die Ankunftszeiten oder die Positionsnummern der
wartenden Rufe gespeichert, abgefragt und ausgewertet werden

miissen,

O0ft wird der Wartespeicher, beginnend bei einer zufilligen
Ausgangsstellung, zyklisch abgesucht. Die Wartezeittheorie
behandelt auch diese zufdllige Reihenfolge. Sie heift auch

ungeregelte Abfertigung oder service at random [20,28,40].
Unter den wartenden Rufen der hdchsten Prioritdt im Warte-
speicher wird gewissermafen durch Wirfeln derjenige ermit-
telt, der die soeben frei gewordene Leitung belegen darf,

Der Ankunftsreihenfolge steht als anderes Extrem die inverse
Reihenfolge gegeniiber. Unter den wartenden Rufen einer Prio-
ritidtsklasse wird der zuletzt gekommene bevorzugt; darum
heit die inverse Reihenfolge auch®last come, first served"
[28,401. Sie grenzt mit der Ankunftsreihenfolge die denk-
baren Reihenfolgen von beiden Seiten ein. Die Abfertigungs-
reihenfolge innerhalb der wartenden Rufe jeder einzelnen
Prioritdtsklasse beeinfluBt die Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Wartezeiten, Die Streuung der Wartezeiten wird bei inver-
ser Reihenfolge besonders grof, Es kommt einerseits oft zu
ganz kleinen Wartezeiten, Andererseits miissen Rufe, die

schon lange warten, hidufig noch weiterhin warten,
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Fiir jede Kombination von Anrufprozef und Belegungsdauerver-
teilung ist die Fragestellung bei den verschiedenen Betriebs-
arten dieselbe; jeweils sollen die auf Seite 12 angegebenen

Verkehrsgroen, welche die Giite der Verkehrsabwicklung charak-
terisieren, ermittelt werden.

In der vorliegenden Arbeit wurden erstmalig filir die Betriebs-
art "kombinitertes Warte-Verlust-System mit Priorititen" die
kennzeichnenden Verkehrsgrégen (vgl. Seite 12) berechnet.
AuBerdem wurde der EinfluB der Abfertigungsreihenfolge durch
die Untersuchung der inversen Reihenfolge aufgezeigt.

1.2 Die Aufgabenstellung im einzelnen

Diese Arbeit untersucht ein kombiniertes Warte-Verlust-Systen
und als Sonderfall ein reines Wartesystem mit folgenden Eigen-
schaften:

a) POISSON-AnrufprozeS;

b) negativ exponentielle Verteilung der Belegungsdauern;

¢) vollkommene Erreichbarkeit von nZ1 Leitungen;

d) Wartesystem oder Warte-Verlust-System;

e) nicht unterbrechende Prioritiat im Wartesystem oder nicht
unterbrechende, jedoch verdringende Prioritidt im Warte-
Verlust-System; endlich viele Priorititsklassen mit be-
liebigen vorgegebenen Anteilen der Rufe;

f) Ankunftsreihenfolge oder inverse Reihenfolge.

Im folgenden werden diese Eigenschaften noch erliutert.

Prioritdten

Weil nicht alle Rufe gleichermaBen dringend sind, werden die
Rufe in die Prioritdtsklassen 1,2,3,...k,...K eingestuft,
Rufe hochster Dringlichkeit gehdren zur ersten Prioritdts-
klasse; mit wachsendem k nimmt der Vorrang ab. Rufe hdherer
Prioritdt reihen sich in der Warteschlange vor Rufen niedri-
gerer Prioritidt ein.

Belegungsdauerverteilung

Alle Rufe sollen die gleiche negativ exponentielle Vertei-

lung der Belegungsdauern mit der einheitlichen mittleren Be-

legungsdauer h haben, Die Wahrscheinlichkeitsdichte % fir das
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Enden einer bestimmten Belegung ist dann unabhéngig davon,
wie lange sie schon andauert, stets gleich groR. Die mittlere
telegungsdauer h widhlen wir fiir alle folgenden Betrachtungen
als cZeiteinheit. Die Wahrscheinlichkeitsdichte fir das Enden
einer bestehenden Belegung ist dann

= 1 _
€= ¢ =1 (1.1)

im MaBstab der auf h normierten Zeit. (Um die Herleitung klar
zu gestalten, wird die Endewahrscheinlichkeitsdichte & in den
Gleichungen zundchst angeschrieben. Die in dieser Arbeit ver-

wendeten Bezeichnungen werden in einer Liste auf Seite 8 auf-
gefiihrt.)

Anrufprozes

In der Zeiteinheit treffen im Mittel Ak Rufe der Prioritiats-
klasse k ein, Ak ist das Angebot in der Priorititsklasse k.

Wird nach den Rufen dieser Prioritit und dringenderen Rufen
gefragt, dann ist das Angebot (in der von H. STORMER einge-

fiihrten Schreibweise [3171)

< -
A(Zk) = Ay + A2 oo+ AL (1.2)

Rufe der Prioritdtsklasse k werden von nun an nach dem Vor-
bild von H. KESTEN und J.T. RUNNENBURG k-Bufe genannt ([13].

Die Rufabstdnde sind fiir jede Prioritdtsklasse negativ ex-
ponentiell verteilt um den Erwartungswert 1/Ak‘ Die Wahrschein-
lichkeitsdichte Ak fir das Eintreffen eines k-Rufs soll unab-
héngig davon sein, wann die vorangehenden Rufe angekommen sind,
und auch unabhidngig davon, wieviele Rufe im System vorhanden
sind. Das ist dann erfiillt, wenn der Anteil der tdtigen Ver-.
kehrsquellen innerhalb aller Quellen immer verschwindend klein

ist. Es wird also vorausgesetzt, daB die Anrufdichte fiir jede
Prioritatsklasse konstant ist.

Der zeitliche Abstand von Ruf zu Ruf, gleichgliltig, welche
Prioritidt die Rufe besitzen, ist damit ebenfalls negativ exponen-
tiell verteilt um den Erwartungswert des Rufabstands %. Dabei
ist A die mittlere Zahl von Rufen wihrend einer mittleren Be-
legungsdauer,

- = <
A = A+ A2 ool A+ L0+ AL = A(SK) (1.3)
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Die GroBe A wird Gesamtangebot genannt.

Zusammenfassend ergibt sich das folgende Schema (Bild 1.2).

Prioritéatsklassen
1, 2, cvc ky, oo K
-s———— Dringlichkeit

Wartespeicher:
s Warteplidtze

Angebote Koppe lanordnung:

!
Ay volle I)

Biindel:
n Leitungen

R Erreichbarkeit :

Poisson-Rufprozes Belegungsdauern:

- negativ exponentielle
Verteilung

mittl. Belegungsdauer 1

Bild 1.2 Kombiniertes Warte-Verlust-System mit Prioritdten

Das kombinierte Warte-Verlust-System wird behandelt, weil die
Speicherkapazitdt in der Praxis stets begrenzt ist. In der
Theorie umfaBt das kombinierte Warte-Verlust-System zugleich
die beiden Sonderfidlle, dds reine Wartesystem (s-weo0) und das
Verlustsystem (s=0),

"Lost calls cleared", keine Verzichte

Rufe, die abgewiesen oder verdridngt worden sind, sind Verlust-
rufe, Beide Arten von Verlustrufen "verschwinden", Sie verlas-
sen das System und haben keinen EinfluR auf den RufprozeR
("lost calls cleared" [28]). Es gibt in. der Theorie keine An-
rufwiederholungen. Tatsidchlich auftretende Anrufwiederholungen
sollen nur so erfolgen, daB im AnrufprozeB keine Aﬁﬁéngigkeit
zwischen den Rufabstinden erkennbar ist.

Jeder Ruf wartet so lange, bis er eine Leitung belegen darf
oder bis er von einem ankommenden Ruf hdéherer Prioritidt ver-
drédngt wird. Das Warten ist an keine Zeitbedingung gekniipft;
auch bei langen Wartezeiten kommt es niekzu Verzichten, [28]
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Die Untersuchungen sind fiir drei Fidlle von zunehmendem Inter-
esse:

a) Fiir Fernschreibsondernetze, bei denen Telegramme verschie-
dener Dringlichkeit vermittelt werden, Wenn auf der Teil-
strecke bis zur ndchsten Vermittlungsstelle eine Leitung
frei ist, dann wird das Telegramm gesendet. Andernfalls
wird es gespeichert und wartet, bis eine Leitung frei wird.
Luftfahrtgesellschaften, Flugsicherungsbehdrden, Wetter-
dienste und andere Stellen betreiben solche Fernschreib-
sondernetze mit Speichervermittlungen.

b) Fir Wdhlvermittlungen, bei denen fiir die einzelnen Koppel-
anordnungen die Durchschaltung vom Bereitstellen einer
oder mehrerer zentralisierter Steuereinheiten abhidngt. Bis
zum Bereitstellen dieser Steuereinheiten konnen Wartezel-
ten auftreten,

c) Fir Datenverarbeitungsanlagen, die mehreren Benutzern gleich-
zeitig zur Verfiigung stehen., Auch hier k&nnen bis zur Abfra-
ge eines Benutzers oder bis zum Bereitstellen einer bestimm-
ten Funktionseinheit der Datenverarbeitungsanlage, z.B. des
Rechenwerks, Wartezeiten auftreten, Dabei ist auch das Ein-
fiihren von Priorit&ten fiir verschiedene Benutzerklassen
oder fiir verschiedenartige Programme allgemein iiblich, z.B,
fiir Echtzeitprogramme, die Vorrang vor anderen Aufgaben
havben,

Die umfangreiche Literatur iiber derartige und dhnliche Warte-
systeme stammt oft aus anderen Arbeitsbereichen als der Ver-
mittlungstechnik, Deshalb ist dort mit Ruf, Nachricht, Meldung,
Transaction, Anforderung oder Einheit jeweils das gleiche ge-
meint; ebenso gelten die Worte belegen, abfertigen und bedie-
nen als gleichbedeutend. Die Bezeichnungen Kanal, Einrichtung,
Funktionseinheit, Abfertigungsplatz, Bedienungsstation oder
Schalter konnen in den Verdffentlichungen das Wort Leitung er-
setzen, Statt Prioritdtsklasse sind auch die Begriffe Dring-
lichkeitsstufe und Rang gebriduchlich,

Man geht immer vom gleichen theoretischen Modell aus, um die
mannigfachen tatsidchlichen Gegebenheiten zu studieren, Im fol-
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genden werden die Eegriffe und Bezeichnungen der Vermitt-
lungstechnik beniitzt., Dies schrénkt die Allgemeinheit nicht
ein.

Im System kommen Rufe an, Sie belegen eine freie Leitung des
Blindels oder einen freien Warteplatz des Speichers., Hat ein
Ruf eine Leitung belegt, wird er als Belegung bezeichnet.

Es ist iiblich, daB der hdheren Prioritdt der kleinere Priori-
tédtsklassenindex k , der geringeren Prioritdt der grdgere

Prioritdtsklassenindex zugeordnet ist [8,28], (Mit den Worten
hoher und geringer soll Prioritdt als Qualitidtsmerkmal gekenn-
zeichnet werden, dem die Prioritidtsklasse als Zahl gegeniiber-

steht. Dafiir werden die Worte kleiner und groBer verwendet.)

Gesuchte Griflen

Gegeben sind die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Belegungs-
dauern, der Anrufprozef mit den K Teilangeboten A, die Kop-
pelanordnung und die Abfertigungsdisziplin. Daraus sollen die
interessierenden GroRBen fiir Wartesysteme berechnet werden:

1) die Wartewahrscheinlichkeit W als die Wahrscheinlichkeit,
dafl ein ankommender Ruf warten muB;

2) die mittlere Wartedauer T, als der Erwartungswert der zu-
fdlligen Wartezeiten der Rufe, die iiberhaupt warten miissen,
bezogen auf die mittlere Belegungsdauer;

3) die Mindestwertverteilungsfunktion W(>z) als die Wahr-
scheinlichkeit, daB ein wartender Ruf lianger als das
t-fache der mittleren Belegungsdauer warten muB (Wahr-
scheinlichkeit W(>t) fiir Uberschreiten einer Wartedauer t).

Um das Verkehrsverhalten eines kombinierten Warte-Verlust-

Systems zu beschriében, sind weitere Gré@en erforderlich,

die in den folgenden Kapiteln definiert werden, sobald sie

widhrend der Untersuchung auftreten:

1) die Wahrscheinlichkeiten fiir Wartebeginn; fiir sofortiges
Abweisen als Verlustruf; fiir nachtrigliches Verdringen;
fiir erfolgreiches Warten;

2) die mittleren Wartezeiten aller Rufe; der Rufe, die zu
warten beginnen; der erfolgreich wartenden Rufe; der
nachtrdglich verdrdngten Rufe;
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3) die Mindestwertverteilungsfunktionen fiir die Wartezeiten

aller wartenden Rufe; der erfolgreich wartenden Rufe; der
nachtrdglich verdrangten Rufe,

2.‘ Zustandswahrscheinlichkeiten

2.1 Zufdlliger Zustand des Systems

Rufe der verschiedenen Prioritdtsklassen treffen zufdllig im
System ein. Die Belegungen enden zu zufdlligen Zeitpunkten,
Die Zahl bestehender Belegungen und die Zahl wartender Rufe der
K Prioritédtsklassen sind Zufallsvariable. Fiir jede einzelne
Prioritdtsklasse k gibt eine Zufallsvariable die Zahl der k-
Belegungen inm Biindel und eine zweite Zufallsvariable die Zahl
der wartenden k-Rufe i Wartespeicher an, Diese 2-K Zufalls-
variablen beschreiven den augenblicklichen zufidlligen Zustand

des Systems, Man spricht vom augenblicklichen Belegungsmuster
im System,

Wartespeicher:

ein 3-Ruf wartet
s=6 Wartepldtze

auf Warteplatz 4
™ e
= ~cin ankommender 3-Ruf
3 beginnt bei Ankunfts-
reihenfolge auf

D

zu diesem Zeit-
punkt sind z=5

Rufe beliebiger
Prioritatsklassen
im Wartespeicher

8]

TN WWIWIS |

=~

Warteplatz 5 zu warten

vorhanden und schiebt den

2 wartenden 4-Ruf auf
zu diesem Zeit- Warteplatz 6 zurlick
punkt sind x=7 1
Rufe beliebiger
Prioritédtsklassen Zu diesem Zeitpunkt
im System existieren {3=4 wartende
vorhanden Rufe der Prioritdts-

(:::>\\\\\\\\\\\~klassen von 1 bis 3

ein 1-Ruf,}

Biindel: (::)——h—*—-——e1n 3-Ruf, f der eine
n=2 Leitungen Leitung belegt hat

Bild 2.1 Ein belspiel fiir einen augenblicklichen zufdlligen
Zustand
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Zunichst werde die Einteilung in Priorititsklassen nicht be-
achtet, Der Zustand des Systems ist dann zu jedem Zeitpunkt
durch die Gesamtzahl x von Rufen gegeben, die im System vor-
handen sind. In der Zahl x sind sowohl die Rufe, die eine
Leitung belegt haben, als auch die Rufe, die auf einem Warte-
platz warten, enthalten.

Nun soll der EinfluB der Priorititsklassen ermittelt werden.
Wenn ein k-Ruf im System eintrifft und alle n Leitungen be-
setzt vorfindet, muB er warten, Er reiht sich so in die War-
teschlange ein, daB alle Bufe von geringerer Prioritit (Prio-
ritédtsklassenindizes k+1, k+2, .., K) hinter ihm stehen. Alle
Rufe von hdherer Prioritédt (Prioritidtsklassenindizes 1,2,...
k-1) stehen vor ihm, Welchen Platz er unter den wartenden Ru-
fen gleicher Prioritdt (Priorititsklassenindex k) zugewiesen
erh&lt, ist noch nicht festgelegt, Im Augenblickszustand nach
Bild 2.1 (Seite 22) beginnt der ankommende 3-Ruf auf Warte-
platz 5 zu warten *). Die Zahl {3 der wartenden Rufe der Prio-
rité&tsklassen 1 bis 3 steigt um 1; der Warteplatz braucht
noch nicht festgelegt zu werden, Der zufdllige Zustand im
Wartespeicher des Systems ist durch die zufgllige Zahl fk

der Rufe der Prioritdtsklassen von 1 bis k bestimmt (1§k§K)‘
Bei dem im Bild 2,1 dargestellten Beispiel fiir einen augen-
blicklichen Zustand ist $=0, %=1, {3=4 und §, =5.

Wir fragen nach der Wahrscheinlichkeit P(fh,ék;t), daf zum
Zeitpunkt t das Biindel blockiert ist und das f& Rufe der
Prioritétsklassen 1,2,...k bereits warten, Die Wahrschein-
lichkeit dafiir, daB zum Zeitpunkt t kein Ruf der Prioritdts-
klassen 1,2,...k wartet und daB zugleich n Belegungen im Biin-
del durchgeschaltet sind, wird mit P(O,ék;t) bezeichnet,

*) Damit erreicht man eine Abfertigung in Ankunftsreihenfolge,
wenn jeweils der gerade auf Warteplatz 1 stehende Ruf eine
soeben frei gewordene Leitung belegen darf. Fir die Zﬁstands—
wahrscheinlichkeiten wiirde es auch keine Rolle splelen, wenn
derselbe 3-Ruf auf Warteplatz 2, 3, 4 oder 5 eingereiht wiir-
de; dagegen werden andere Verkehrsgrofen von der Abfertigungs-
reiherfolge beeinflu8t.
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2.2 Die Gleichungen fiir die zeitabhingigen Zustands-

wahrscheinlichkeiten

Die Wahrscheinlichkeit P(Q,ék;t+At>, daB zur Zeit t+at gerade
fﬁ Rufe mit Prioritdtsklassen =k vor dem belegten Biindel war-
ten, ergibt sich aus den Zustinden, in denen sich das System
zum vorhergehenden Zeitpunkt t befand, und den Anderungen im
Abschnitt at, durch welche diese Zustidnde zur Zeit t in den
betrachteten Zustand f& zur Zeit t+at libergehen,

Jedem Ruf wird bei der Ankunft ein Warteplatz zugewiesen; er
kann auch zwischen andere wartende Rufe in die Warteschlange
eingereiht werden. Wenn eine Belegung endet, dann soll stets
der auf dem Warteplatz 1 wartende Ruf sogleich die frei gewor-
dene Leitung belegen, Dann riicken alle anderen wartenden Rufe
ohne jedes Umordnen je um einen Warteplatz vor,

Allen Rufen aus K verschiedenen Prioritdtsklassen steht ein
gemeinsamer Wartespeicher mit der beschriankten Zahl s von

Wartepldtzen zur Verfiigung. Bufe, die warten miissen, reihen
sich stets vor wartenden Rufen geringerer Prioritdt in die
Warteschlange ein. Waren alle Wartepldtze belegt, dann kann
der auf dem Warteplatz s wartende Ruf aus dem Wartespeicher
verdrangt werden, Dieser wartende Ruf der Klasse >k wird
dann zum Verlustruf, obwohl er bereits begonnen hatte zu war-
ten (Verlust durch nachtrigliches Verdringen).

Nur wenn alle Wartepldtze durch Rufe von gleicher oder ho-
herer Prioritdt besetzt sind, geht ein neu ankommender Ruf
bei Ankunftsreihenfolge sofort verloren (Verlust durch so-

fortiges Abweisen),

Bel inverser Reihenfolge dagegen wird ein ankommender Ruf

dann abgewlesen, wenn alle Wartepldtze durch Rufe von hi-
herer Prioritdt belegt sind. Ein Ruf der gleichen Priori-

tdt auf Warteplatz s wird nach Warten verdrangt und durch den
neu eintreffenden Ruf ausgetauscht, Damit bleibt die Zahl
wartender Rufe der Prioritdtsklassen ék unverdndert,

a) Fir §k=0 im Zeitpunkt t+at sind folgende Verdnderungen im
vorangehenden Zeitebschnitt At mdglich:

i, Zum Zeitpunkt t hat kein Ruf der Prioritdtsklassen Sk vor
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dem voll belegtén Biindel gewartet, und im Zeitintervall
At 1st weder ein Buf gleicher oder hdherer Prioritdt an-
gekommen noch hat einer der n Rufe, welche die n Leitun-
gen zum Zeitpunkt t belegen, geendet. Die Wahrscheinlich-
keit dafiir ist mit e€=1 nach (1.1) (bis auf Glieder hdhe-
rer Ordnung in at)

P(0,5Kk;t) (1 - A(3k)-At 1-[1 - n-c-at]

oder

2. Zum Zeitpunkt t waren alle n Leitungen belegt, und zu-
gleich warteten ein oder mehrere Rufe von geringerer
Prioritdt als k (Prioritédtsklassen >k) in der Warte-
schlange, Das sind jene Fidlle, bei denen fk=0 Rufe der
Prioritétsklassen 5k zum Zeitpunkt t vor dem voll belegten
Biindel warten [Wahrscheinlichkeit P(0,2k;t)], aber mit
Ausnahme des Falles, daB zum Zeitpunkt t insgesamt genau
n Rufe im System vorhanden sind [Wahrscheinlichkeit P,(t)].

Im letzteren Fall sind zwar alle n Leitungen belegt, aber
kein Ruf wartet,

Im Zeitintervall At endige eine der n Belegungen auf ir-
gendeiner der n Leitungen; dann nimmt einer der warten-
den Rufe von geringerer Prioritdt als k ihren Platz ein.
Wahrscheinlichkeit:

[P(0,%k;t) - P (t)]-n-e-at

oder

3. Bereits zum Zeitpunkt t wartete gerade ein Ruf aus den
Prioritétsklassen £k vor dem voll belegten Biindel und

hat dann bel einem Ende im Zeitintervall At die frei-
werdende Leitung sofort wieder belegt. Wahrscheinlichkeit:
P(1,%k;t)-n-c-at

oder

4, Das System befand sich zum Zeitpunkt t im Zustand n-1,
Mit anderen Worten, es waren x=n-1 Rufe aus beliebigen
Prioritédtsklassen vorhanden, welche n-1 Leitungen belegten.
Im Zeitintervall At fiel ein Ruf beliebiger Prioritdt ein,

welcherdie letzte noch freie Leitung belegte, Wahrschein-
lichkeit:
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P, 4(t)-A-at

Die Gleichung fiir § =0 ergibt sich aus der Summation der
Wahrscheinlichkeiten aller Ausgangszustinde zum Zeltpunkt t
mit den zugehdrigen Ereignissen im Zeitintervall at,
P(0,Sk; t+at)
= P(O,8K;t) - [ 1 - A(%k)-Aat 1-[1 - n-e-at]
+ [ P(0,%k;t) - P, (t) J-n-g-at
+ P(1,%k;t) n-e-at + P, (t)-A-at

(2.1)

(Die Wahrscheinlichkeiten fiir mehr als eine Zustandsdnderung
im Zeitintervall at seien vernachldssigbar, weil at sehr
klein angenommen wird.)

b) Zum Zeitpunkt t+at warten %, Bufe der Priorité#tsklassen §k,

1. wenn zum Zeitpunkt t auch bereits {, Bufe der Prioritéts-
klassen 3k warteten und sich in At kein Ende einer der n
Belegungen im Biindel und kein Ruf mit Prioritidtsklassen =k
ereignet,

2. wenn zum Zeitpunkt t gerade fk—i Rufe der Prioritatsklassen
%k warteten und in At ein Ruf aus den Prioritdtsklassen =k
einfallt,

3. wenn zum Zeltpunkt t gerade fk+1 Rufe der Prioritdtsklas-

sen 3k warteten und in At eine der n bestehenden Belegun-
gen endet.

Dabel wird angenommen, daB 1§$k§snl ist, denn in diesem Be-
reich wird jeder neu ankommende Ruf aus den Prioritidtsklas-
sen Sk in die Warteschlange eingereiht. Dieser neu eintref-
fende Ruf wird vor allen wartenden Rufen geringerer Prioritit
(Prioritédtsklassen >k) in die Warteschlange eingereiht, Solche
wartenden Rufe aus den Prioritdtsklassen >k haben iiberhaupt
keinen EinfluB auf die betrachtete Zustandsidnderung, sie miis-
sen notfalls den Wartespeicher verlassen (Verdrdngung eines
wartenden Rufes der Prioritidtsklassen >k).

Unter diesen Annahmen ergibt sich fiir 1§fk§s-1 als Zustands-
gleichung:



P(s,3k;t+at) = P(s,Sk;t)-(1 - n-g-at)
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P(§,3k;t+at)

=P, 5k;t) [ 1 - A(SK)-at J-[ 1 - n-s-at ] (2.2)
+ P(6-1,%k;t) - A(Sk)- At + P(§+1,%k;t) n-e-at
fiir qfl,2,...s-1

¢) Fir tL:s ist zu bedenken, daB beil s wartenden Rufen der

Prioritétsklassen <k ein neu ankommender k-Ruf sogleich
als Verlust abgewiesen wird, Wartet auf dem Warteplatz s
ein k-RBuf, dann wird bel Ankunftsreihenfolge ein ankommen-
der k-RBuf sofort abgewiesen, Bel inverser Reihenfolge wird
ein ankommender k-Ruf gegen den auf Warteplatz s wartenden
k-Ruf ausgetauscht, Ein eintreffender Buf der Prioritdts-
klasse x<k kann in beiden Abfertigungsreihenfolgen einen
wartenden Buf geringerer Prioritit sus den Prioritidtsklas-
sen Sk nachtréglich aus dem Speicher verdridngen, Wenn kein
solcher Ruf von geringerer Prioritét (oder bei inverser
Reihenfolge auch von gleicher Priorit#t) wartet, wird der
neue Ruf sofort abgewiesen,

Der Zustand "s wartende Rufe aus den Prioritdtsklassen Sk"
kann also durch einen neuen Ruf aus diesen Priorititsklas-
sen nicht verdndert werden. Deshalb lautet die Zustands-
gleichung fiir fk=s :

(2.3)
+ P(s-1,5k;t)-A(%k) ot

d) Die Wahrscheinlichkeit défﬁr, da n Leitungen belegt sind

und eine beliebige Anzahl von Rufen fkio wartet, ist die
"Blockierungswahrscheinlichkeit" des Leitungsbiindels., Die
Blockierungswahrscheinlichkeit(time congestion) ist die
Wahrscheinlichkeit fiir "den Zustand, bei dem der weitere
Verbindungsaufbau gehemmt ist, weil eine einfallende Be-
legung nicht sofort vermittelt werden kann". Wir folgen
der Bezeichnung von A,.K. ERLANG und den Arbeiten schwe-
discher Verkehrstheoretiker und kennzeichnen die Blockie-
rungswahrscheinlichkeit durch den Buchstaben E.

n+$ S
E(t) =ZPx(t) =ZP(fk,§k;t) filr k=1,2,.,.K (2.4)
X=n fko
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Mit dieser Bedingung wird die Wahrscheinlichkeit Px(t), daB
zum Zeltpunkt t genau x Rufe beliebiger Prioritiat im System
vorhanden sind, mit der Wahrscheinlichkeit P(gaék;t) ver-
kniipft, daB fk Rufe der Prioritstsklassen Sk vor dem voll
belegten Leitungsbiindel warten,

Aus den Gleichungen (2,1, 2.2, 2,3) ergeben sich im Grenziiber-
gang fiir immer kleinere Werte at Differentialgleichungen. Dar-
aus kdnnen mit (2.4) die zeitabhingigen Zustandswahrscheinlich-
keiten P(§,§k;t) bestimmt werden, Die einzige Voraussetzung
ist, daB die Angebotswerte Ak und die mittlere Belegungsdauer
zeitlich konstant sind, Wir wenden uns nun dem stationdren
Zustand zu, der fiir die Dimensionierung der betrachteten Sy-
steme maBgebend ist.

2.3 Stationire Zustandswahrscheinlichkeiten

Das System befinde sich im stationdren Zustand {(im "statisti-
schen Gleichgewicht") [11. Der Einflu8 der Anfangsbedingungen
ist verschwunden; die {berginge zwischen den Zustdnden gehen
jedoch dauernd weiter, Die Ableitungen von P, (t) und P(&,ék;t)
nach der Zeit verschwinden fiir den stationdren Zustand. Damit
erhélt man Gleichungen fiir die zeitlich konstanten Wahrschein-
lichkeiten p, und p(g,gk) des elngeschwungenen Zustands.
Diesen Gleichungen entspricht das Zustandsdiagramm mit den
Ubergangswahrscheinlichkeiten (Bild 2.2 Seite 29), Das Ereig-
nis "x=n Rufe im System" ist ein Teilereignis von “tL:O Rufe

der Prioritatsklassen Sk warten vor dem voll belegten Biindel",
falls k<K ist. Das Ereignis "x=n Rufe im System" ist identisch
mit dem Ereignis "fK=z=O Rufe warten",

Aus dem Zustandsdiagramm (Bild 2,2 Seite 29) ist abzulesen,

daB es geniigt, 2 benachbarte Zustdnde zu betrachten, (Im nicht-
stationdren Fall muBten jeweils 3 oder mehr benachbarte Zustan-
de beriicksichtigt werden.) Dadurch vereinfachen sich die Glei-
chungen des statistischen Gleichgewichts, die sich mit den so-
eben angefiihrten Uberlegungen aus (2.1, 2.2, 2.3) ergeben hat-
ten, fiir das betrachtete Warte-Verlust-System:

A(GK)-p(g-1,%%) = n-p(f, k) fir ¢=1,2,...s (2.5)
und k=1,2,...K
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NEx Shes-1

i

n-

A

&
i X=n-4

Bild 2,2 Zustandsdiagremm fiir die Gesamtzahl x von Rufen im
System und dle Zahl g, von wartenden Rufen der Prio-
ritdtsklassen Sk mit den Ubergangswahrscheinlichkeits-
dichten durch ankommende Rufe f und endende Bele-
gungen L im statistischen Gleichgewicht
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Bei jedem der betrachteten Zustsnde sind alle n Leitungen be~
legt. Anders ausgedriickt, mindestens n Rufe beliebiger Prio-

ritédtsklassen sind im System vorhanden. Nach Gleichung (2.4)

ist die Blockierungswahrscheinlichkeit

N n+g ‘ .
Zp(fk,ik) - pr = E (2.6)
f&=0 X=r

Die Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten p(ﬁ,ék) wird
im Abschnitt 2,6 behandelt werden. Zunichst wird die Berech-
nung der Zustandswahrscheinlichkeiten Py ©hne Beriicksichtigung
der Prioritédten durchgefiinrt,

2.4 Stationdire Wahrscheinlichkeiten der Gesamtzahl von Rufen

Beim Verdridngen wartender Rufe niedrigerer Prioritit bleibt
dle Gesamtzahl x von Rufen beliebiger Prioritdt im System un-~
verandert, weil dabel stets ein Ruf gegen einen anderen aus-
getauscht wird. Deshalb gibt es, wenn man ausschlieRlich die
Gesamtzahl x betrachtet, keinen Unterschied zwischen den Be-
triebsarten "ohne Prioritédten" und "mit Prioritdten", Die
Wahrscheinlichkeiten p, fiir die Gesamtzahl x von RBufen im Sy-
stem mit Prioritiéten im stationdren Zustand kénnen daher er-

mittelt werden, wenn man das System ohne Prioritidten betrach-
tet.

Die Blockierungswahrscheinlichkeit E ist die Wahrscheinlich-
keit der Zustédnde, daB ein eintreffender Ruf warten muB oder
daf er abgewiesen wird, Bei der Betriebsart "nicht unterbre-
chende Prioritdten” geschieht das, falls alle n Leltungen von
beliebigen Bufen belegt sind., Das gleiche gilt fir die Be-
triebsart "ohne Priorititen", Darum ergibt sich filr die bei-
den Fdlle "mit nicht unterbrechenden Prioritdten" und 'bhne
Priorititen" die gleiche Blockierungswahrscheinlichkeit.

In dlesem Abschnitt werden von H. STOBMER und von J.R.W. SMITH
und J,L, SMITH fiir die Betriebsart "ohne Prioritdten" herge-
leitete Ergebnisse f30,2§] benutzt, um die Zustandswahrschein-
lichkeiten p, und die Blockierungswahrscheinlichkeit E fiir

das hier untersuchte System mit Prioritidten angeben zu konnen,
Dabei werden die Beziehungen zwischen Wartesystem, Warte-
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Verlust-System undeerlustsystem dargestellt,
Aus dem Zustandsdiagramm (Bild 2.2 Seite 29) liest man ab:

A'Pyy = XD, fir x=1,2,...n (2.7)
A'Dyy = n-p, fir x=n,n+1,...n+s (2.8)
n+s

p, = 1 (2.9)
X=0 ,

Das auf eine Leitung bezogene Gesamtangebot an das System
ist das spezifische Angebot

+ Fooot +tooot
w o D MY A Ay A (2.10)
n n

Die LOsung lautet fiir die Zustinde ohne wartende Rufe

1

und fir voll belegtes Biindel und z=x-n wartende Rufe

) fir x=0,1,2,...n (2.11)

Py = Pny = & B, (A)-(1-E) ) o (2.12)
' fir x=n,n+l,...n+s
E; ist die Speicherbelegungswahrscheinlichkeit: "es wartet
mindestens ein Ruf™"

n+g l-a

o
= _ 1-a
ES - Z1px - 1 - 1-of
X= N4 -
E,n(x7 1-e (2.13)
s
—_— fir o=1
+
Ethin5 S

mit der Verlustwahrscheinlichkeit nach der 1. Erlangschen
Formel (9,1, u.a.}l’

Eﬂn(A> = '-;r—-AT (2.14)
2 T
§=0
Zeltunabhéngige Wahrscheinlichkeiten im kombinierten Warte-
Verlust-System sind fiir jedes Angebot A erkldrt, denn wie im
reinen Verlustsystem wird stets ein stationdrer Zustand er-
reicht. Die Zustandswahrscheinlichkeiten fiir das vollkommene
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Biindel im Verlustsystem werden nur mit der Wahrscheinlichkeit
1—E5, daf kein Ruf im Speicher wartet, multipliziert, um zum
kombinierten Warte-Verlust-System ohne Prioritidten iiberzuge-~
hen, (Das gleiche gilt nach A. LOTZE [17] fiir unbeschrinkten
Wartespeicher, aber endliche Quellenzahl,)

Im reinen Wartesystem ist die Zahl der Wartepldtze unbegrenzt
(Grenziibergang s-eo). Ein stationdrer Zustaend wird nur fiir
A<n erreicht, Ist das Angebot so groB8, daB Sittigung [13]
eintritt (Aén), dann wdchst die Gesamtzahl der Rufe im System
fortlaufend., Dann wartet sicher stets zumindestens ein Ruf
(Eg=1), und es gibt keine zeitunabhingigen Zustandswahrschein-
lichkeiten mehr (p,=0).

2.5 Blockierungswahrscheinlichkeit

Die Blockierungswahrscheinlichkeit E ergibt sich aus (2.6)

mit (2.12).
h+s 1
1 2
E = pr = — -E, _(A)-(1-E) (2.1%)
X=n 1w '

A.K. EBLANG gab fiir die Blockierungswahrscheinlichkeit eines
Verlustsystems an [9,1, u.a.]:

E = E, _(A) = 2 (2.14)
N AE
&
H, STORMER [30] und J.R.W. SMITH und J.L. SMITH [29) leiteten
die Blockierungswahrscheinlichkeit fiir ein kombiniertes Warte-
Verlust-System her. Man setzt (2,13, 2.14) in (2.15) ein und
erhdlt auch fiir Warte-Verlust-Systeme mit Prioritdten:

1- (X4S+1
E o= T fir (2.16)
B, "% T §=0,1,2,... endlich

Fir den Sonderfall, daf das Gesamtangebot A der Leitungszahl
n gleich ist, ergibt sich durch den Grenziibergang «- 1 in
Gleichung (2.16):
s + 1
E = e——— fir w=1 und (2.17)
+ s s=0,1,2,... endlich
E1 (n)

n
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A.X. ERLANG bestimmte auch die Blockierungswahrscheinlichkeit
fiir ein Wartesystem. Man fiihrt in (2,16) den Grenziibergang
s-s00 durch und erhdlt:

1 K. n
- H -
E=8, (A) = —% — - o (2.18)
t _~—FT'+-__ AA A ..n fir <l und s-—oo
Egn 8 1-a Ez! T nTneA

E2n(A) ist die Wartewahrscheinlichkeit nach der 2, Erlang-
schen Formel [9,1,16,19,18,32, u.a.l.

Bel einem Angebot AZn muB stets gewartet werden, Das Biindel
ist dauernd voll belegt.

E = 1 fir ol und s-poo (2.19)

2.6 Zustandswahrscheinlichkeiten fiir kombinierte Warte-
Verlust-Systeme mit Prioritéten

Wie zuvor betrachten wir ein kombiniertes Warte-Verlust-
System mit vollkommener Erreichbarkeit, aber beriicksichtigen
Jetzt wieder die Einteilung der Rufe in Priorititsklassen.
Fiir die Zahl (k bereits wartender Rufe von gleicher oder hd-
herer Prioritdt als k ergeben sich im stationiren Zustand

die Wahrscheinlichkeiten p(ﬂ,ék) aus den Gleichungen (2.5,
2.6, 2.16).

Das auf eine Leitung bezogene Teilangebot in der Prioritits-
klasse k ist das spezifische Angebot der Prioritidtsklasse k

k

@ = X ~ (2.20)
k n

entsprechend das speéifische Angebot der Prioritdtsklassen
1 bis k

A(Sk) A+ A+ ...+ A
«(Sk) = = 12 L (2.21)
n n
Die Potenzen von u(ék) werden vereinfacht bezeichnet
(507 = «(Ek) (2.22)

Die Zustandswahrscheinlichkeiten p@h,ék) ergeben sich fiir die
s+l Zustédnde %.=0,1,...5 als Losung des Systems linearer
L)
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Gleichungen, das die s Gleichungen (2.5) und die eine Clei-
chung (2.6) umfaBt,

50 = w2 ¢ (2.23)
p(¢,=k = &(=k) " ¢ ——————n—“— R fir =0,1,...8 2.23
k 1-o(Sk S und K=1,2,...K

In kombinierten Warte-Verlust-Systemen und in Verlustsystemen
erreicht der Verkehr fiir jeden Wert des Angebots einen sta-

tiondren Zustand, well es wegen der endlichen Zshl von Warte-
plétzen zu Verlustrufen kommt,

Fiir den Sonderfall A(3k)=n ergibt sich aus Gleichung (2.5),
daB alle s+l Zustdnde €, =0,1,...s gleichwahrscheinlich sind.
Aus (2.5) und (2.6) erhilt man dann

E

p(f,%k) = fiir «($k)=1 (2.24)
s + 1 und ¥¢,=0,1,2,...s

Das gleiche Ergebnis liefert der in (2.23) ausgefiihrte Grenz-
iibergang o{3k)-l, Die Wahrscheinlichkeiten fiir die Zusténde
ﬁ‘=0,1,...[%] sind bei «(3k)<1 gréfer als fiir die Zusténde
[%]+1,...s und bei o(Sk)>1 kleiner; dazwischen liegt bei

«(2k)=1 die Gleichwahrscheinlichkeit aller s+1 Zustande,

Fir die geringste Prioritdt (Prioritdtsklasse k=K) spielt die
Reihenfolge der wartenden Rufe in der Warteschlange und ihre
Einteilung in verschiedene Prioritédtsklassen fiir die Zahl 147,
keine Rolle mehr. Insgesamt warten zsz Rufe vor dem belegten
Biindel. Die Gleichungen (2.23, 2.24) gehen in Gleichungen
iiber, die auch fir das kombinierte Warte-Verlust-System ohne
Prioritédten gelten.

G = 2 «(3K) = « fiir k=K (2.25)
z l-x
o - E fir oc#l
1_u§+1
p(z,ﬁ ) = p, = fiir x=n+z=n,n+l, .. .n+s (2.26)
E
fir a=1
s +1

Mit den Gleichungen (2,16, 2.17) mit (2.13, 2.14) geht (2.26)



35

in die auf Seite 31 angegebene Gleichung (2,12) fiir Py =Prsz
Uber., Damit sind die Zustandswahrscheinlichkeiten p, im kom-
binierten Warte-Verlust-System mit Priorititen fiir x=n,n+1,
...n+s bestimmt worden.

Fir x=0,1,...n gelten, nach den Einleitungsbemerkungen zu
Abschnitt 2,4, die Werte P, nach Gleichung (2.11). Mit (2.13,

2.14) ergibt sich aus (2.11)

AX

p, = Xt fiir x=0,1,...n  (2.11')

A 1 + o L=
nt E1niA5 1o

2.7 Zustandswahrscheinlichkeiten fiir reine Wartesysteme

Flir Wartesysteme umfaBt das System der Zustandsgleichungen
(2.5) unendlich viele Gleichungen, da die Zahl der Warteplédt-
ze unbegrenzt ist. Die Wahrscheinlichkeit fiir den Zustand
"Q‘Rufe aus den Prioritédtsklassen 1, 2, ... k warten vor dem
voll belegten Biindel" ergibt sich aus (2.5, 2.6) zu

, f

P(f,2k) = (k¥ [1-x(£K)] - E (2.27)
fir o(£k)<1, s+00, $=0,1,2,... und k=1,2,...K

mit E nach (2.18) oder (2.19). Bis auf den Faktor E ent-

sprechen die Wahrscheinlichkeiten p(g,ik) einer geometrischen
Verteilung [34]. Die Formel (2.27) wurde fiir n=1 von

S.A. DRESSIN und E. REICH hergeleitet (8,28]. Die Blockierungs-

wahrscheinlichkeit ist nach (2.18) mit (2.14)
E = o fir n=1, <l und s-ow(2,28)

Im reinen Wartesystem (s-o0) wird der Gesamtverkehr nur im
Falle A<n stationsr. Dann ist der Verkehr auch fiir jede ein-
zelne Prioritidtsklasse stationir,

Ist der Gesamtverkehr nicht stationdr, weil Ain, dann kann
der Verkehr trotzdem fiir Rufe der hichsten Prioritdt (k=1)

bis zu einer Grenzprioritdtsklasse k" noch stationdr sein,

Fiir die Prioritédtsklassen von 1 bis k* stellt sich ein statio-
nédrer Zustand ein, wenn

A(Sk")<n, aver A(Sk*+1)Zn fiir s-oo (2.29)
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ist [2,3,13,28], obwohl insgesamt kein stationdrer Zustand
mehr erreicht wird. Zum fortlaufenden Anwachsen der Warte-
schlange tragen im Mittel allein die weniger dringenden

Rufe der Priorititsklassen von k +1 bis K bei. Die Erwartungs-
werte fiir die Zahl der Rufe im Biindel und in der Warteschlan-
ge bleiben fiir die hdchsten Prioritdten 1 bis k. zeitlich
konstant. Im Leitungsbiindel werden im Mittel alle Belegungen
der Prioritdtsklassen 1 bis k. und in den verbleibenden Zeit-
liicken noch einige Belegungen der Prioritdtsklasse k‘+1 durch-~
geschaltet. Das gilt widhrend eines Zeitabschnitts der Sédtti-
gung (131, mit A(Sk™+1)2n,

Mit den Zustandswahrscheinlichkeiten nach (2,23, 2.24) wer-
den im Kapitel 3 die Warte- und Verlustwahrscheinlichkeiten
bestimmt, Mittlere Wartezeiten werden im Kapitel 4 behandelt.

3. Verlust- und Wartewahrscheinlichkeiten

3.1 Bilanz der Verkehrswerte

Ein neu ankommender Ruf fiihrt entweder zur Belegung oder er
wird zum Verlustruf, Wir stellen eine Bilanz der mittleren
Zahl von k-Rufen auf (Bild 3.1 Seite 37). Die mittlere Zahl
der k-Rufe, die in der Zeiteinheit, der mittleren Belegungs-
dauer ankommen, ist gleich dem Angebot A der Prioritdtskles-
se k., Die Aufteilung dieser Rufe nach ihrem Schicksal - sie
werden entweder Belegungen oder Verlustrufe - ergibt die Bi-
lanz der Verkehrswerte,

3.2 JVerlust- und Wartewahrscheinlichkeiten bei Ankunfts-
reihenfolge
a) Rufe zu ihren Ankunftszeitpunkten

Ankommende k-Rufe, die noch eine freie Leitung finden, be-
legen sie sofort. Das Bilindel ist nicht blockiert, wenn noch
mindestens eine Leitung frei ist; Wahrscheinlichkeit 1-E.

Nur die Blindelblockierungswahrscheinlichkeit E ist unabhéngig
von der betrachteten Prioritédtsklasse; E ist fiir alle Rufe
gleich gros.
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Belegung == k-Ruf Verlustruf

mittlere Zahl von k-Rufen, die widhrend einer
mittleren Belegungsdauer 1 ankommeg;,Ak
it

zu ihren Ankunftszeitpunkten:

E'Ak

k-Rufe treffen bei
voll belegtem
Blindel ein

(1-B)-Ay % B~ Ay

k-Rufe belegen k-Rufe werden so-
sogleich eine \ gleich abgewiesen
freie Leitung JER W——

W]K{'Ak /

k-Rufe beginnen
zu warten

nach einer zufdlligen Wartezeit:

Wi Ay BBy
k-Rufe belegen nach k-Bufe werden nach
Warten eine Leltung Y, Warten aus dem

AY

\ ~ Speicher verdringt
E \

Summe :
(1—Bk)-Ak Belegungen By Ay Verlustrufe

Bild 3.1 Bilanz der mittleren Zahl von k-Rufen wihrend einer
mittleren Belegungsdauer 1

Zustand und zugewiesener Warteplatz bei Ankunftsreihenfolge
In der Warteschlange sind die wartenden Rufe nach steigenden
Prioritétsklassenindizes geordnet. Ein ankommender k-Ruf reiht

sich in den Warteschlangenanteil aus wartenden k-Rufen ein.
Es wurde noch nicht festgelegt, welchen Warteplatz innerhalb
des Warteschlangenanteils aus k-Rufen der ankommende k-Ruf
belegt. Alle wartenden Bufe hdherer Prioritdt (Prioritdts-
klassen 1, 2, ... k-1) stehen im Wartespeicher stets vor
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allen wartenden k-Rufen; alle wartenden Rufe geringerer
Prioritédt (Prioritédtsklassen k+1, k+2, ... K) sind stets
hinter allen wartenden k-Rufen eingereiht. fk Rufe von glei-
cher oder hoherer Prioritdt (Prioritidtsklassen 1, 2, ... k)
warten vor dem voll belegten Biindel. Fiir die Zustandswahr-
scheinlichkeiten P(§,%k;t) und p(§,,%k) kommt es nur auf die
Zahl fk an. Die Abfertigungsreihenfolge beeinfluBt die Zu-
standswahrscheinlichkeiten nicht.

Bel Ankunftsreihenfolge reiht sich ein neuer k-Ruf so in die
Warteschlange ein, da8 alle Rufe von gleicher oder hoherer
Prioritédt vor ihm stehen. Im Augenblickszustand nach Bild 2.1
(Seite 22) belegt ein ankommender 3-Ruf den Warteplatz j=5.

Einem k-Ruf wird bei Ankunft wihrend eines Blockierungszeit-
abschnitts der Warteplatz

o= % +1 fiir €=0,1,...s-1 und k=1,2,...K (3.1)

zZugewiesen. Die Wahrscheinlichkeit, daB ein neu ankommender
k-Ruf den Warteplatz j zugewiesen erhdlt, ist bei Ankunfts-
reihenfolge gleich der Wahrscheinlichkeit, daB zum Ankunfts-

zeitpunkt bereits §k=j-l Rufe der Prioritidtsklassen 1 bis k
vor dem voll belegten Biindel warten.

p., = pli-1,%kK) fir k=1,2,...X (3.2)

je
fiir j=1,2,...s und s endlich {Warte-vVerlust-System)
und fir j=1,2,... und s-o (Wartesystem)

Verlust durch Abweisen

Einige der widhrend der Blockierungszeitabschnitte ankommenden
k-Rufe werden sofort abgewiesen, ndmlich dann, wenn alle s
Wartepldtze durch Rufe der Prioritdtsklassen 1,2,...% besetzt
sind. Bild 3.2 (Seite 39) zeigt eine Realisierung eines zu-
f&lligen Augenblickszustands. Alle s=6 Warteplidtze sind von
1-Bufen, 2-Rufen und 3-Rufen belegt. Ankommende B;Rufe oder
L4_Rufe werden sofort abgewiesen, weil der gezeichnete Augen-
blickszustand zum Zustand f3=6 und zugleich zum Zustand f4=6
gehort,

Die Wahrscheinlichkeit fiir den Zustand =S - alle s Warte-
platze sind zu irgendeinem beliebigen Zeitpunkt von Rufen

der Prioritidtsklassen von 1 bis k belegt ~ ist gleich der
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Wahrscheinlichkeit, daB ein einfallender k-Ruf sogleich ab-
gewlesen wird und verloren geht. Diese Wahrscheinlichkeit

heiBt Verlustwahrscheinlichkeit durch sofortiges Abweisen Bi.
Nach (2.23) gilt fiir das kombinierte Warte-Verlust-System

<

< < 8 1-a(=k)
B = p(s,=k) = «(3k) - —7 - E (3.3)
1-a(=2k) fir k=1,2,...K

und s endlich

Fiir «(2k)=1 ist nach (2.24) die Verlustwahrscheinlichkeit
durch Abweisen

B! = p(s’§k) =

! fir ofSk)=1 (3.4)

s + 1 und s endlich

Warte- k/ein ankommender 3-Ruf oder 4-Ruf

platz ' ’,.vwird sofort abgewiesen

Lo =

13

ein ankommender 2-Ruf wird
auf den Warteplatz 4 einge-
wiesen; der 2-Ruf schiebt
alle wartenden 3-Rufe um

1 Warteplatz zuriick

W

-+
e

N

N
. ¥

der 3-Ruf, der auf Warteplatz
6 gewartet hat, wird verdrangt
und geht verloren, weil der
2-Ruf ankommt

-
[

Bild 3.2 Ein Beispiel fiir einen augenblicklichen zu-
fédlligen Zustand, Er ist ein Beispiel fiir die
folgenden Zusténde: $,=2; $,=3; Y;=b=s;
f¢=6=8.
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Im reinen Wartesystem wird kein Ruf abgewiesen, weil die
Zahl der Wartepldtze unbeschrinkt ist:

B = 0 fiir k=1,2,...K  (3.9)
und S-— oo

Wartebeginn
Wir betrachten nur k-Rufe, Im Mittel belegen (1-E)~Ak Rufe

sofort eine freie Leitung und B,-A, Bufe werden sofort abge-
wiesen, Die verbleibenden WL-Ak Rufe beginnen zu warten, Die
Wahrscheinlichkeit fiir Wartebeginn ist deshalb

W $Z1 (5, %K) ) (3.6)
= >p(t,%k) = E-B! = ———E 3.
a0 kg St fiir k=1,2,...K

k und s endlich

Im Wartesystem beginnen alle k-Rufe zu warten, die wihrend
eines Blockierungszeitabschnitts ankommen:

WL = E fiir k=1,2,...K (3.7)
und s-eoo

Der Apostroph ' kennzeichnet die Wahrscheinlichkeiten fiir das
Schicksal der Rufe zu ihren Ankunftszeitpunkten,

b) Bufe, die gewartet haben

Verdrangen
Wenn k-Rufe anfangen zu warten, gibt es zwel mdgliche Schick-

sale. Im Mittel sind W, -A, Bufe erfolgreich; sie gelangen nach
Warten ins Blindel. Die restlichen Bi-A, Rufe werden nach be-
gonnenem Warten aus dem Speicher verdringt. Die Ursache sind
Rufe héherer Prioritdt (Prioritdtsklassen 1, 2, ... k-1),

die sich hinter Rufen hoherer oder gleicher Prioritdt in die
Warteschlange einreihen, Sie stehen dann vor den bereits war-
tenden k-Rufen., Dadurch schieben sie alle Rufe mit geringerer
Prioritdt und auch die wartenden k-Bufe um einen Warteplatz
zuriick. Der Ruf, der bisher auf Platz s wartete, findet kei-
nen Warteplatz mehr und wird nachtridglich zum Verlustruf.

Bild 3.2 (Seite 39) zeigt ein Beispiel fiir einen zufdlligen
Augenblickszustand, Einem ankommenden 2-Ruf wird der Warte-
platz 4 zugewiesen. Alle Rufe, die auf Warteplidtzen hinter
dem zugewiesenen Platz gewartet haben, werden um einen Platz
zuriickgeschoben, Der 3-Ruf, der auf Warteplatz 6 gewartet hat,
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wird aus der Warteschlange verdrdngt und geht verloren. Um die

verdrdngten k-Rufe zu erfassen, geniigt es nicht, eine Bilanz
fiir die k-Rufe allein aufzustellen. Es miissen auch mdgliche
Ereignisse und Rufe hoherer Prioritdt betrachtet werden, die
das Verdridngen der k-Rufe verursachen konnen.

Wir beniitzen die formale Darstellung aller méglichen Ereignis-
se als Bereiche innerhalb eines Rechtecks, den Merkmalraum [34]

(Bild 3.3 S.42). Der Zustand, iJ:s - alle s Wartepldtze sind
von Rufen der Prioritdtsklassen von 1 bis k-1 besetzt - ent-
spricht der Flédche des inneren Kreises. Rufe der Prioritidts-
klassen von k-1 bis K werden sogleich abgewiesen. Wenn der
Zustand fk=s vorliegt, werden alle ankommenden Rufe aus den
Prioritétsklassen von k bis K sogleich abgewiesen. Wenn
fb4=s vorliegt, dann gilt auch gkzs; wenn s Rufe der Priori-
tdtsklassen 1 bis k-1 warten, warten damit auch s Rufe der
Prioritatsklassen 1 bis k. Das Ereignis fk4=s ist ein Teil-
ereignis von fk=s; die Fldche des inneren Kreises f4=S 1ist
in der Flédche des &uReren Kreises fk=s enthalten.

Die Ringfléche zwischen den beiden Kreisen stellt die Ereig-
nisse dar, daf mindestens ein k-Ruf unter den s wartenden
Rufen der Prioritédtsklassen 1, 2, ... k ist, aber kein Ruf
der Prioritdtsklassen k+1, k+2, ... K. Die Wahrscheinlichkeit
fiir diese Ereignisse ist p(s,ék)-p(s,ék—l). Ein Ruf der Prio-
ritédtsklasse k wird sofort abgewiesen. Ein Ruf aus einer der

Prioritdtsklassen 1, 2, ... k-1 gelangt in den Wartespeicher
und verdréngt einen k-Ruf.

Die mittlere Zahl der in der Zeiteinheit, der mittleren Be-

legungsdauer, sogleich bei ihrer Ankunft abgewiesenen k-Rufe
ist

BirA, = p(s,ék)-Ak
Wahrend einer mittleren Belegungsdauer werden im Mittel
Ba'Ak weitere k-RBufe nach begonnenem Warten durch neue Rufe
aus Prioritédtsklassen $k-1 aus dem Speicher verdrédngt. Die
*Verlustwahrscheinlichkeit durch Verdréngeﬁ‘Bz ergibt sich,
wenn man die Gleichheit der Zahl verdridngender und verdring-
ter Rufe beriicksichtigt, aus Bild 3.3 (Seite 42)
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By-A = [p(s,%k)-p(s,8k-1)]-A($k-1)

die k-Rufe gelangen
ins Biindel oder in
den Wartespeicher

i

es wartet
mindestens 1
k-Ruf in der
Warteschlange

/ ’ -

// /// ‘ﬁ_;.;__;g—t"g;‘i—j
ufe e sofort

/ /

abgewiesen werden
L8 J

W A R
A ‘ /|Tp(§ £k)-p(s,%k-1)1- A(‘k 1) _]
A/ J

Bufe hoherer Prioritdt reihen |
k Rufe N }%1ch in die Warteschlange ein l
kommen an y/

b

und verdrédngen wartende k-Rufe !

Loneen . °
A(%k-1 / T

tp(s, k) -p(s,%k-1)1-A(3k-1)
Rufe héherer = Bi-A,
Prioritdat k-Rufe, die aus dem Warte-
kommen an speicher verdrangt werden
(1,2,...k-1)

Bild 3.3 Merkmalraum mit Bereichen fiir die mdglichen Ereig-
nisse, Bilanz der mittleren Zahl von k-RBufen und
der Rufe hoherer Prioritdt widhrend der mittleren
Belegungsdauer 1
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Daraus mit (3.3, 3.4) und (2.20, 2.21)

a($k-1)
" - 1] - 5 ¢ ene—— 1 —
Bk = (Bk Bk4) ) fir k=2,3,...XK (3.8)

Rufe der hochsten Prioritdt werden niemals verdrangt:

B = 0 fiir k=1 (3.9)

Verlustwahrscheinlichkeit

Die Verlustwahrscheinlichkeit Bk ist die Wahrscheinlichkeit,
daR ein k-Ruf entweder durch Abweisen oder durch Verdrangen
verloren geht.

B! -o(3k) - B! .a(Zk-1)
- K k-1 . (3.10)
o fiir k=1,2,...K

(Dabei gilt «(20)=0.)

Erfolgreiches Warten

Die Wahrscheinlichkeit Wy, fir Warten, das zum Belegen einer
Leitung fiihrt und von H. STORMER erfolgreiches Warten ge-
nannt wurde [30], ergibt sich aus der Wahrscheinlichkeit fiir
Wartebeginn w& und der Verlustwahrscheinlichkeit durch Ver-

dréngen B! (vgl. Bild 3.1 Seite 37).

- - - _ . -
Wk Wk BE E Bk fir k=1,2,...K (3.11)

Damit sind alle Wahrscheinlichkeiten fir alle mdglichen Ver-
léufe, die in der Bilanz der k-Rufe (Bild 3.1 5. 37) aufge-
fiihrt sind, bestimmt. Die Wahrscheinlichkeiten, daB ein k-Ruf
nicht gehemmt wird (1-E), daB er erfolgreich wartet (W, ),

oder daB er verloren geht (Bk), bestimmen sein endgiiltiges
Schicksal,

Bisher wurde immer die Ankunftsreihenfolge betrachtet. Warten
mehrere Rufe aus derselben Prioritétsklasse, dann darf der
Buf, der zuerst im System ankam, zuerst eine frei gewordene
Leitung belegen, Die Reihenfolge nach den Ankunftszeitpunkten
ist ein gerechtes Verfahren, Die Steuerung eines Vermittlungs-
systems wird senr kompliziert, wenn auch in Zeitabschnitten
starken Verkehrs die Ankunftsreihenfolge streng einzuhalten

Ly

ist. In realisierten Systemen entspricht die wirkliche Reihen-
folge der Abfertigung oft eher einer zufallsmidBigen Auswahl
unter den wartenden Rufen., Zufdllige Reihenfolge bedeutet,

daB es keine Auswahlvorschrift gibt, welcher der wartenden
Rufe vor den anderen wartenden Rufen der gleichen Prioritdts-
klasse zu bevorzugen ist, Wird einerseits bei Ankunftsreihen-
folge der zuerst angekommene Ruf bevorzugt, dann kann ande-
rerseits auch der zuletzt angekommene Ruf bevorzugt werden
(inverse Reihenfolge). Die tatsdchlich vorkommenden Abferti-
gungsreihenfolgen liegen zwischen Ankunftsreihenfolge und
inverser Reihenfolge. Deshalb werden die beiden gegensdtzli~
chen Reihenfolgen untersucht, um den EinfluB der Abfertigungs-
reihenfolge zu erfassen.

In Ausnahmef&dllen kann die inverse Reihenfolge zweckméRig
sein, Beil Flugliberwachung ist z.B, die letzte Meldung aus
einer Klasse am wichtigsten, weil der Uberwachungszentrale
stets vordringlich die neue Situation mitgeteilt werden muB,

3.3 Verlust- und Wartewahrscheinlichkeiten

bei inverser Abfertigungsreihenfolge

a) Rufe zu ihren Ankunftszeitpunkten

Ankommende k-Rufe, die noch eine freie Leitung finden, bele-
gen sie sofort; Wahrscheinlichkeit (1-E).

Zustend und zugewiesener Warteplatz bei inverser Reihenfolge

Ein k-Ruf komme widhrend eines Blockierungszeitabschnitts an,
Bei inverser Reihenfolge reiht er sich so in die Warteschlan-
ge ein, daB alle Rufe von hdherer Prioritdt vor ihm stehen.
Hinter ihm stehen alle Rufe von gleicher und von geringerer
Prioritdt, die bei seiner Ankunft bereits gewartet haben,

Im Augenblickszustand nach Bild 2.1 (Seite 22) wiirde ein an-
kommender 3-Ruf bei inverser Reihenfolge den Warteplatz j=2
belegen, Einem k-Ruf wird bei Ankunft widhrend eines Blockie-
rungszeitabschnitts der Warteplatz j zugewiesen.

o= 9., +1 fir f70ilseoees=1 und k=2,3,...K (3.12)

Ein 1-Ruf beginnt bei inverser Reihenfolge stets auf dem
Warteplatz j=1 zu warten.
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j o= 1 ’ fiir k=1 (3.13)

Die Wahrscheinlichkeit, daB ein neu ankommender k-Ruf den
Warteplatz j zugewiesen erhdlt, ist bei inverser Reihenfol-
ge gleich der Wahrscheinlichkeit, daf zum Ankunftszeitpunkt
bereits fk4=j-1 Rufe der Prioritétsklassen 1 bis k-1 vor dem
voll belegten Biindel warten.

(&)

Py = p(j-1,8k-1) fir k=2,3,...K (3.14)
W 1 fir j=1 P
pr = {o fir j41 fir k=1 (3.15)

fir j=1,2,...s und s endlich (Warte-Verlust-System)
und fir j=1,2,... und s-co (Wartesystem)

Verlust durch Abweisen

Ein ankommender k-Ruf wird sofort abgewiesen, wenn alle s
Wartepldtze von Rufen der Prioritédtsklassen 1 bis k-1 besetzt
sind. Das ist das Ereignis fk4=s. Die Wahrscheinlichkeit, daB
ein ankommender k-Ruf abgewiesen wird, ist die Verlustwahr-
scheinlichkeit durch Abweisen; mit (3.3, 3.4) ergibt sich

B:” = p(s,$k-1) = B, fir k=2,3,...X (3.16)

Wartebeginn

Wenn die wartenden Rufe aus den Prioritédtsklassen 1 bis k-1

weniger als s Wartepldtze besetzt haben, beginnt der k-Ruf
zu warten. Wahrscheinlichkeit fiir Wartebeginn
s-1

w‘.(u; - Zp(f“,i-k_l) =

wif flir k=2,3,...K (3.17)

Rufe der hdchsten Prioritdt k=1 beginnen stets auf dem ersten
Warteplatz zu warten, sie werden niemals abgewiesen.

B;u) = 0 fir k=1 (3.18)
w;lﬂ = E fiir k=1 (3.19)

Im Mittel belegen (1—E)-Ak Rufe sofort eine freie Leitung,
BUU'Ak Rufe werden sofort abgewiesen und wﬁ“-AL Rufe beginnen
zu warten. Damit sind die Wahrscheinlichkeiten fiir die drei

Mdglichkeiten, die das Schicksal der k-Rufe im Ankunftszeit-
punkt beschreiben, bestimmt.
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b) Rufe, die gewartet haben

Wenn k~-Rufe anfangen zu warten, gibt es zwei mogliche Schick~
sale. Im Mittel sind WELAL Rufe erfolgreich; sie gelangen nach
Warten ins Bilindel. Die restlichen BTO'AL Rufe werden nach be-
gonnenem Warten aus dem Speicher verdringt. Die Ursache sind
Rufe gleicher oder hoherer Prioritdt (Prioritidtsklassen

1, 2, ... k), die sich alle vor den bereits wartenden k-Rufen
in die Warteschlange einreihen. Dadurch schieben sie alle
wartenden Rufe aus den Prioritdtsklassen k, k+l, ... K um
einen Warteplatz zuriick. Ein Ruf, der bisher auf Platz s
wartete, findet keinen Warteplatz mehr und wird nachtréglich
zum Verlustruf.

Durch die inverse Abfertigungsreihenfolge, die als eine Regel
inversen Einreihens in die Warteschlange durchgefiihrt wird,
bekommen neu ankommende Rufe andere Warteplidtze zugewiesen
als bei Ankunftsreihenfolge. Im Beispiel fiir einen Augen-
blickszustand (Bild 3.2 Seite 39) wiirde einem 3-Ruf bei in-
verser Reihenfolge der Warteplatz 4 zugewiesen, Damit wiirde
der wartende 3-Ruf von Warteplatz 6 nachtrédglich verdringt.

Im Zustand fb1=s - alle s Wartepldtze sind von Rufen der Prio-
ritdtsklassen von 1 bis k-1 besetzt - werden die k-Rufe und
gleichermaBen Rufe von geringerer Prioritit abgewiesen (Prio-
ritatsklassen k, k+1, ... K). Die Ringflidche (Bild 3.3 S.42)
stellt die Ereignisse dar, daB unter den s wartenden Rufen

der Prioritédtsklassen 1, 2, ... k mindestens ein k-Ruf ist.

Die Wahrscheinlichkeit dieser Ereignisse ist p(s,$k)-p(s,Sk-1).
Ein Ruf aus einer Prioritdtsklasse k+1l, k+2, ... K wird so~
fort abgewiesen. Ein Ruf aus einer der Prioritdtsklassen

1, 2, ... k gelangt in den Wartespeicher und verdrangt einen
k-Ruf.

In der Zeiteinheit werden im Mittel BE“'Ak Rufe der Prioritats-
klasse k sogleich bei ihrer Ankunft abgewiesen.

iy, = £k-1)- = oL
Bk Al< p(s,=k-1) Ak B 4 AL
Wéhrend einer mittleren Belegungsdauer 1 werden im Mittel
BE“-Ak weltere k-Rufe nach begonnenem Warten von neuen

Bufen gleicher oder hdherer Prioritdt (Priorititsklassen Lx)
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aus dem Speicher verdridngt.
By¥-A, = Ip(s,%k)-p(s,3k-1)1-A(3k)

Daraus ergibt sich mit (3.3, 3.4) und (2,20, 2.21) sowie (3.8)
die Verlustwahrscheinlichkeit durch Verdringen Bg“’bei in-

verser Reihenfolge

o o(2k) «(2k) , )
B'@ = (B! - B! ) = B'-————  fiir k=2,3,...K (3.20
k k k-1 d’k k m(g‘k-l) !

Fiir BRufe héchster Prioritdt wird die RBingfldche (Bild 3.3 S.42)
zur Fléche des innersten kleinsten Kreises, der die Ereig-
nisse darstellt, daB alle s Wartepldtze von 1-Rufen belegt
sind. Ein ankommender 1-Ruf verdridngt dann den auf Warteplatz

s wartenden 1-Ruf, Mit (3.3, 3.4)

BIO = p(s,f1) = B, fiir k=1 (3.21)

Verlustwahrscheinlichkeit

Beli inverser Reihenfolge ist die Verlustwahrscheinlichkeit
durch Abweisen kleiner und die Verlustwahrscheinlichkeit
durch Verdrdngen groBer als bei Ankunftsreihenfolge, vgl.
(3.16, 3.18, 3.20, 3.21). Die Verlustwahrscheinlichkeit
insgesamt bleibt unveridndert, denn mit (3.8, 3.16, 3.20)
und mit (3.18, 3.21) ergibt sich

oo S v 2
Bl a(3k) - B} -a(3k-1)

W) _ Q) (&)
B, = B/@+pmr "
) k
B::, = B, fir k=1,2,...K (3.22)

Erfolgreiches Warten

Die Wehrscheinlichkeit fiir erfolgreiches Warten bleibt eben-
falls unveridndert, denn mit (3,10, 3.17, 3.20, 3.22) und mit
(3.19, 3.21) ergibt sich

wL" = wL“’- BY = W, = E- B, fir k=1,2,...K (3.23)

Damit sind alle Wahrscheinlichkeiten fiir das endgiiltige Schick-
sal eines k-Rufs bel inverser Reihenfolge bestimmt,

L8

3.4 Diagramme fiir die Blockierungs-, Warte- und Verlust-

wahrscheinlichkeiten

Blockierungswahrscheinlichkeit

Wir wollen zurilickschauen, Da beil nicht unterbrechender Prio-
ritat bestehende Belegungen unangetastet bleiben, gelten die
Blockierungswahrscheinlichkeit E und die Wahrscheinlichkeit
1-E fiir sofortigen Belegungsbeginn fiir alle Prioritdtsklassen;
vgl. (2.14 Dbis 2.19) und Bild 3.4. Die Kurven zeigen den Ein-
fluB der GroBe s des Wartespeichers. Die Extremfidlle sind das
Wartesystem (s-c0) und das Verlustsystem (s=0). Die Blockie-
rungswahrscheinlichkeit E ist in den meisten Formeln als
Faktor enthalten,

E n=1
1 t T S a) | I
o5 ——1————
| 2| ,
1 f—"
| ot Eue |
05— //;/
| / Ts
| o
o 05 1 15 2 25
E n=5
1 =
1 [— —
E,s(50) /v 5‘?/ 1
/
0 E,5(5a
U / Ts
o
0 05 1 15 2 25

Bild 3.4 Die Blockierungswahrscheinlichkeit E hédngt vom Ge-
samtangebot je Leitung «, von der Zahl der Warte-
pldtze s und von der Leitungszahl n ab,
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Verlust- und Wartewahrscheinlichkeiten

Die GroBe B!/E stellt die Verlustwahrscheinlichkeit durch
Abwelisen By bel Ankunftsreihenfolge dividiert durch die
Blockierungswahrscheinlichkeit E dar, vgl. (3.3, 3.4). Sie
ist im Bild 3.5 aufgezeichnet, Sie héngt nicht von der Zahl
der Leitungen n ab, wenn das spezifische Angebot «(Sk) der
Prioritédtsklassen 1 bis k beniitzt wird. Zuerst wird E aus
Bild 3.4 bestimmt, dann wird Bild 3.5 zweimal angewendet :

fiir die Prioritdtsklassen 1 bis k und fiir die Prioritidts-
klassen 1 bis k-1. Damit kénnen die Formeln (3.8, 3.10, 3.11)
leicht ausgewertet werden. Fiir inverse Beihenfolge sind die
Unrechnungen zur Ankunftsreihenfolge (3.16, 3.17, 3.20, 3.22,
3.23) zu beachten. Weil die Differenzen zweier aus den Kurven
abgelesener Werte ungenau sein konnen, wurde auBerdem ein
ALGOL-Programm geschrieben, um alle Formeln dieser Arbeit nu-
merisch auswerten zu kdnnen.

Bi
£
Or 1 0
N .
I
05105 1— 1 ——
’ 0 /2/
//5/
] " ou=)
0 o5 1 5 >
wk
1=

Bild 3.5 Die Verlustwahrscheinlichkeit durch Abweisen EL und
die Wahrscheinlichkeit fiir Wartebeginn W' 6 dividiert
durch die Blockierungswahrscheinlichkeit E, hangen
vom Angebot der Priorititsklassen 1 bis k je Leitung
«(2k) und von der Zahl der Wartepldtze s ab.
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3.5 Gesamtverlust- und Gesamtwartewahrscheinlichkeit

Werden die Rufe aus allen K Priorititsklassen gemeinsam be-
trachtet und wird iiber alle K Prioritdtsklassen mit dem Ge-
wicht der Angebotsanteile Ak/A = &, /o gemittelt, dann er-
gibt sich die Gesamtverlustwahrscheinlichkeit B.

K
[¢2
k
B = E Br— .24
P k o (3.24)

Mit (3.10) folgt, daB sie gleich der Verlustwahrscheinlichkeit
durch Abweisen der letzten Prioritdtsklasse k=K ist. Mit
(3.3) und «(2K)=o

s l-a

= % s+l
1-o

B = B

M E fir s endlich (3.25)
Im kombinierten Warte-Verlust-System ergibt sich mit (2.26)
fiir die Verlustwahrscheinlichkeit B=p,, . ebenfalls die Formel
(3.25). Die Gesamtverlustwahrscheinlichkeit B ist demnach
unabhdngig vom Einteilen in Prioritdtsklassen,

Die Gesamtwartewahrscheinlichkeit W ist ebenfalls unabhéngig
vom Einteilen der RBufe in Prioritédtsklassen.

K s
0, l-o
W = Zwl(: = E-B = SH'E (3.26)
k=1

3.6 Ein Beispiel

Ein Belspiel scll veranschaulichen, wie sich das Einteilen

in Prioritétsklassen auswirkt. In einem militérischen Fern-
schreibnetz [26] sind 3% der Meldungen "Sofort-Nachrichten".
Ein Viertel aller Rufe sind "dringend". Zur dritten Kategorie
mit dem Namen "Routine" gehdren 32% der Nachrichten, Den ge-
ringsten Wert haben jene verbleibenden L40% "Zuriickstellung".

k | 1 | 2 | 3 | 4
a/a | 3% [25%8 (325 |%0%
Wir betrachten ein kombiniertes Warte-Verlust-System mit
n=2 Leitungen und s=2 Wartepldtzen. Die Verlustwahrschein-
lichkelt ist fiir Rufe hochster Prioritidt am geringsten; fir

(3.27)

diese Rufe wirkt sich die Beschrdnkung auf nur 2 Warteplitze
am wenigsten aus (Bild 3.6 Seite 51),
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B, n=2/5:2/K=4/53-003,025,032.04
1
/_/4/’?;-'
S
05 —
///////// 2
2
R
o 1
o 05 1 15 2

Bild 3.6 Verlustwahrscheinlichkeit Bk in Abhdngigkeit vom
spezifischen Gesamtangebot o; n=2; s=2,

Nun sollen nur Rufe der Priorititsklasse 3 betrachtet werden.
Mit wachsendem Gesamtangebot steigt fiir 3-Rufe die Wartewahr-
scheinlichkeit w3 an, Erst bel noch mehr erhdhtem Gesamtange-
bot steigt die Verlustwahrscheinlichkeit B; merklich an; dann
wirkt sich die beschrinkte Zahl von Wartepldtzen aus., (Bild
3.7)

n=2/s=2/ K=4/%= 0,03;025;032;04

1 E—
///// Y% -
05 L —5
yd 8
s;:::::::Ezzzzéégi—"""_4_~BQL—'
0 05 1 15 2

Bild 3.7 Blockierungswahrsch, E, Verlustwahrscheinlichkeiten
Bé, Bg und B3 sowie Wartewahrscheinlichkeit Wy fir

3-Rufe in Abhingigkeit vom spezifischen Gesamtange-

bot «; n=2; s=2, (1) kennzeichnet inverse Reihenfolge.
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L, Mittlere Wartezeiten

4.1 Wartebelastung

Die mittlere Zahl der Rufe der Prioritédtsklassen 1 bis k, die
in der Warteschlange warten, heift Wartebelastung Q(%k). Aus
(2.23) ergibt sich der Erwartungswert

s 1-(s+1)- (Skf +s-a( S

Q) = ) ep(f,5k) = a(tk)- - -
50" [1-2(£0)] - [1-(£K]
(w50 (s a($0™]

Rsk) = - |+ E (4.1)
L-atS) 1wt

Aus (2.24) ergibt sich

Qsk) = S.g fiir of £k)=1 (4.2)

2
Flir Wartesysteme mit unbegrenzt vielen Warteplitzen (s-oo)
verschwindet das zweite Glied in der Klammer der Formel (4.1),
falls «{£k)<1 ist. Die mittlere Zahl wartender Rufe nimmt zZu,
wenn die Zahl der Wartepldtze zunimmt.

Die mittlere Zahl wartender k-Rufe, der Warteschlangenanteil
der wartenden Rufe der Priorit&dtsklasse k allein ist die War-
tebelastung

S?k = Q(2k) - Q(5k-1) fir k=1,2,...K (4.3)

(Rufe hdchster Prioritédt gehdren zur Prioritdtsklasse k=1:

R,=5A%1); R(20)=0.)

L,2 Mittlere Wartezeit aller Rufe

Wie die Zeit sind auch alle mittleren Wartezeiten auf die
mittlere Belegungsdauer normiert. Die mittlere Wartezeit

t:k ist auf alle k-Rufe bezogen, ob sie warten miissen oder
nicht. Wenn der ZufallsprozeR des Verkehrsablaufs in der
Prioritétsklasse k stationdr ist, wird die Wartebelastung £,
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durch die im Mittel in dieser Zeit 1£k ankommenden k-Rufe
aufrechterhalten. Die Zahl der in der Zeit t’k eintreffen-
den k-Rufe ist A r . Die Wartebelastung R, ist also das
Produkt aus der mittleren Anzahl Ay der in der Zeiteinheit
(der mittleren Belegungsdauer) ankommenden k-Rufe multi-
pliziert mit der mittleren Wartezeit tzk bezogen auf alle
k-Rufe.

*
B AT (b.4)
Mit (2.20, 2.21) und der Abkiirzung
e(k-1) = a(<k) (4.5)

wird (4.3) und (4.1) in (4.4) eingesetzt. Die mittlere
Wartezeit aller k-Rufe ist

_E { - (s+1)-fal k" —a( <) ]}
(4.6)

Tk = T

[1-al 20 M1-a(<k)] o T2 $1)5 " D1 -a(< k) ]

Eine zweite Formel fiir die mittlere Wartezeit t;k aller
k-Rufe ergibt sich, wenn man einmal die Rufe aus den Prio-
ritdtsklassen 1 bis k, dann jene aus den Prioritdtsklassen

1 bis k-1 zusammenfaBt. Die Wartebelastung Q(ék) umfaBt alle
Wartedauern aller wartenden Rufe aus den Priorititsklassen
§k; darin sind auch die Wartezeiten von Rufen, die nach be-
gonnenem Warten aus dem Speicher verdridngt werden, enthalten.
Die Wartebelastung R(%k) ist gleich dem Produkt aus der
mittleren Zahl A(Sk) von Rufen der Prioritédtsklassen 1 bis k,
die in der Zeiteinheit eintreffen, und der mittleren Warte-

zeit v (£k) bezogen auf alle Rufe der Prioritidtsklassen von
1 bis k.

Q2K = A(SK)- my(Sk) (4.7)
Daraus mit (2.21) und (4.1)

. E 1 (s+1)- o ( Sk
z—w(ék) = - - el (4.8)

n |1-x(%Kk) 1-a(£k)

5L

Werden die Gleichungen (4.4, 4.7) in (4.3) eingesetzt, dann
ergibt sich mit (2.20, 2.21) die mittlere Wartezeit tak
aller k-Rufe [30,33)]
. T (SK) - a($K) - o (Sk-1)- a(Sk-1)

Twk = (4.9)

&

k

Die Gleichung (4.9) mit (4.8) ist dquivalent zu (4.6). Die
Struktur der Gleichung (4.9) fiir die mittlere Wartezeit o4,
aller k-Rufe stimmt mit der Struktur der Gleichung (3.10)
fir die Verlustwahrscheinlichkeit Bk liberein. Um c wk Zu be-
stlmmen, beniitzt man ¢ (Sk) die beiden Werte t’(Sk)/E und
Ty (Sk 1)/E liest man aus Bild 4.1 ab.

TaEK)

E |
6 —c
" |
4 / /1 O\ >
" YN ~
5 5
nl - =

““--—~-——~E?——~_._"___—_"_"‘““o«Sk)

0 05 1 975 2 55

Bild 4.1 Die mittlere Wartezeit ti(ék) bezogen auf alle Rufe
der Prioritdtsklassen von 1 bis k, dividiert durch
die Blockierungswahrscheinlichkeit E, hdngt vom An-
gebot der Prioritédtsklassen von 1 bis k je Leitung
«(£k) und von der Zahl der Warteplitze s ab.
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L.3 Wartende Rufe hdchster Prioritédt bei Ankunftsreihenfolge

Flir Rufe hdchster Prioritdt ist k=1, o(,(él)zoc4 und «{<1)=0.

Die mittlere Wartezeit ti, fiir alle 1-Rufe ergibt sich aus
(4.6)

. E 1 (S+1)-xﬂ
Ty = ¢ - fir s=1,2,...endlich (4.10)
S+
n l-d” 1»0% J

Mit der Wahrscheinlichkeit w; nach (3.6) beginnt ein 1-Ruf

im kombinierten Warte-Verlust-System zu warten. Bei Abfer-
tigen in Ankunftsreihenfolge werden 1-Rufe niemals verdrangt:
Wy =W/ Die mittlere Wartezeit 7T,4 bezogen auf wartende 1-Rufe
ist bel Ankunftsreihenfolge

o §

wi 1 1 S -a,
= = - fir s=1,2,...endlich (&4.11)

$
w1 n l—uc1 l»oc.1

?w{ =

Fir swco (Wartesysteme} verschwindet das zweite Glied inner-
halb der Klammern in den Gleichungen (4.10, 4.11), falls
@, <1, (Vgl. Bild 4.2 Seite 56)

1

g = —— flir & <1 und s--o0 (4.12)
n-(l—mﬁ

Wenn sich oy dem Wert 1 nidhert, strebt die mittlere Wartezeit
T4 gegen oo. Nur fir m4<l ist der ZufallsprozeB des Verkehrs-

ablaufs station&dr (vgl. Abschnitt 2.7).

In Warte-Verlust-Systemen mit einem einzigen Warteplatz muB
bei Ankunftsreihenfolge jeder wartende 1-Ruf warten, bis eine
der n Belegungen endet. Fir s=1 ergibt sich aus (4.11)

Ty = % fir s=1 (4.13)

Falls in Warte-Verlust-Systemen das spezifische Angebot

%, -c0 strebt, dann wird bei Ankunftsreihenfolge jedem 1-Ruf,
der warten muB, der Warteplatz s zugewiesen. Er muB warten,
bis s Belegungen geendet haben, und genau in diesem Zeitpunkt
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belegt er eine Leitung (vgl. Bild 4.2).

IR g fir o, =0 und ) (b.1h)
s=1,2,... endlich

b T | £
A=
n:

‘ / /}o
n | // 5/
2,
n| | 2

— 1

| Oy
0 05 1 15 2 25

Bild 4.2 Die mittlere Wartezeit %,, bezogen auf die warten-
den 1-Rufe hidngt vom Angebot der Prioritédtsklasse
1 je Leitung % und von der Zahl der Wartepldtze s
ab. Flir endliche Zahl von Wartepldtzen s ist Abfer-
tigen nach der Ankunftsreihenfolge vorausgesetzt.

Das System mit einer einzigen Priorité&tsklasse stimmt mit dem
System iberein, in dem die Rufe nicht nach Prioritédten ein-
geteilt sind. In beiden Systemen werden wartende Rufe niemals
verdréngt. Mit o =« sind die Formeln (4.11 bis 4.13) und Bild
4.2 filir die wartenden Rufe im Warte-Verlust-System ohne Prio-
ritdteneinteilung giiltig [30,29}. Mit s-eco geht das Korrek-
turglied fir endliche Zahl von Wartepldtzen geger 0; es er-
gibt sich der bekannte Wert tw:l/(n—A) {9,1,19,28,32,u.a.].
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4.4 Wartende Rufe in Wartesystemen

In Wartesystemen sind alle wartenden Rufe erfolgreich; bei
unbegrenztem Wartespeicher werden niemals wartende Rufe ver-
dréngt. Die Wartebelastung f, ist das Produkt aus der mitt-
leren Anzahl W, -A, der in der Zeiteinheit mit Wartezeit auf-
tretenden k-Bufe multipliziert mit der mittleren Wartezeit Tk
der wartenden k-Rufe.

= WAL T, filr s-» o0
Mit (4.3, 4.1) und W, =E flir s-o00 ergibt sich
1 1
;'[1—«,(§k)]'[1—«,(<k)]
[2,5, fiir n=1: 13,4 28]

c@k

flir s-»o und o(£k)<1 (4.15)

Ohne Prioritédteneinteilung gilt fiir alle Rufe die gleiche
mittlere Wartezeit f§=E*h? 7,ergibt sich aus (4.12) mit o,=e,
Werden die Rufe in Prioritdtsklassen eingeteilt, dann geht die
mittlere Wartezeit q: aller RBufe in die mittlere Wartezeit
Ty, 8ller k-Rufe iiber. Im Wartesystem hingt die Wartewahr-
scheinlichkeit w&=E nicht von der betrachteten Prioritats-

klasse k ab.
3

T T 1l - «
:k = ok = fiir s-—w und o<l (4.16)
T, T, [1-(2k)]-[1-(<k)]

w

Die Formel (4.16) gibt die relative Verlidngerung der mittleren

Wartezeit durch Prioritédteneinteilung an. Sie gilt fiir

das Wartesystem mit POISSON-RufprozeB, negativ exponen-
tieller Verteilung der Belegungsdauern und nZ1 Leitungen
bel voller Erreichbarkeit.

Sie gilt sogar auBerdem fiir

ein Wartesystem mit POISSON-RufprozeB, beliebiger Ver-
teilung der voneinander unabhédngigen Belegungsdauern und
n=1 Leitung [2,13,31,33].

Beispiele
In einem Wartesystem mit unbeschrinktem Wartespeicher sei die
Eintellung der Prioritdten durch (3.27) gegeben. Bild 4.3
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zelgt, deB der EinfluB des Einteilens in Prioritdtsklassen
bel groBer werdendem Angebot immer deutlicher wird. Ver-
gleicht man mit der mittleren Wartezeit bei der Betriebsart
"ohne Prioritédten", dann sieht man, daB fiir die drei ersten
Prioritédtsklassen, fir 60% der Rufe, die mittleren Wartezei-
ten deutlich verkleinert werden. Das System verharrt fiir die
Rufe hoher Prioritdten auch bei hdheren Angeboten im statio-
nédren Zustand und erreicht erst bel noch grdSeren Angebots-
werten eine Sdttigung, Diese Uberlastungsunempfindlichkelit
fiir die eiligen hochwertigen Rufe ist erwiinscht. (Die obere
und untere Grenze der mittleren Wartezeiten werden im Kapi-
tel 8 behandelt.)

twk{ S~co /K=4 /%&: 003:025,03204
_1_ | I ; F
504 ob.Gr‘erlwze\// /4| 3 / i
201' 7 !! 4 [
p / / 1ohne Pr. / !
0% FAH Prioritétskiasse
1.. S // /1/ / i k |
n A AN
oLl A
V== " | 1
o 05 1 15 2

Bild 4.3 Mittlere Wartezeit T, der wartenden k-Rufe in Ab-
héngigkeit vom spezifischen Gesamtangebot « im
reinen Wartesystem (s-oo)

Bild 4.4 (Seite 59) zeigt fiir den Fall von 4 Priorititsklas-
sen mit gleich groRen Teilangeboten das Verhidltnis der mitt-
leren Wartezeiten bei den Betriebsarten "ohne Prioritdten"
und "mit Prioritdten"; vgl. Gleichung (4.16). Fiir Bufe hoher
Prioritdt werden die mittleren Wartezeiten durch Einteilen
der Rufe in Prioritdtsklassen deutlich verringert.
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Bild 4.4 Das Verhdltnis der mittleren Wartezeiten bei den Be-
triebsarten "mit Prioritdten" %y und "ohne Prioriti-

ten" %, nach Gleichung (4.16); K=4 Prioritdtsklassen,
je mit dem Anteil 25% des spezifischen Gesamtangebots

[

4.5 Wartende Rufe in Warte-Verlust-Systemen

In Warte-Verlust-Systemen sind in der Wartebelastung Qh
alle wartenden k-Rufe enthalten, gleichgiiltig, ob sie nach
ihrer Wartezeit eine Leitung belegen oder ob sie nachtrig-
lich aus dem Wartespeicher verdridngt werden. Aus der mitt-
leren Wartezeit tik aller k-Rufe ergibt sich die mittlere
Wartezeit ti: aller nicht abgewiesenen k-Rufe [Wahrschein-
lichkeit fiir Verlust durch Abweisen B} nach (3.3, 3.4) bzw.
(3.16, 3.18)1

. #*
o ** t'wk
wk =

filr k=1,2,...K - (4.17)
1-B!
k
und die mittlere Wartezeit ﬁh‘ aller k-Rufe, die zu warten
beginnen [Wahrscheinlichkeit fiir Wartebeginn W, nach (3.6)

bzw. (3.17, 3.19)]
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#*
, B Twk
cwk - W!
k
Die k-Rufe, die sofort eine Leitung belegen, und die k-Rufe,

fir k=1,2,...K (4.18)

die sofort abgewiesen werden, haben die Wartezeit 0. Die
mittleren Wartezeiten ti: und t, héngen, wie auch t;k'
sowohl von «(%k) als auch von «(<k) ab; sie hidngen beide
von der Abfertigungsreihenfolge ab, wahrend tﬁk davon unab-

hédngig ist.

Die mittlere Wartezeit t:k aller k-Rufe 148t sich mit den bis
hierher errechneten Werten nicht unterteilen in die mittlere
Wartezeit 7, der k-Rufe, die erfolgreich warten, und die
mittlere Wartezeit ty, der k-Rufe, die nach begonnenem War-
ten aus dem Speicher verdrdngt werden.

#*
Yk = W T * (wa - W)

» fir k=1,2,...K (4.19)

Sk
{Wahrscheinlichkeit fiir erfolgreiches Warten wk nach (3.11)
bzw. (3.23); Wahrscheinlichkeit flr Verlust durch Verdriéngen

B} nach (3.8, 3.9) bzw. (3.20, 3.21)1

Um die mittleren Wartezeiten Tk und twk der erfolgreich und
der vergebens wartenden k-Rufe zu bestimmen, muB der Warte-

platz beriicksichtigt werden, auf dem ein Ruf zu warten beginnt,

Wenn ein Ruf wdhrend eines Blocklerungszeitabschnitts des Lei-
tungsbiindels ankommt, dann muB er warten, Es wird ihm ein War-
teplatz zugewiesen; moglicherweise reiht er sich zwischen an-
deren wartenden Rufen in die Warteschlange ein., Durch diesen
gleich bei der Ankunft dem Rufe zugewiesenen Warteplatz werden
die beiden betrachteten Abfertigungsreihenfolgen verwirklicht,.

Die Reihenfolge in der Warteschlange wird nun nicht mehr ver-
dndert, auBer daB sich neu ankommende Rufe in der Warteschlan-
ge dazwischenschieben kdnnen, Endet eine Belegung, dann darf
jewells der gerade auf Warteplatz 1 stehende Ruf die frei ge-
wordene Leltung sogleich neu belegen., Dann riicken alle warten-
den Rufe je um einen Warteplatz vor,
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5. Erfolgreiche Wartezeiten von den verschiedenen Warte-
plétzen aus

In diesem Kapitel wird ein k~Ruf betrachtet, der auf Warte-
platz j steht: j=1,2,...s. Mit welcher Wahrscheinlichkeit be-
endet er seine Wartezeit erfolgreich, indem er eine Leitung
belegt? Wie lange dauert seine Wartezeit, bis er eine Leitung
belegen kann? Zuerst werden die mdglichen Ereignisse in einem
infinitesimal kleinen Zeitabschnitt A¢ betrachtet. Daraus
lassen sich Systeme von Gleichungen fiir die Wahrscheinlich-
keitsdichten, Erfolgswahrscheinlichkeiten, Mindestwertver-
teilungen und mittleren Wartezeiten fiir k-Rufe auf Warteplatz
3 hefleiten. Das Ziel dieses Kapitels ist es, die mittlere
Wartezeit der erfolgreich wartenden k-Rufe zu bestimmen.

5.1 Gleichungssystem fiir die Wahrscheinlichkeitsdichten

Zuerst wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Wartezei-
ten erfolgreicher k-Bufe gesucht, wenn schon bekannt ist,
daB dem betrachteten k-Ruf bei seiner Ankunft der Warteplatz
J zugewlesen wird. Die Wahrscheinlichkeitsdichte, daB der im
Zeltpunkt =0 auf dem Warteplatz j wartende k-Ruf zum Zeit-
punkt 7 seine Wartezeit erfolgreich beendet, sei gj(f). Die-~
se abkiirzende Ausdruckswelse besagt, daB gj(z)-At die Wahr-
scheinlichkelt ist, daB der im Zeitpunkt =0 auf dem Warte-
platz j wartende k-RBuf seine Wartezeit im Zeitintervall von
7 bis T+at erfolgreich beendet. Wenn der Zeitpunkt =0 der
Ankunftszeitpunkt des betrachteten k-Rufs ist, dann ist ¢
seine zufdllige erfolgreiche Wartezeit,

Zur Zeit t wartet ein k-Ruf auf Warteplatz j. Die Wahr-
scheinlichkeitsdichte, daB er zur Zeit t+v+ar seine War-
tezeit erfolgreich beendet, ist gj(t+Ac). Ist der ProzeSB
stationdr, dann sind die Wahrscheinlichkeitsdichten der
Wartezeiten unabhidngig vom Zeitpunkt t auf dem feststehenden
ZeltmaBstab. Fiir Abfertigung in Ankunftsreihenfolge gilt:

a)

Mit der Wahrscheinlichkeit A(<k)-Atr wird der wartende k-Ruf
im Zeitabschnitt at auf den Warteplatz j+1 zurlickgeschoben,
weil ein Ruf hdherer Prioritdt eintrifft. Mit der Wahrschein-
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lichkeit n-e-a7 riickt er auf den wWarteplatz J-1 vor, weil
eine Belegung endet. Er bleibt mit der Wahrscheinlichkeit
1 - A(<k)-at -~ n-e-ar auf dem Warteplatz J stehen, weil
weder ein Ruf hoherer Prioritdt ankommt noch eine Belegung
endet. Nach Verstreichen der Zeit at wartet der k-Ruf noch
die Zeit 7, bis er die Wartezeit beendet. Die ifbergangs-
moglichkeiten sind in Bild 5.1 (Seite 63) dargestellt. Es
gibt Nachbarwartepldtze zu beiden Seiten des anfanglichen
Warteplatzes j, falls j=2,3,...s5-1 ist. Rufeinfall und Be-
legungsenden sind voneinander unabhéngig. Wahrscheinlich-
keiten fir mehr als eine Zustandsénderung in s sind klein
von héherer Ordnung in aA¥. Daraus ergibt sich als Gleichung
flir die Wahrscheinlichkeitsdichten:

gj(t+At) = A(<k)-At-ng(r)
+ [1—A(<k)'At~n'£'At]'gj(t) (5.2)
+ n~£-Ar-gj4(t) flir j=2,3,...s8-1
b)

Befindet sich der betrachtete k-Ruf an der Spitze der War-
teschlange auf Warteplatz j=1, dann belegt er eine Leitung,
die im Zeitabschnitt Av frei wird, sogleich. Damit beendet
er seine Wartezeit im Zeitabschnitt A% erfolgreich. Ein
k-Buf auf dem Warteplatz 1 wartet die Zeit T+av, bis er die
Wartezeit beendet, wenn im Zeitabschnitt ar eine der fol-
genden Moglichkeiten auftritt:
1. Ein Ruf hoherer Prioritdt kommt an und schiebt den k-Buf
auf Warteplatz 2 zuriick.
2. Kein Ruf hoherer Prioritdt kommt an, und keine der n Be-~
legungen endet. Der k-Ruf bleibt auf Warteplatz 1.
Danach wartet der k-Ruf noch die Zeit .

g1(t+At) = A(<k)-At-g2(t) (5.1)
+ [1-A(<k)-aT —n-s-ar]-g1(c) fir j=1
c)

Steht der betrachtete k-Ruf auf dem letzten Warteplatz j=s,
dann wird er von einem Ruf aus einer Priorititsklasse <k, der
im Zeitabschnitt av ankommt, aus dem Speicher verdrangt. Da-
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Zeit:, ++AT ttovar
T+ aT
AT T
ein k-Ruf
auf Warte- der betrachte-
platz j te k-Ruf .,

mogliche Ereignisse
im Zeitabschnitt av

... setzt seine Wartezeit
auf Warteplatz j+1 fort

|

|

|

|

|

!

Wahrsch, -Dichte: l
Al<k)- ar-g. ,(T) |
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i
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Prioritigt

(1,...k-1 j+1

kein Ruf

(1 k-1) ... setzt seine Wartezeit
PECECICR .

auf Warteplatz j fort
Wahrsch.-Dichte:
[1—A(<k)-At]-[1-n»5-uﬂ-gj(t)

kein Ende

... setzt seine Wartezeit
auf Warteplaetz j-1 fort

|
| ein Belegungsende
| Wahrsch. -Dichte:

el BEEE_NE BEE_NEE B
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wartet erfolgreich, 4
seine Wartezeit ist T+atv beendet seine
Wahrsch, -Dichte: Wartezeit erfolg-
reich und belegt
gi(t+'bt) eine Leitung

Bild 5.1 veranschaulicht die Herleitung der Differential-
gleichung fir die Wahrscheinlichkeitsdichte gj(t)
(in der Darstellungsart nach C, PALM [19])

mit ist seine Wartezeit ohne Erfolg beendet. Fiir die Wahr-
scheinlichkeitsdichte gs(tﬂ-Aw ergibt sich aus den {bergangs-
moglichkeiten im Zeitabschnitt at

gg(t+ar) = [1-A(<k)-av-n-c ov]-g (v) (5.3)

+ n-&-at-gkq(t) fir j=s
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d) Anfangsbedingungen

Die Wahrscheinlichkeitsdichten.gj(t) gelten zu jedem Zeit-
punkt t. Flir die Ereignisse im unmittelbar an einen belie-
bigen Beobachtungsbeginn t anschlieRenden Zeitabschnitt at
sind die Anfangswerte gj(o) maBgebend. Fir erfolgreiche War-
tezeiten gelten folgende Anfangsbedingungen:

Flir einen k-Ruf auf dem Warteplatz j=1 wird die Warte-
zeit durch ein Belegungsende im infinitesimal kleinen
Zeitabschnitt At sogleich erfolgreich beendet.

g1(0)-At = n-€-at fir j=1 (5.4)

Flir einen k-Ruf auf einem anderen als auf dem vordersten
Warteplatz kann die Wartezeit im infinitesimal kleinen
Zeitabschnitt at nicht erfolgreich enden.

gj(o)-At = 0 flir j=2,3,...8 (5.5)

Die Wahrscheinlichkeitsdichten gj(T) beschreiben die Wahr-
scheinlichkeltsverteilung der Wartezeiten nicht vollstdéndig,
Wir nehmen ein Resultat der folgenden Herleitung vorweg: Bei
=0 kommt zu gj(t) eine Einzelwahrscheinlichkeit (1-Q;) hin-
zu, ndmlich die Wahrscheinlichkeit, daB die Wartezeit vom War-
teplatz j aus nicht erfolgreich ist (vgl. Bild 5.2 Seite 69)

Differentialgleichungssystem fiir Wahrscheinlichkeitsdichten

Im Grenziibergang zu unbegrenzt verkleinerten Zeitabschnitten
AT erhdlt man ein System von s linearen Differentialgleichun-
gen 1. Ordnung. Um die Gleichungen iibersichtlich zu schreiben,
wird nach (2.21) und (4.5)

ALK wex) = 2 (5.6)

eingeflihrt. Damit und mit =1 (1.1) folgt aus (5.1, 5.2, 5.3):

1 dg, (%)

T = g, (T) - (143)- g, (7) (5.7)
n dav fir j=1

1 dg.; (%)

O R A g (F) - (1+A)-g () + g (%) (5.8)
n dr 1 1 I flir j=2,3,...s-1
1 dg (%)

——= - (1+2)-g (2) + g (%) (5.9)
n dar fir j=s
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Die Anfangsbedingungen fiir ©=0 folgen aus (5.4, 5.5).

%.g1(0> = 1 fiir j=1 (5.10)
%.gj(o) = 0 fir j=2,3,...s (5.11)

Aus dem System der Differentialgleichungen fiir die Wahr-
scheinlichkeitsdichten werden drei andere Gleichungssysteme
hergeleitet.

5.2 Warteerfolg von den verschiedenen Wartepldtzen aus

Die Wahrscheinlichkeit Qj, daB ein Ruf auf Warteplatz j er-
folgreich wartet, ist die Wahrscheinlichkeit, daB seine War-
tezeit zu irgendeinem Zeitpunkt im Intervall nicht negativer
Zeiten erfolgreich endet.
(e
Qj = gj(t)'dt fir j=1,2,...s (5.12)
T=0
Die Differentialgleichungen (5.7, 5.8, 5.9) werden integriert;
die Integrationsgrenzen sind O und co. Fiir endliche mittlere
Wartezeiten L’: v-g; (v)-dv ist lim g;(c) = 0:

dg,‘ (v) B
—_——dr = - gj(O) fir j=1,2,...s (5.13)
o 4T

Damit ergibt sich aus (5.7, 5.8, 5.9) ein System von s linearen
Gleichungen fiir Qj.

A"QZ - (1+k)-Q1 + 1 = 0 fiir j=1 (5.14)
A Qjy - (1+x)~Qj +Qjg =0 fiir j=2,3,...s-1 (5.15)
- (1.,.).,).Qs + Qe =0 fir j=s (5.16)

Die Gleichungen werden durch 14X dividiert. Mit

p = _1_}:_% (5.17)
1

q = (5.18)
ergibt sich
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Q =pQ, +q fiir j=1 (5.19)
Q5 = PQjpq + q-Qjy fir j=2,3,...s5-1 (5.20)
Qg = a- Qg fiir j=s (5.21)

Das Gleichungssystem (5.14, 5,15, 5.16) kann unmittelbar ge-
18st werden. Durch Umformen erhalten wir aber die Gleichungen
(5.19, 5,20, 5.21), die mit denen des in der Literatur be-
reits behandelten sogenannten Ruin-Problems libereinstimmen,
Um die dafiir bekannte Ldsung beniitzen zu konnen, wenden wir
uns dem RBuin-Problem zu,

ZufallsprozeB im Wartespeicher und Ruin-Problem

Der ZufallsprozeB, wie ein wartender k-Ruf in der Warteschlan-
ge bel einem Belegungsende um einen Warteplatz vorriickt oder
durch einen ankommenden Ruf hoherer Prioritidt um einen Warte-
platz zuriickgeschoben wird, héngt von der kontinuierlichen
Zeit t ab. Der ZufallsprozeB entspricht dem Auf und Ab des
Kapitals eines Spielers im Gliicksspiel. Ein Spieler spielt
mit seinem Gegner. Er gewinnt bei einem Ausspielen mit der
Wahrscheinlichkeit p eine Miinze aus dem Kapital seines Geg-
ners; er verliert mit der Wahrscheinlichkeit g=1-p eine

Minze an seinen Gegner. Das Ruin-Problem der zwel Spieler
wurde von W. Feller in seinem Buch "An introduction to prob-
ability theory" (341 behandelt.

Der Warteplatz j, auf dem der k-Ruf steht, entspricht dem
Kapital z des Gliicksspielers. Die Zahl der Warteplatze, um
1 erhoht, s+1, entspricht dem kombinierten Kapital a beider
Spieler. Die Wahrscheinlichkeit fiir Warteerfolg @j ent-
spricht der Wahrscheinlichkeit fiir Ruin q, des Spielers.

=z s+l = a; Q = q, (5.22)

Damit ist das Gleichungssystem (5.19, 5.20, 5.21) mit den
Gleichungen (XIV.2.1, XIV.2.2) identisch, die W. Feller fiir
das klassische Ruin-Problem angibt [34 S.3131. Mit (5.22)
lautet dann die Ldsung nach (XIV.2.4, XIV.2.5)
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1
(25" -(8)
(gjd 1
o L (5.23)
. i L
- 551 fur p=q=3
oder mit (5.17, 5.18) im Warte-Verlust-System
1—_._}-3—*4— fir Ml
Qj = fir s=1,2,...endlich (5.24)
. Hr e
1 ) fir A=1
und im Wartesystem
Qj =1 fiir A1 und s-—o0 (5.25)

Wahrscheinlichkeit fiir erfolgreiches Warten
Mit der Wahrscheinlichkeit Pjk wird einem ankommenden k-Ruf

der Warteplatz j zugewiesen. Von dort aus wartet er mit der
Wahrscheinlichkeit Qj erfolgreich. Die Wahrscheinlichkeit fiir
erfolgreiches Warten wk ist

s
W, = ij,k'Qj fir k=1,2,...K (5.26)
=1
Werden die Gleichungen (3.2, 2.23, 5.6 und 5.24) eingesetzt,
so ergibt sich
w($K) mad <) = Sk Lo (< k) THa(< k) - [1-a($K) ]

W= “E(5.27)
k [1-a(2K)* ] . [1-a(<k)™ ] « [2(Sk)-a(<k)]

flir «(<k)#1, «(2k)#1 und o =a($k)-a(<k)#0

Werden in (3.11) die Gleichungen (3.10, 3.3) eingesetzt, dann
ergibt sich wiederum (5.27). Die Formel (5.27) vermeidet die
Differenzen von Zahlen, die in manchen Fdllen in der Gleichung
(3.10) etwa gleich groB sind sein kidnnen,

Wahrscheinlichkeit fiir Verlust durch Verdringen
Ein k-Ruf, der auf Warteplatz j zu warten beginnt, wird mit
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der Wahrscheinlichkeit 1—Qj keinen Erfolg haben. Die Wahr-
scheinlichkeit flir Verlust durch Verdridngen ist

s
By = gpj,,,u-Qj) (5.28)
jl

5.3 Mindestwertverteilungsfunktionen

Gleichungssystem fir die Mindestwertverteilungsfunktionen
Die Wahrscheinlichkeit, daB ein zum Zeitpunkt ©=0 auf Warte-
platz j stehender k-Ruf lénger als die Zeit ¢ wartet und da-

nach seine Wartezeit erfolgreich beendet, ist die Mindest-
wertverteilungsfunktion

G 6e) = [ g ($)ad (5.29)
=1
Die Differentialgleichungen (5.7, 5.8, 5.9) werden integriert;
die untere Integrationsgrenze ist jetzt %, Mit 1lim gj(r) =0
T

ergibt sich <

©0

dgj(Q) de(>t)
———3——-d& = - gj(v) = —— (5.30)
3=‘C da dv

somit
1 dG1(>t)
—t——— = A:G, %) - (1+Jt.)-(}1 (>) (5.31)
n dr fir j=1
1 de(>c)
—re————— = G, (>%) - (1+A)-G; (>T) + G, O>v) (5.32)
n dz I ! U rlr 3=2,3,.0.8-1
1 dGs(>v)
- = (142) -Gy (>v) + G, (>%) (5.33)
n dv fir j=s

Die Anfangsbedingungen der Mindestwertverteilungsfunktionen
sind mit (5.12)
Gj(>0) = Qj fir j=1,2,...s (5.34)

Das ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein k-Ruf, dem zum An-
kunftszeitpunkt ©=0 der Warteplatz j zugewiesen wird, eine
beliebige Zeit >0 wartet und daB er dann seine Wartezeit
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erfolgreich beendet. Das ist gerade die Wahrscheinlichkeit
fiir Warteerfolg vom Werteplatz j aus.

Gj (>'C')

1=

Qj‘

0 T

Bild 5.2 Die Form der Mindestwertverteilungsfunktion G3(>t)

Mindestwertverteilungsfunktion der Wartezeit aller erfolg-
reich wartenden Rufe

Mit der Wahrscheinlichkeit pi“ beginnt ein k-Ruf auf dem
Warteplatz J zu warten, j=1,2,...s. Mit der Wahrscheinlich-
keit Gj(>t) wartet er dann lénger als die Zeit T, bevor er
seine Wartezeit erfolgreich beendet. Die Mindestwertvertei-
lungsfunktion der Wartezeiten, die nur auf die erfolgreich

wartenden k-Rufe bezogen ist, heift wk(>t). Mit G; (>0)=q;
$

g Pjk G %)
W o) =L

§ P, G (>0)
Mit (5.26) folgt daraus schlieBlich die Wahrscheinlichkeit
fiir Uberschreiten der Wartedauer bezogen auf die erfolg-
reich wartenden k-Rufe

(5.35)

1 §
wk(>c) = ;;- z;x%k-Gj(>r) (5.36)

Die Aufldsung des Systems von Differentialgleichungen (5.31
bis 5.34) wird im ndchsten Kapitel behandelt. Zuerst wird die
schon im Abschnitt 4.5 gestellte Frage nach der mittleren War-
tezeit T, der erfolgreichen k-Rufe beantwortet.

70

5.4 Mittlere erfolgreiche Wartezeiten von den verschiedenen
Wartepldtzen aus

Der Erwartungswert der erfolgreichen Wartezeiten vom Warte-

platz J aus folgt aus der Wahrscheinlichkeitsdichte gj(t) mit
«Q

a; = tfo Tg,(v)-dv (5.37)

Der Erwartungswert kann unmittelbar aus der Mindestwertver-
teilungsfunktion berechnet werden [19, 33 S,81].

oo
d; = f Gj(>t)-dt (5.38)
T=0
Die Differentialgleichungen (5.31, 5.32, 5.33) werden inte-
griert. Die untere Integrationsgrenze ist ©=0. Mit (5.38,
5.30, 5.12) ergibt sich:

- %.Q1 = Aa, - (1+M)-d, fiir j=1 (5.39)
- %.Qj = Aedjg - (14A) 4 + djy fiir j=2,3,...5-1 (5.40)
- %-Qs - - (1+2)-d¢ + 4 fiir j=s (5.41)
Die Gleichungen werden mit n durchmultipliziert. Mit
T = ne(1+A)-4; fiir j=1,2,...s (5.42)
ergibt sich mit (5.17, 5.18)
T, = Pl + Qq fiir j=1 (5.43)
Tyo= PoTj t QT Q flir j=2,3,...5-1 (5.44)
T, = qQ-Tey + Qs fiir j=s (5.45)

Losung der Differenzengleichung
Statt (5.43, 5.44, 5.45) gilt auch die inhomogene Differenzen-
gleichung

T = P Ty + aTy

mit Qj nach (5.23) und mit den Randbedingungen

+Qj fir j=1,2,...8 (5.46)

T, = 0 Teeq = O (5.47)

Wir wenden die Methode der Partikularlodsungen an.
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Zuerst betrachten wir den Fall ptg. Die homogene Differenzen-
gleichung Tj=p-Tﬁ,+q-T&1 besitzt die LOsungen Ti=l und

T5=(%)J. Der Ansatz

10

G

ist eine partikuldre Losung der inhomogenen Differenzenglei-

chung (5.46). Die allgemeine Losung ist
S+ i

' i (9 q
T o= C Cz'(%)J +—J--—E)—-—i(—l'—)— fir j=0,1,...8+1

s+1
P (3"
Die Konstanten C, und C, werden so bestimmt, daB die Randbe-
dingungen (5.47) erfiillt werden. Daraus ergibt sich die spe-
zielle Ldsung von (5.46, 5.47)

s+ 3 J

g9y +(4 + sed ay .

_ 4 3) G) _5_1.2.9’.__10_)____1___ 48)

ar /a r D R 7 (5.

(3) - (@] e

Fiir p=q=% besitzt die homogene Differenzengleichung

Ty: 172-%,1+ 1/2~Ty4 die Ldsungen % =1 und Tj=j. Der An-

satz

1

:2 3
s+1d

_ 1
=it

ist eine partikulidre Losung der inhomogenen Differenzenglei-
chung (5.46). Die allgemeine Ldsung ist
= . 2 o4 1 1 3 ir = s
I} = C1 + C2 Jo- 3+ 3 s+1'3 fir j=0,1,...s+1
Die Konstanten €y und C, werden aus den Randbedingungen (5.47)

ermittelt. Die spezielle Ldsung von (5.46, 5.47) lautet

2 . N
Ty = Fe(s+1)-j - j + %-SlTl-Js fir p=q=%_- (5.49)

Mit (5.17, 5.18, 5.42) ergibt sich die mittlere Wartezeit eines

k-Rufs vom Warteplatz j aus bis zum Erfolg bei Abfertigen in
Ankunftsreihenfolge nach (5, 48)
S+~ Sef-j s+

1 1+ A
- 2+(8+l) ————— fir A+1 (5.50)

dj = e S+1 5442
n-(1-a) 1-A (1-X7"")

3
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mit A=a«({<k) nach (5.6). Fir A=1 gilt (5.49) mit (5,42).

Mittlere Wartezeit der erfolgreichen und der verdringten Rufe

Mit der Wahrscheinlichkeit Pj wird einem ankommenden k-Ruf
der Warteplatz j zugewiesen. Von dort aus gilt fiir ihn die
mittlere Wartezeit dj, bis er eine Leitung belegen kann. Die
mittlere Wartezeit aller k-Rufe, die erfolgreich warten, ist
bei Abfertigung in Ankunftsreihenfolge

2 p,-a

) 1 s
= Pjk
o, = Zh S 'ij,k'dj (5.51)
> Pia@ We o g

Nachdem 7, aus (5.51) bekannt ist, kann nun die mittlere War-
tezeit %, der nachtrédglich verdrdngten k-Rufe mit Gleichung

(4.19) berechnet werden.
Warte-Verlust-System mit einem Warteplatz

Fir s=1 Warteplatz reduzieren sich die Gleichungssysteme
(5.14 bis 5.16) und (5.39 bis 5.41) auf eine Gleichung fiir
j=1. Die mittlere Wartezeit dy bis zum Erfolg vom Warteplatz
1 aus ist mit (5.6) nach (5.39)

1

d =

1 fir s=1

o ——————— & Q‘1
n-[1+a(< k)]
Nach (5.26, 3.2, 2.23) ist die Wahrscheinlichkeit fiir erfolg-

reiches Warten
1

W = p,.-Q, = - E fir s=1
k ke [1+($k)] - [1+a(< k)]

Mit (5.51) ergibt sich daraus die mittlere Wartezeit der er-
folgreichen k-Rufe
1

T, = e— fir s=1
M nifita(ck)]
Aus (4.6, 4.18) wird die mittlere Wartezeit ), der k-Rufe,

die zu warten beginnen, berechnet:
1

L fir s=1
whk n-[1+od<k)]



73

Mit (4,18, 4.19) folgt daraus fiir das Warte-Verlust~System
mit einem Warteplatz: Die mittlere Wartezeit 7, der k-Rufe,
die zu warten beginnen, ist gleich der mittleren Wartezeit
T, der erfolgreich wartenden k-Rufe und ist ferner gleich
der mittleren Wartezeit % der verdridngten k-Rufe,

#*

= T = " =

T " e fir s=1 und k=2,3,...K (5.52)

= 'ﬁ.d

l
ke
Ein Beispiel (vgl. Bild 5.3)

In einem kombinierten Warte-Verlust-System mit s=2 Wartepldt-
zen kommen Rufe aus K=4 Priorititsklassen an, Die Angebotsan-
teile sind nach (3.27) gegeben. Die mittleren Wartezeiten %,
bis zum Beginn der Belegungen bleiben wegen der geringen Zahl
von Warteplédtzen in einem schmalen Bereich, Die mittlere War-
tezeit Ty der L_Rufe steigt zuerst mit wachsendenm Angebot an,
genauso wie im reinen Wartesystem (vgl. Bild 4.3 Seite 58).
Je groBer das Angebot wird, desto mehr kommt es dazu, daB Ru-
fe geringer Prioritdt entweder nach kurzer Wartezeit erfolg-
reich sind oder aber verdringt werden. Darum erreicht die
mittlere Wartezeit T, ©in Maximum und f&11t dann wieder. Ahn-
liche Verliufe zeigen die mittleren Wartezeiten 7, fiir k22,

v 5=2/K=4/2%-003:025,032,04
wk A
151 .
1
n T4
0s%
:E 1 1 1 1 d’
0 05 1 15 2

Bild 5.3 Mittlere Wartezeiten 7, der erfolgreich wartenden
k-Rufe in Abhdngigkeit vom spezifischen Angebot o
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5.5 Erfolgreiche Wartezeiten bei inverser Reihenfolge

Zuerst wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Wartezeiten
bis zum Belegen einer Leitung gesucht. Dabei ist als bekannt
vorausgesetzt, daB dem betrachteten k-Ruf bei seiner Ankunft
der Warteplatz j zugewiesen wird.

Bei Ankunftsreihenfolge schiebt jeder ankommende Ruf hdherer
Prioritdt (Prioritédtsklassen <k) den betrachteten k-Buf im
Speicher um einen Warteplatz zuriick. Bei inverser Reihenfol-
ge schiebt jeder ankommende Ruf hdherer oder gleicher Prio-
ritdt (Prioritédtsklassen £k) den betrachteten k-Ruf um einen
Warteplatz zuriick. Deshalb gelten die Ausgangsgleichungen

(5.1 bis 5.5) auch fiir inverse Reihenfolge. wenn A(<k) jeweils
durch A(ék) ersetzt wird. Fir A ist deshalb einzusetzen

A9 - «(fk) (5.53)

Ein k-Ruf warte in einem Warte-Verlust-System mit Abfertigen
in inverser Reihenfolge. Seine Wartezeit hidngt ab von den n
Belegungsdauern im Leitungsbilindel und von den Belegungsdauern
der Rufe, hinter denen sich der betrachtete k-Ruf in die War-
teschlange einreiht. Seine Wartezeit wird verlédngert durch
neu ankommende Rufe der Prioritdtsklassen 1,2 bis k, die eine
Leitung belegt haben miissen, bevor der betrachtete k-Ruf an
die Reihe kommt. Das gleiche gilt Wort fiir Wort fir die War-

tezeit eines wartenden (k+1)-Rufs bel Ankunftsreihenfolge.
Deshalb muB Af":w(< k+1)=a($k) sein.

Einem ankommenden k-RBuf wird der Warteplatz j zugewiesen.
Bel Ankunftsreihenfolge gilt die Wahrschein;ichkeit Pjk
nach (3.2), bei inversertReihenfolge gilt p;i nach (3.14,
3.15). Man erhdlt also p;L aus p;, , wenn «(3k) durch

oo(£k-1)=x(<k) ersetzt wird. Deshalb gllt folgender Satz:

Die fiir Ankunftsreihenfolge giiltigen Gleichungen des
5. Kapitels gelten flir inverse Reihenfolge, wenn o £k)
durch «(<k) und auBerdem «(< k) durch o(Sk) ersetzt

werden. Satz (5.54)
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6. Wahrscheinlichkeitsverteilung der Wartezeiten bis zum

Belegen einer Leitung

Die Wahrscheinlichkeit, daB ein zum Zeitpunkt t=0 auf Warte-
platz j stehender k-Ruf lénger als die Zeit T wartet und da-
nach seine Wartezeit erfolgreich beendet, indem er eine Lei-
tung belegt, ist die Mindestwertverteilungsfunktion Gj(>t),
vergleiche (5.29). Sie wird aus dem System von Differential-
gleichungen (5.31 bis 5.34) bestimmt. Dann wird die gesuchte
Wahrscheinlichkeit fiir {jberschreiten der Wartedauer © bezo-
gen auf die erfolgreich wartenden k-Rufe wk(>t) berechnet,
vergleiche (5.36).

ZeitmaBstab

Alle Zeiten sind auf die mittlere Belegungsdauer normiert.
In den Gleichungen fiir die zeitabhidngigen Zustandswahr-
scheinlichkeiten ist die Zeit t ein fester MaBstab, der
nicht verschoben wird (Abschnitt 2.2). Die Wahrscheinlich-
keiten P(§,,£k;t) sind zeitabhingig, weil sie von den An-
fangswerten beeinfluBt werden. Sie héngen bei stationdrem
ProzeB nicht mehr vom Zeitpunkt t ab (Abschnitt 2.3). Die
Wartezeit ist eine Zufallsvariable. Die Zeit v ist der MaB-
stab flir die Wartezeit; dieser ZeitmaBstab wird immer so
verschoben, daB =0 der Ankunftszeitpunkt des k-Rufs ist.
Die Zustandswahrscheinlichkeiten p(ﬁaék) hé@ngen nicht vom
Zeitpunkt t ab. Ebenso sind die Wahrscheinlichkeiten G5(>t)
und wh(>r) zeitinvariant. Sie hédngen beim stationdren Pro-
ze nicht mehr vom Zeitpunkt t auf dem festen ZeitmaBstab
ab, denn die Wartezeiten werden von den Anfangszustdnden
nicht mehr beeinfluflt.

6.1 Wartende Rufe hdchster Prioritidt bei Ankunftsreihenfolge

Wie bel den mittleren Wartezeiten im Abschnitt 4.3 werden zu-

erst wartende Rufe hochster Prioritdt betrachtet. Wartende

1-Rufe werden bei Ankunftsreihenfolge niemals zuriickgeschoben,
denn es gibt keine Rufe hdherer Prioritdt. Das Differential-

gleichungssystem (5.31 bis 5.33) vereinfacht sich, weil
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o{<l) = A = 0 fir k=1 (6.1)

Jeder 1-Ruf, der auf Warteplatz j zu warten beginnt, beendet
seine Wartezeit erfolgreich. Die Anfangsbedingungen werden
damit nach (5.34, 5.24)

Gj(>O) = Qj = 1 fir k=1 und j=1,2,...8 (6.2)

Die Losung des Systems von Differentialgleichungen (5.31 bis
5.34) lautet:

6. ) = énw-[ 1+ nv (nwf + " (rl-)j-1 (6.3)
3 h R Tt GAD flir k=1

Das ist die Mindestwertverteilungsfunktion der Summe von }
voneinander unabhidngigen zufdlligen Zeiten, die alle der
gleichen negativ exponentiellen Verteilung e™® gehorchen
[28 S5.20]. Gelangt ein 1-Ruf auf den Warteplatz j, dann muB
er j Belegungsenden abwarten, bevor er selbst eine Leitung
belegen kann.

In (5.36) werden W, nach (5.27), Pj4 nach (3.2) und Gj(>t)
nach (6.3) eingesetzt. Damit ergibt sich die Wahrschein-
lichkeit fiir Uberschreiten der Wartedauer %, bezogen auf
die wartenden 1-Rufe, im kombinierten Warte-Verlust-System

s-1
1 A (A-%)
-n-T =
W) = e — [ Loay + —— (1o ) Huuot —— (1-a)
1 1-o 1 (s-1)1t
1 nt (n‘r:)‘s'1
-t ; . !
= e | leoft — (o -a)t.. .t —-(oc,”-a,‘)]
1-o 1 (s-1)¢

fiir *20 und k=1 (6.4)
oder mit (2.14)

W, (>r) = e -
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Fir Aj=n ergibt sich, wenn man W, aus (3.11, 3.4) berechnet
und in (5.36) einsetzt

s-1 ¢
_ nT (n) 14
W,()?) = e i (1- 5)
f=0 1 fiir 220 und k=1 (6.5)
e (02 1 s-1 1
= e . . - ——
(s-1)1 E1.s_1(n~t) s E1'S_2(n-'c)

Flr unbegrenzten Wartespeicher sweo ergibt sich aus (5.36)

~(1=0y)-n-v

W, (>T) = e fiir 220 und %<l (6.6)

Setzt man statt des spezifischen Angebots x,=A1/n der 1.
Prioritédtsklasse das spezifische Gesamtangebot «=A/n in
(6.4) ein, dann erhdlt man die Wahrscheinlichkeitsverteilung
der wartenden Bufe im kombinierten Warte-Verlust-System ohne
Prioritédten mit Abfertigen in Ankunftsreihenfolge [30,29,271.

Die Wartezeitverteilung der wartenden Nachrichten mit

hochster Prioritdt ist identisch mit der Verteilung, die
sich ergibt, wenn der Vermittlung nur das Angebot Ay zu-
gefiinrt wird. Satz (6.7)

Dieser Satz gilt fiir das kombinierte Warte-Verlust-System

mit n Leitungen und s Wartepldtzen bei Abfertigen in An-
kunftsreihenfolge. H. STORMER hat den gleichlautenden Satz
fir den speziellen Fall eines reinen Wartesystems (s-woco) mit
einer Leltung und unbegrenzt vielen Wartepldtzen ausgespro-
chen [31,33,13]. Der Satz (6.7) ergibt sich aus folgender
{ilberlegung: Bei nicht unterbrechender Prioritdt bewirken n
Belegungen beliebiger Prioritédtsklassen im Biindel, daB ein
1-Ruf warten muf. Wartet ein 1-Ruf, dann stehen alle bereits
wartenden Rufe mit geringerer Priorit#dt hinter ihm. Vor ihm
sind nur wartende 1-Rufe. Alle wihrend seiner Wartezeit an-
kommenden Rufe reihen sich hinter ihm ein. Daher ist der Ab-
lauf des Wartens fiir einen 1-Ruf so, als wiirde dem System von
dem Zeitpunkt unmittelbar vor der Ankunft des Rufs an wihrend

seiner Wartezeit nur das Angebot der hochsten Prioritat A,
zugefiihrt.
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6.2 Wartende Rufe in Wartesystemen

Das Differentialgleichungssystem

Wie beil den mittleren Wartezeiten im Abschnitt 4.4 wird als
ndchstes das Wartesystem betrachtet. Das System (5.31 bis
5.33) umfaBt unendlich viele Differentialgleichungen. Wir
fiihren eine neue normierte Zeit u ein:

u = n-t (6.8)

Die neue Zeiteinheit ist der mittlere Zeitabstand von Bele-
gungsende zu Belegungsende im voll belegten Biindel von n
Leitungen. Die Wahrscheinlichkeit, daB ein zum Zeitpunkt
u=0 auf Warteplatz j stehender k-Ruf lidnger als die Zeit u
wartet, ist mit (6.8)

F;Gu) = G (>) (6.9)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte, daB ein k~Ruf, der zur Zeit
u=0 auf dem Warteplatz j steht, die Wartezeit u hat, ist
mit (6.9) und (5.30)

d%(>u) 1 d%()t) 1

fiw) = -——— = -—.—d— = —.g (7) (6.10)
du n dr n ]

Aus (5.31, 5.32) ergibt sich

ar; (>u)
T =ACF,, 6w - (1+)-F Gu) + R, Guw) (6.11)
du flir j=1,2,... und See und A<l

mit der Randbedingung

F,(>u) = 0 flir j=0 und u20 (6.12)
Die Anfangswerte sind nach (5.34, 5.25) alle 1:

Fj(>0) = 1 fir j=1,2,... und s-oo (6.13)

Das System von Differentialgleichungen (6,11 bis 6.13) ent-
hédlt wegen (6.8) die Leitungszahl n nicht mehr. Die LOsung
flir n=1 Leitung findet man bei S.A. DRESSIN und E., REICH [8].
Sie wird im folgenden angegeben und fiir beliebige Leitungs-
zahl n modifiziert (vgl. [28 S.76 und S.106; 6]).
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Die Laplace-Transformierte der Ldsung
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeitsdichte wk(r), daB ein k-Ruf

im Wartesystem die Wartezeit ¢ hat. Als Ldsung des Differential-~

gleichungssystems (6.11 bis 6.13) wird die Laplace-Transfor-
mierte w(s) der Wahrscheinlichkeitsdichte %-wh(r) angegeben.
Dabei hat man sich durch Gleichung (6,16) von der Bedingung
des speziellen Warteplatzes j freigemacht. Der dimensionslo-
sen normierten Zeit u=n-t im Originalraum steht die komplexe

Variable ¢ im Bildraum gegeniiber.
<] oo

wy(s) = f L (Y -au = fe'g'"'f’wk(c)-dc (6.14)

u=0 =0
Die LOsung lautet [8,28]
2 . [1-a(£k)]
w (8) = (6.15)

1+o(< k) =2-f £ k) +6+ V[1+°°(< k)+¢]? -b-a(< k)
fiir s-o0 und o($k)<1

Die gesuchte Wahrscheinlichkeitsdichte wk(t) laBt sich nicht

als geschlossener Ausdruck durch Riicktransformation aus wk(s)
herleiten. (1966 gab R.H. DAVIS eine Formel fiir die gesuch-
te Wartezeitverteilung W, (>%) an, die aber sehr umfangreiche
Berechnungen erfordert [6].) Jede Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung ist auch durch ihre Momente bestimmt., Deshalb werden im
folgenden die Momente der Wartezeitverteilung berechnet.

AuBerdem kann man leicht den Anfangswert der Wahrscheinlich-

keitsdichte wk(t) angeben. Aus (5.36) folgt durch Ableiten

nach :

1 )

wo(T) = —W——-Zp-'k-gj(t) (6.16)
k 1:1

wird ik nach (3.2, 2.27), gj(o) nach (5.10, 5.11) und

wk=E nach (3.11) eingesetzt, dann ergibt sich

w (0) = n-[1-«(2k)] (6.17)

Ableitung der laplace-Transformierten und Anfangsmomente

Das auf den Ursprung t=0 bezogene Moment vy-ter Ordnung der
Wahrscheinlichkeitsverteilung wartender k-Rufe ist [ 35]
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oo

v
- . . 6.18
Mv(k) f T wk(’c') dv ( )
T=0
Die v-te Ableitung der Laplace-Transformierten °i(s> nach &

ist nach (6.14)

d’ w, (s) v y -GNt
—_— n J T-e W (v)-dz
] k
de =0

Sie ergibt, an der Stelle 8=0 genommen und mit (-nfv multi-
pliziert, das gesuchte Anfangsmoment y-ter Ordnung:

_ (-1) 2 wle) (6.19)
Mg = 00 i .

€= (
Als 1. Schritt vereinfachen wir die Schreibweise und fiihren

neue Variablen ein:

A = o(<k) (5.6)
b= o (£k) (6.20)
x = 1+A+6€ (6.21)
B = [x* - bhop (6.22)
w, (¢) 1
YT G T x-zmes (6-237
Gesucht sind die Anfangsmomente Mv&f
1 ¢ d’y
g T B e

Im 2. Schritt wird y nach x abgeleitet:

dy -1

s (x%R)

ax  (x-2u+RP- R

& L
e [®-3x-2ut (X -A)- ]

dx?  (x-2u+R)’- B

¢ -2k
kA —[X ~bAx —lphx? 42 N x+2pd hx+8u X

axt  egR R pand i) -]
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a'y 192 5

[ ~Uax® -10pAx* +520 %0 ~2 A2 435 phix?
-5 i x+5 X x-2p8 N -10p N +(x® -22x* -1 Oprx’
+SAAK-2 N +15 R x+5ut ke X) - R]

dx*  (x-2u+RS- B

ady -1920

— % [x? -30x? ~20unx+1 SpEAXS -9 A2 x5 -6u3a x*

dx (x-2u+R) - R +90mBxh 4200 B2 12 R} +25 X x® -6 i x?
-66uX x? +6 R x-72pt X x-6 2 x+8 8K -8
+(x% axf —Zolulxs +1 Slu,")(,x4L 9N x* -6pAxd
+50 p Kx? +Ou R x2+9 X x? 18X x-6 X x
-24p?d)- R]

Im 3. Schritt werden die Ableitungen fiir die Stelle x=1+A

und daraus die gesuchten Momente berechnet. Mit (5.6, 6.18)
lauten die Ergebnisse:

fir s-o und oc(£k)<1: Moty 1

1 1 L
M = e t——— = T (4.15)
0] n (1-p)-(1-) wk

2 l-)u'u,

WS : (6.24)
29 n (e (1-aF
Flir den Fall n=1 wurden diese Formeln auf andere Weise her-

geleitet {2,13,28 5.761. Um die Wartezeitverteilung genauer

angeben zu kdnnen, wurden die drei folgenden Momente berechnet.

6 I+h-brpt hpd+ Xl

M = — (6.25)
3“() n3 (1-P>3 R (1"%«)5

24 1 : . s -
M = [1+ A(3-10p+5p2 - ) (6.26)

% . ¥
N + X (1-ger10p8 =308 ) - K]

120 ' [1+ A (6-20u+15u2 65 + 1) (6.27)
M = —_—— [+ A (6~ + - + .
5(k) w5 (1o (1) TR Oop SO T

+6 X (1-5ut9pl -5’ + i)
+ R (1-6pt15p? -2060+6 p*) + Xt
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Die Varianz

Die Varianz ist das 2. zentrale Moment, es gilt [35]

2 2
i = Moy My (6.28)

Aus (4.15, 6.24)

2 1 1+af<k) - [1-2($Kk)] (6.29)
G = smees e -29
Whon2 [1oa(SK) P [L-ad<k) P

82 1-a(£k)

—‘3;-— =1+ 2 ——— . (<k) >1 fir s=o und a(5k)<l (6.30)

th 1-&(< k) und k=2,3,...K

Das Einteilen in Prioritdtsklassen vergroBSert immer die Va-
rianz der Wartezeiten der wartenden k-Rufe, die nicht die
hochste Prioritét besitzen, gegeniiber der negativ exponen-
tiellen Verteilung.

Das 3. zentrale Moment

Das 3. zentrale Moment wird aus den Anfangsmomenten berechnet

[35]

3
sy = Maag = 3 Maug Mgy T 2 My (6.31)
Aus (4.15, 6.24, 6.25)
M9 2- [1-a(2k)T+oc($k) - [1-a(< k)]
37— = 1+ 3-a(<k) [1-x(£k)]- > 1
2T [1-o(< k) 1P

fir s+ und o(¥k)<l und k=2,3,...K (6.32)

Das Einteilen in Prioritdtsklassen vergrdfRert immer das 3.

zentrale Moment der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Warte-
zeiten der wartenden k-Rufe, die nicht zur hdchsten Prioritit
k=1 gehodren, gegeniiber der negativ exponentiellen Verteilung.

Approximation der Wahrscheinlichkeitsverteilung

Aus (6.15) 1a8t sich kein einfacher Ausdruck fiir die Min-
destwertverteilungsfunktion wk(>c) der Wartezeiten, bezogen
auf die wartenden k-Rufe, herleiten. AuBer dem Anfangswert
W, (>0)=1 und dem Endwert %}g W (>t) = O kdnnen der Anfangs-
wert der Wahrscheinlichkeitsdichte nach (6.17) und die sechs
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Anfangsmomente Mg, bis Mgy, nach (4.15, 6.24 bis 6.27) be-
rechnet werden. Daraus kann eine Approximation ermittelt wer-
den.

Eine einfache Ndherung ist nach J. BIORDAN {28 S.105] die

Summe von 2 Exponentialfunktionen:

-t - T
M, ., +D, M, ,+D,
W L (1.C)-e 1t 02

W (T ~ C-e (6.33)
Die Konstanten C, Dy und D, werden so bestimmt, daB die Mo-
mente Mf(w’ MZW} und Msu) der exakten Verteilungsfunktion
wk(>r) mit den Momenten M;, M, und Mj der Néherungsvertei-
lungsfunktion libereinstimmen. Die Momente sind

+0, )" + (1-C)- (M ’ 3 (6.34)

) iy 102
Die Funktion nach (6.33) ist mit 0<C21 als Approximation fiir
Verteilungsfunktionen geeignet, deren Varianz und 3. zentra-

My o= vt-[co(m

les Moment groBer als bei einer einzelnen negativ exponen-
tiellen Verteilung sind.

Die Bestimmungsgleichungen fir die Konstanten C,Dy 4D, sind:

C-(D, -D,) = -D, (6.35)
C-(D, =D, ) - (D, +D, ) =L, -m, -2 (6.36)
1 2 172 T2 Uk 1(k) 2 *

. in2am . 2y _ 1. 3 - o
C (D, -DZ) (D;+D,;D, +D; ) = M0~ 2 Mo Moy 2 My D, (6.37)
Daraus lassen sich Summe und Produkt berechnen,
- 2 1. =
Di-D, = Mgy- SMy, = PBO (6.38)
1 1 3
‘M - 33 M, /M + 2°M
D+ D, = [ 10%) " 2 204 1z(k) 10k) SUM (6.39)
2 M = M
SchlieBlich ist
_ SUM \2
Dy, = SUM (St ) - PRO (6.40)
2
Falls l-M =M ist, ergibt sich nur eine Exponential-

2 201 (k)
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funktion:
_ T
My

W T = e (6.41)

Vergleicht man das 4. und 5, Anfangsmoment nach (6.34) und
den Anfangswert der Wahrscheinlichkeitsdichte mit den ent-
sprechenden exakten Werten nach (6,26, 6.27, 6.17), dann
findet man, daB -die relativen Abweichungen hochstens Werte
nahe bei 1% erreichen, falls bei Ankunftsreihenfolge
m(<k)§0,1 und «(5k)<1 ist.Fir relative Abweichungen des 4,
und 5. Moments und des Anfangswertes der Wahrscheinlichkeits-
dichte, die unter 10% bleiben, ist bei Ankunftsreihenfolge
der Bereich ad<k)§0,3 und m(ik)<1 erlaubt, Damit werden vor
allem die Werte der Wartezeitverteilung Wk(>t) fiir sehr gro-
e Wartedauern v gepriift.

Ein Beispiel

In einem Wartesystem mit unbeschridnkter Zahl von Warteplédtzen
(sw00) und mit n=10 Leitungen kommen Rufe aus K=4 Prioritdts-
klassen an, Das Gesamtangebot A=9,5 Erl ist nach (3.27) aufge-
teilt, Bild 6.1 gibt den Verlauf der Wahrscheinlichkeiten

W, (>t) fiir Uberschreiten der Wartedauer v an; k=1,...4, Die

We__ n-10/s-co/K=4/2%-003,025,032,04/A-95
a

03 < -
\2\ & Nadherung mit Summe

01 1 2 ——=von 2 Exponentialfunkt.
mit nur 1 Exponentialf.

g Testpunkte

003

001
N\ DX
0,003

(0] 05 1 15 2

Bild 6.1 Wahrscheinlichkeit wk(>t), daR die Wartezeit warten-
der k-Rufe die Zeit 7 iiberschreitet; n=10; swoo0; A=9,5
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Néherung nach Gleichung (6,33) wurde mit Simulationsergebnis-
sen verglichen,

Fiir das in dieser Arbeit untersuchte kombinierte Warte-Verlust-
System mit Prioritidten wurden Simulationsprogramme geschrie-
ben [36]. Sie beruhen auf dem zeittreuen Testverfahren [38,39,
401, Wird die Zahl der Warteplétze geniigend grof gewshlt, dann
kannvfﬁr ein bestimmtes Angebot ein reines Wartesystem simu-
liert werden,

Die Formeln (6,33) und (6.41) stellen die einzigen Ndherungen
in dieser Arbeit dar. Deshalb wurden nur hier die Simulations-
ergebnisse zusdtzlich zu den berechneten Werten in das Dia-
gramm (Bild 6.1 Seite 84) eingezeichnet.

Das Belspiel zeigt, daB es notwendig ist, fiir die Berechnung
der Wartezeitverteilung wk(>c) mindestens 2 Exponentialfunk-
tionen zu verwenden, Die Néherung ist dann einfach zu berech-
nen und fir praktische Aufgaben ausreichend genau,

Inverse Reihenfolge

Nach Satz (5.54) geniigt es, o(%k) und wl(<k) zu vertauschen,

um die Wahrscheinlichkeit fiir Uberschreiten einer Wartedauer,
bezogen auf die wartenden k-Rufe, bei inverser Reihenfolge
aus der entsprechenden Wahrscheinlichkeit wk()@) bei Ankunfts-
reihenfolge zu berechnen. Das gleiche gilt fiir die Momente.

6.3 Erfolgreich wartende Rufe in Warte-Verlust-Systemen

Die Gleichungen (5.31 bis 5.33) sind die Normalform eines
Systems von s linearen Differentialgleichungen 1, Ordnung
mit konstanten Koeffizienten, Die Losungsverfahren werden
in mathematischen Lehrbiichern behandelt.

Warte-Verlust-System mit einem Warteplatz
Falls nur s=1 Warteplatz vorhanden ist, gilt nur eine Dif-
ferentialgleichung fiir j=1. Aus (5,31 bis 5.33) wird

1 4G, (>v)
- — 4 (1+x)-G1(>t) = 0 fir s=1
n dv

Mit Q,=1/(1+a) nach (5,24) ergibt sich die Wahrscheinlich-
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keit, daR ein zum Zeitpunkt ©=0 auf Warteplatz 1 stehender
k-Buf lénger als die Zeit % wartet und danach seine Warte-
zeit erfolgreich beendet:
~(1+A)nT
G,0>T) = 3%:&'8 fiir ©20 und s=1 (6.42)
und k=2,3,...K
Mit (5,26) und (5.36) gelangt man zur gesuchten Wahrschein-
lichkeit fiir Uberschreiten der Wartedauer ¥, bezogen auf die
erfolgreich wartenden k-Rufe,
-4+ A} n-T

wk(>t7 = e fiir 20 und s=1 (6,43)
und k=2,3,...K

Warte-Verlust-System mit zwei Wartepldtzen

Fir s=2 besteht das System (5.31 bis 5.33) aus den beiden
Differentialgleichungen

1 4G, (>w)

- = - (143)-G, () +AG, (o)
n dr

1 dG2(>t>

—_— e o G (>v) ~(1+M-%(>ﬂ
n av 1

Die Ldsungen lauten mit der Anfangsbedingung (5.34)
Q1 . VX’QZ ~A+r X ) n v Q‘ +V;{.Qz ~(4er-fX) T
. [ S

(}1 (>»?) = —————t e e (6.44)
2 2
Q _ﬁCQZ SR 0T Q +fAQ.  —UsA-VR)nv
G,(>7) = 4—2L ¢ + 2 (6.45)
2fx 24n
Dabei ist mach (5, 24)
1+ 1
Q = — Q, = — fiir s=2 (6.46)
TSP 2 el

Mit der Abkiirzung m nach (6.20) ist mit (3.2) und (2.23)

1 28
P, =——E p, = ———&E fir s=2 (6.47)
B s e



87

Aus (5,35) findet man mit (6,44 bis 6.47) die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit fiir Uberschreiten der Wartedauer T, bezogen
auf die erfolgreich wartenden k-Rufe,
G, (>T) + m-G,(>T)
wk(>t) = - 2 fiir ©20 und s=2 (6.48)
Q +pQ, und k=2,3,...K

1

#

~(A+A+VA) n-T
-—-—————[ (1+A-V5Z>-(1 »ﬁ-)'e
2-(1+a+u) Ix
+ (1+x+v‘£)-(1 v i

-({+A-yA)n-T
vx)‘e

Warte-Verlust-System mit beliebig vielen Warteplitzen

Fir Warte-Verlust-Systeme mit s>2 Warteplidtzen werden keine
expliziten Formeln angegeben, weil sie fiir s=3 und s=4 un-
libersichtlich werden. Fiir s>4 ist keine explizite Formel
moglich, Es ergeben sich im allgemeinen Summen von s Expo-
nentialfunktionen, Man beginnt beim System der Differen-
tialgleichungen (5,31 bis 5.34) mit der numerischen Rech-
nung fiir bestimmte Angebotswerte.

Momente der Wartezeitverteilung

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung wk(>c) kann durch ihre
Momente bestimmt werden, Flir die Momente MV(M der Wartezeit-
verteilung der erfolgreichen k-Rufe kOnnen Systeme linearer
Gleichungen angegeben werden,

Ein k-RBuf, der zur Zeit ©=0 auf dem Warteplatz j steht, war-
tet die Zeit 7, bis er eine Leitung belegt, Dafiir gilt die
Wahrscheinlichkeitsdichte gj(v) (vgl, Abschnitt 5.1). Das
auf den Ursprung ©=0 bezogene Anfangsmoment v-ter Ordnung
ist

oD
Y
mVj = f t’-gj(t)-dt fir v=0,1,... (6.49)
! =0
C. PALM gab eine Formel an, um die Momente m,; unmittelbar

¢}

t

aus der Mindestwertverteilungsfunktion Gj(>t) zu berechnen
(191
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oo

mf,j = 9-[ ?,“)—1-(}1; (>t)-dv fiir v=1,2,... (6.50)
T=0

Die Differentialgleichungen (5.31 bis 5.33) werden mit v.z’"

multipliziert und von ©=0 bis Twoe integriert, Mit (5,30,

6.49) ergibt sich

oo

vog 4G, (>T)
§ 0 ..

/ vy -T - . dr = -v-mq_,j fiir v=1,2,... (6.51)

T=0 de

Dabei ist nach (5,12) moszj' Mit (6,50, 6.51) findet man:
1 \ o

- N A~m%2 - (1—{-7\,)-mv,l‘g fir j=1 (6.52)
1 _ . o

- E'v'mv44 = x,m%ﬁ4~ (1+2) m%j + mﬁ4fur j=2,3,...8-1 (6.53)
1 e s

- E My = - (1+A)-m%s + H&Hfur j=s (6.54)

Das System umfaBt s lineare Gleichungen fiir die Anfangsmo-
mente, Fir v=1 erhdlt man wieder das System (5.39 bis 5,41)
fiir die mittleren Wartezeiten d5=mt5. Sind die Momente der
Ordnung v berechnet, kiénnen die Momente (v+1)-ter Ordnung
ermittelt werden. Aus den s linearen Gleichungen lassen sich
die s Unbekannten mﬂj fiir eine bestimmte Ordnung v bestimmen,
z,B. nach der Cramerschen Regel oder nach dem GauBschen Al-
gorithmus,

Gleichung (6.16) wird mit °’ multipliziert und von t=0 bis
T=eco integriert, Mit (6.18) und (6.49) gelangt man zu den An-
fangsmomenten M“k) der Wartezelitverteilung der erfolgreichen
k-Bufe,

1 s
k I=

Pir die mittlere Wartezeit ch=M1w)gilt v=1; dann stimmt
(6.55) mit (5.51) iiberein, Fir die Aufldsung von Systemen
linearer Gleichungen mit mehreren Unbekannten stehen Pro-
zeduren bereit, die vom Gaufschen Algorithmus susgehen; es
ist damit mbglich, die Momente der Wartezeltverteilung mit
Ziffernrechenautomaten zu berechnen,

Fiir inverse Reihenfolge miissen in allen Formeln «(<k) und
«(2k) gegeneinander ausgetauscht werden, vgl, Satz (5.54),
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7. Wahrscheinlichkeitsverteilung der Wartezeiten aller
wartenden Rufe sowie der verdrdngten Rufe

7.1 MWartezeiten der wartenden Rufe

Wieder wird ein k-Ruf betrachtet, der auf Warteplatz j steht,
Die Wahrscheinlichkeitsdichte, daB der zum Zeitpunkt z=0 auf
dem Warteplatz j stehende k-Ruf zum Zeitpunkt v seine Warte-
zelt beendet, ist g;(t), Er beendet seine Wartezeit erfolg-
reich, wenn er eine frei werdende Leitung sogleich belegt.
Er beendet seine Wartezeit erfolglos, wenn er von einem an-

deren Ruf hoherer Priorit#t aus dem Wartespeicher verdringt
wird,

Die Betrachtungen, die auf die Gleichungen (5.1 bis 5.3)
fihrten, bleiben giiltig, wenn gj(t) durch g;(c) ersetzt wird.
Der Unterschied liegt nur in den Anfangsbedingungen:
Fiir einen k-Ruf auf dem Warteplatz j=1 wird die Wartezeit
durch ein Belegungsende im infinitesimal kleinen Zeitab-
schnitt At sogleich erfolgreich beendet.

g;(O)'At = n-g-at fiir j=1 (7.1)
Steht ein k-Ruf auf dem Warteplatz j=s, dann wird seine
Wartezeit wdhrend At durch einen ankommenden Ruf héherer
Prioritdt sogleich erfolglos beendet,

g4(0)-at = Al<k)-at fiir j=s (7.2)
Von einem Warteplatz j=2,3,...s-1 kann die Wartezeit
wdhrend At weder erfolgreich noch erfolglos enden.
g;(o)-At = 0 fir j=2,3,...s-1 (7.3)

Das System (5.7 bis 5.9) der Differentialgleichungen fiir die
Wahrscheinlichkeitsdichten bleibt fiir g;(t) giiltig, wenn die
neuen Anfangsbedingungen eingefiihrt werden, wie sie sich aus
(7.1 vis 7.3) ergeben.

Ein k-Ruf auf Warteplatz j beendet seine Wartezeit irgend-
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wann, entweder erfolgreich oder erfolglos. Darum gilt statt
(5.12)

S

(z)-dz = 1 fir j=1,2,...s (7.4)

Flir die Wahrscheinlichkeit G;(>t), daf ein zum Zeitpunkt =0
auf Warteplatz j stehender k-Ruf lidnger als die Zeit © war-
tet und danach seine Wartezeit entweder erfolgreich oder er-
folglos beendet, gilt das System von Differentialgleichungen
(5.31 bis 5,34), wenn G5(>t) durch G§(>t) und auBerdem Q;
durch Q;=l ersetzt wird, Ebenso muB in allen daraus abgelei-
teten Beziehungen der Kapitel 5 und 6 jewells Gj(>t) durch
G;(>t), Q; durch Q;:l, W, durch w!, d; durch 4/, wk(>t0 durch
WL(>t), m, ; durch méj und My durch My, ersetzt werden,

Unverdndert gelten die Formeln fiir wartende Rufe hdchster
Prioritét bei Ankunftsreihenfolge (Abschnitt 6.1) und fiir
wartende Bufe im Wartesystem (Abschnitt 6.2). In beiden F5l-

len warten alle Rufe erfolgreich, und wk(>c) und. WL(>t) sind
identisch,

7.2 MWartezelten der nachtriglich verdridngten Rufe

Die Wahrscheinlichkeitsdichte, daB ein zum Zeitpunkt ©=0 auf
dem Warteplatz j stehender k-Ruf zum Zeitpunkt = seine Warte-

zeit erfolglos beendet, ist g;(t). Der k-Ruf wird aus dem
Wartespeicher verdringt.

Das System der Differentialgleichungen (5,7 bis 5.9) gilt auf
Grund der gleichen Betrachtungen auch fiir g;(t). Die Anfangs-
bedingungen folgen daraus, daB ein erfolgloses Ende der War-
tezeit wdhrend des Zeitabschnitts At nur vom letzten Warte-
platz j=s aus mdéglich ist,

g;(0) -at 0 fir j=1,2,...s-1 (7.5)

g3(0)- at A(<k)- At fiir j=s (7.6)
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Ein k-Ruf auf Warteplatz ] beendet seine Wartezeit zu einem
beliebigen Zeitpunkt erfolglos mit der Wahrscheinlichkeit
o0
Q- fgj’.'(‘c’)-d'c' = 1-q fir j=1,2,...s  (7.7)
T=0

Das System von Differentialgleichungen (5.31 bis 5.34) und
alle‘daraus hergeleiteten Beziehungen gelten fiir die erfolg-
losen Wartezelten der verdridngten k-Rufe, falls die Grofen
Gg(>t), Qg, W d;, W£(>t), msj und M" an die Stelle der

k* v(k)
entsprechenden GrdBen ohne Apostrophe treten,
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8. Verschiedene Arten des Einteilens in Prioritdtsklassen

und verschiedene Abfertigungsreihenfolgen

Die Aufteilung der Rufe auf die einzelnen Prioritiatsklassen
ist fest vorgegeben. Die mittlere Zahl A, von k-Bufen in der
Zeiteinheit ist gegeben. Wir haben untersucht, welchen Ein-
fluf die Leitungszahl n hat. Wenn sie steigt, vermindert sich
die Blockierungswahrscheinlichkeit E, Wir haben den EinfluB
der Zahl der Wartepl&dtze s bestimmt. AuSerdem haben wir die
beiden entgegengesetzten Beihenfolgen der Abfertigung betrach-
tet, Ankunftsreihenfolge und inverse Reihenfolge.

Die Aufteilung der Bufe ist dadurch vorgegeben, daf bestimmte
Verlust- und Wartewahrscheinlichkeiten, mittlere Wartezeiten
und Wahrscheinlichkeiten fiir Uberschreiten einer gegebenen
Wartedauer eingehalten werden miissen. Diese Forderungen las-
sen sich unter Umstidnden durch verschiedenes Einteilen der
Rufe in Prioritdtsklassen erfiillen, Wir fragen nach den Grenz-
werten, den kleinstmdglichen Werten fiir die Rufe hdéchster Prio-
ritdt und den groBten Werten fiir die Rufe geringster Priori-
tét, die fiir die Verlust- und Wartewahrscheinlichkeiten, fir
die mittleren Wartezeiten und die Wartezeitverteilungen erreicht
werden komnen, Die Leitungszahl n, die Zahl der Wartepldtze s
und das Gesamtangebot A bleiben beil diesen Grenzbetrachtungen
unverédndert. Um die Grenzen zu ermitteln, unterstellen wir zwel
neue Disziplinen, Die eine ist fiir die verschwindend wenigen
Rufe hochster Prioritdt ganz besonders vorteilhaft. Die andere
ist fiir die ebenfalls auBerordentlich geringe Zahl von Rufen,
dieses Mal der geringsten Prioritit, so nachteilig als mdglich,
Wir betrachten also im folgenden zwel Arten von "Prifrufen”,

um die extremen Werte der Kriterien fir die Giite der Verkehrs-
abwicklung im untersuchten kombinierten Warte-Verlust-System
kennenzulernen,

8.1 Untere Grenze

Wir betrachten solche RBufe, die, wenn sie warten miissen, auf
den ersten Warteplatz gelangen, Kein anderer Ruf kann den be-
trachteten Ruf zuriickschieben. Die Wahrscheinlichkeit fiir Warte-
beginn ist gleich der Blockierungswahrscheinlichkeit E. Der Ruf
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beginnt immer auf dem Warteplatz 1 zu warten und wartet immer
erfolgreich, Abweis~ und Verdrangungsverlustwahrscheinlich-
keit sind null. Der Ruf wartet bis zum nichsten Belegungsende,
dann belegt er die frei gewordene Leltung. Deshalb gilt fiir
die untere Grenze der Wahrscheinlichkeit, lénger als die Zeit
T warten zu miissen [27]

W v = T fiir =20 (8.1)

Das 1ist die untere Grenze fiir alle mdglichen Arten des Ein-
teilens in Prioritédtsklassen und fiir alle Abfertigungsreihen-
folgen.

Ein solcher einzelner Buf ist ein Priifruf. Wihrend seiner War-

tezelt darf kein anderer Priifruf dieser Art ankommen, Nizherungs-

welse erreicht man die unteren Grenzwerte fiir ein sehr klei-
nes Angebot A1 in der Prioritdtsklasse 1.

8.2 Obere Grenze

Flir die "Priifrufe" zweiter Art sollen folgende Annahmen gelten:
Wir betrachten solche Rufe, die sich, wenn sie warten miissen,
an das Ende der Warteschlange stellen. Jedesmal, wenn eine
Leitung frel wird, riicken sie um einen Warteplatz vor. Sie
lassen aber alle wdhrend ihrer Wartezeit ankommenden Rufe vor
sich in die Warteschlange hinein, Ein solcher Priifruf bleibt
wéhrend seiner Wartezeit immer am Ende der Warteschlange. Er
belegt nur dann eine frei werdende Leitung, wenn auBer ihm
iiberhaupt kein anderer Ruf wartet.

Im Warte-Verlust-System ohne Prioritidten gelangt ein ankommen-
der Ruf auch ans Ende der Warteschlange, wenn die wartenden
Rufe in Ankunftsreihenfolge abgefertigt werden, Es gibt dann
kein Verdringen wartender Rufe aus dem Speicher. Demnach sind
fir Priifrufe zweiter Art die Wahrscheinlichkeit fiir Wartebe-
ginn und die Verlustwahrscheinlichkeit durch Abweisen gleich
groR wie die Werte W und B nach den Gleichungen (3.25) und
(3.26). :

Wenn wdhrend der Wartezelt eines Priifrufs zweiter Art alle s
Wartepldtze belegt sind, dann steht der Priifruf auf dem letz-

o4

ten Warteplatz., Jeder neu ankommende Ruf verdringt dann den
Prifruf aus dem Wartespeicher,

Die obere Grenze der Wartezeitverteilungen hat E. VAULOT
angegeben [28 5.5 und 5,108, 271. Alle iiberhaupt eintref-
fenden Rufe haben hdhere Prioritdt als der wartende Priif-
ruf, Man muR im System der Differentialgleichungen (5,7,
5.8, 5.9) den Wert ol<k) durch « ersetzen. Der Warteplatz j
wird dem Priifruf zugewiesen, wenn j-1 Rufe warten. In Glei-
chung (3.2) mit (2.23) muB fiir Rufe geringster Prioritit
(Prioritétsklasse K) der Wert o(2K)=« eingesetzt werden.
Man erhdlt die obere Grenze der Wahrscheinlichkeit, daf ein
wartender Ruf l&nger als die Zeit v warten muB, indem man in
der Formel fiir die Wahrscheinlichkeit Wk(>c), daf ein k-Ruf
lénger als die Zeit 7 warten muB, sowohl «(2k-1) als auch
a(2k) durch « ersetzt, Auch in die Formeln fir die Momente
der Wartezeitverteilungen muB «(<k)=o{%k)=0 eingesetzt wer-
den, um die oberen Grenzwerte zu berechnen.

Néherungsweise erreicht man die oberen Grenzwerte fiir ein
sehr kleines Angebot AK in der letzten Priorititsklasse K.
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Zusammenfassung
Es wird angenommen, da8 Rufe, die in einem Vermittlungssystem

durchgeschaltet werden, verschiedene Drihglichkeit haben. Dann
werden fir verschiedene Arten von Rufen verschiedene Werte
der Verkehrsgiite gefordert werden. Dadurch, da8 die Rufe

in Prioritdtsklassen eingeteilt werden, kamnn die Vermitt-
lungseinrichtung an die unterschiedlichen Forderungen an-
gepaBt werden., Technische Systeme haben einen begrenzten
Wartespeicher, Die vorliegenden Untersuchungen gehen des-
halb von RBufen verschledener Prioritdtsklassen und von

einer endlichen Zahl von Wartepl&dtzen aus, Bestehende Be-
legungen werden niemals unterbrochen., In der Warteschlange
wird die Beihenfolge nach den Prioritdten der wartenden

Rufe strikt eingehalten, auch wenn Rufe, trotzdem sie bereits
einige Zeit gewartet haben, nachtriglich verdridngt werden.
Fir den Verkehr werden {ibliche Annahmen zu Grunde gelegt.

Fiir die einzelnen Prioritétsklassen gelten getrennte
POISSON-Rufprozesse, Die Belegungsdauern sind voneinander
unabhingig und gehorchen einer negativ exponentiellen Ver-
teilung; die mittlere Belegungsdauer ist fir alle Rufe
gleich groR, Das Leitungsbiindel ist voll erreichbar.

Aus den stationdren Zustandswahrscheinlichkeiten fiir die
zahl der Rufe, die zur betrachteten Prioritdtsklasse ge-
héren oder hohere Prioritdt besitzen und die vor dem be-
legten Biindel warten, werden die Warte- und Verlustwahr-
scheinlichkeiten berechnet. Ein Ruf wird zum Verlustruf,
wenn er entweder sogleich bei seiner Ankunft abgewiesen
wird oder wenn er nach begonnenem Warten aus dem Speicher
verdréngt wird., Die Rufe einer Prioritdtsklasse reihen sich
entweder in der Ankunftsreihenfolge oder in der umgekehrten
Reihenfolge in den Warteschlangenanteil aus Bufen ihrer
Prioritidtsklasse ein. Die Reihenfolge beeinfluRt die Wahr-
scheinlichkeiten fiir Abweisen, fir Wartebeginn und fir Ver-
drdngung. Die Verlustwahrscheinlichkeit und die Wahrschein-
lichkeit fiir erfolgreiches Warten hingen nicht von der Rei-
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henfolge ab.

Die mittleren Wartezeiten, bezogen auf alle Rufe einer Priori-
tédtsklasse, folgen aus den Wartebelastungen, die sich unmittel-
bar aus den Zustandswahrscheinlichkeiten ergeben, Um die mittle-
ren Wartezeiten der erfolgreichen und auBerdem jene der verdring-
ten Rufe zu bestimmen, muB der Warteplatz beriicksichtigt wer-
den, auf dem ein neu ankommender Ruf zu warten beginnt, Das
Differentialgleichungssystem der Wahrscheinlichkeitsdichten

fiir die Wartezeiten wird aufgestellt. Daraus werden die
mittleren Wartezeiten hergeleitet. Die Verkehrsgiite wird

durch die Verlust- und Wartewahrscheinlichkeiten, durch die
mittleren Wartezeiten und durch die Wahrscheinlichkeiten fir
Uberschreiten einer Wartedauer bestimmt, Die Verteilungs-
funktion der Wartezeiten wird aus dem System der Differential-
gleichungen der Wehrscheinlichkeltsdichten hergeleitet. Fir
Wartespeicher mit einem oder zwel Wartepldtzen sind die ex-
pliziten LOsungen angegeben, Die Verteilungsfunktion der
Wartezeiten kann auch durch die Anfangsmomente gekennzeich-

net werden, Formeln zum Berechnen der Momente sind bereit-
gestellt,

Im letzten Abschnitt wird der EinfluB8 des Einteilens in Prio-
ritédtsklassen gezeigt. Es lassen sich obere und untere Gren-
zen der mittleren Wartezeiten angeben, zwischen denen alle
Werte fiir beliebiges Einteilen der Rufe in Prioritdtsklas-
sen liegen.



