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1. Einleitung

Um die Jahrhundertwende wurden automatische Fernsprechvermittlungs-
émter eingefiihrt. Im Jahre 1817 verdffentlichte der dinische Mathe-
matiker Agner Krarup ERLANG eine grundlegende Arbeit, in der er Ver-
mittlungssysteme und den F Fernsprechverkehr behandelte /1, 8/. 1In

der gich immer mehr entfaltenden V erkehrstheorie hat von da an dle Unm

tersuchung von Wartesc chlangen einen breiten Raum eingenommen, Warn
teschlangen treten nicht nur in Fernsprech- und Fernschreib.
vermittlungsstellen auf, Wir begenen ihnen an vielen Stellen

wo Dienstleistungen gewiinscht werden, z.B, vor Fahrkartenschal~
tern oder bei Personenaufziigen, Auch in Datenverarbeitungszen-~
tren kommt es zu Wartezeiten, Betrachten wir eine Datenverar-
beitungsanlage, an die mehrere Konsolen angeschlossen sind,
Well in einem bestimmten Zeitpunkt nur eine Anforderung von
einer Baugruppe der Datenv&rarbeitungﬁanlgge, z,B. dem Rechen-
werk, abgefertigt werden kann, miissen die anderen Anforderungen
warten, Sind die Wartezeiten fiir alle Beniitzer geniigend klein,
danﬁ ist der wartesystemcha"&kter von auBen nicht zu spuren,

Innerhalb einer Hechenanlage miissen Anforderungen warten, die eine
be&timmte Baugruppe oder ein bestimmtes Werk b@n@t‘gv Der néachste
Befehl oder der nichste Programmabschnitt erfordert das Rechenwerk
oder das Bereitstellen eines Speicherbezirks oder eines Ein- oder

Ausgabekanals.

Allgemein soll von Anforderungen und Funktionseinheiten gesprochen
werden., Ist die erforderliche Funktionseinheit belegt, dann beginnt
e Anforderung eine Wartezeit. Man findet im Schrifttum verschie-
dene Bezeichnungen fiir die Funkﬁﬁoaseimheiteﬁs z. B. Kanal, Leitung,

Abfertigungsplatz oder Bedieriungsstation (server).
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1.1 Belegungsdauern und Linfallprozes

Woven héngen die Wartezeiten ab?

a. bs kommt auf die elegungsdauern der Anforderungen an, die
von der betrschteten Einheit zuerst abgefertipgt werden
missen, bevor die betrachtete A Anforderung an der Reihe
ist, Die mittlere Wartezeit ist umso gréBer, je groger
die mittlere Belegungsdauer ist, Die Wahrscheinlichkeits-.
verteilung der Bele gungsdauern beeinfluBt die Wartezeitey
Die Belegungszeiten einer Einheit konnen konstant sein,
oder sie kénnen z.H, negativ exponentiell um den Mittel-
wert verteilt sein. Wir verschiedene Typen von Anfor-
derungen konnen die Belegungs sdauververteilungen verschie-

"

den sein. Die meisten Fille werden durch eine Vertei-
lung zwischen den ersten beiden Annahmen wirklichkeits-
treu beschrieben werden., NMan ndhert die tatsichlich auf-
tretenden mittleren Wartezeiten mit den Wartezeiten bei
diesen beiden Selegungﬁdauerverteilungen an ,

b. Das zeitliche bintreffen der Anforderungen beeinfluft
ebenfalls die Wartezeiten. Wenn die mittlere Zahl der
Anforderungen in der Zeiteinheit steigt, wichst die
mittlere Wartezeit, Als einfache Annahme setzen wir
fiir das Eintreffen einen Poisson~-ProzeR voraus. Die
Wahrscheinlichkeitg daf im nidchsten Zeitintervall eine
Anforderung eintrifft, ist konstant. Die Annahme ist
erfiillt, wemn z.B. die Zah]l der Konsclen, die zu einer
Hechenanlage Zugang haben, sehr viel groger als 1 ist,
und wenn die a@puuuunﬂvgansw der einzelnen Konsole ge -

geniber der Cesamtbenutzungsdauer dé% Rechenanlage hinraiégégéw
klein ist, Die Annahme eines Polsson-Prozesses ist dann eine brauch-
bare Ndherung. Wenn die Zahl der Quellen, aus denen die Anfor-
derungen entspringen, sehr klein ist, dann treffen die Anfor.
derungen weniger ungleichméBig ein als im soeben geschilderten
Zufallsangebot 1, Art. Uber Messungen der Zeitabstinde zwiscr en
Ankiinften und iiber eine Approximation der Verteilung berichte-

ten E.G. COFFMAN und R.C. WOOD /37,



C. Uft steht nur eine Einheit fiir slle Beniitzer zur Ver-
figung, z.B. das Rechenwerk oder genau der Tellspeicher,
in dem die erforderlichen Daten stehen. In anderen FEl-
len werden sich mehrere Einheiten aushelfen, Sind ZsB.

2 gleiche Ausgabegerite angeschlossen, dann kdnnen sie
elnander ersetzen. Ist ein Speicherbezirk zu reservieren,
dann ist es belanglos, welcher unter n gleichartigen
Speicherbezirken zugeteilt wird., Fiir die Zahl der Ein-
heiten sind deshalb die Fille n=1 und n>1 zu unterschei-
den,

"1.2 Die gesuchten GroBen

Dieselben Probleme treten in der Vermittlungstﬁahnik auf,

Rufe kommen an und suchen eine freie Leitung im Biindel von

n Leitungen. Kdnnen die Rufe nicht durchgeschaltet werden,

dann missen sie warten, Die Verkehrstheorie gibt die Be-

rechnungsverfahren fiir die interessierenden GréRen:

1. Die Wartewahrscheinlichkeit W ist die Wahrscheinlichkeit,
daB eine ankommende Anforderung warten muB.

2.‘Die mittlere Wartezeit c& ist der Erwartungswert der zu-
falligen Wartezeiten der Anforderungen, die iiberhaupt
warten miissen. Die mittlere Belegungsdauer ist die Zeiteinheit,

3. Die Mindestwertverteilungsfunktion W(>%¥) gibt die Wahr-
scheinlichkeit, daB eine wartende Anforderung lénger als

die Zeit % warten mufl.

Wartewahrscheinlichkeit und mittlere Wartezeit lassen sich
leichter berechner als die Verteilungsfunktion der Warte-

zelten. Die Aufgabe wird aber oft so gestellt, daB eine be-
stimmte HOchstwartezeit nur mit einer vorgeschrieben Ferin-

gen Wahrscheinlichkeit iiberschritten werden darf.

Manche Systeme begrenzen die Wartezeit., Die Zahl der Warte-
pléatze kann beschrinkt sein. Aber dann werden Anforderungen
abgewliesen, sie erhalten wie im Vermittlungssystem Besetzt-

zeichen und werden nicht abgefertigt,



2. Prioritdten und Abfertigungsreihenfolge

Oft ist es nicht angebracht, alle Anforderungen als gleich-
wertig zu betrachten. Durch Warten auf eine Einheit Ez kann
eine besonders wichtige Einheit El lénger belegt sein, weil
W2 zusammenarbeiten soll. Man mdchte die-
se Art von Anforderungen bevorzugen, um kurze Wartezeiten zu
erreichen, Im on-line-Betrieb sind manche Anforderungen sehr
eilig, weil sie z.B., durch Stdrungen der zu iiberwachenden
Einrichtungen ausgeldst wurden. Andere Anforderungen sind
weniger dringend, weil sie z.B. routinem#Bigen Uberpriifun-
gen dienen?&Darum mochte man gewissen Anforderungen einen
Vorrang vor anderen Anforderungen zuerkennen und fiihrt
Prioritdten ein. Ohne Prioritdten muB das System so ausge-
legt werden, daB fiir alle Anforderungen die Wartezelten

nur mit geniligend kleiner Wahrscheinlichkeit eine Zeitschran-
ke iiberschreiten, Durch Prioritdten wird das System an die
speziellen Anforderungen angepaft.

Welche unter den wartenden Anforderungen kommt zuerst daran,
eine soeben frei gewordene Einheit zu belegen? Zundchst wird
auf die Prioritidt geachtet. Die Abfertigungsreihenfolge be-
einfluBt die Vertellungsfunktion der Wartezeiten, Gebrduch-
lich ist die Annahme, daB die wartender Anforderungen in der
Beihenfolge ihrer Ankunft abgefertigt werden. Das gilt fir
die wartenden Anforderungen jeder einzelnen Prioritdtsklasse.

Die Zahl der Probleme ist sehr grof: man kann verschiedene
Belegungsdauervertellungen, Einfallprozesse, Zahl von Ein-
heiten, Prioritidteneinteilungen und Abfertigungsreihenfol-

gern kombinieren.

*Es konnen auch den verschiedenen Konsolen von vornherein ver-
schiedene Prioritidten zugeteilt sein.



3. Wartesystem mit negativ exponentieller Verteilung

der Belegungsdauern

Wir gehen von folgendem Wartesystem aus: Jede Anforderung bens-
tigt irgendeine aus insgesamt n gleichwertigen F Funktionseinhei-
ten, Die vollkommene Aushilfe heiBt in der Verkehrstheorie voll-
kommene E Erreichbarkeit, Die Mah“scnelnllchkelt daB die Bele-
gung einer Einheit in einem beliebigen infinitesimal kleinen
éexﬁcaﬂtmcﬁﬁnl*c’r endet, sei konstant und unabhéngig davon, wie
lange die Belegung bereits andauvert und welche Prioritit sie
besitzt; fiir alle Belegungen gilt die gleiche negativ eXPOner -
tielle Verteilung. Die mittlere Belegungsdauver wihlen wir als
éeltelnhelt

Die Anforderungen werden in die Pr10r1tatsk1assen 1, 2, ...
kK, «¢. K eingestuft, Anforderungen héchster Dringlichkeit
gehdren zur 1. Prioritdtsklasse; mit abnehnmender Dringlich-
keit wichst der Prioritdtsklassenindex k. Wahrend der Zeit-
einheit, der mittleren Belegungsdauver, treffen im Mittel

Ak Anforderungen der Prioritidtskiasse k ein, Ak ist das An~
k"gebot in der Prworltatwkia§se k. Dle ﬁ&h“schexﬁlichk@lt daB

in einem belleblgen 1nf1n1te31%al kleinen Zeitabschnitt eine An~

forderung der Prioritédtsklasse k ankommt, sei konstant, unabhingig
von der Vorgeschlchte, fir jede Prioritit wird ein Poisson-Prozes

‘oder Zufallsangebot 1. Aprt angenommen,

Anforderungen hdherer Prioritdt reihen sich in der Warte-
schlange vor Anforderungen von geringerer Prioritdt ein,
Anforderumyen die bereits eine Einheit belegt haben, wer-
den auch dann nicht unterbrochen, wenn ney dﬂksmmende A~
f@rderunven hohe%ar prsorz*ab warten mg sen, %

3.1 Zustandswahrscheinlichxaiﬁen

Es ist eine grundlegende Methode der Verkehrstheorle die Glei-
chungen fiir die Austandswahrsche1n11chke1ten aufzustellen, Eine
kommende Anfordewung der Prioritdtsklasse k ( in Bild 1 z.B,
k=2) stellt sich zu den . §, (im Beispiel = 4) bereits war-
tenden AnfOVderungen aus den Prioritdtsklassen 1 bis k. s

ist ply¢ k &) die wzhvgaqexnlgc%kezt dafurs daB ¢, Anforderun-

¥-Jede Anforderung wartet so lange, bils sie eine Funktionsein-
heit belegen darf; auch bei langen Wartezelten kommt es nie
zu Verzichten,

arn-
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Wir betrachten den stationdren Fall, daB die Zustandswahrschein-
lichkeiten p(ﬂ,ék} vom Beobachtungszeitpunkt unabhingig sind.
Mit der Rufwahrscheinlichkeitsdichte oder, mit anderen Worten, mit dem

Angebot
ARK) = a+ a4 (1)
und der Endewahrscheinlichkeitsdichte n-1 von n unabhingigen

Belegungen ergibt sich
A(Sk) p(f,%k) = n- p(§+1,%k) fir §=0,1,2,... (2)

Bin solches System von Zustandsgleichungen bezeichnete A.K.
ERLANG als "Bedingung fiir die Erhaltung des statistischen Gleich-
gewichts", (Zur ausfiihrlicheren Begriindung des Ansatzes vgl, z.B.

/13/)

p(0gk) ist die Wahrscheinlichkeit, daB keine Anforderung

aus den Priorititsklassen Sk wartet und daf alle n Einheiten
belegt sind. Deshalb gilt die Gleichung fiir f 0 ebenfalls.
Sie soll fiir unbegrenzt grofle Werte f gelten, Ein unbegrenzt
groBer Wartespeicher wird in der meahnlk nahezu erreicht,

Zum Beispiel konnen‘@ui Magnetband sehr groBe Folgen von
Daten gespeichert werden, die auf den Transfer in die zuge-
wiesenen‘K&rnspeicherbezirke warten. -

Der Zustand des Wartesystems in einem bestimmten Zeitpunkt
1st welterhin gegeben durch die Gesamtzanl x von wartenden
Anforderungen und Belegungen in den Einheiten (inm Beispiel
x= 7, vgl. Bild 1), Die Wahrscheinlichkeit is tp,. In den
Gleichungen fiir die Wahrscheinlichkeiten der Zustidnde, daf
‘Q‘Anforderungen der Prioritdtsklassen Sk vor den belegten
kinhelten warten,ist die Bedingung enthaiten,u{@ in alle

“atﬁen n Elnh@lten belegt sind. o (A) fir A=A(%K)<n

2 ,,

5 p(ga) = § P, =E(n,A)-= ’ gnggm% 605/ (3)
§o = 1 fiir A=A(3K)2n |

Fir die Zufallsvariable x von Anforderungen im System, d.h, fiir den 4
Gesamtverkehr erglbt sich nur fiir A<n ein statlonawcﬂ Pro- @mmentanen
zeRR mit konstanten, von der Zeit nicht mehr abhidngigen Wahr-
scheinlichkeiten ung 5rwartuﬁg0weruen, Fir A%n wichst der
Erwartungswert der Wart eschlangenlinge dauernd an, das System

Cist pesdttigh. /11/




Mit dem auf eine Funxtlonqalnhelt bezegenem Angebot der Prioritdts-

k1assen gk

< .
(%K) = é.&;é@.zw (4)

lautet die Formel fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit
p{fk,_%) = [«»(S;{ P { 1-ou ﬁk) ]E{n A) m A(%K)<n (5)

bur n=1 gaben S A Dﬁﬁoblm und E. RbISH &18 ﬁezzehumg an, /7,13/
Fir die PFlOPltdtukla%S&ﬂ 1, 2, «.. k stellt sich ein sta-
tiondrer Zustand ein, wenn A(%k)<n ist, auch dann, wenn ins-
gesamt kein stationiirer Zustand mehr erreicht wird, weil AZn
ist. Die Zahl der wartenden Anforderungen und der Belegungen

in den Einheiten, beide aus den Prioritdtsklassen ék, schwankt
dann um einen zeitlich konstanten Mittelwert, dagegen nimmt

die Zahl der wartenden Anforderungen der letzten Prioritits-
klassen immer mehr zu.

3,2'YWartewahrscheinlichkeit und mittlere Wartezeit

Die Wartewahrscheinlichkeit W ist unabhéngig von der Priori-
-tét einer neu ankommenden Anforderung, weil bestehende Bele-
gungen in dem betrachteten Modell in keinem Fall
unterbrochen wéé&éﬁ:

W o= E fiir k = 1, 2, ... K (6)

Wihrend der mittleren Wartezeit c*k, bezogen auf die mitt-

lere Belegungsdauer als Zeiteinheit und auf alle Anforderun-
gen der Priorititsklasse i, traffemv}x Mittel f* 'Ak neue Anfor-
derungen der Prioritdtsklasse k ein Diese Anfura@rupg@n erhal -
ten im Mittel bei stationdrem froéeﬁ gerade die mittlere

wﬂrteoohlanveniangéﬁaufrecq

: . )
- Z f;‘ p(g &) - :g; %M%«fkf” = ,‘?WKQAK - ‘(/)
Die mlttlere Wartezeit « k’ nur auf die wartenden Anforderungen
der Priorititsklasse k bezogen, ist mit ofSk-1)=ad<k) aus (5) und (7)
vr W% ‘ . B .
Ywe T W T RIS FISa@T i &Sk)< (8)
Fir Anforderungen hochster Prioritit ist k=1, %{gl)xai, ®(<1)=0,
1
w1 = D-(1~®§7 (9)




Gibt es nur diese eine Klasse von Anforderungen, dann erhilt
man mit mlza}EHLANGS bekannte Formel fiir die mittlere warte-
zeit der Wartenden /1,8,13/

— 1 N (¢
T - ne(l-o - n-A (10)

3.3 Grenzwerte der mittleren Wartezeiten

Die geforderten Werte der mittleren Wartezeiten lassen sich
unter Umstéinden dadurch erfiillen, daB man den ankommenden
Strom der Anforderungen auf andere Weise in Prioritdtsklassen
eintellt. Wir fragen nach den Grenzwerten, Die kleinstmdgliche
Wartezeit fiir Anforderungen hochster Prioritdt ist gegeben,
wenn rie mehr als eine Anforderung hdchster Prioritidt wartet.
Sie steht an der Spitze der Warteschlange und wartet bis zum
nachsten Belegungsende., Damit gilt als gntefe Grenze:

; - - 1
iiﬁ,tﬁl - tﬁu - n (11)
1

Fir die obere Grenze der mittleren Wartezeiten betrachten wir
solche Anforderungen, die sich, wenn sie warten miissen, an das
Ende der Warteschlange stellen. Jedesmal, wenn eine Funktions-
einheit freil wird, riicken sie um einen Warteplatz vor, Sie las-
sen aber elle wdhrend ihrer Wartezeit eintreffenden Anforderungen
vor sich in die Warteschlange hinein, Eine solche Anforderung
belegt nur dann eine frei werdende Funktionseinheit, wenn auBer ihr
{iberhaupt keine andere Anforderung wartet, Fiir die obere
Grenze ergibt sich (vgl., E,VAULOT /13/) mit o=af$K):

lim ’ka = 'C«'WO = PR (12)

3.4 Ein Beispiel

&

In einem Beispiel ist die Prioritdteneinteilung

Prioritdtsklasse k Anteil der Anforderungen %ﬁ
1 "sofort™" 3 %
2 "dringend" 25 %
3 "Routine" 32 %
4 "Zuriickstellung" 40O %



Bel gréBer werdendem Angebot zeigt sich der EinfluB des Ein-
teilens in Prioritdtsklassen immer deutlicher, Wenn die mitt-
lere Wartezeit Tk aufgezeichnet wird (Bild 3), ergibt sich,
daB fur die hchste Prioritidt k=1 auch bei grofern Angeboten
bis zu A~n die Mindestwartezeit (Erwartungswert) % hochstens
um Bﬁ% Uberschritten wird. Die mittleren Wartezeiten werden

- durch Einfiihren von Prioritidtsklassen fiir die héchsten Prio-
ritdten deutlich verringert. Das System verharrt fiir die sehr
Wichtigen Anforderungen auch bei hdheren Angeboten im statio-
naren Zustand, Die ﬁberlastungsunempfin&lichkeit fir die hoch-
wertigen Anfdrderungen ist erwlinscht, Die Wartezeitverminde-
rung gilt fiir alle Einheitenzahlen n in gleichem MaBe, wenn
die Belegungsdauern der negativ exponentiellen Verteilung ge-

horchen.

Cwki seco /K= 4 / £4=003,025,03204
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B1ld 3. Mittlere Wartezeit tﬁk der wartenden Anforderungen der
Prioritétsklasse k, abhingig von dem auf eine Funktions-
einheit bezogenen Gesamtangebot o



4, Beliebige Verteilung der Belegungsdauern

4.1 Eine Funktionseinheit

Un mit dem Wartesystem ohne Priorititen zu vergleichen,
bilden wir aus den Gleichungen (8) und (10) das Verhdltnis

Cwe 1 - o (13)
z, [T-a(ZE) T+ [L-al<k)] )

Die Formel (13) flir die relative Verlangerung der mittleren

Wartezeit 4y durch Einteilen in Prioritdtsklassen gilt

1. fir dasﬂﬁartesystem mit Poisson-Prozessen fiir die Ankiinfte,
mit negativ exponentieller Verteilung der Belegungsdauern
und mit nZ1 Funktionseinheiten.

Sie wurde auf ganz anderem Wege von A, COBHAM hergeleitet /2/.

Die Formel (13) gilt auBerdem

2. fur das Wartesystem mit Poisson-Prozessen fiir die Ankiinfte,
mit beliebiger Verteilung der Belegungsdauern und mit nur

1 Funktionseinheit., /2,11,14,618/

Die Wartewahrscheinlichkeit W ist beil nur einer Funktiogkainheit unab-
hangig von der Verteilung der Belegungsdauern stéﬁé“gieich dem
Angebot A, denn das ist zugleich die Wahrscheinlichkeit, die

eine Funktionseinheit belegt anzutreffen, '

W = A fiir n=1 (14)

Die mittlere Wartezeit vy aller Anforderungen und die mittlere
Wartezeit @Q der Wartenden ist in dem 2, Wartesystem ohne FPrio-
ritdten durch die POLLACZEK-KHINTCHINE-Formel gegeben /13,18/:

»'g;“ (1+ %z) B
’C'w = 7&- = m fir n=1 und o=A (15)

¢’ ist die Varianz der Belegungsdauern, Konstante Belegungs-

2 . . . . _
dauern bedeuten =0, negativ exponentielle Verteilung fiihrt
auf &’=1,



4.2 Ein Beispiel fiir die relative Verlingerung der mittleren

wartezeiten

A
Wir betrachten 4 Priorititsklassen; der Anteil 7? in den ein-
zelnen Priorité&tsklassen ist jeweils 25 %, Verglichen mit der
mittleren Wartezeit T ohne FPrioritédteneinteilung werden die
mittleren Wartezeiten fiir die ersten beiden Prioritdtsklassen,

fir die H&lfte der Anforderungen, deubtlich verringert.

wki !
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Bild 4., Die relative Verlingerung der mittleren Wartezeiten
t&k/cw der wartenden Anforderungen der Prioritiats-
klasse k hangt vorn dem auf eine Funktionseinheit be-
zogenen Gesamtangebot o ab,

4,3 Mehrere Funktionseinheiten

Fur mehrere Funktionseinheiten und beliebige Verteilung der
Belegungsdauern ist fir ein Angebot ohne Prioritdteneinteilung
kein einfaches Berechnungsverfahren bekannt; fiir Systeme mit
Prioritaten steht die LOsung aus., Wir haben daher den zeitli-
chen Verlauf im Wartesystem mit kiinstlichem Verkehr nach dem
zeittreuen Simulationsverfahren /16/ nachgebildet, Wie im vor-
hergehenden Beispiel betrachten wir 4 Priorit#tsklassen; im
Mittel 1st der Anteil an den ankommenden Anforderungen jeweils



25 %. Die Anforderungen werden von n=2 Funktionseinheiten abge-
fertigt. Die Testergebnisse sind mit Vertrauensintervallen an-
gegeben, die mit der Studentschen t-Verteilung fiir die statisti-
sche Aussagesicherheit 95 % berechnet wurden /20/. Fir die Be-
legungsdavern wurden 5 verschiedene Verteilungen angenommen,»

0,333
05 1

Bild 5. Belegungsdauerverteilungen:

a Belegungsdauer hi mit Wahrscheinlichkeit Py
h1m0,31445, p;=0,5; h2m1,68555, pzmo,ﬁ
h,=0,2, p1x0,8; hZ:&,2, p,=0,2
konstante Belegungsdauer h=1

o

d Gleichverteilung der Belegungsdauern zwischen den
Grenzwerten 0 und 2
e negativ exponentielle Verteilung

¥ Die Verteilung der Belegungsdauern gilt Jeweils einheitlich
fiir alle Priorititsklassen,
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Bild 6. Die mittlere Wartezeit t@k aller Anforderungen der
Prioritédtsklasse k hingt von der Varianz 62 der Bele-
gungsdauern ab, Das Angebot ist A=1,0, die Angebots-
anteile der 4 Prioritdtsklassen jeweils 25 %. Zahl der
Einheiten n=2, Belegungsdauerverteilungen siehe Bild 5,

Wird die mittlere Wartezeit @; bel konstanter Belegungsdauer mit
@%O, bei negativ exponentieller Verteilung der Belegungsdauern
mit v*  bezeichnet, dann 188t sich Gleichung (15) umformen; fiir n=1:

\ _ 2y, 2, . .
vh o= (l-g)Tx. o+ T oor, (16)

Diese lineare Abhingigkeit wurde von M. BJORKLUND und A, ELLDIN

| heuristisch auf Wartesysteme ohne Prioritidten mit n>l Funk-
tionseinheiten ausgedehnt /19/, Fiir beliebige Werte n kdnnen
X, und e €Xakt berechnet werden /1,13/. Die Hypothese soll Jetzt
auch fir Wartesysteme mit Prioritidten angewendet werden. Weil
die Wartewahrscheinlichkeit W nicht von der Prioritdtsklasse k

abhangt, folgt aus (13) mit TX, = W-v , und nit (16):

«
N

)
pd hoJion oad 0 z\)- 2: ’
Tk ToaSE T w07 | L= wr s & ] (1

WO eﬁc und tze Funktionen von n und A sind,



Die Hypothese (17) der linearen Abhingigkeit der mittleren
Wartezeit t@k aller Anforderungen der Priorititsklasse k von

der Varianz 52 der Belegungsdauvern wird auf Grund der Tlests

nicht verworfen (Bild 6), Bei gréferer Zahl von Funktionsein-
heiten, z.B. n=10, weichen die Testergebnisse von der Naherung
(17) eb. Es sind weitere Untersuchungen notwendig, die andere
Parameter, z.B, die hoheren Momente der Verteilung der Belegungs-

dauern, beriicksichtigen,

5. Wartezeitverteilung

Wir kehren zum 1. Wartesystem zuriick: n Einheiten, Poisson-
Prozesse der Ankiinfte und negativ exponentielle Verteilung
der Belegungsdauern. Die Wartezeitverteilung wk(>v) ist die
gesuchte Wahrscheinlichkeit, daB eine Anforderung der Priori-
tdtsklasse k, die warten mus, miﬁdestems die Zelt 7 warten
muB,

5.1. Anforderungen hdchster Prioritit

DiekWartezeitVerteilung Wl(>?) der wartenden Anforderungen
der ersten Prioritdtsklasse ist so gegeben, als kidme nur das
Angebot Al aus dieser Prioritdtsklasse /14,18/, Wihrend der
Wartezeiten miissen alle Anforderungen anderer Priorititen
hinter den Anforderungen der 1, Priorititsklasse bleiben und
beeinflussen die Wartezeiten der wartenden Anforderungen der
1. Prioritdtsklasse nicht,

”(1“&‘1)'1’1'7 Al

W, (>T) = @ fiir 220 und x =<l (18)

1
5.2 Anforderungen, die nicht zur ersten Priorititsklasse
gehoren

Um die Wartezeltvertellung wk(>t> fur die anderen Prioritits-
klassen k22 zu bestimmen, muB der Warteplatz beriicksichtigt

werden, auf dem eine Anforderung wartet, Aus den m Oglichen
ﬁbergéngen zu benachbarten Warteplitzen innerhalb eines kleinen
Zeltabschnitts ergeben sich Beziehungen zwischen den Wahrschein-

lichkeiten, von bestimmten Wartepldtzen aus mindestens eine ge-



gebene Zelt T lang warten zu niissen., Mit dem ﬁbergang ZUu un-
begrenzt verkleinertem Zeitabschnitt ergint sich ein System
von Differentialgleichungen, S,A., DRESSIN und E, REICH gelang-
ten zur Laplace-Transformierten der Wahrscheinlichkeitsdichte
wk(t), welche die Ableitung der Wartezeitverteilung WK(>@) ist
/7,13/. Sie wird hier fiir nZ1 umgerechnet angegeben:

wk(s) = j\ oI ~wk(t)-dr
T=0
2+(1-2)
- , (19)
14A-2 6+ [ 1+A+6)% b X
fir A= w(<k) = w(2k-1); po= (k) < 1 (20)

Beim Riucktransformieren von wk(s) ergibt sich fir die gesuchte
Wartezeltverteilung W, (>7) eine Formel, die umfangreiche Berech-
nungen erfordert /6/.

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist auch durch ihre lMomente
bestimmt., Man ermittelt deshalb die Anfangsmomente oder ge-
wohnlichen Momente v-ter Ordnung MVUQ /20/

o0 .
y _ 4 \
”v(k) = T ~wk('c)-d'z: (21)
T=0
und erhilt
1 1
M = T = - vgl, (8)
2 122
Mony = i /11,13/  (22)
' n” (1-p)" e (1-Q)

6 LAt M+ X )
WL (23
W) s (e

Daraus werden die zentralen Momente PHW errechnet, /20/

o0

v
#’V\(k) = j (t-—twk) . Wk('t')‘dt’ (2‘“‘)
T=0



Die Varianz HZ@Q ist

M, 1-
<0 . 2 S Fiir m<l (25)
Tﬁk 1-A und k=2,3,...K

Das 3. zentrale Moment/ujug ergibt sich zu

M 2( 1)+ e (1-0)
3k 1+ B'Ax(l*pﬂ' i > 1 (26)

3
2Tk MCL-MT <l und k=2 K

,_/7&.

Das Eintellen in Priorit#tsklassen vergroBert immer die Varianz
und das dritte zentrale Moment der Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Wartezeiten der wartenden Anforderungen, die nicht die hdch-
ste Prioritdt k=1 besitzen, gegeniiber der negativ exponentiellen
Verteilung der Wartezeiten, die fiir das Wartesystem ohne Prio-
ritdten gilt; vgl, Glaxchung (18).

5.3 Apnrox1matlon der Wartezeltvertellung

Als einfache Ndherung fiir MindestwerﬁvePteilungsfunktionen be-
niitzt man nach J, RIORDAN /13/ die Summe von 2 mxponentialfunk-

tionen,
T T

Tyt D Twi * D,
(>v) ~ Cc.e " 4 (1-C)-e "%

Wy (27)
Die Konstanten C, Dl und DZ werden so bestimmt, daR die Anfangs-
momente 1, bis 3, Ordnung der exakten Verteilungsfunktion und
der Apprcximation lbereinstimmen, Die Funktion (27) ist mit

0<cs 1 als Ngherung fiir Verteilungsfunktionen geeignet, deren
Varianz und 3. zentrales Moment gréfer als bei einer einzelnen

negativ exponentiellen Verteilung sind., Mit

g [ O ‘%Lk) e ‘W«) (28)
e 1 \ /
2 Mo “4(@
bestimmt man die Konstanten C, ;D1 und D2 aus
2 ) o
3 S 2 1, 5

“Dz

c = (30)
D,-D
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. 1 . v :
Falls =<M = M t ibt sich z i Exp nt] ion
S 3 MQ@Q 11@91Su, ergibt sich nur eine Exponential funktion

- mmm——

M
wk(>'(;) ~ e 1 (31)

Vergleicht man das 4. und 5. Anfangsmoment und den Anfangswert
der Wahrscheinlichkeitsdichte wk(O) der Approximation (27,29,30)
mit den entsprechenden aus (19) errechneten exakten Werten, dann
findet man, daB die rel-ativen Abwelchungen hiéchstens VWerte nahe
bei 1 % erreichen, falls (<k)20,1 und o0 ($k)<1 ist; fiur relati-
ve Abweichungen unter 10 % ist der Bereich u&<k)§O,3 und

o(2k)<1 erlaubt .x des 4, und 5, Anfangsmoments und des Anfangswerts

derWWahrscheinlichkgitsdichte
5.4 Ein Beispiel

Die Anteile der 4 Prioritidtsklassen seien gleich wie beim Bei-
spiel im Abschnitt 3.4, Die Diagramme zeigen die Wartezeitver-
teilungen nach Gleichung (27). AuBerdenm wurden durch Simulation
ermittelte Punkte aus zwei lestléufen eingezeichnet,

Wl n=10/s~cx>/K=4/%=QO3;O,25;O,32;O,4/A=9,5
, , A
4

03 3 o’
Ndherung mit Summe

01 ——Vvon 2 Exponentialfunkt.
\\ \/ .-Mit nur 1Exponentialf

003 Testpunkte '
001 N

oon \ N

() 1 15 2

Bilda 7. Wartezeitverteilungen wk(>t) fiir die wartenden Anfor-
derungen der Prioritédtsklasse k. Angebot A=9 5 bei

n=10 Funktionseinheiten,

*Damit werden vor allem die Werte der Wartezeitverteilung w (>U)
» fir groRe Wartedauern 7 geprift.



6. Verschiedene Prioritidtenwirksamkeit

6.1 Unterbrechende Prioritat

Betont man die Wichtigkeit der Anforderungen der 1. Priori-
tédtsklasse noch mehr, sodaB sie bestehende Belegungen in der
Einheit sogar unterbrechen diirfen /5/, dann vermindert man die
Wartewahrscheinlichkeit, Nur noch das Angebot Al verursacht be-
legungen, die zum Warten fiir die 1. Prioritidtsklasse fiihren
kénnen, Die Wartewahrscheinlichkeit ist Ez,n(A1}<E2,n<A>‘ Aver
die mittlere Wartezelt der Wartenden und sogar die Wartezeit-
verteilung'der'Wartenden der 1. Prioritdtsklasse bleiben un-
verdndert,

6.2 Zuteilen der Prioritdt durch das HRechensystem

Da die ankommenden Anforderungen bereits einer Prioritits-
klasse zugetellt sind, war bisher vorausgesetzt worden, Ande-
re Verfahren gehen von den einzelnen Belegungsdauern aus.
Kurze Belegungen erhalten Vorrang vor langen Belegungen, Jede
Anforderung wird in einem Zeitsegment teilweise abgefertigt,
dann muB sie erneut auf ein nidchstes Zeitsegment warten; da-
bei kann ihre Prioritdt verringert werden. /4/

6.3 Endlicher Wartespeicher

Wenn die mittleren Wartezeiten in einem gewissen Bereiche
bleiben sollen, dann kann die Zahl der Anforderungen, die

in das Rechensystem eingelassen werden, beschriankt werder,
Die Prioritdt beeinfluBt dann die Wahrscheinlichkeit l»Bk,
daB eine Anforderung abgefertigt wird., Die Wahrscheinlich-
keit 1_Bk sinkt bel wachsendem Angebot A und bel steigendem
Prioritatsklassenindex k, Im folgenden Beisplel diirfen bel n=2
Funktionseinhelten nur bis zu S:Z Anforderungen gleichzeitig
warten, Stets werden die Anforderungen hochster Prioritat
bevorzugt zum Warten zugelassen., Die Prioritdteneinteilung
entspricht wieder dem Beisplel aus Abschnitt 3.4, /17,21/
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1-B n=0/s=2/K=4/2k-003,02503204

0,5 - 4\ \\

(v 8

o) 0,5 1 15 2

Bild 8. Die Wahrscheinlichkeit l~Bk, daf eine Anforderung der
Prioritatsklasse k abgefertigt wird, hangt von dem auf
eine Funktionseinheit bezogenen Gesamtangebot & ab,
n=2 Funktionseinheiten, hochstens s=2 Anforderungen

warten gleichzelitig,

o S=2/K=4 /%: 003:025,0,32:0,4

wlhk
K=

151

n —

/<

1 % “ =~

n ~4

1
0.5-5/ o

—1 | i L | e

9] 05 1 15 2

Bild 9. Mittlere Wartezelt T , Dis zum Beginn des Abfertigens.



7. Zusammenfassung

Flir zwel Typen von Wartesystemen mit Priorititen (1: Poisson-
Rufprozesse, negativ exponentielle Verteilung der Belegungs-
dauern, nZ1 Funktionseinheiten (server) und 2: Poisson-Ruf-
prozesse, beliebige Verteilung der Belegungsdauern, n=1)
werden Wartewahrscheinlichkeit und mittlere Wartezeit der
Anforderungen der Priorititsklasse k angegeben, Fir jedes be-
liebige Einteilen ger Anforderungen in Prioritidtsklassen gibt
es eine obere und eine untere Grenze der mittleren Wartezeiten,
Beispiele zeigen den EinfluB des Einteilens in Prioritdtsklas-
sen, Flir beliebige Verteilung der Belegungsdauern und n>1
Funktionseinheiten werden Simulationsergebnisse mitgeteilt.
Flir die Wahrscheinlichkeit fiir Uberschreiten bestimmter War-
tedauern im ersten Wartesystemtyp wird eine einfache Naherung
angegeben, AbschlieBend werden einige andere Arten, wie Prio-
ritaten wirksam werden kénnen, sufgezidhlt.

In diesem Beitrag sollte gezelgt werden, wie das Einteilen in

Prioritédtsklassen helfen kann, die Wartezeiten’bei Rechen.
systemen zu vermindern, Das System kann dann an die von aufier-
halb vorgegebene unterschiedliche Wichtigkeit der Anforderungen
angepait werden,

<&%r dringende Anforderungen
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