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ABSTRACT

In the course of modeling modern computer and communication
systems, discrete-time models and model components play an increas-
ingly important role. On the one hand, new system structures and
principles often employ discrete or discretized basic time and
data units. Examples are the concept of cells in asynchronous
wide-area networks or time slots in high-speed local and metropol-
itan area networks. On the other hand, system parameters and input
values are often based on measured data, which are given in the
form of histograms. They are discrete-time by nature. These facts
lead to the development of discrete-time models in performance
analyses of computer and communication systems, which can be
frequently observed in the recent literature.

This report deals with analysis methods for discrete-time
performance models in computer and communication systems and
particularly, the use of discrete transform techniques in this

class of analyses.
CHAPTER 1 INTRODUCTION

General modeling and analysis aspects in performance investiga-
tions of computer and communication systems are discussed, where
attentions are devoted to discrete-time model components and to
relationships between continuous- and discrete-time modeling.

An outline of the objectives of the report is given.

CHAPTER 2 THEORETICAL ASPECTS IN DISCRETE-TIME MODEL ANALYSIS

The first part of this chapter deals with general assumptions
and the characterization of discrete-time model components.
Subsequently, transform techniques used later in this report are
formally introduced, i.e. the Laplace transform for continuous-
time density functions, the Z-transform and the discrete Fourier
transform (DFT) applied to probability mass functions in the
discrete time domain. Section 2.3 presents discrete random
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variables and their distributions as well as discretization
methods to approximate continuous-time processes.

Section 2.4 gives an outline of the theory of point processes
and renewal processes of discrete-time types, where basic rela-
tionships are derived for use in the subsequent chapters.

The concept of cepstrum, which is often employed in the theory
of homomorphic systems and signal processing, is introduced in
section 2.5, where aspects of its application in the discrete-
time queueing analysis of performance models are motivated.

CHAPTER 3 DISCRETE-TIME ANALYSIS OF THE GI/G/1 QUEUEING SYSTEM

To illustrate the variety of discrete-time analysis approaches,
which operate in both, the time domain and the transform domain,
and to show the application of transform techniques in these
investigations, the analysis of the basic queueing system of type
G/G/1 with discrete-time arrival and service processes is
presented in this chapter.

Section 3.1 deals with general model assumptions of the class of
discrete-time GI/G/1 models, while in section 3.2, a close-form
solution of the special case GEOM/G/1 is derived. Basic equations
for the GI/G/1 analysis are figured out in section 3.3, whereby
attentions are devoted to the discrete-time representation of the
well-known Lindley integral equation. Versions of this equations
are given in discrete-time domain as well as in the Z-transform
domain, which form the basic requirements for all analysis
techniques and algorithms discussed later in the chapter.

Section 3.4 provides a survey on analysis methods for the waiting
time distribution of the general class of GI/G/1 systems, starting
with a presentation of iteration methods using discrete convolu-
tion algorithms in time domain. Subsequently, some major methods in
the transform domain are described. Besides of the discussion of
analysis techniques using polynomial factorizations and poles and
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zeros allocations, the derivation is concentrated on an analysis
technique employing concepts of signal processing theory, in
particular the separation method in transform domain using the

Cepstrum operator.

Based on the waiting time analysis of the GI/G/1 system, a new
algorithm for the calculation of the idle period and the inter-—
departure distribution function of the output process is presented
in section 3.5. Finally, numerical examples are depicted and
discussed in section 3.6.

CHAPTER 4 ANALYSIS EXAMPLES FOR DISCRETE-TIME MODELS OF
HIGHER COMPLEXITY

In this chapter the analysis of two discrete-time models of higher
complexity is presented, in order to illustrate the capability, the
efficiency as well as the methodological limit of discrete-time

analysis techniques.

Section 4.1 presents a discrete-time modeling and analysis approach
for a general class of overload control strategies in communication
switching systems. The basic model is of type G/G/1 with bounded
delay. The overload control is based on a throttling mechanism for
new arriving requests when the load status of the system is above

a predefined threshold. The indicator for overload conditions is
chosen to be the amount of unfinished work instead of the number

of calls in the system.

The input process modeling the subscriber requests is assumed
to be general and is considered in section 4.1 under stationary
as well as non-stationary conditions. The main overload control
mechanism is modelled by means of a feedback path of the G/G/1
system, in conjunction with a workload-controlled acceptance
scheme. The analysis method, which is developed in the discrete-
time domain, is described in details. It allows the use of
efficient discrete transform algorithms. To discuss dimensioning
aspects of the overload control strategy numerical results are
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given for different types of input processes and overload
threshold parameters.

The class of polling systems with generally distributed input
processes and finite capacity of waiting places is the subject of
section 4.2. These models are often used e.g. in performance
investigations of local area networks with token-passing medium
access principles. The approximate analysis is done in time domain,
based on the direct evaluation of discrete convolution operation
taking advantages of fast convolution algorithms, e.g. the fast
Fourier transform (FFT). Numerical examples are shown to illustrate
the influence of the input process and the storage capacity on the
main performance measures, e.g. the waiting time and the blocking
probability of arriving packets or messages in the system.

CHAPTER 5 CONCLUSION
Concluding remarks on the use and significant properties of

discrete-time analysis techniques are given and major results of
the report are summarized.
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Verzeichnis der wichtigsten Abkiirzungen und Formelzeichen

a) Allgemeine Abkiirzungen und Symbole

A Zufallsvariable fiir Zwischenankunftsabstdnde

B Zufallsvariable fiir Bedienzeiten

DFT diskrete Fourier-Transformation

FFT schnelle Fourier-Transformation (Fast Fourier Transform)
T zZ-Transformation

YAY zufallsvariable

d(t-ti) Dirac-Impuls an der Stelle t=ti
G(k—ki) Einheitsimpuls an der Stelle k=ki

At Diskretisierungszeiteinheit
P Verkehrsangebot bzw. Auslastung der Bedieneinheit
i kontinuierliche bzw. diskrete Faltungsoperation

Notation bzgl. einer zeitkontinuierlichen Zzufallsvariablen A :

A Zufallsvariable, hier z.B. zeitbezogen

A* zv fiir die Vorwidrts- bzw. Riickwdrts-Rekurrenzzeit von A
A(t) Verteilungsfunktion von A

a(t) Verteilungsdichtefunktion der ZV A

aLT(s) Laplace-Transformierte von a(t) bzw. Laplace-Stieltjes-

Transformierte von A(t)

E[a"] n-tes gewdhnliches Moment der ZV A
EA=E[A] Mittelwert von A
Ca Variationskoeffizient von A

Notation bzgl. einer zeitdiskreten Zufallsvariablen X :

X zufallsvariable, hier z.B. zeitbezogen

X* zv fiir die Vorwdrts- bzw. Rickwdrts-Rekurrenzzeit von X
x(k) Verteilung der ZV X

xCEP(k) komplexes Cepstrum von x(k)

xDFT(k) diskrete Fourier-Transformierte von x(k)

XEF(Z) erzeugende Funktion von x(k)
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xZT(z) Z-Transformierte von x(k)

E[Xn] n-tes gewdShnliches Moment von X
EX=E [X] Mittelwert von X

Cx Variationskoeffizient von X

Kurznotation fiir Verteilungen und Verteilungsfunktionen

BER Bernoulli-Verteilung

BIN binomiale Verteilung

D deterministische Verteilungsfunktion

En Erlang-Verteilungsfunktion n-ter Ordnung

GEOM(m) um m Stellen verschobene geometrische Verteilung

H hyperexponentielle Verteilungsfunktion n-ter Ordnung

NEGBIN negativ-binomiale Verteilung
POIS Poisson-Verteilung

b) Zusdtzliche Abkiirzungen zu Kapitel 3

A ZV fir die Zeitdauer zwischen den Ankunftszeitpunkten
der n-ten und der (n+l)-ten Anforderung

Bn Zv fir die Bedienzeit der n-ten Anforderung

c(k) Systemfunktion

D ZV fiir die Zwischenendigungsabst&ande

F 2v fir die Durchlaufzeit von Anforderungen

I zV fir die Dauer von Freiperioden

Py Wartewahrscheinlichkeit

Pl Wahrscheinlichkeit, daB ein Ausgangsereignis am Ende
einer Betriebsperiode liegt

Q ZV fir die Anzahl wartender Anforderungen

qij Ubergangswahrscheinlichkeiten der eingebetteten Markoff-
Kette

Q Ubergangsmatrix der eingebetteten Markoff-Kette

R 2v fir die Anzahl R von eingetroffenen Anforderungen
wdhrend einer Bedienzeit

S zV fir die Dauer der Betriebsperioden

SZT(z) charakteristische Funktion des zeitdiskreten GI/G/1-

Systems im Z-Bereich
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ZV fiir die Restarbeit im System unmittelbar vor dem
Ankunftszeitpunkt der n-ten Anforderung

zZV fir die Restarbeit im System unmittelbar nach dem
Ankunftszeitpunkt der n-ten Anforderung

ZV fiir die virtuelle Restarbeit im System unmittelbar
vor dem Ankunftszeitpunkt der (n+l)-ten Anforderung

ZV fiir die Wartezeit beziiglich aller Anforderungen

zZV fir die Wartezeit beziliglich wartender Anforderungen
ZV fir die Systembelegung

ZV fiir die Anzahl von Anforderungen nach dem n-ten

Bedienende

Operator im diskreten Zeitbereich gemds Gl. (3.31)

Operator im diskreten Zeitbereich gemds Gl. (4.14)

c) Zusidtzliche Abkiirzungen zu Kapitel 4.1

w

A,n

Blockierungswahrscheinlichkeit einer beliebig heraus-
gegriffenen Anforderung
Blockierungswahrscheinlichkeit der n-ten Anforderung
Schwellenwert der Uberlastabwehrstrategie

ZV fir die Restarbeit im System unmittelbar vor dem
Ankunftszeitpunkt der n-ten Anforderung

d) Zusdtzliche Abkiirzungen zu Kapitel 4.2

ZV fiir die Zwischenankunftszeit des Ankunftsprozesses an
einer Warteschlange

Blockierungswahrscheinlichkeit fiir Anforderungen
bedingte Blockierungswahrscheinlichkeit

ZV fir die 2zZykluszeit

Zykluszeit ohne Bedienung einer Anforderung in der
betrachteten Warteschlange

Zykluszeit mit Bedienung einer Anforderung in der
betrachteten Warteschlange
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zV flr ein Zykluszeit-Segment

Anzahl der Warteschlangen des Polling-Systems

zV fir die Anzahl ankommender Anforderungen wihrend
einer bedingten Zykluszeit des Typs i (Ci), i=0,1

ZV fir die Umschaltzeit

Wahrscheinlichkeit, daB der zufdllige Beobachtungszeit-
punkt in einer bedingten Zykluszeit vom Typ Cj liegt
Kapazitdt einer Warteschlange

zufdlliger Beobachtungszeitpunkt

zV fir die Anzahl von Anforderungen in der betrachteten
Warteschlange unmittelbar vor dem n-ten Abfragezeitpunkt
ZV fiir die Anzahl von Anforderungen unmittelbar nach dem
n-ten Abfragezeitpunkt

ZV fir den Zustand zum zufidlligen Beobachtungszeitpunkt
zV fir den Zustand unmittelbar vor bzw. nach dem voraus-
gegangenen Regenerationszeitpunkt

mittlere Wartezeit angenommener Anforderungen

Verkehrsangebot



§ [F EINLEITUNG

1.1 Verfahren zur Leistungsuntersuchung von Rechner- und

Kommunikationssystemen

Bedingt durch den Einsatz moderner Mikrorechner-Komponenten in
Kommunikationssystemen sowie durch die Entwicklung von Rechner-
netzen entstehen immer leistungsfdhigere und komplexere Systeme,
sowohl in der Hard- als auch in der Software, aus struktureller
und aus steuerungstechnischer Sicht. Im Gegensatz zu friiheren
Systemgenerationen, deren Leistung oft erst nach ihrer Inbetrieb-
nahme ermittelt wurde, muB bei modernen Systemen - wegen ihrer
funktionellen Komplexitdt und ihrer immer vielfdltigeren Lei-
stungsmerkmale - die Leistungsfdhigkeit vor der Systemeinfiihrung

untersucht und nachgewiesen werden. Dies sind im einzelnen:

- Die funktionelle Leistungsfdhigkeit:
Dazu gehdren u.a. die Verklemmungs- bzw. Widerspruchsfreiheit
der implementierten Kommunikationsprotokolle im System, die
einwandfreie Zusammenarbeit der aktivierten Prozesse sowie die
funktionelle Einhaltung definierter, systemspezifischer Lei-

stungsmerkmale.

- Die Leistungsfihigkeit des Systems unter Lastbedingung:
Hier sind zu erwdhnen: die Funktionsfdhigkeit und die Einhal-
tung vorgegebener Grenzwerte fiir die Blockierungswahrschein-
lichkeit, Durchlauf- und Wartezeiten, Verarbeitungsgiite usw.
unter Nennbelastung, die Einhaltung festgelegter Verkehrsglite
unter tberlast, die iiberlebensfihigkeit des Systems bei extre-

men Lastspitzen, etc.

Bedingt durch die groBe Anzahl von angeschlossenen Teilnehmern
und in Echtzeit zusammenarbeitenden Systemkomponenten sowie von
parallel ablaufenden Prozessen kann das Ablaufgeschehen in einem
Rechner- bzw. Kommunikationssystem mit Hilfe von zufallsabhdngi-
gen Prozessen beschrieben werden. Fiir die Untersuchung derartiger
Prozesse werden Methoden der Stochastik, insbesondere der Ver-

kehrstheorie angewandt.



Bild 1.1 gibt eine Ubersicht iiber Methoden zur Leistungsbeurtei-
lung von Rechner- und Kommunikationssystemen. Im Falle eines be-
reits in der Betriebsphase befindlichen Systems kann die Funk-
tionsfdhigkeit durch Messungen untersucht werden, wobei realisti-
sche Belastungsprofile von angeschlossenen Teilnehmern und peri-
pheren Einrichtungen fiir MeBzwecke benutzt werden kd&nnen.

Falls ein Prototyp des zu untersuchenden Systems verfiigbar ist,
die anzuschlieBenden Teilnehmer bzw. peripheren Einrichtungen
jedoch noch nicht oder nur teilweise vorhanden sind, kann die
Leistung des Systems unter realen Lastbedingungen z.B. mit Hilfe
von Umweltsimulationseinrichtungen untersucht werden. Dabei wer-
den Teilnehmer- und periphere Prozesse durch Zustandsautomaten
zeittreu und unter Beriicksichtigung des reellen Teilnehmerverhal-
tens nachgebildet, mit denen die Teilnehmer-System-Interaktion

Modell- Analytische
simulati System-
ImEigHon Untersuchung

||

Modell- vereinfachtes
Simulati System-
imulation modell
Umwelt- detailliertes
Messungen . )
Simulation Systemmodell
: 1 ]
i } |
Reales System
Bild 1.1 Methoden zur Leistungsuntersuchung von Rechner- und

Kommunikationssystemen



realistisch simuliert und die Leistungsfdhigkeit des Systems
unter beliebig vorgebbaren Belastungen getestet werden kann.

In der Vor- oder Entwicklungsphase eines Systems werden Lei-
stungsuntersuchungen hdufig anhand von Systemmodellen, insbeson-
dere von Verkehrsmodellen, durchgefiihrt. In einem verkehrstheare-
tischen Modell wird das Ablaufgeschehen im realen System in allen
seinen funktionellen und zeitlichen Zusammenhdngen und Interak-
tionen der Systemkomponenten mit Hilfe weniger abstrakter Modell-
elemente beschrieben. Die Systemstruktur und -organisation und
das dynamische, in Echtzeit ablaufende Systemgeschehen werden auf

entsprechende Modellstrukturen und -komponenten abgebildet.

Wie in Bild 1.1 dargestellt wird, kann die Modellbildung auf un-
terschiedlichen Abstraktionsebenen bzw. Modellierungstiefen ge-
schehen. In einem detaillierten Systemmodell sind Modellkomponen-
ten noch sehr systemnah. Alle strukturellen Komponenten und Ab-
laufsteuerungen in realen Systemen werden hier noch detailgetreu
modelliert. Dies fiihrt zu Verkehrsmodellen hodherer Komplexitdt,
die in der Regel nur mit Hilfe der Systemsimulation untersucht

werden konnen.

Da in der Vorentwicklungsphase hdufig mehrere strukturelle Alter-
nativen verglichen werden miissen, fiihrt die Modellsimulation auf
dieser Abstraktionsebene hdufig zu sehr groBem Rechenaufwand. Die
Leistungsuntersuchung kann in diesem Fall mit einem Systemmodell
hbherer Abstraktion durchgefiihrt werden, wobei die wesentlichen,
fiir die Untersuchung relevanten Systemmerkmale noch im Modell ent-
halten sein miissen. Auf dieser Abstraktionsebene existieren oft
analytisch exakte und approximative Methoden, die Untersuchungen
hinreichend groBer Parameterbereiche mit giinstigerem Rechenauf-

wand ermdglichen.

Die Parametrisierung von Modellkomponenten erfolgt oft anhand

von Messungen an im Betrieb befindlichen Systemen bzw. Prototypen.
MeBergebnisse werden hidufig in der Form von Histogrammen gewonnen,
d.h. die betreffenden Modellkomponenten liegen fir weitere Unter-



suchungen bereits in einer zeitdiskreten stochastischen Beschrei-
bungsform vor. Dariiberhinaus enthalten Verkehrsmodelle vielfach
Komponenten, die sich zeitdiskret exakt charakterisieren lassen.
Beipiele dafiir sind Taktsteuerungen in Betriebssystem-Modellierungen
und {Ubertragungsdauern von Nachrichtenpaketen, die aus einer ganz-

zahligen Anzahl von Bits oder Bytes bestehen.

In den meisten Modelluntersuchungen in der Literatur werden Ver-
fahren, die im kontinuierlichen Zeitbereich operieren, angewendet.
Der Grund dafir liegt nicht zuletzt darin, daB die hier verfiig-
baren Analysemethoden bekannter und in einigen F&llen vollstdn-
diger entwickelt sind.

Die Leistungsuntersuchungen der Klasse von Systemen mit zeitdis-
kreten Komponenten im kontinuierlichen Zeitbereich werden i.a.

an dquivalenten zeitkontinuierlichen Modellen vorgenommen. Dabei
werden z.B. zeit- und wertdiskrete Verteilungsfunktionen mit Hil-
fe von bekannten kontinuierlichen Verteilungsfunktionen approxi-
miert, die eine Ubereinstimmung einer Anzahl von Momenten (z.B.
Mittelwert und Variationskoeffizient) mit den zeitdiskreten Ver-
teilungsfunktionen aufweisen.

Als Alternative bieten sich Analyseverfahren an, die direkt im
diskreten Zeitbereich operieren, unter unmittelbarer Einbeziehung
von zeitdiskreten Modellkomponenten, deren Charakterisierung in
zeitdiskreter Form vorliegt. Die Erdrterung dieser Klasse von
analytischen Methoden und Ansidtze ist das Ziel der vorliegenden
Arbeit.

1.2 Analyseverfahren
Es existiert ein breites Spektrum von Analyseverfahren fiir ver-

kehrstheoretische Modelle, die in einschligiger Fachliteratur
/14,36,38,42,47/ ausfithrlich und systematisch dargestellt wurden.



Im folgenden wird lediglich auf einige Grundprinzipien und grund-
legende analytische Ansdtze eingegangen, die spdter zur Erldute-
rung der zeitdiskreten Analyseverfahren bendtigt werden.

Betrachtet werde nun ein stochastischer ZustandsprozeB X(t), der
das Ablaufgeschehen einer zufallsabhingigen ProzeB8gr&dBe in einem
vVerkehrsmodell beschreibt. Dieser ProzeB wird zundchst speziell

zu den Zeitpunkten tn, n=0,1,... (t0<tl<t2<...) beobachtet. Bei-
spiele fiir die betrachtete ProzeBgr&Se sind : die Anzahl von An-
forderungen im System, die Menge unerledigter Arbeit im System

oder die verbliebene Bedien- oder Wartezeit einer speziellen An-

forderung.

Bei der Modellanalyse wird hdufig zundchst x(tn) bestimmt - wobei
beispielsweise X(to) als Anfangsbedingung vorgegeben wird -, und

darauf aufbauend werden weitere Systemcharkteristiken berechnet.

Die meisten Verfahren basieren auf einer Berechnungsvorschrift Vv,
die oft wie folgt angegeben werden kann :

X( = V(X(tn)). (1.1)

tn+l)
Die Vorschrift V in Gl.(l1.1) kann je nach Analysemethode die Form
einer Matrizen-Multiplikation, eine Funktionalgleichung usw. an-

nehmen.

Beziiglich des Prozesses X(t) wird oft anhand der Eigenschaft der
Gedichtnislosigkeit (Markoffsche Eigenschaft) eine Klassifizie-
rung vorgenommen. Ein ProzeB X(t) besitzt zum Zeitpunkt tn die
Markoff-Eigenschaft, falls seine vom ProzeBfzeitpunkt tn aus beob-
achtete zukiinftige Entwicklung nur vom Zustand x(tn) = X, zum
Zeitpunkt tn und nicht von der vergangenen Entwicklung (tn-l'
tn_z,...,to) abhdngig ist, d.h.

P(X(t o1 | XCELD=X WX 1)=X) g heee s X(Eg)=X0)

n+1)=xn

= P(X(tn+l)=xn+l!x(tn)=xn). (1.2)
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Einige hdufig anzutreffende Analysemethoden werden nachfolgend
kurz diskutiert. Wie in spédteren Kapiteln erldutert werden wird,
sind diese Methoden sowohl fiir zeitkontinuierliche als auch fiir
zeitdiskrete Analysen anwendbar.

- Analyse mit eingebetteter Markoff-Kette

Diese Methode ist geeignet fiir die Zustandsanalyse bei Prozessen,
bei denen die Markoffsche Eigenschaft nur bei einer Anzahl von
Punkten auf der Zeitachse besteht. In diesen sog. Regenerations-
zeitpunkten, welche die eingebettete Markoff-Kette bilden, ver-
liert der ProzeB sein Ged&dchtnis ; die ProzeBentwicklung ist von
dort aus unabhidngig von der Vergangenheit.

Die oben erwdhnte ProzeBgrtSe X(t) sei nun die Anzahl von Anfor-
derungen im System zum Zeitpunkt t. Der ZustandsprozeB besitzt
zum Regenerationszeitpunkt tn den Zustandswahrscheinlichkeitsvek-
tor

(n) (n)

P ={pP (k) } k=0,1,... (1l.3a)

mit
p(™(x) = P(X(t ) = k). (1.3b)

LdaBt sich eine i{ibergangswahrscheinlichkeitsmatrix Q finden, die
die Beziehung zwischen den Zustandswahrscheinlichkeitsvektoren
zweier beliebiger aufeinanderfolgender Regenerationszeitpunkte
tn und tn+l herstellt, d.h.

Q= {q;,} (1.4a)

J
mit

.. = P(X(t

i3 ne1) = 31 X(E)) = 1), i,3=0,1,2,..., (1.4b)

so erhdlt man eine rekursive Berechnungsvorschrift gemidf Gl.(1l.1)

wie folgt



+
p(M+l) _ o p(M) | (1.5)
Anhand der Gl.(1.5) kénnen Markoff-Ketten-Wahrscheinlichkeitsvek-
toren sukzessiv berechnet werden, falls ein Anfangsvektor, z.B.
P(O), bekannt ist. Im stationdren Zustand des Prozesses, wobei

der Wahrscheinlichkeitsvektor unabhidngig vom Zeitindex ist, d.h.

E(n+l) (n) _

P

Py (1.6)

148t sich die Zustandsanalyse auf eine Eigenvektorbestimmung fol-

gender Gleichung zuriickfiihren:
P= Q.P. (1.7)
- Lindley-Integralmethode

Wie in Kap.3 ausfiihrlich hergeleitet werden wird, kann fiir die
Klasse der allgemeinen einstufigen Wartesysteme als Berechnungs-
vorschift gemi8 Gl.(l.l) eine Integralgleichung vom Wiener-Hopf-
Typ aufgestellt werden. Dabei wird der ProzeB8 der unerledigten
Arbeit im System U(tn) zu den Ankunftszeitpunkten tn der Anforde-
rungen betrachtet. Die entstehende Gleichung wird als Lindley-In-
tegralgleichung /49/ bezeichnet (vgl. Kap. 3.3).

1.3 {bersicht iiber die Arbeit

AnschlieBend an die Einleitung werden im 2. Kapitel einige metho-
dische Aspekte zur zeitdiskreten Analyse von verkehrstheoretischen
Modellen erdrtert, die in den spidteren Kapiteln bendtigt werden.
Dabei werden in 2.2 Transformationsmethoden und Algorithmen (z.B.
erzeugende Funktion, Z-Transformation, diskrete Fourier-Transfor-
mation, schnelle Fourier-Transformation, etc.) definiert und ihre
Eigenschaften sowie Anwendungsgesichtspunkte in der Verkehrsana-
lyse diskutiert. In 2.3 werden zeitdiskrete und diskretisierte
zufallsvariablen und ihre Verteilungen behandelt. Eine systemati-
sche Behandlung der Klasse von Erneuerungsprozessen im diskreten

Zeitbereich findet sich in 2.4.



In der Analyse zeitdiskreter Systeme im transformierten Bereich
wird u.a. das aus der Signalverarbeitungstheorie stammende Konzept
des komplexen Cepstrums angewendet. Nach einer kurzen Abhandlung
von Grundbegriffen und Eigenschaften der homomorphen Systemtheorie
wird das Konzept des komplexen Cepstrums in 2.5 eingefiihrt.

In Kapitel 3 wird versucht, das Spektrum der Methoden der zeitdis-
kreten Analyse von Verkehrsmodellen am Beispiel des einstufigen
Warteschlangensystems GI/G/1 aufzuzeigen. Unterkapitel 3.2 zeigt
die Analyse dieses Systems fiir den speziellen Fall des geometri-
schen Ankunftsprozesses mit der in der zeitkontinuierlichen Ana-
lyse oft verwendeten Methode der eingebetteten Markoff-Kette. In
Kap. 3.3 werden GI/G/l-Systeme mit allgemeinen Zwischenankunfts-
und Bedienprozessen betrachtet. Eine der Lindley-Integralgleichung
entsprechende Beziehung im diskreten Zeitbereich wird hergeleitet
und im Zeit- und Frequenzbereich angegeben. Die direkte Aufldsung
der Gleichung wird am Beispiel eines Systems mit (verschobenen)
geometrischen Ankunfts- und Bedienprozessen gezeigt.

Fir GI/G/1-Systeme, die einer geschlossenen analytischen L&sung
der Lindley-Integralgleichung nicht zugdnglich sind, existieren
numerische Algorithmen zur Berechnung der Wartezeitverteilung.
Diese Algorithmen werden in Kap. 3.4 ausfiihrlich diskutiert. Dies

sind im einzelnen :

- Algorithmus im Zeitbereich : mit iterativer Faltung
- Algorithmus im transformierten Bereich :

o Separation mit expliziter Berechnung von Nullstellen und
Polen der charakteristischen Funktion mit Hilfe der Polynom-
Faktorisierung.

o Separation unter Bericksichtigung der Phasen-Eigenschaften
und Anwendung des Cepstrum-Konzepts.

Eine neue zeitdiskrete Methode zur Berechnung von Verteilungen
der Freiperioden und des Ausgangsprozesses zeitdiskreter GI/G/l-
Systeme wird in Kap. 3.5 vorgestellt.



Die Anwendung zeitdiskreter Analysemethoden in komplexen Lei-
stungsuntersuchungen von Rechner- und Kommunikationssystemen wird
in Kapitel 4 anhand von zwei Modellbeispielen erdrtert. In Kap.
4.1 wird ein lastgesteuerter Uberlastabwehrmechanismus in Vermitt-
lungssystemen untersucht und in Kap. 4.2 eine approximative zeit-
diskrete Analyse filir Polling-Systeme mit endlichem Warteraum und
allgemeinen Ankunftsprozessen vorgestellt.

Die Klasse von Analyseverfahren im diskreten Zeitbereich stellt
eine bedeutende und bisher in der Literatur ungeniigend beachtete
Alternative zu den zeitkontinuierlichen Methoden dar. Sie ist in
erster Linie fiir solche Modelluntersuchungen gut geeignet, bei
bei denen die Modellkomponenten bereits in zeitdiskreter Form
vorliegen. Ferner konnen zeitdiskrete Analysemethoden zur Unter-
suchung zeitkontinuierlicher Modelle, die keiner exakten Analyse
zugdnglich sind, approximativ eingesetzt werden. Durch den Einsatz
effizienter numerischer Algorithmen zur Durchfiihrung von Trans-
formationen weist die zeitdiskrete Klasse konzeptionelle Vorteile
auf, welche insbesondere bei Anwendungen zum Tragen kommen, bei
dennen Transformationen erforderlich sind. Dies ist h&ufig der
Fall, wenn z.B. Ergebnisse nur im transformierten Bereich
geschlossen erhdltlich sind und daraus Systemcharakteristiken
mit Hilfe von Transformationen ermittelt werden miissen.



2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN ZUR ZEITDISKRETEN MODELLANALYSE
2.1 Voraussetzungen

Zur Beschreibung von zufallsabh&ngigen Modellelementen, z.B.
Zwischenankunfts- oder Bedienzeiten, werden in den hier behandel-
ten zeitdiskreten Modelluntersuchungen Zufallsvariablen betrach-
tet, deren Realisierungen ganzzahlige Vielfache einer modellein-
heitlichen Zeiteinheit At betragen. Durch diese Annahme k&nnen
Ereignisse im Modell (z.B. Ankunftsereignis, Bedienende, ...) nur
zu den diskreten Zeitpunkten auf einer mit At diskretisierten
Zeitachse (Zeitgitter) auftreten. Fiir den Fall, daB zu einem Zeit-
punkt Ankunfts- und Bedienende-Ereignisse gleichzeitig eintreffen,
wird vorausgesetzt, daB die Bedienende-Ereignisse vorrangig behan-
delt werden. Die Reihenfolge der Abarbeitung innerhalb eines Er-
eignistyps ist abhdngig vom jeweiligen Modell festzulegen.

Wie in Bild 2.1 an einem Beispiel aufgezeigt, kann eine derartige
zeitdiskrete Zufallsvariable (2V) A in unterschiedlichen Formen

beschrieben werden :
- Verteilungsfunktion : Die Verteilungsfunktion (Bild 2.1a)
A(t) = P(Agt) (2.1a)

ist treppenférmig; die Stufenhdhen entsprechen den Verteilungs-

werten.

- Verteilungsdichtefunktion : Gem&B8 der Definition kann die zuge-
hérige Verteilungsdichtefunktion als Summe gewichteter Dirac-
Impulse angegeben werden (vgl. Bild 2.1b)

+o00
I P(A=t) s(t-ty), (2.1b)

=—0

aa(t) _

a(t) = =3¢

wobei 6(t-ti) den Dirac-Impuls an der Stelle t=ti bedeutet.
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Bild 2.1 Beschreibungsformen diskreter Zufalls-
variablen
a) Verteilungsfunktion
b) Verteilungsdichtefunktion
c) Verteilung

- Verteilung : Da nach der oben erwdhnten Annahme die Realisie-

rungen ti' i==» ,.,.,+» , ganzzahlige Vielfache von At sind,
kann die ZV A mit der Verteilung

a(k) = P(A=k.At), k=== ,...,+= (2.1c)

charakterisiert werden. Zur Vereinfachung der Notation werden
im folgenden alle zeitbezogenen GréBen auf At normiert angege-
ben. Es wird beispielsweise die normierte Form A = k an Stelle

von A = k.At geschrieben.



2.2 Transformationsmethoden

Die in den analytischen Untersuchungen in den Kapiteln 3 und 4
angewendeten Transformationsmethoden werden im folgenden zusammen-
gefaBt dargestellt. Die aufgefiihrten Definitionsgleichungen gelten
fir allgemeine Zufallsvariablen. Sie werden hier jedoch fiir den
praktisch bedeutsamen Bereich nicht-negativer 2V angegeben.

2.2.1 Laplace- und Laplace-Stieltjes-Transformationen

Fir Analysemethoden im kontinuierlichen Zeitbereich spielt die
Laplace- bzw. die Laplace-Stieltjes-Transformation eine zentrale
Rolle. A(t) und a(t) seien die Verteilungsfunktion und die Ver-
teilungsdichtefunktion einer nicht-negativen ZV A. Die Laplace-
Stieltjes-Transformierte von A(t) bzw. die Laplace-Transformier-
te von a(t) wird definiert als /23,59/ :

©
st

LST{A(t)} e °" da(t)

app(s)

[}
O
|

[

LT{a(t)} [_ e7St a(t) at . (2.2)
0

Ist die ZV A vom zeitdiskreten Typ (vgl. Kap.2.l1l), d.h.

a(t) = I a(k) §(t-kAtr),
k=0

so ergibt sich fiir die Laplace-Transformierte

a p(s) = kEO a(k) g Kedtes (2.3)

Dieser Zusammenhang deutet auf die in Kap. 2.2.2 eingefiihrten
Transformationsmethoden hin, die fiir die Analyse im diskreti-
sierten Zeitbereich besser geeignet sind.

Eine hdufig benutzte Eigenschaft der Laplace-Transformation, wel-
che die spdter eingefiihrten Transformationsmethoden (Z-Transfor-



mation, erzeugende Funktion, diskrete Fourier-Transformation,...)
ebenfalls besitzen, ist die Umwandlung der Faltungsoperationen im
Ursprungsbereich in Multiplikationen im transformierten Bereich.
Fiir eine Summe A von zwei voneinander unabhdngigen Zzufallsvaria-

blen Al und A, gilt :

aLT(s) = LT{a(t)} = LT{al(t) * az(t)} = al,LT(s)' a2,LT(S)’
(2.4)

wobei "*" den Faltungsoperator im kontinuierlichen Bereich
bezeichnet.

2.2.2 Z-Transformation und erzeugende Funktion

Die Z-Transformation gehdért zu den meistbenutzten Werkzeugen der
zeitdiskreten Systemanalyse. Ausfiihrliche Abhandlungen iiber die
Z-Transformation finden sich z.B. in /33,55/. In diesem Kapitel
wird nur ein kurzer AbriB der wichtigsten Eigenschaften dieser
Transformationsmethode hinsichtlich ihrer Anwendung auf zeitdis-

krete Verteilungen gegeben.
a) Die Z-Transformation
Die Z-Transformierte einer Zeitfolge x(k), k=-«,..,+», wird de-
finiert als
e K

Xpp(2) = zix(k)} = ¢ x(k) z =~ . (2.5)

-0

Ist die zZeitfolge x(k) die Verteilung einer nicht-negativen,
zeitdiskreten zZV X, d.h.

0<sx(k)<1l, k=0,1,.. und x(k) =1, (2.6)

Il 8

k=0

so erhd&lt man folgende einseitige Z-Transformation

Xgp(2) = kio x(k) z %, (2.7)
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Anhand der Eigenschaft gemdB Gl.(2.6) ist erkennbar, daB xZT(z)
in Gl1.(2.7) im Bereich |z|»1 konvergiert. Ist die Verteilung x(k)
endlich, so kann Xom(2) als Polynom in 1/z aufgefaBt werden. Der
Konvergenzbereich von xZT(z) erstreckt sich auf |z|y0.

Die Z-Riicktransformation ist gegeben durch das Integral

x(k) = 1= W x,(z) 21 az, i=yT . (2.8)
c

Dabei ict C eine im Konvergenzbereich von xZT(z) befindliche,
geschlossene Kontur, die gegen den Uhrzeigersinn verlduft und den
Ursprung (2z=0) einschlieBt.

Analog zu Gl.(2.4) gilt fir die Summe X zweier voneinander unab-

und X, :

hdngiger, diskreter Zufallsvariablen xl P

xZT(z) = Z{x(k)} = Z{xl(k) * xz(k)} = xl,ZT(z)' x2,ZT(z)'
(2.9)

wobei "*" hier die diskrete Faltung bedeutet.
b) Die erzeugende Funktion

Haufig wird in der Wahrscheinlichkeitsrechnung an Stelle der
Z-Transformation die erzeugende Funktion - bzw. wahrscheinlich-
keitserzeugende Funktion - verwendet, die wie folgt definiert

wird

+oo
xpp(2) = EF(x(K)} = 1  x(k) z° , (2.10)
k=0

wobei x(k) die Verteilung einer nicht-negativen, diskreten Zu-
fallsvariablen X darstellt. Da der Unterschied zwischen den Defi-
nitionsgleichungen (2.5) und (2.10) nur in den Termen zk bzw. z_k
besteht, lassen sich prinzipiell die Eigenschaften der erzeugen-
den Funktion aus denen der Z-Transformation ableiten, indem z

durch 1/z ersetzt wird.



Die Verteilung x(k) kann gemdB folgender inversen Transformation

aus der erzeugenden Funktion berechnet werden :

—— , k=0,1,.. (2.11)
ki dzk z=0

Entsprechend Gl1.(2.4) und G1.(2.9) lautet die erzeugende Funktion

der Summe X von zwei voneinander unabhdngigen, diskreten Zufalls-

variablen Xl und X2 .

Xppl2) = EF{x(k)} = EF{xl(k) * xz(k)} = xl,EF(z). XZ,EF(Z)'
(2.12)

2.2.3 Diskrete Fourier-Transformation und schnelle Fourier-

Transformation
a) Definition der diskreten Fourier-Transformation

Die diskrete Fourier-Transformation (DFT) fiir eine endliche Folge
x(k), k=0,1,...,N-1, wird definiert durch :

N-1 -(i 2g n)k
xDFT(n) = DFT{x(k)} = I x(k) e ,
k=0
n=0,...,N-1, i=y~T. (2.13)

Obwohl die Folgen x(k) im Zeitbereich und xDFT(n) im transfor-
mierten Bereich prinzipiell komplexwertig sein kdnnen, sind die
Zeitfolgen in dieser Arbeit oft Verteilungen und dementsprechend

rein reell.

Die Riicktransformation lautet :

L N1 +(i EgL k)n
(n)} == Xppp(n) € ’

1
{ N

x(k) = DFT

b 4 z
DFT n=0

k=0,...,N-1, i=y-1. (2.14)

Analog zu Gl.(2.4) gilt fir eine Summe X von zwel voneinander

unabhingigen, diskreten Zufallsvariablen X und X, s



Xppp(R) DFT{x(k)} = DFT {xl(k) * xz(k)}

xl,DFT(n)' XZ,DFT(n)’ (2.15)

b) Zusammenhang zwischen DFT und Z-Transformation

Betrachtet werde weiterhin die Klasse endlicher Verteilungen
x(k), k=0,...,N-1. Es kann gezeigt werden (siehe /55/), daB sich
die Z-Transformation gemis

N-1 )
X,m(2z) = I  x(k) z
T k=0

k

mit den folgenden auf dem Einheitskreis liegenden Abtastwerten

x(n) = x (e ) » n=0,1,...,N-1, i=y-T (2.16)
vollstdndig beschreiben 1&B8t. Ein Vergleich mit der Definition
der diskreten Fourier-Transformation zeigt, daB - fiir die Klasse
endlicher Verteilungen - an Stelle der Z-Transformation die dis-
krete Fourier-Transformation eingesetzt werden kann. Entsprechend
kann die inverse Z-Transformation durch die diskrete Fourier-
Riicktransformation (DFT-l) ersetzt werden. Dies erlaubt den Ein-
satz effektiver Verfahren und Algorithmen zur Auswertung der dis-
kreten Fourier-Transformation, die in der Signalverarbeitung ent-

wickelt wurden.
c) Schnelle Fourier-Transformation und Algorithmen

Aus den Definitionen der diskreten Fourier-Transformation DFT
bzw. DF"I‘_l ist erkennbar, daB der numerische Aufwand zur Auswer-
tung einer DFT O(Nz) enspricht, wobei N2 auf die Anzahl der kom-
plexen Multiplikationen hinweist. Zur Reduzierung dieses Aufwands
wurden durch geeignete Zusammenfassung von mehrfach verwendeten
Teilsummen effektive Algorithmen zur Auswertung der DFT und der
inversen DFT entwickelt. Diese Klasse von Algorithmen, die ihren



Anfang in der bahnbrechenden Arbeit von J.W. Cooley und J.W. Tukey
/15/ finden und den numerischen Aufwand von O(Nz) auf O(N.logN)
reduzieren, wird unter dem Begriff "schnelle Fourier-Transforma-
tion" (FFT : Fast Fourier Transform) zusammengefaBt (vgl./1,11,54,
55/). Eine iibersicht iiber Anwendungen von FFT-Algorithmen findet
man z.B. in /13,30/.

Es existiert eine Reihe von Algorithmen, z.B. die Polynomial-
Transformation /54/, der Winogradsche Algorithmus /77/, mit denen
sich der Rechenaufwand zur Auswertung der DFT weiter reduzieren
148t. Auf diese Klassen von Algorithmen wird in der vorliegenden

Arbeit nicht eingegangen.
2.3 Zeitdiskrete Zufallsvariablen und Verteilungen
2.3.1 Diskrete Verteilungen

Einige wichtige Verteilungstypen, die in den spdteren Kapiteln
angewendet werden, sind in Tabelle 2.1 aufgelistet. Hinsichtlich
der Anwendung dieser Verteilungen sollen hier folgende Eigen-
schaften und Zusammenhinge erwdhnt werden :

- Betrachtet man an jedem Punkt der diskretisierten Zeitachse
einen Bernoulli-Versuch, bei dem (1l-q) die Wahrscheinlichkeit
fiir das Auftreten einer Anforderung am beobachteten Zeitpunkt
ist, so spricht man vom Bernoulli-AnkunftsprozeB. Die dazuge-
hérige Zwischenankunftsverteilung ist vom Typ GEOM(1l). Bei die-
sem Ankunftsverkehr betrdgt der Abstand zwischen zwei Anforde-
rungen mindestens eine Zeiteinheit. Dieser Ankunftsverkehr wird
in zeitdiskreten Analysen hiufig benutzt /6,37,39/.

- Vergleicht man die Z-Transformierte der negativ-binomialen
Verteilung mit der geometrischen Verteilung GEOM(0), so kann
die negativ-binomiale Verteilung als eine y-fache Faltung der
GEOM(0)-Verteilung mit sich selbst interpretiert werden, wobei

anzumerken ist, daB y nicht ganzzahlig sein muB.



18 -

Verteilungs- Verteilung Z-Transformierte | Mittel- Variations-
typ x (k) =P (X=k) Xy (z) wert koeffizient
EX o]
» X
x(0)=q
Bernoulli x(1)=l-q —yz L - S
BER 0<aq<t ar ez o T-q
1-q: Erfolgs-
wahrscheinlichk.
Geometrisch (1-q) e (1-q) 2™ /e
(um m Stellen K- S 4 i
0<gxg1 -1 1-gq qg+m(l-q)
verschoben) 530, kS 1 - gz
GEOM (m) -
" 5 -k -
Binomial () (- *q" @+ -z’ H? |n0-q9 | [
BIN k n(l-q)
O0<g€1l, o<k«gn
Yk P 4
k20, y reell Y ‘/;
. +k-1 k
Negativ- (y " )(1—q)yq ( 1 -g )y vy q 1
binomial —1 1-q -
o k 1- 1%
NEGBIN =(7)t-a¥ o a v

0€g€1, y reell

Tabelle 2.1

Einige diskrete Verteilungen

Die Parameter der negativ-binomialen Verteilung lassen sich aus

dem vorgegebenen Mittelwert EX und dem Variationskoeffizienten Cy

wie folgt bestimmen

q:l_;z. ’ y =
EX'CX
wobei
2
Ex.cx ¥l

(2.17a)

(2.17b)

Dies bedeutet, daB sich mit der negativ-binomialen Verteilung

theoretisch zweiparametrische Verteilungen mit beliebig vorge-




gebenem Mittelwert EX und Variationskoeffizienten Cy 20 erzeu-
gen lassen, wobei die Bedingung in Gl.(2.17b) erfiillt sein mu8.
Diese Eigenschaft ist sehr vorteilhaft in Untersuchungen, in
denen eine systematische parametrische Analyse - z.B. bzgl. des
Variationskoeffizienten - durchzufihren ist. Fir die Verwendung
dieses Verteilungstyps in Kap. 3 ergeben sich jedoch in bestimm-
ten Parameterbereichen sehr breite Verteilungen, die numerisch
schwierig zu handhaben sind. Die daraus resultierenden Beschrdn-
kungen des Parameterbereiches werden in /61/ ausfiihrlich disku-

tiert.

2.3.2 Diskretisierung kontinuierlicher Verteilungsfunktionen

In zeitdiskreten Modelluntersuchungen, bei denen zeitkontinuier-
liche Verteilungsfunktionen vorgegeben sind, sowie bei Leistungs-
und Genauigkeitsvergleichen zeitkontinuierlicher und -diskreter
Analyseverfahren, wobei der gleiche Verteilungstyp genommen wer-
den muB, werden hdufig zeitkontinuierliche Verteilungsfunktionen
durch diskrete Verteilungen approximativ ersetzt. Im folgenden
wird die in dieser Arbeit verwendete Approximationsmethode vor-

gestellt und die Approximationsgenauigkeit diskutiert.

A(t) r

oY (k%) At)
1
A( (k—2) At)

0o 1 2 K t/At

Bild 2.2 Diskretisierung zeitkontinuierlicher
Verteilungsfunktionen

a) Diskretisierungsmethode

Wie in Bild 2.2 schematisch dargestellt, kann eine zeitkontinuier-
liche Verteilungsfunktion A(t) durch eine zeitdiskrete Verteilung

a(k) wie folgt approximiert werden (vgl./32,63/) :
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a(0) A(A%)

(2.18)
a(k)

A((k+%)At) - A((k-%)At) , k=1,2,...

wobei At die in Kap. 2.1 eingefiihrte Diskretisierungszeiteinheit

bedeutet. In /32/ finden sich Ausdriicke der diskreten Approxima-

tion wichtiger Verteilungsfunktionstypen unterschiedlicher Varia-
tionskoeffizientenbereiche.

b) Diskretisierungsgenauigkeit

Die Genauigkeit der in Gl. (2.18) angegebenen Diskretisierungs-
verfahren hdngt offensichtlich von der Diskretisierungszeitein-
heit und vom Typ sowie vom Verlauf der Verteilungsfunktion ab. Im
folgenden wird am Beispiel der negativ-exponentiellen Verteilungs-
funktion
-\t

A(t) =1 - e ¥ EA = 1/ , Cp = 1. (2.19)
die Approximationsgenauigkeit untersucht. Die diskrete Approxima-
tion gemdB Gl. (2.18) lautet

a(0) =1 -p
(2.20a)
a(k) = p2K*l _ 2=l g0,
wobei
- o “MAE/2 (2.20b)

Der Mittelwert und der Variationskoeffizient der diskreten Appro-

ximation lauten

- _P -jL-p+p
= e Ak s ®a,piske.”\" p ° (2.21)



Der Betrag des relativen Diskretisierungsfehlers fiir den Mittel-
wert bzw. filir das Quadrat des Variationskoeffizienten errechnet

sich zu:
EA .. - EA
A = Diskr . A.At.p 1 (2.22a)
E EA 2
l1-p
2 2
s ,- |SADiskr.” Al | (1 -p? (2.22b)
c c2 P
A

Bild 2.3 zeigt die in Gl.(2.22a) und Gl.(2.22b) angegebenen Dis-
kretisierungsfehler als Funktion der Diskretisierungsaufldsung.
Eine feine Aufldsung garantiert zwar geringe Diskretisierungsfeh-
ler, fihrt jedoch zu Verteilungen mit grdBeren Wertebereichen,
die in der Analyse mit hdherem numerischen Aufwand verbunden sind.

3
X

IREL. DISKRETISIERUNGSFEHLER |
3 3
1 1
o w
1 1

10-3 10-2 10-1 —“. 1
DISKRETISIERUNGSAUFLOSUNG EA

Bild 2.3 Diskretisierungsgenauigkeit am Bei-
spiel der negativ-exponentiellen
Verteilungsfunktion
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2.3.3 Grundfunktionen mit zwei diskreten Zufallsvariablen

Gegeben seien zwei statistisch voneinander unabhingige, diskrete

Zufallsvariablen A und B. Im folgenden werden einige hdufig ange-
wendeten Funktionen dieser Zufallsvariablen und ihre Verteilungen
hergeleitet.

a) Summation

Die Verteilung c(k) der Summe C = A + B errechnet sich zu

T P(A=k-j | B=j). P(B=j).
== (2.23a)

c(k) = P(C = k) = P(A+B=k)

Da A und B voneinander unabhingig sind, erhilt man

oo

c(k) = .Z a(k=j).b(j) = a(k) * b(k), (2.23b)

Jj==c

wobei "*" den diskreten Faltungsoperator bedeutet. Im Z-Bereich
ergibt sich

cZT(z) = aZT(z).bZT(z). (2.23c)

Die Vollstdndigkeitsbedingung fiir die Verteilung c(k) 1l&B8t sich
anhand der Gl. (2.5) und Gl. (2.23c) einfach nachpriifen :

3

z c(k)

=00

cZT(l) = aZT(l).bZT(l) = 1.
b) Differenzbildung

Die Verteilung c(k) der Differenz C = B-A kann wie folgt berech-

net werden

c(k) P(C = k) = P(B-A=k) = ¢ P(B=k+j | A=j). P(A=3)

£ b(k+j).a(d) = b(k) * a(-k) . (2.24a)

==
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Die Verteilung der Differenz ist gemas Gl. (2.24a) die Kreuzkorre-

lation der Verteilungen b(k) und a(k). Im Z-Bereich erhdlt man

CZT(Z) = bZT(z).aZT(l/Z). (2.24b)

ihnlich wie bei der Summation kann ebenfalls anhand der Gl.(2.5)
verifiziert werden, da8 c(k) die Vollstidndigkeitsbedingung er-

fillt.

c) Minimumbildung

Die Verteilung c(k) des Minimums
C = min(A,B)

.

kann durch die Betrachtung folgender Beziehung berechnet werden :

P(C>k) = P(A>k). P(B>k),
d.h.
1 - C(k) = (1 - A(k)).(1 = B(k))
oder
k
c(k) = ¥ c(j) = A(k) + B(k) - A(k).B(k) . (2.25)

j=—eo



2.4 Zeitdiskrete Erneuerungsprozesse
2.4.1 Zeitkontinuierliche Punktprozesse und Erneuerungsprozesse

Zur Charakterisierung des Ablaufgeschehens in Nachrichten- und
Rechnersystemen werden Ankunftsprozesse bentétigt, welche die Ein-
und Ausgangsverkehrsstréme in Teilsystemen beschreiben. Bei der
Modellbildung derartiger Prozesse, insbesondere in dekomponierten
Teilmodellen lose gekoppelter Systeme, spielt die Klasse von Er-
neuerungsprozessen eine wichtige Rolle. Nachfolgend werden Grund-
begriffe sowie grundlegende Ergebnisse der Erneuerungstheorie im
kontinuierlichen Zeitbereich erldutert und anschlieBend prinzi-
pielle Ergebnisse fiir zeitdiskrete Erneuerungsprozesse vorge-
stellt.

<Ale A —&»

N

)
: to t1 to tioq t; t
<A - A— »
' b
b) } —=
i t
|
t‘

ti Ereigniszeitpunkte

t* zufdlliger Beobachtungszeitpunkt

Bild 2.4 Punktprozesse und Erneuerungsprozesse

Erneuerungsprozesse gehtéren der Klasse der Punktprozesse an. Unter
einem PunktprozeB versteht man eine Folge von Ereigniszeitpunkten
Uber der Zeitachse t. Wie in Bild 2.4 dargestellt, wird der zeit-

liche Abstand zwischen den Ereigniszeitpunkten ti und ti mit der

-1
JAY Ay und der zugehdrigen Verteilungsfunktion Ai(t) beschrieben.



Ein PunktprozeB wird als gewdhnlicher ErneuerungsprozeB (bzw. re-
kurrenter ProzeB) bezeichnet, falls die Intervalle Ai unabhdngig

voneinander und identisch verteilt sind, d.h.
Ai(t) = A(t) , i=0,1,.., t2> 0. (2.26)

Fiir die Vorwidrts-Rekurrenzzeit A*, die als die Zeitdauer von einem
zufdlligen Beobachtungszeitpunkt t* bis zur ndchsten Anforderung
(Ereigniszeitpunkt) definiert wird, errechnet sich die Vertei-
lungsdichtefunktion a*(t) (siehe /18,19,20/) zu

* 1
a (t) =g (1 - A(t)) (2.27a)

oder nach der Laplace-Transformation :

1

*
arp(s) = S g (1 = apn(s)) (2.27b)

Daraus ergeben sich die gewdhnlichen Momente der Vorwdrts—-Rekur-

renzzeit

k+1
*k]= E[A ] (2.28)

E[A (k+1) EA

und speziell fiir den Mittelwert

EA =-——(ci+ 1) (2.29)

Haufig wird in der Erneuerungstheorie neben der Vorwdrts-Rekur-
renzzeit die Riickwdrts-Rekurrenzzeit in Betracht gezogen. Dies ist
das Intervall zwischen dem Beobachtungszeitpunkt und dem letzten
Ereigniszeitpunkt. Da Erneuerungsprozesse bzgl. des Zeitparameters
reversibel sind /18,19/, erhdlt man dieselbe Verteilungsfunktion

(Gl.(2.27a)) fiir die Riickwdrts-Rekurrenzzeit.



2.4.2 Definition zeitdiskreter Punkt- und Erneuerungsprozesse

Der Zeitparameter wird nun mit At diskretisiert. Ein zeitdiskreter
PunktprozeB ist eine Folge von Ereigniszeitpunkten, die auf der
diskretisierten Zeitachse liegen. Die Zwischenankunftsabstinde A;
(Zeitintervall zwischen den Ereigniszeitpunkten ti-l und ti) sind
dementsprechend zeitdiskreter Natur mit den zugehdrigen Vertei-

lungen ai(k), k=0,1,..

Ein zeitdiskreter PunktprozeB wird als gewdhnlicher, zeitdiskre-
ter ErneuerungsprozeB bezeichnet, falls die Intervalle Ai unab-

hdngig voneinander und identisch verteilt sind, d.h.
ai(k) = a(k) , i=0,1,.., k=0,1,... (2.30)

Da a(0) =0 nicht vorausgesetzt wurde, sind in der hier diskutier-
ten Betrachtungsweise Fédlle enthalten, in denen mehrere Ereignisse
auf einem diskreten Zeitpunkt liegen. Die Klasse der hier betrach-
teten Prozesse umfaBt daher auch Gruppenankunftsprozesse mit
geometrisch verteilter GruppengrdBe. Es kann z.B. gezeigt werden,

daB die folgenden zeitdiskreten Erneuerungsprozesse P. und P

1 2

identisch sind :

- Prozes Pl
Erneuerungsprozef mit Einzelankiinften und folgender Verteilung

des Zwischenankunftsabstands Al

al(k) = P(Al=k) ¢+ k=0,1,... (2.31a)

- ProzeB P,
Gruppenankunftsprozef mit folgender Verteilung des Zwischen-
ankunftsabstands A2

al(k)

0 = BRI =Ty

k=1,2,... (2.31b)
und geometrisch verteilter GruppengrdBe G

g(i) = P(G = 1) = (1 - a,(0)) al(O)i—l ,i=1,2,...  (2.31c)



2.4.3 Rekurrenzzeitverteilung zeitdiskreter Erneuerungsprozesse

Analog zur Definition im kontinuierlichen Zeitbereich (vgl. Gl.
(2.27a,b)) wird die Vorwarts—-Rekurrenzzeit A* im diskreten Zeit-
bereich als die Zeitspanne von einem zufdlligen Beobachtungszeit-
punkt t* bis zum nichsten Ereigniszeitpunkt definiert. Da hier im
diskretisierten Zeitbereich operiert wird, darf der ProzeB auch

nur zu den diskreten Zeitpunkten observiert werden.

Prinzipiell sind fiir die Konstruktion der Vorwdrts- sowie Rick-
wirts-Rekurrenzzeit im diskreten Zeitbereich beide Festlegungen
mdéglich, ob der Beobachtungszeitpunkt unmittelbar vor oder nach
einem diskreten Zeitpunkt liegt. Diese zwei alternativen Betrach-
tungsweisen fiihren zu unterschiedlichen Rekurrenzzeit-Vertei-
lungen, die je nach Anwendungsfall zutreffen und eingesetzt wer-

den (vgl. Kapitel 4).
a) Beobachtung vor den diskreten Zeitpunkten

Bild 2.5 zeigt einen zeitdiskreten Erneuerungsprozes, der zu ei-
nem zufidlligen Zeitpunkt t* von einem auBenstehenden, unabhdngi-
gen Beobachter betrachtet wird. Es wird hier vorausgesetzt, das
der Beobachtungszeitpunkt t* unmittelbar vor einem diskreten Zeit-
punkt liegt. Trifft zum gleichen Zeitpunkt ein Ereignis des zu be-
obachtenden Prozesses ein, so hat die Dauer der Vorwdrts-Rekurrenz-

<A —A——>

SR B TR B ot SO .
. tia (7, ti

t

-+

(Mj-1) (Mj)

Bild 2.5 Zeitdiskrete Erneuerungsprozesse
t* zufdlliger Beobachtungszeitpunkt
(M,) Menge méglicher Beobachtungszeit-
punkte, filr die das ndchste
Ereignis zum Zeitpunkt t,
eintrifft *



zeit den Wert Null. Im folgenden wird die Herleitung der Vertei-
lung a (k) der Vorwdrts-Rekurrenzzeit detailliert dargestellt.

*
Die Verteilung a (k) wird zunidchst als totale Wahrscheinlichkeit
aufgefant

oo

* *
a (k) = % a (k|n) p(n), (2.32)
n=k+1
wobei
p(n) die Wahrscheinlichkeit ist, daB ein Zwischenan-
kunftsintervall der Linge n beobachtet wird
* * *
a (k|n) = p(A =k‘t liegt in einem Zwischenankunfts-

intervall der Linge n).

Die Wahrscheinlichkeit p(n) 148t sich aus folgenden Feststellungen
ermitteln :

- p(n) ist proportional zur Auftrittswahrscheinlichkeit a(n)

- p(n) ist proportional zur Linge n, da zu ersehen ist, daB
aus der Sicht eines auBenstehenden, unabhingigen Beobachters
ein langes Intervall wahrscheinlicher als ein kurzes ange-
troffen wird.

Dies fiihrt zu

p(n) = K.n.a(n) , (2.33a)

wobei K eine anhand der Normierungsbedingung zu ermittelnde Kon-
stante ist

Z p(n) = KI n a(n) = K EA =1 (2.33b)

oder

p(n) = n a(n)/EA . (2.33¢)



- 29 -

Unter der Bedingung, daB das Zwischenankunftsintervall n Zeitein-
heiten lang ist, existieren n Beobachtungszeitpunkte (vgl. Menge
(Mi) in Bild 2.5), die gleichwahrscheinlich angetroffen werden,
d.h.

* 1/n k=0,1,...,n-1
a (k|n) = (2.34)
0 sonst .

SchlieBlich erhdlt man aus den Gleichungen (2.32), (2.33c) und

(2.34) fiir die Vorwirts-Rekurrenzzeit-Verteilung

a*(k) S (1 -

EA a(i)) , k =0,1,... (2.35)

I~

i=0

oder nach der Z-Transformation

1 - a,.(2z)
*
agn(z) = — 22— . (2.36)
EA (1 - z 7)
Der Mittelwert ergibt sich zu
* _ EA 2 _ 1
EA = =5 (cp + 1) 5 - (2.37)

Ein Vergleich mit der Beziehung fiir den Mittelwert der Vorwdrts-
Rekurrenzzeit kontinuierlicher Erneuerungsprozesse (Gl. (2.29))
zeigt eine normierte Differenz von 1/2. Dieser Unterschied kommt
dadurch zustande, daB die Dauer der Vorwidrts-Rekurrenzzeit bei
einem angetroffenen Zwischenankunftsintervall der Ldnge n
zwischen 0.At und (n-1).At gleichverteilt mit dem Mittelwert
(n-1).At/2 variiert (siehe Bild 2.5).

*
Die Berechnung der Verteilung a (k) zeitdiskreter Erneuerungspro-

zesse kann rekursiv erfolgen :

*
a (0)

1
N (1 - a(0))
(2.38)

* 1L
a (k-1) - = a(k) , k=1,2,...

*
a (k) EA



b) Beobachtung nach den diskreten Zeitpunkten

Fir die Konstruktion der Vorwdrts-Rekurrenszzeit wird nun festge-
*

legt, daB der Beobachtungszeitpunkt t unmittelbar nach einem

diskreten Zeitpunkt liegt. Die Herleitung der Vorwirts—-Rekurrenz-

zeit-Verteilung erfolgt analog zum vorausgegangenen Unterkapitel.

Die bedingte Verteilung aus Gl.(2.34) lautet nun

* 1/n k=1,...,n
a (k|n) = . (2.39)
0 sonst

Man erhdlt fiir die Vorwdrts-Rekurrenzzeit-Verteilung

© k-1

* * 5
a (k) = z a (k|n).p(n) =%§; (1 - = a(i)) , k =1,2,...
B = (2.40)
oder nach der Z-Transformation
. 27H(1 - ay(2))
aZT(z) = . (2.41)
EA (1 - z 7)
Der Mittelwert errechnet sich nun zu
*_ EA 2 1
EA = > (cA + 1) + 5 (2.42)

Ein Vergleich von G1.(2.40) mit (2.36) zeigt, daB die VorwiArts-
Rekurrenzzeit nach G1.(2.40) die um At verschobene Verteilung
nach Gl.(2.36) darstellt.

c) Riickwdrts-Rekurrenzzeit-Verteilung

Bhnlich wie bei zeitkontinuierlichen Erneuerungsprozessen wird
im diskreten Zeitbereich hiufig die Riickwdrts-Rekurrenzzeit bend-
tigt. Bei der Konstruktion des Riickwdrts-Rekurrenzintervalls wird
festgelegt, daB der Beobachtungszeitpunkt fiir die Riickwdrts-Re-

kurrenzzeit unmittelbar nach einem diskreten Zeitpunkt liegt,



falls der Beobachtungszeitpunkt fiir die Vorwdrts-Rekurrenzzeit
unmittelbar vor einem diskreten Zeitpunkt vereinbart wurde, und
umgekehrt. Die Rickwdrts—-Rekurrenzzeit ist dann die Zeitspanne
zwischen dem so definierten Beobachtungszeitpunkt und dem letzten
Ereigniszeitpunkt. Unter dieser Voraussetzung ist die zeitdiskrete
Riickwdrts-Rekurrenzzeit-Verteilung jeweils identisch mit der Ver-
teilung der Vorwdrts-Rekurrenzzeit, die in G1l.(2.35) und (2.40)

angegeben ist.

d) Zeitdiskrete Erneuerungsprozesse mit geddchtnisloser

Eigenschaft

Bei Erneuerungsprozessen mit geddchtnisloser Eigenschaft ist die
Vorwidrts-Rekurrenzzeit-Verteilung identisch mit der Zwischenan-
kunftsverteilung /18,19,20/. Dies gilt auch fiir zeitdiskrete Er-
neuerungsprozesse. Abhidngig von der Vereinbarung bzgl. der Lage
des Beobachtungszeitpunktes, d.h. abhidngig davon, ob dieser un-
mittelbar vor oder nach einem diskreten Zeitpunkt liegt, kdnnen
verschiedene ProzeBtypen, welche die geddachtnislose Eigenschaft

(Markoffsche Eigenschaft) besitzen, gefunden werden.
- Beobachtung vor den diskreten Zeitpunkten :
Aus Tabelle 2.1 und Gl.(2.36) kann gezeigt werden, daB Erneue-

rungsprozesse mit GEOM(0)-Zwischenankunftsverteilung die

Markoffsche Eigenschaft aufweisen:

1 (z) l'l_ql

- a (z =

agn(z) = - 19z - &, (2). (2.43)
EA (1 - z°7) T‘j—q(l—z)

- Beobachtung nach den diskreten Zeitpunkten :

In diesem Falle erhdlt man aus Tabelle 2.1 und Gl.(2.41) den
Bernoulli-Ankunftsproze8 (vgl. Kap. 2.3.1), dessen Zwischenan-
kunftsabstinde GEOM(1l)-verteilt sind, als geddchtnislosen Er-

neuerungsprozef



2711 - a,(2))
s

*
aZT(z) = = aZT(z). (2.44)

EA (1 - z° ) T

Der Bernoulli-Ankunftsprozes wird in der Literatur /6,37,39,53/

sehr h&dufig zur Charakterisierung gedidchtnisloser Verkehrsstrome,

insbesondere als zum Poisson-ProzeB analogen ProzeB im diskreten
Zeitbereich, angewendet.

2.4.4 Anzahl von Ereignissen in einem beliebig verteilten
Intervall

Betrachtet werde ein zeitdiskreter Erneuerungsprozef mit der

ZV A fiir Zwischenankunftsabst&nde. Der ProzeB8 wird widhrend
eines Intervalls mit der zeitdiskreten ZV V und der Verteilung
v(m), m=0,1,..., beobachtet. Es wird vorausgesetzt, dag die
zwei Endpunkte des Intervalls V jeweils unmittelbar vor einem
diskreten Zeitpunkt (Bild 2.6) liegen. Die Verteilung r(j) der
Anzahl R von Ereignissen (Erneuerungen), die wihrend des
zufdlligen Beobachtungsintervalls eintreffen, wird im folgenden
hergeleitet.

2 I e S |

. r" t1 tp  t3 7 r’ gt
at |- \Y L |

Bild 2.6 Anzahl von Ereignissen in einem zufdlligen
Intervall

Die Verteilung r(j) wird zundchst als totale Wahrscheinlichkeit
formuliert:

P(R=j |V=m).P(V=m) = I r(jlm) v(m). (2.45)
m=0

r(j) =

W > 8
o
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Bezeichnet man F(J) als die zv fir die Zeitspanne zwischen dem
Anfang des Beobachtungsintervalls und dem j-ten Ereignis (vgl.

Bild 2.6), so gilt

r(3) o A" s as ... 4
[ —
(j-1)-mal
bzw.
(3) - * * * *
f (k) a (k) \a(k) - a(kL N (2.46)
(j-1)-mal

Die bedingte Verteilung r(j|m) aus Gl.(2.45) errechnet sich damit

Zu

r(3m) = p(r{3) < mcplI*l),

p(r¢Icm) - p(rl3*cn) | (2.47a)

Unter Beriicksichtigung des Sonderfalls, daB ein Intervall V der

Linge m=0 keine Ereignisse enth&dlt, erhdlt man schlieBlich :

x j=0
r(jlo)y = §&(3) = , m=0
0 sonst
(2.47b)
m-1 g .
r(3m = ¢ (£ - 94y, m=1,2,...
i=0

Aus Gl. (2.45) und Gl. (2.47) erhdlt man die Verteilung der Anzahl

von Ereignissen widhrend des Beobachtungsintervalls V
r(j) = v(0)&(3)

m-1 . .
v(m) 1y - €9 D iy, 5=0,1,... (2.48)
1 i=0

+
m

™8
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2.5 Das Konzept des komplexen Cepstrums

In der Analyse zeitdiskreter Systeme im transformierten Bereich,
z.B. bei Systemen vom Typ GI/G/l /2,61,63,71/, wird u.a. das aus
der Theorie der Signalverarbeitung stammende Konzept des komplexen
Cepstrums /8,55/ angewendet. Dieses Konzept 148t sich mit Elemen-
ten der homomorphen Systemtheorie /55/ systematisch beschreiben.
Vor der Einfilhrung und Erliduterung des Cepstrum-Konzeptes werden
deshalb einige Eigenschaften der Klasse homomorpher Transforma-
tionen und Systeme diskutiert.

2.5.1 Homomorphe Systeme und Transformationen

Betrachtet werde ein System, das die Transformation T ausfiihrt
(s. Bild 2.7a). Die Verkniipfungen (I) und (O) werden jeweils fir
die Menge der Eingangssignale X4 bzw. der Ausgangssignale ¥;
definiert. Ferner wird eine skalare GrdBe c mit den Eingangssig-
nalen durch den Operator (i) und mit den Ausgangssignalen durch
den Operator (o) verkniipft. Das System bzw. die Transformation
wird als homomorph bezeichnet, falls

T(xl(I) X,) = T(x1) (0) T(xz) =y, (0) Y, (2.49a)

T(c (i) xl) c (o) T(xl) = ¢ (o) Yy (2.49b)
Wie aus den Gleichungen (2.49a,b) zu ersehen ist, stellt die homo-
morphe Eigenschaft eine Verallgemeinerung des Linearitdt-Begriffes
in der Systemtheorie dar. Ein Beispiel homomorpher Systeme wird

in Bild 2.7b gezeigt, wobei

(1 (0) * *
e T —— —_— DFT b—=
X Y, x (k) Xp e (K)

a) Definition b) Beispiel

Bild 2.7 Homomorphe Systeme



- Eingangs- und Ausgangssignale : Vektoren von komplexen
Zahlen

- Transformation T : Diskrete Fourier-Transformation (DFT,
vgl Gl1.(2.13))

- Eingangsverkniipfung : diskrete Faltung ("*")

- Ausgangsverkniipfung : elementenweise Multiplikation von
Vektoren

- Eingangs- und Ausgangsverknipfung mit skalaren GroBen :

Muitiplikation.
2.5.2 Das komplexe Cepstrum
a) Homomorphe Systeme fiir gefaltete Signale

Werden homomorphe Systeme in Serie geschaltet, so ist das gesamte
System ebenfalls homomorph. Diese Eigenschaft spielt eine bedeu-
tende Rolle in der Signalverarbeitung und fiihrt zu kanonischen

Strukturen homomorpher Systeme.

Betrachtet werde nun die in Bild 2.8 dargestellte kanonische
Struktur homomorpher Systeme (vgl./55/), die folgende Eigenschaf-

ten aufweist:

- Die Klasse x(k) zeitdiskreter Eingangssignale sowie die Klasse
y(k) zeitdiskreter Ausgangssignale (z.B. Abtastwerte in {Uber-
tragungssystemen, Wahrscheinlichkeits-Verteilungen, usw.) wer-
den mit der diskreten Faltungsoperation verkniipft.

- Durch die homomorphe Transformation T, iliber deren Aufbau im
nichsten Unterkapitel ausfiihrlich diskutiert wird, werden Fal-
tungsoperationen in Additionen umgewandelt. Dabei wird aus
einem Eingangssignal x(k) das zugehdrige komplexe Cepstrum

XCEP(k) gebildet.

- Das innere System fiihrt im Cepstrum-Bereich Transformationen
durch, bei denen die Addition als Verknipfungsvorschrift erhal-

ten bleibt.



¥* + + + + 1 *
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a) x (k) %gp (K) Yogp ) vk
T
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% ¢ o + + 1 +
o 4 In[.] z l —»o
5] x (k) ! X, (2 ® . (2) TXCEP(k)
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7-1
$ o — e — s — - — - — -y
+ + + o o *
[.] -1
o w2 o e | 2 P
e s e 3 e Sk e @ e 5 =
Bild 2.8 Kanonische Form eines homomorphen Systems

fiir gefaltete Signale

a) Das gesamte System
b) Teilsystem zur Transformation
c) Teilsystem zur Riicktransformation

- Die Riicktransformation T_l fiihrt die inverse Abbildung vom
Cepstrum-Bereich zum Zeitbereich durch.

Wie zu erkennen ist, besteht das Ziel der vorgestellten Struktur
darin, mittels homomorpher Transformationen faltungsbehaftete
Operationen im Ursprungsbereich (diskreter Zeitbereich) durch
Additionen im transformierten Bereich (Cepstrum-Bereich) zu er-
setzen.

b) Definition des komplexen Cepstrums

Die Bildung des komplexen Cepstrums und die zugehdrige inverse
Transformation werden in Bild 2.8b und Bild 2.8c schematisch dar-
gestellt. Dabei setzen sich die Transformation T und die Riick-
transformation 'I'_l aus jeweils drei Teiltransformationen zusammen.

Die Cepstrum-Bildung T erfolgt in folgenden drei Schritten :
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- Z-Transformation
(Umwandlung der Faltungsoperation in Multiplikation)

Xyp(2) = 2 {x(x)} . (2.50a)

- Bildung des komplexen Logarithmus
(Umwandlung der Multiplikation in Addition)

xLN(Z) = In(x,.(2)) . (2.50b)

Das Attribut "komplex" des Cepstrums bezieht sich auf die
Anwendung des komplexen Logarithmus und besagt nicht, das
das komplexe Cepstrum prinzipiell komplexwertig sein muB.
In der Literatur werden auBer dem hier definierten komplexen
Cepstrum ebenfalls Phasen-Cepstrum sowie Betrags-Cepstrum

angewendet.
- inverse Z-Transformation

Rappli) = z‘l{xLN(z)} . (2.50¢)

Gl.(2.50c) setzt voraus, daB xLN(z) eine giiltige Z-Transfor-

mierte darstellt.

Entsprechend erfolgt die inverse Transformation zur Cepstrum-

Bildung T 1 (vgl. Bild 2.8c):

- Z-Transformation

Yop(2) = 2 {yopp(X)} (2.51a)
- Exponentialfunktion
Ypxp(2) = o™ (2.51b)
- inverse Z-Transformation
(2.51c)

IR §
y(k) = 27 {ygyp(z))
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c) Eigenschaften des komplexen Cepstrums

Im folgenden werden einige Eigenschaften des komplexen Cepstrums
erldutert, die fiir die im Kapitel 3 vorgestellte Analyse von
Bedeutung sind. Dabei wird speziell die h&ufig anzutreffende
Klasse von Signalen bzw. Zeitfolgen, die rationale Funktionen als
Z-Transformierte besitzen, betrachtet. Fiir diese Klasse lautet

im Z-Bereich (vgl./55/) :

*
T ' (2.52)

wobei
i und 9%n Nullstellen innerhalb bzw. auBerhalb des Ein-
heitskreises und
=~ Pin und Psn Pole innerhalb bzw. auBerhalb des Einheits-
kreises sind.

*

Bei der anschlieBenden Logarithmus-Bildung der Funktion xZT(z),

bei der A positiv sein muB, ist der Term z' fiir die weitere Be-
rechnung (Z-Riicktransformation) im allgemeinen schwierig /55/ zu
handhaben. Da der Term z© jedoch in der urspriinglichen Folge x*(k)
lediglich eine Verschiebung um r Stellen bedeutet, wird zur Ver-
einfachung der Cepstrum-Bildung hiufig statt x*(k) die abgednderte
Folge x(k), die durch eine entsprechende Verschiebung von x*(k)
und Betragsbildung von A entsteht, genommen.

Die weiteren Schritte zur Berechnung des komplexen Cepstrums
kénnen nun gemdB8 Gl. (2.50a,b) erfolgen (vgl. Bild 2.8b) :

1

(1 -z 7q, ).

—
—

- z/q_ )

in on

o)

XZT(z) = |A] = R (2.53a)
(1 -z p; )

nN=3n=s3

oo e e
=]

= 3H=s

= O |~ O

(1 - 2z/p )

=}
e}
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n. n
X = 1ln|A| + A -zt : ° -
n(?) n|A| nfl In(l - z "q; ) + nil iIn(l - z/q )
m. m
_ i _ -1 _ o _
nil In(l z "p;,) nil In(1 z2/Py,)

(2.53b)

Da |qin|'|pin|<l und |qon|’lpon|>l , kann xpn(2) durch die Reihen-

entwicklungen
oo k
In(l - uz 1) == I 'ﬁ— z"k ¢ Ul <1, 12| > |y,
k=1
(2.54)
o -k "
ln(l - z/v) = - L %——z s VIS, JZI< IV
k=1
wie folgt angegeben werden :
k k
_ S n 9on M5 Pon -k
xLN(z) = b T K - X K z
k=—w n=1 n=1
+ 1n |A|
k k
© m. P. n. q. -
+ I ( ot 1l ;iﬁ) 2 %, (2.55)
k=1 n=1 n=

Die Funktion xLN(z) in Gl. (2.55) liegt bereits in einer &ahnlichen
Form wie bei der Definition der Z-Transformation vor. Mit den

Gleichungen (2.8), (2.50 c¢), (2.55) sowie dem Cauchyschen

Integralsatz und dem Residuensatz 148t sich das komplexe

Cepstrun ablesen

n qk m pk
7° kon _ 7° kon k<O
n=1 n=1
xcpp(k) = J in|a| k= 0 (2.56)
k k
m. P n, q.
Zl kl.n - 2:l. kln k>0,
n=1 n=1
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Aus Gl. (2.56) lassen sich folgende Eigenschaften des komplexen
Cepstrum feststellen :

- Ist x(k) eine Minimalphasen-Folge, d.h. liegen alle Pole und

Nullstellen von innerhalb des Einheitskreises, dann

Xgp(2)
existiert xCEP(k) nur fir k 0.

- Ist x(k) eine Maximalphasen-Folge, d.h. liegen alle Pole und
Nullstellen von xZT(z) auBerhalb des Einheitskreises, dann
existiert xCEP(k) nur fir k<0.

- Das komplexe Cepstrum nimmt mit steigendem k mindestens so
schnell wie die Funktion 1/k ab.

- Das komplexe Cepstrum begrenzter Folgen im Zeitbereich kann

unendlich lang sein.

Die oben aufgezeigte Eigenschaft der rdumlichen Separation von
Minimal- und Maximalphasenanteilen im Cepstrum-Bereich spielt eine
wichtige Rolle in der zeitdiskreten Analyse des GI/G/l-Systems
(vgl. Kap. 3). Diese Eigenschaft wird daher ndher erdrtert.

Betrachtet man das Faltungsprodukt einer Maximal- und einer Mini-

malphasenfolge

x(k) = xMBX) () & L (MIN) s (2.57a)
d.h.

xyp(2) = x{0AX) (g) | ((MIN) (5, (2.57b)

so gilt im Cepstrum-Bereich

« (MAX)
Xepp (k) k<0
_ (MAX) (MIN) -
Xepplk) = Xopp  (0) + Xapo—7(0) k= (2.58)
(MIN) (4, K >0

XCEP
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d) Beispiel einer direkten Berechnung des komplexen Cepstrums

Als Beispiel wird die negativ-binomiale Verteilung genommen (vgl.

Tabelle 2.1) mit

x(k) = (Y+§'1> (1-)Y ¢, ocael , y reell, (2.59a)
X,p(2) = (_l_:_ﬂ:r> Y (2.59b)
1l - gz

Zur Berechnung des komplexen Cepstrums wird zundchst der Logarith-

mus gemdBf Gl.(2.50b) gebildet

x;y(2) = y.1n(1 - @) - y.In(1 - gz 1)

fir den x(k)=0 (k <)

LdBt man den Sonderfall g=1 auBer Betracht,
und xLN(z) nicht definiert sind, kann das komplexe Cepstrum wie folgt

berechnet werden (g<l) :

oo k
- _ 9 .-k
xLN(z) = y.ln(1l q) +y kE 2
=1
0 k<0
= g1 = - =
xCEP(k) = 2 {xLN(z)} = y.ln(1l q) k= 0 (2.60)
k
y %%— k>0

Aus Gl. (2.60) ist erkennbar, daB das komplexe Cepstrum der nega-

tiv-binomialen Verteilung nur Minimalphasenanteile besitzt. Dies

entspricht der Lage der Pole von xZT(z) in Gl. (2.59b).



- 42 -

e) Numerische Berechnung des komplexen Cepstrums

Wie in Kap. 2.2.3 bereits erdrtert wurde, kann die Z-Transformier-
te einer endlichen Zeitfolge durch die diskrete Fourier-Transfor-
mation (DFT) ersetzt werden (G1.(2.16)). Dementsprechend k&énnen
bei der numerischen Auswertung des komplexen Cepstrums die bens-
tigten Z-Transformationen in Gl. (2.50a) und Gl.(2.51a) durch die
DFT, die inversen Z-Transformationen in Gl.(2.50c) und Gl. (2.51c)
durch die inverse DFT approximiert werden. Diese Transformationen
kdénnen dann mittels effektiver Algorithmen zur schnellen Fourier-
Transformation (FFT) durchgefiihrt werden (siehe Kap. 2.2.3).

Ausgehend von einer begrenzten Folge der Linge N
x(k), k=0,1,...,N-1,

konnen die approximativen Funktionen zur numerischen Cepstrum-
Bildung entsprechend den Gleichungen (2.50a-c) folgendermaBen
angegeben werden :

xZT(z) H XDFT(n) = DFT{x(k)} , n=0,1,...,N-1 (2.61la)
xLN(z) ] xLN,Appr.(n) = 1ln xDFT(n) » n=0,1,...,N-1
(2.61b)
k) +  x (k) = DFT 1{x (n)}
XcEP ° CEP,Appr. LN,Appr.

r k=0,1,...,N-1. (2.61c)

Analog lauten die approximativen Funktionen fiir die inverse Trans-
formation zur Cepstrum-Bildung gem&B8 Gl.(2.5la-c) :

yZT(Z) : yDFT(n) = DFT{yCEP(k)}, n=0,1,...,N-1 (2.62a)
Yppp(n)
Yegp(2) ¢ Y gxp,appri®) = © ort + n=0,1,...,N-1
(2.62b)
) (x) = ppr Ly (n)}
Y ° yAppr. EXP,Appr.

; k=0,1,...,N-1 (2.62c)
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Bei der Auswertung der Gleichungen (2.6la-c) treten folgende
Problematiken auf (vgl. /55,61/), die zu beriicksichtigen sind:

- Phasen-Entflechtung (phase unwrapping):

Bei der Bildung des komplexen Logarithmus nach Gl.(2.61b) konnen
Phasenanteile mehrdeutig werden, da sie Spriinge um k.27 aufwei-
sen kénnen. Diese Spriinge sind noch im entstehenden Phasenver-
lauf, der sich aus eine Reihe von N Phasenhauptwerten zusammen-
setzt, enthalten. Die Ermittlung des tatsdchlichen Verlaufs der
Phase von XLN(") kann mittels eines Phasen-Entflechtungsalgo-
rithmus (phase unwrapping algorithm) erfolgen (siehe z.B. Tribo-
let /72/, Oppenheim /55/). Es soll an dieser Stelle darauf hin-
gewiesen werden, daB Algorithmen zur Berechnung des komplexen

Cepstrums, die ohne Phasen-Entflechtung auskommen, existieren

(vgl. /5/).

- Uberlappung der Cepstrum-Komponenten (aliasing) :
Es kann gezeigt werden, daB die in Gl.(2.61lc) angegebene appro-

Xximative Funktion x (k) eine durch periodische Uberlap-

CEP,AppPTr.
pung modifizierte Funktion des exakten komplexen Cepstrums

xCEP(k) darstellt:

xCEP,Appr.(k) = jz ) xCEP(k+]N) . (2.63)

Durch die oben erwidhnte Eigenschaft des komplexen Cepstrums,

nach der XCEP(k) mit steigendem k mindestens so schnell wie 1/k
abnimmt, kdnnen mit Hilfe einer VergrdBerung von N, d.h. einer
Verlingerung der Folge x(k) durch Hinzufiigen von Nullelementen,

die iiberlagerten Anteile x (k+jN), j#0, verringert und dadurch

CEP
die Approximationsgenauigkeit von xCEP,Appr.(k) erhdht werden.

Diese Verlingerung von x(k) entspricht einer feineren Abtastung
von xZT(z) auf dem Einheitskreis (vgl. Gl.(2.16)) durch xDFT(n)

(Gl.(2.61a)).



3. ZEITDISKRETE ANALYSE DES WARTESCHLANGENSYSTEMS GI/G/1

In diesem Kapitel wird die Methodik der zeitdiskreten Analyse von
Verkehrsmodellen am Beispiel des einstufigen Warteschlangensystems
GI/G/1 erdrtert.

3.1 Modellbeschreibung und Voraussetzungen

Die Kennzeichnung von einstufigen Warteschlangensystemen erfolgt
hier in Erweiterung der von Kendall (1954) eingefiihrten Kurznotation:

ct® 6/m - s

L———— Anzahl der Warteplidtze
S=0 : Verlustsystem
S=» : Wartesystem

Anzahl von Bedieneinheiten
Typ des Bedienprozesses

(G : general;
hier allgemein verteilte Bedienzeit)

Kennzeichnung des Gruppenankunftsprozesses

Typ des Ankunftsprozesses
(GI : general independent;
hier allgemein verteilte Zwischen-
ankunftsabstdnde)

In diesem Kapitel wird das Wartesystem vom Typ GI/G/l (S=w) im
diskreten Zeitbereich untersucht. Die zufallsabhingigen, zeitdis-
kreten Prozesse sind wie folgt definiert:

- Ankunftsprozef : Die Zwischenankunftszeiten mit der diskreten
zufallsvariablen (ZV) A sind allgemein verteilt mit einer Ver-

teilung der Lange N,
a(k) = P(A=%k) , k=0,1,..., nA—l. (3.1a)
Da im allgemeinen Fall die Wahrscheinlichkeit a(0) existiert,

sind Ankunftsabstdnde der Lidnge k=0 zuldssig. Dies bedeutet
implizit die Einbeziehung von Gruppenankunftsprozessen mit geo-
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metrisch verteilter GruppengrdBe und allgemein verteilten

Zwischenankunftszeiten in der Analyse (vgl. Gl.(2.3la-c)).

- BedienprozeB : Die Bedienzeit mit der diskreten ZV B ist allge-

mein verteilt mit einer Verteilung der L&nge ng
b(k) = P(B =k) , k =0,1,..., nB-l. (3.1b)

Es werde der Wartebetrieb mit unbegrenzter Warteschlangenldnge be-
trachtet. Wihrend bei der Wartezeitanalyse im Kap. 3.4 die Abfer-
tigungsdisziplin FIFO (first-in, first-out) vorausgesetzt wird,
ist die Analyse der Freiperiode im Kap. 3.5.2 sowie des Ausgangs-
prozesses im Kap. 3.5.3 fiir alle arbeitserhaltenden (vgl. /36/:
work conservative) Abfertigungsdisziplinen giiltig - z.B. LIFO:
last-in, first-out, RANDOM, usw. -.

Ankunfts- ‘GI X(t) & ‘ ‘ r ‘ ‘ ‘ Ankinfte

prozeB3

warteraum | —

Bedien-
p G
einheit ?

a)

c)

Vo

Endigungen

Bild 3.1 Struktur und Darstellungsformen des Zustandsprozesses
eines Warteschlangensystems vom Typ GI/G/1
a) Struktur
b) ProzeBverlauf der Anzahl von Anforderungen im
System
c) ProzeBverlauf der Restarbeit im System
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Da hier der Wartebetrieb vorausgesetzt wird, lautet die Stabili-
tdtsbedingung des Systems

EB

B o1, (3.2)
wobei p die Auslastung der Bedieneinheit bzw. das Verkehrsangebot
im System bedeutet.

Die Struktur und ein typischer Prozefverlauf im System GI/G/1
werden in Bild 3.1 dargestellt, wobei zwei in der Systemanalyse
hdufig verwendete Darstellungsformen des Zustandsprozesses illu-
striert sind:

- Anzahl X(t) der Anforderungen im System
Der Systemzustand wird hier durch die zufallsabhingige Anzahl
der zu einem Zeitpunkt t im System befindlichen Anforderungen
charakterisiert (vgl. Bild 3.1b). Diese Zustandsbeschreibung
wird z.B. bei der Methode der eingebetteten Markoff-Kette bzw.
bei Analyseverfahren homogener Markoff-Prozesse angewendet.

- Restarbeit U(t) im System
Bei dieser Beschreibungsform wird die zufallsabhingige Summe der
Bedien- bzw. Restbedienzeiten aller zum Zeitpunkt t im System
befindlichen Anforderungen betrachtet. Dies wird im folgenden
als Restarbeit bezeichnet (vgl. Bild 3.1c). Die Restarbeit U(t)
erhdht sich bei der Ankunft einer Anforderung um die Bedienzeit
dieser Anforderung. Solange U(t) positiv ist, nimmt sie linear
mit der Zeit ab. Diese Betrachtung eignet sich insbesondere in
Wartezeitanalysen von Systemen mit FIFO Abfertigung, da in die-
sem Falle die von einer Anforderung zum Ankunftszeitpunkt ange-
troffene Restarbeit genau der Wartezeit entspricht, die diese
Anforderung erfahrt (s. Wartezeit Wn der n-ten Anforderung in
Bild 3.1). Diese Zustandsbeschreibung wird hauptsdchlich bei
Verfahren benutzt, die auf der Lindley-Integralgleichung
basieren (vgl. Kap. 3.3).



Es existiert eine umfangreiche Literatur zur analytischen Behand-
lung des GI/G/l-Systems. Die meisten Arbeiten untersuchten das
System im kontinuierlichen Zeitbereich, basierend auf der Lindley-
schen Integralgleichung /14,25,34,35,36,49,56,67/. Fir die appro-
ximative Berechnung von Mittelwerten wurden einige Beziehungen in
/43/ entwickelt. Tabellen fiir Systemcharakteristiken des GI/G/1l-
Systems finden sich in /44,64/.

Einige Untersuchungen betrachteten das System GI/G/1l im diskreten
Zeitbereich, wobei Separationsmethoden zur Gewinnung der Warte-
zeitverteilung vorgestellt wurden /2,26,37,39,40,41,58/. Konheim
/41/ und Ponstein /58/ setzten Ankunfts- und Bedienprozesse gemds
Gl. (3.la,b) voraus, wobei die Separation mittels direkter Berech-
nung der Nullstellen bzw. Polynom-Faktorisierung durchgefiihrt wur-

den.

Ein Separationsansatz, bei dem die Trennung im transformierten
Bereich mit dem in der Signalverarbeitung hdufig verwendeten Kon-
zept des komplexen Cepstrums erfolgte, wurde in Ackroyd /2/ vorge-
stellt. Dabei werden die Pole und Nullstellen der zu trennenden
charakteristischen Funktion des Systems GI/G/1 nicht explizit be-
rechnet. Die Separation wurde bei diesem Verfahren durch die Be-
trachtung von Maximal- und Minimalphasenanteilen dieser Funktion

bewerkstelligt.
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3.2 Direkte L&sung des GEOM(1)/G/1-Systems durch eingebettete
Markoff-Kette

Ahnlich wie im kontinuierlichen Zeitbereich kann bei zeitdiskreten
Warteschlangensystemen, bei denen der ZustandsprozeB an bestimmten
Zeitpunkten die geddchtnislose Eigenschaft aufweist, die Methode
der eingebetteten Markoff-Kette zur Modellanalyse /36/ herangezo-
gen werden. Dies ist z.B. zutreffend bei folgenden Systemtypen :

- GEOM(0)/G/1 bzw. GEOM(1)/G/1 (Bernoulli-Ankunftsprozes)

- GI/GEOM(0)/1 bzw. GI/GEOM(1l)/1 (Bernoulli-BedienprozeB).

In diesem Unterkapitel wird anhand des GEOM(1l)/G/l1-Systems diese
Analysemethode ndher erliutert.

3.2.1 Systemparameter und Markoff-Kette

Fir das hier betrachtete System vom Typ GEOM(1)/G/l, d.h. der
AnkunftsprozeB8 ist ein Bernoulli-ProzeB, lautet die Zwischenan-
kunftsverteilung:

k-1

a(k) = (l—qA) qp r k=1,2,..., EA = ' (3.3a)

wobei EA auf At normiert angegeben wird und

l—qA
aZT(z) =7Z;f— . (3.3b)
A
Eine Stichprobe des ProzeBverlaufs zeigt Bild 3.2, wobei zur Zu-
standsbeschreibung die Anzahl der Anforderungen im System zum
betrachteten Zeitpunkt dient. Es ist ersichtlich, daB unmittelbar
nach einem Bedienende der ProzeB die Eigenschaft der Gedichtnis-
losigkeit aufweist, da

- der Bernoulli-ProzeB gedichtnislos ist, falls die Beobachtungs-
zeitpunkte unmittelbar nach den diskreten Zeitpunkten liegen
- die gedichtnisbehaftete Bedienzeit gerade beendet ist.
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Bild 3.2 Stichprobe des ProzeBverlaufs im GEOM(1)/G/1-

System

In diese Zeitpunkte, die Regenerationszeitpunkte genannt werden,

wird eine Markoff-Kette eingebettet, wobei Xn die 2V fiir die An-
zahl von Anforderungen nach dem n-ten Bedienende darstellt (s.

Bild 3.2). Die folgende Analyse der Markoff-Kette erfolgt analog
zur Untersuchung des zeitkontinuierlichen M/G/l-Systems /14,36/.

3.2.2 Zustandswahrscheinlichkeiten der Markoff-Kette

Zur weiteren Berechnung wird die Verteilung r(k) der Anzahl R von
eingetroffenen Anforderungen wdhrend einer Bedienzeit mit der Ver-
teilung b(k) bendtigt. Unter Beriicksichtigung der Eigenschaften

des Bernoulli-Ankunftsprozesses erhdlt man

rx) = £ bm (M) (1-gn* ¥ k=0,1,..., (3.4)

m

I~ 8
L)

oder nach der Z-Transformation

- B - s __EA.z
IZT(Z) = bZT(l—qA+qu) bZT(l+(EA—1)z)‘ (3.5)

Ferner gilt nach der Ableitung von Gl.(3.5)

At (2)
s Lol
dz _

z=1

(3.6)
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Betrachtet man zwei aufeinanderfolgende Regenerationszeitpunkte

Xn und Xn+l mit den Zustandswahrscheinlichkeiten

xn(k) = P(Xn=k), xn+l(k) = P(Xn+l=k)' k=0,1,.., (3.7)

so kann das Ubergangsverhalten des Systems durch die Ubergangsma-
trix

Q= {qij} i, 3 = 0,1,... (3.8a)
mit
934 = P(Xpq= 3|X,= 1) (3.8b)

vollstdndig beschrieben werden.

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten kdnnen mit den in Gl.(3.4) be-
rechneten Wahrscheinlichkeiten r(k) wie folgt angegeben werden:

r(j) i=0
Byo = r(j-i+l) i>0, jxi-1 . (3.9)
0 sonst

Die Zustandswahrscheinlichkeiten xn+1(j)’ j=0,1,..., kdnnen demge-
mdB aus den Zustandswahrscheinlichkeiten am vorausgegangenen Rege-
nerationszeitpunkt anhand folgender Zustandsgleichungen berechnet
werden:
j+1
xn+l(j) = Xn(O)-r(j) + I xn(i)-r(j—i+l), j=0,1,...

i=1 (3.10)

Fir ein im eingeschwungenen Zustand befindliches System mit den
stationdren Zustandswahrscheinlichkeiten

x(j) = 1lim xn(j) r 3=0,1,... (3.11)

n - o
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erhdlt man aus Gl.(3.10) folgendes Gleichungssystem zur Bestimmung
der Markoff-Ketten-Wahrscheinlichkeiten des GEOM(1l)/G/l-Systems:
j+l
x(3) = x(0).r(j) + r x(i).r(j-i+1), 3=0,1,... (3.12)
=1

1

Die L&sung erfolgt hier im transformierten Bereich. Die Z-Trans-

formation der Gl.(3.12) lautet

r,p(2)(1-2)

o (3.13)
1 erT(z)

xZT(z) = x(0)

Der verbleibende unbekannte Term x(0) errechnet sich durch Einset-
zen von z = 1 in G1.(3.13) und unter Beriicksichtigung des Mittel-

werts ER in Gl.(3.6) zu
x(0) =1 - p . (3.14)
SchlieBlich ergeben sich aus Gl.(3.5), (3.13) und (3.14) die Zu-

standswahrscheinlichkeiten der eingebetteten Markoff-Kette im Z-

Bereich :

z
- (1-2) bZT(l—qA+qu)

X, m(2) = (1l-p) . (3.15)
i 1-2zb,, (+—2—)
2T l-qA+qu

Gl.(3.15) entspricht einer zeitdiskreten Form der Pollaczek-Khint-
chine Formel /14,36/ fiir Zustandswahrscheinlichkeiten des zeitkon-

tinuierlichen M/G/l-Systems.

Zundchst gilt diese Beziehung nur an den Regenerationszeitpunkten
der eingebetteten Markoff-Kette (s. Bild 3.2). Es kann jedoch spe-
ziell fiir das GEOM(1l)/G/l1-System nachgewiesen werden (vgl./39/),
daB die in Gl.(3.15) angegebenen stationdren Zustandswahrschein-
lichkeiten fiir beliebige ProzeB- bzw. Beobachtungszeitpunkte
gelten, die unmittelbar nach den diskreten Zeitpunkten liegen.
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3.2.3 Wartezeitverteilung

Die Wartezeitverteilung wird nachfolgend aus den Zustandswahr-
scheinlichkeiten hergeleitet. Bezeichnet man W und F als Zufalls-
variablen fiir die Wartezeit bzw. Durchlaufzeit von Anforderungen
im System, so gilt:

F=W+B (3.16a)

bzw. nach Gl.(2.23a,b)

f£(k) = w(k) * b(k) (3.16b)

fZT(z) = wZT(z).bZT(z) - (3.16cC)

Setzt man die Abfertigungsdisziplin FIFO (first-in, first-out)
voraus, so entspricht die Anzahl der eintreffenden Anforderungen
wdhrend der Durchlaufzeit einer zuf&dllig beobachteten Testanfor-
derung exakt der Anzahl von Anforderungen im System unmittelbar
nach der Bedienzeit dieser Testanforderung, d.h. diese Anzahl ent-
spricht dem Systemzustand an den Regenerationszeitpunkten. Dies
bedeutet, daB die Verteilung der Anzahl der wihrend einer Durch-
laufzeit eintreffenden Anforderungen den Markoff-Ketten-Zustands-
wahrscheinlichkeiten entspricht, oder analog zur Gl.(3.4)

8

x(k) = I £(m) (}) (1—qA)k qg_k /k=0,1,... (3.17)
m=k
oder nach der Z-Transformation
(z) = £, (—=2——) (3.18)
Xz 2T I-q,+q,z >

Vergleicht man Gl.(3.18) mit Gl.(3.15), so ergibt sich

(1-2) by (2)
1 - q,z - (1-q,) z b,mp(2)

fZT(z) = (1-0) . (3.19)



- 53 -
Aus Gl.(3.16c) und Gl.(3.19) erhdlt man die Wartezeitverteilung
von Anforderungen in einem System vom Typ GEOM(1)/G/1

(1-p).(1-2)
1 - qp2 - (l—qA)z bZT(z) ° (3.20)

wyp(2)

Gl.(3.20) kann als eine zeitdiskrete Form der Pollaczek-Khintchine
Formel /14,36/ fiir die Wartezeitverteilungsfunktion des zeitkonti-
nuierlichen M/G/l-Systems interpretiert werden.

Fir den speziellen Fall des GEOM(1l)/GEOM(1l)/l1-Systems mit der Be-

dienzeitverteilung :

b(k) = (1-qp) qg'l , k=1,2,..., EB = 1fq (3.21a)
B
l-qB
byp(2) = =a, ' (3.21b)

kann aus Gl.(3.20) die Wartezeitverteilung wie folgt angegeben

werden

(1-p).(z=qp) (1-p).((z-1)EB+1)
wgpl2) = q,% = Ay ® Zo(EA-1) - (EB-1) ° 22

Dieses System kann als ein zeitdiskretes Aquivalent des M/M/1-
Systems betrachtet werden (vgl./6,37,39/).
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3.3 Die Lindley-Integralgleichung im diskreten Zeitbereich

3.3.1 Allgemeines

In diesem Unterkapitel werden GI/G/l1-Systeme mit allgemeinen
Zwischenankunfts- und Bedienprozessen betrachtet, fiir die keine
geschlossene analytische Ldsung existiert. In der Analyse dieses
Systemtyps wird hdufig zur Charakterisierung des Zustandsprozesses
die Restarbeit im System (vgl. Kap. 3.1) genommen. Dies fihrt im
allgemeinen zu einer von Lindley /14,49/ eingefilhrten Integral-
gleichung, die in der Analyse des GI/G/l-Wartesystems im konti-

nuierlichen Zeitbereich eine zentrale Rolle spielt.

Bezeichnet man A(t) bzw. B(t) als die Verteilungsfunktionen der
Zwischenankunftszeit und Bedienzeit, a(t) bzw. b(t) als die zuge-
hérigen Verteilungsdichtefunktionen, so gilt unter stationdren
Bedingungen fiir die Wartezeitverteilungsfunktion W(t) bzw. fiir
die Verteilungsdichtefunktion w(t) folgende funktionale Beziehung:

0 t <0
W(t) = (3.23)
W(t) * c(t) t >0
wobei
c(t) = a(-t) * b(t) (3.24)

und "*" den Faltungsoperator im kontinuierlichen Zeitbereich kenn-
zeichnet, Da in c(t) alle zufallsabhdngigen Prozesse des Systems
GI1/G/1 parametrisch enthalten sind, wird diese Funktion h&dufig als
Systemfunktion bezeichnet.

Gl.(3.23) gibt die Lindleysche Integralgleichung zur Bestimmung
der Wartezeitverteilungsfunktionen des GI/G/l-Wartesystems im
kontinuierlichen Zeitbereich wieder. Es ist ersichtlich, daB die
Integralgleichung nach Lindley eine leicht modifizierte Form der
in der mathematischen Physik und stochastischen Systemtheorie be-
kannten und oft anzutreffenden Wiener-Hopf-Integralgleichung dar-
stellt. Bildet man die Ableitung beider Seiten der Gl.(3.23), so



erhilt man nach kurzer Umformung folgende Form fiir die Warte-

zeit-Verteilungsdichtefunktion :

0 t <0
0+
wit) = 8(t) [ (w(u) * c(u)) du t=0 (3.25)
w(t) * c(t) t>0

oder in einer kompakteren Notation /2,36/

w(t) = WO(W(t) * c(t)) o (3.26)

wobei der Operator 7, im kontinuierlichen Zeitbereich wie folgt

0
definiert wird:
0 t <0
0+
m(£(e)) = s(t) f f£(u).du t =0 . (3.27)
£(t) t >0

3.3.2 Herleitung der Lindley-Integralgleichung im diskreten

Zeitbereich

Aus der fiir zeitkontinuierliche Systeme angegebenen Form nach Gl.
(3.23) lassen sich prinzipiell entsprechende Ausdriicke fir zeit-
diskrete GI/G/1-Systeme herleiten. Dies kann z.B. unter Anwendung
der Darstellung von Dichtefunktionen mit gewichteten Dirac-Funk-
tionen (vgl. Gl.(2.1lb)) und ihrer Ausblendeigenschaft geschehen.

Im folgenden wird jedoch wegen der tibersichtlichkeit und der in
spateren Kapiteln bendtigten Zufallsvariablen eine analoge Form

im diskreten Zeitbereich fiir die Lindleysche Integralgleichung

direkt hergeleitet.

Bild 3.3 zeigt eine Stichprobe des ProzeBverlaufs der Restarbeit
im System GI/G/l. Wie in Kapitel 3.1 dargestellt wurde, versteht
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Bild 3.3 Stichprobe des ProzeBverlaufs der Restarbeit im
GI/G/1-System

man unter Restarbeit die Summe von Bedien- und Restbedienzeiten
aller zum betrachteten Zeitpunkt im System befindlichen Anforde-
rungen. Da die Bedienzeitverteilung als zeitdiskret vorausgesetzt
worden ist, wird die Restarbeit ebenfalls diskreter Natur, beste-
hend aus einer ganzzahligen Anzahl von Arbeitseinheiten. Ist die
Bedieneinheit belegt, so wird pro diskretisierter Zeiteinheit genau
eine Arbeitseinheit abgefertigt. Dies fiihrt zu einem stufenférmig
abfallenden Verlauf der Restarbeit im System, der aus Griinden der
Ubersichtlichkeit in Bild 3.3 geradlinig dargestellt wird.

Folgende Zufallsvariablen (2V) werden eingefiihrt (vgl. Bild 3.3):

An 2V fir die Zeitdauer zwischen den Ankunftszeitpunkten

der n-ten und der (n+l)-ten Anforderung

Bn ZV fir die Bedienzeit der n-ten Anforderung

U; ZV flr die Restarbeit im System unmittelbar vor dem
Ankunftszeitpunkt der n-ten Anforderung

U: ZV fir die Restarbeit im System unmittelbar nach dem
Ankunftszeitpunkt der n-ten Anforderung

UX+1 zv fiir die virtuelle Restarbeit im System unmittelbar

vor dem Ankunftszeitpunkt der (n+l)-ten Anforderung.

Die Betrachtung der virtuellen Restarbeit wird hier zur Vereinfa-
chung der Herleitung eingefiihrt. Die virtuelle Restarbeit wird fiir
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den theoretischen Fall definiert, in dem die Bedieneinheit wédh-
rend eines Zwischenankunftsintervalls stetig weiter bedienen wir-
de, selbst wenn keine Anforderungen im System vorhanden sind. Dem-
gemiB kann die virtuelle Restarbeit negative Werte annehmen (s.
Bild 3.3).

Die Restarbeit wird nach der Ankunft der n-ten Anforderung um die

Bedienzeit dieser Anforderung erhdht, d.h.
+ —
U = U_ + B_ . (3.28a)

GemdB Gl.(2.23b) fiir die Summe zweier unabhingiger Zufallsvaria-

blen erhdlt man
* - u *
ur(k) = u (k) * b (k), (3.28b)

wobei das Symbol "*" hier fiir die diskrete Faltungsoperation ver-

wendet wird. Aus Bild 3.3 ist ersichtlich, das
o, = vt - a (3.29a)

Nach Gl.(2.24a) fiir die Differenz zweier unabhidngiger Zufallsva-
riablen kann die Verteilung der virtuellen Restarbeit wie folgt

angegeben werden :

v _ o+ N B
un+1(k) = un(k) a ( k) . (3.29b)
Eine Beziehung zwischen der Restarbeit und der virtuellen Restar-

beit kann hergestellt werden, indem man beriicksichtigt, daB8 in ei-
nem leeren System die virtuelle Restarbeit weiter abnimmt;wahrend

die reale Restarbeit den Wert Null behdlt, d.h. :

(3.30a)

_ v
U = max(0, Un+l)

oder

= _ v
u (k) = mplup (k) ) (3.30b)
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wobei T, hier ein im diskreten Zeitbereich definierter Operator
ist, welcher der Definition nach Gl1.(3.27) entspricht

0 k <m
m
Wm(x(k)) = .2 x(1i) k=m . (3.31)
j=—o
x(k) k>m

Aus (3.28), (3.29) und (3.30) erhdlt man die allgemeine diskrete
Form der in (3.23) angegebenen Lindleyschen Integralgleichung:

Uy (K= Tmo(u (k) *a (-k) * b_(k))
= Tolu (k) * c (k) (3.32)
oder
wn+l(k) = Wo(wn(k) * c,(k)) (3.33a)
wobei
c (k) = a (-k) " b (k) (3.33b)

die zeitdiskrete Systemfunktion bildet.

Es soll an dieser Stelle darauf hingewiesen werden, daB die Bezie-
hung (3.33a) fiir die Wartezeitverteilungen zweier aufeinanderfol-
gender Anforderungen in der Analyse weitgehend allgemeiner GI/G/1l-
Systeme, in denen Zwischenankunfts- und Bedienzeiten anforderungs-
abhdngig sind - d.h. sie sind von der Ordnungsnummer der ankommen-
den Anforderung abhdngig -, angewendet werden kann. Der aus diesem
Sachverhalt entstehende Algorithmus im Zeitbereich wird im Kapitel
3.4 diskutiert.

Setzt man voraus, daB Zwischenankunftsabstinde sowie Bedienzeiten

unabhdngig und identisch verteilt sind (Gl.(3.la,b)), d.h.:

A =A , B =B fir alle n, (3.34a)
n n
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und ferner, daB sich das System im eingeschwungenen Zustand befin-

det, mit

W = 1lim W ' (3.34b)

n->-o

so ergibt sich aus Gl.(3.33a) und (3.34a,b) eine der Lindley-In-
tegralgleichung dhnliche Beziehung fir stationire, zeitdiskrete

GI1/G/l-Systeme
w(k) = Wo(w(k) * c(k)), mit c(k) = a(-k) * b(k). (3.35)

Aus Gl.(3.35), die fiir die Wartezeitverteilung angegeben wird,
kann durch eine Summenbildung eine Beziehung fir die Wartezeit-

verteilungsfunktion gewonnen werden. Fir k>0 gilt:

k k k o
W(k) = L w(i) = I c(i) * w(i) = I T c(3) .w(i-3)
i=0 i=- j=-w j=—m
= I c(j)W(k-3) ,k=0,1,...
j:—oo
oder
0 k<0
W(k) = (3.36)

c(k) * W(k) k20

An dieser Stelle soll erwdhnt werden, das die Wartewahrscheinlich-

keit P.. fiir Anforderungen im System sich wie folgt angeben 1l&aBt:

W

P P(eine Anforderung muB8 vor der Bedienphase warten)

W
P(W>0) = 1 - W(0) = 1 - w(0) (3.37)

Fiir ein stabiles System, d.h.

EB .

EA
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gilt folgende Beziehung

0 < Pw< 1 oder 0 <W(0) €1 . (3.38)
3.3.3 Charakteristische Gleichung im transformierten Bereich
Wie in Bild 3.4 dargestellt, entsteht die Wartezeitverteilung W(k)
durch die diskrete Faltung c(k)*W(k), nach der die Anteile im
negativen Zeitbereich weggelassen werden. Filhrt man die Funktion
W7 (k), k<0, fiir diese Anteile ein, so ergibt sich :

W (k) + W(k) = c(k) * W(k) (3.39)
oder im Z-Bereich

WZT(z) + WZT(z) = CZT(Z).WZT(Z)

bzw.

Wor(2)

—_— = ComlZ) = 1
WZT(z) 7T

Nach formaler Anwendung der Z - Transformation auf W(k)

w,n(2)
Wop(2) = -L_l (3.40)

W(k)sclk)

k
~ S . J
Y Y
W (k) Wik)
Bild 3.4 Struktur der Wartezeitverteilungsfunk-

tion W(k) und der Hilfsfunktion W (k)
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erhdlt man die charakteristische Gleichung zur Wartezeitanalyse

des zeitdiskreten GI/G/l-Systems

Coml(2) = 1
= ; 2T
W, ..(2). = — . (3.41)
T wZT(z) 1 - 21
Die rechte Seite der Gl.(3.41)
c,m(z) - 1
_tzT
SZT(Z) = -—T (3.42)
1 -2z

wird im folgenden als charakteristische Funktion bezeichnet.

Die charakteristische Gleichung nach (3.41), die oft auch im Be-
reich der erzeugenden Funktionen /39,41/ angegeben wird, spielt
bei den meisten Algorithmen und Analyseverfahren zur Aufldsung der
zeitdiskreten Form der Lindley-Integralgleichung eine zentrale
Rolle. Einige wichtige Eigenschaften der charakteristischen Glei-
chung bzw. der charakteristischen Funktion werden nachfolgend

erldutert.

- Die Funktion W;T(z) in der charakteristischen Gleichung ist die
Z-Transformierte einer Folge mit positiven, auf der negativen
Zeitachse nicht ansteigenden Koeffizienten. Nach dem Enestrdm-
Kakeya-Theorem (vgl. /2/) liegen alle Nullstellen dieser Funk-
tion auBerhalb des Einheitskreises. Ferner, da W (k) eine links-
seitige Folge ist (s. Bild 3.4) mit 0<W (k)<1l, k<0, kann gezeigt
werden (s. /55/), daB der Konvergenzbereich der Funktion w;T(z)
sich auf den abgeschlossenenEinheitskreis erstreckt, d.h. alle
ihre Pole miissen auBerhalb des Einheitskreises liegen. Die
Funktion WET(Z) stellt daher die Z-Transformierte einer Maximal-

phasen-Folge dar (vgl. Kap. 2.5.2).

- Die Funktion wZT(z) ist die Z-Transformierte einer Verteilung.
Infolgedessen konvergiert diese Funktion auBerhalb und auf dem
Einheitskreis, d.h. alle Pole von wZT(z) bzw. alle Nullstellen
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des Termes l/wZT(z) der charakteristischen Gleichung liegen
innerhalb des Einheitskreises.

- Es gilt nach der Stabilitdtsbedingung (3.38b) und dem Grenzwert-
satz der Z-Transformation /55/

0 < lim wZT(z) £1 . (3.43)

7,00
3.3.4 Direkte Aufldsung am Beispiel des Systems GEOM(m)/GEOM(m)/1

Bei einigen Systemen kann aufgrund der oben aufgefiihrten Eigen-
schaften die Wartezeitverteilung direkt aus der charakteristischen
Gleichung hergeleitet werden. Anhand des Systems GEOM(m)/GEOM(m)/1
wird dieser Ldsungsweg aufgezeigt.

Bei den verschobenen geometrischen Verteilungen der Zwischenan-
kunftsabstdnde und Bedienzeiten wird die Verschiebung m einheit-
lich fir beide Prozesse gewdhlt, d.h.

_ k-m _ 9a
a(k) = (1 - qA) dp s, k>m, EA=m+ 1= q, (3.44a)
b(k) = (1-q) @™, ksm, EB =m 4+ —B (3.44b)
- 9g) 9 > M I -qg *
oder im Z-Bereich

(1-qz"

agp(z) = ——=—— (3.45a)
1l - q,Z
(1-ag)z "

bZT(z) = ———1 * (3.45b)

1 - qu—
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Das System ist stabil fir

<1 . (3.46)

p=gx <1 oder

Aus Gl.(3.33b) ergibt sich fiir die Systemfunktion

(1-9,) (1-q9,)
(z) = B B . (3.47)
(1-q,2) (1-gpz 1)

(z" 1y .b

Cgp(2) = 3zq 2T

Die charakteristische Gleichung des Systems lautet gemdB Gl.(3.42)

4,z - q
& 2 (3.48a)

S,m(2) = .
o (1-q,z) (1-qgz" 1)

oder in einer nach Gl.(2.53a) fiir die Erkennung der Lage von Polen
und Nullstellen gilinstigeren Form
dg  _
2l ==L 2t}
9a
(1-q,2) (1-qp2

. (3.48b)

I 1
. = Wzp(2). Wop(2)

S,p(2) = qp :

2T

Der Term (1—qu) entspricht einem auBerhalb des Einheitskreises
liegenden Pol, welcher der Maximalphasen-Folge W (k) angehdrt. Aus
Gl.(3.48b) kann die Wartezeitverteilung wie folgt geschrieben wer-

den :
. Kp-lo1- qu‘l
w, (z) = K,=— z — (3.49)
&0 0 a, 9 -1
1 -——=
9a

Aufgrund der Normierungsbedingung

wZT(l) =1

errechnet sich Ko zZu :
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q, - g
_ 9 B
Kg "1-g, (3.50a)

und aus Gl.(3.43)

: >
lim wZT(Z) 0

Z > ©
ergibt sich fiir K1
K, =1 . (3.50b)

Aus den Gleichungen (3.49), (3.50a) und (3.50b) erhilt man die
Wartezeitverteilung fiir das System GEOM(m)/GEOM(m)/l1 im Z-Bereich:
dp ~ 9 Z - dg

T-a, '@, g " (3.51)

wyrp(2)

Fiir den speziellen Fall m=1 erhidlt man mit

EB_ %" 9%

(1-p) =1 - = =
EA 1 dg

die in Gl.(3.22) angegebene Wartezeitverteilung des Systems

GEOM(1) /GEOM(1)/1, die bereits in Kap. 3.2 mit der Methode der

eingebetteten Markoff-Kette berechnet wurde :

(1-0) (z-qp)
wZT(z) = —a;;—:—a;——— » (3.52)
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3.4 Algorithmen fiir die Wartezeitverteilung des zeitdiskreten

GI/G/l-Systems

Fiir GI/G/1-Systeme, die einer geschlossenen analytischen Ldsung
der Lindleyschen Integralgleichung nicht zugdnglich sind, existie-
ren numerische Algorithmen zur Berechnung der Wartezeitverteilung,
die in diesem Unterkapitel behandelt werden.

3.4.1 Algorithmus im diskreten Zeitbereich

Aus der allgemeinen Form der Lindleyschen Integralgleichung im

diskreten Zeitbereich gemdB Gl.(3.33a,b)

wop(R) = To(w (k) *oa (k) * b (k)) = mo(w (k) * oc (k)
(3.53)

kann auf sukzessive Weise die angetroffene Restarbeit bzw. die
Wartezeitverteilung der (n+l)-ten Anforderung aus der Wartezeit-
verteilung der n-ten Anforderung berechnet werden, wobei die Zwi-
schenankunftsverteilung sowie die Bedienzeitverteilung anforderungs-
individuell gewdhlt werden k&énnen. Dies fiihrt zu einem iterativen

ap (k) by (k)

apl-k)

cnlk)
wn (k) Wn (k)

O—®

Bild 3.5 Schematische Darstellung des Algorith-
mus zur Berechnung der GI/G/l1-Warte-
zeitverteilung im Zeitbereich
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Algorithmus zur Berechnung der Wartezeitverteilung des GI/G/1l-
Systems im Zeitbereich /2,63/, der in Bild 3.5 schematisch darge-
stellt wird.

Die Einzelschritte des Algorithmus sind :

i) Berechnung der Systemfunktion c(k), falls die Verteilungen
der Zwischenankunfts- und Bedienzeiten anforderungsunabhingig

sind.

ii) 1Initialisierung der Wartezeitverteilung wo(k). Dies kann im
Prinzip mit einer beliebigen Verteilung geschehen. Zweckmi-
Bigerweise wird jedoch die Iteration z.B. durch die Betrach-
tung eines leeren Systems beim Eintreffen der 0-ten Anforde-
rung initiiert, d.h.

1 k=0
wo(k) = 6(k) = @ (3.54)
0 sonst

iii) Berechnung der Systemfunktion cn(k), falls die Zwischenan-
kunfts- und Bedienverteilungen anforderungsabhingig sind.

iv) Durchfiihrung der Faltungsoperation zur Berechnung der Warte-
zeitverteilung der (i+l)-ten Anforderung aus der i-ten Anfor-
derung gemdBf Gl.(3.53).

v) Durchfiihrung der mjoperation gemds Gl.(3.31)

vi) Wiederholung der Schritte iii), iv) und v) bis zur Konvergenz
der Wartezeitverteilung. Als Konvergenzkriterium kann z.B.
die Differenz zwischen den Mittelwerten zweier bzw. mehrerer
sukzessiv ermittelter Wartezeitverteilungen genommen werden.

Die hier bendtigten Faltungsoperationen kdnnen z.B. mit Hilfe der
diskreten Fourier-Transformation (DFT) bzw. der entsprechenden Al-
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gorithmen der schnellen Fourier-Transformation (FFT) - vgl. Kap.
2.2.3 - effektiv durchgefiihrt werden.

Sind die Zwischenankunftsabstdnde und Bedienzeiten anforderungsab-
hidngig, werden pro Iterationszyklus zwei Faltungsoperationen be-
ndtigt. Eine Faltungsoperation pro Iterationsschritt kann dagegen
durch eine Vorausberechnung der Systemfunktion eingespart werden,
falls die Verteilungen a(k) und b(k) anforderungsunabhdngig sind.

Im Vergleich zu den Algorithmen im transformierten Bereich ist

der hier vorgestellte Algorithmus im diskreten Zeitbereich relativ
rechenzeitintensiv, falls die Systemfunktion eine groBe Anzahl

von Verteilungswerten umfaBt. Ein Vorteil dieses Algorithmus liegt
jedoch darin, daB das Konvergenzverhalten hinsichtlich der Typen
von Verteilungsfunktionen sehr robust ist. Ferner, wie erwdhnt
wurde, kann der Algorithmus im Zeitbereich, im Gegensatz zu den
Methoden im transformierten Bereich, fiir Systeme mit anforderungs-
abhingigen Zwischenankunfts- und Bedienzeiten angewendet werden.

3.4.2 Algorithmen im transformierten Bereich

a) Grundprinzip

Algorithmen fiir die Berechnung der Wartezeitverteilung von zeit-
diskreten GI/G/l-Systemen im transformierten Bereich basieren fast

ausschlieBlich auf der charakteristischen Gleichung gemdB (3.41)

fiir Z-Transformierte

c,(z) -1
. 1 T
W, (z). = — (3.55a)
ZT WZT(Z) 1 -2 1L
bzw. fiir erzeugende Funktionen
CEF(Z) -1

. (3.55b)

= i _
Wep(2) . Wop(2) © T 1 -z
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Unter Berilicksichtigung der Eigenschaften bzgl. der Lage von Polen
und Nullstellen der Terme auf der rechten Seite der charakteristi-
schen Gleichung kann die Wartezeitverteilung WZT(z) von W;T(Z)
(bzw. wEF(z) von WEF(z)) im transformierten Bereich getrennt wer-
den. Zwei prinzipielle Mdglichkeiten sind :

- Separationsmethode durch explizite Berechnung von Nullstellen
bzw. Polen mit Hilfe der Polynom-Faktorisierung (vgl./41,58/)

- Separationsmethode unter Beriicksichtigung der Phasen-Eigenschaf-
ten der zu trennenden Terme der charakteristischen Funktion.
Dabei kann z.B. das Cepstrum-Konzept (vgl. Kap. 2.5) herangezo-
gen werden /2,55/.

Bei den nachfolgend vorgestellten Algorithmen wird vorausgesetzt,
daB die Zwischenankunfts- und Bedienzeitverteilungen von endlicher
Liange sind (vgl. Gl.(3.la,b)) :

a(k) = p(A

k), k=0,1,...,n,-1, n, <, (3.56a)

A

A

b(k) P(B k), k=0,l,...,nB—l, n,< o, (3.56b)

B

b) Algorithmus mit Polynom-Faktorisierung

Der Algorithmus nach Konheim /41/ setzt ferner voraus, daf der An-
kunftsprozeB8 ein Einzelankunftsprozef ist, d.h.

a(0) = 0. (3.57)
Da
- 4 - = -
cEF(z) -1 z=1— 0 und dz(CEF(z) 1) z=1— EB EA < O,
(3.58)

ist die Nullstelle z=1 des Zihlerpolynoms der charakteristischen
Funktion im Bereich der erzeugenden Funktionen
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s 1 - CEF(Z) -1
SEF(Z) = WEF(Z)' wEF(z) = T -2 (3.59)

eine einfache Nullstelle. Zusammen mit der Voraussetzung in Gl.
(3.56a,b) ist ersichtlich, daB die charakteristische Funktion als

Polynom geschrieben werden kann. Dies fiihrt zum folgenden Faktori-

sierungsansatz
S..(z) = St (2z).S_.(z) (3.60)
EF = Sppl2)-Sgpl2 .
mit
+ %o
Spp(2) = K I (2 = dg,)y lqon[> 1 (3.61a)
n=1
und
_ -Ky i
SEF(Z) = K2 z nE (z - qin)’ |qin|< 1, (3.61b)

wobei Qi n=l,...,ni und S P n=l,...,no die Nullstellen des Po-
lynoms SEF(z) innerhalb bzw. auBerhalb des Einheitskreises dar-
stellen.

Die Konstanten Kl und K, miissen der Normierungsbedingung geniigen

+
SEF(l) = 1. (3.62)

In Konheim /41/ wird gezeigt, daB sich die erzeugende Funktion der
Wartezeitverteilung wie folgt angeben 1&8t

wep(2) = S S (3.63)

+
SEF(Z)

Die Anwendung dieser Methode setzt eine explizite Berechnung von
Nullstellen der charakteristischen Funktion, z.B. mit Hilfe von
Algorithmen zur Polynom-Faktorisierung, voraus. Fiir GI/G/1-Systeme
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mit relativ langen Zwischenankunfts- und Bedienzeitverteilungen

ist der damit verbundene numerische Aufwand ziemlich hoch. Ein
weiterer Nachteil des Verfahrens besteht darin, daB8 die Ldsung ge-
mdp Gl.(3.63) im transformierten Bereich angegeben wird. Benstigt
man die Wartezeitverteilung im Zeitbereich oder den Mittelwert bzw.
den Variationskoeffizienten der Verteilung, miissen weitere Algorith-
men zur Ricktransformation bzw. Differentiation /30/ herangezogen
werden.

Fir Systeme mit geringerer Anzahl von Verteilungswerten stellt
der Algorithmus mit Polynom-Faktorisierung jedoch eine effektive
Methode zur Wartezeitanalyse dar.

c) Algorithmus mit Cepstrum-Bildung

Die Separationsmethode im Cepstrum-Bereich /2/ geht von der cha-

rakteristischen Gleichung im Z-Bereich aus

Com(2z) = 1
d - 2T — . (3.64)

S,m(z) = W__(z). = -

7T 2T wZT(z) 1 - 2
Durch die Voraussetzung der endlichen Zwischenankunfts- und Be-
dienzeitverteilungen k&énnen diese Verteilungen sowie die System-
funktion im Z-Bereich als Polynome geschrieben werden :

n,-1
B ¥
aZT(z) = kEO a(k) z (3.65a)
nB-l .
bZT(z) = kEO b(k) z (3.65b)
n,-1
2 -k
cZT(z) = aZT(l/z).bZT(z) = - X c(k) z . (3.66)
——(nA—l)

Ahnlich wie im vorausgegangenen Kapitel 3.4.2b kann hier gezeigt

werden, daB die Funktion c - 1 eine einfache Nullstelle an

gr(2)
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der Stelle z = 1 besitzt, d.h. die charakteristische Funktion SZT(z)
hat keine Pole und kann deshalb als Polynom in 1/z formuliert wer-

den.
Ferner ist nach Gl1.(3.39) - vgl. Bild 3.4 -
W (k) + W(k) = c(k) * W(k) .

Unter Beriicksichtigung der endlichen Linge der Systemfunktion c(k)
nach Gl.(3.66) ladBt sich die Z-Transformierte w;T(z) ebenfalls als
Polynom der Form
~ -1 B T na-1 B ,
Wop(2) = % Wi(k) z "= 5 W(-k) z
k=-(nA—l) k=1

(3.67)

angeben. Dies bedeutet, daB der Term W;T(z) keine Pole besitzt.

Es kann nun mit folgenden Schritten gezeigt werden, das die zwei
multiplikativen Terme W;T(z) und 1/wZT(z) der charakteristischen
Funktion jeweils die Z-Transformierte einer Maximalphasen- bzw.

einer Minimalphasenfolge darstellen :

i) Die charakteristische Funktion SZT(z) nach Gl1.(3.64)

besitzt keine Pole

ii) Wie oben gezeigt wurde, besitzt der Term W;T(z) keine Pole.
Da W (-k) in Gl1.(3.39) eine Folge mit nicht-abnehmenden
Koeffizienten ist (vgl. Bild 3.4), kann ferner nach dem
Theorem von Enestrdm und Kakeya (vgl./2/) nachgewiesen wer-
den, daB alle Nullstellen von W;T(z) auBerhalb des Einheits-
kreises liegen. Dies bedeutet, daB WZT(z) die Z-Transformierte

einer Maximalphasenfolge ist.

iii) Da wZT(z) die Z-Transformierte einer Verteilung ist und fiir
|z| >1 konvergiert, liegen alle Pole von wZT(z) innerhalb des
Einheitskreises. Dies bedeutet, daB8 der Term l/wZT(z) nur
Nullstellen innerhalb des Einheitskreises besitzt.
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iv) Aus i) und ii) ist ersichtlich, daB8 l/wZT(z) keine Pole be-
sitzt. Mit iii) folgt, das l/wZT(z) die Z-Transformierte einer
Minimalphasenfolge darstellt.

Zur Berechnung der Wartezeitverteilung w(k) kann nun die Separa-
tionsmethode von Maximal- und Minimalphasenfolgen durch Cepstrum-
Bildung (vgl. Gl.(2.57a,b) und (2.58)) auf die charakteristische
Funktion in Gl1.(3.64) angewendet werden. Die zur Cepstrum-Bildung
bendtigte Z-Transformation bzw. —Riicktransformation kann wiederum
anhand der diskreten Fourier-Transformation (DFT) bzw. der ent-
sprechenden Algorithmen der schnellen Fourier-Transformation (FFT)
- vgl. Kap. 2.2.3 - bewerkstelligt werden.

Wie in Bild 3.6 schematisch dargestellt, kdnnen die einzelnen
Schritte des Algorithmus mit Cepstrum-Bildung /2/ wie folgt zu-
sammengefaBft werden :

i) Berechnung der diskreten Fourier-Transformation (DFT) der

charakteristischen Funktion

sDFT(n) = DFT{Cl(k)} (3.68)
mit
k
Cy(k) = T cl(j) und cl(j) =c(j) - 8§(3). (3.69)
j==(n,-1)

ii) Berechnung des komplexen Logarithmus
SLN(n) = 1n SDFT(n) (3.70)

und des komplexen Cepstrums der charakteristischen Funktion

_ -1
Scgplk) = DFT {SLN(n)}. (3.71)
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iii) Separation der Maximal- und Minimalphasenanteile. Das Teil-

Cepstrum
SCEP(k) k >0
+
Scep(®) (3.72)
0 k <0

stellt den zum l/WZT(z) gehdérenden Anteil, der jedoch wegen
der tiberlappung von Amplitudenanteilen von Maximal- und Mini-
malphasenfolgen an der Stelle k=0 (vgl. Gl.(2.58)) noch un-

normiert ist.

diskreter Z-Bereich Cepstrum—
Zeitbereich (approximiert Bereich
durch DFT)
a(-k) b(k)
\?
c(k)

l DFT
O—eo»—
€ (k) Sppr(™

l komplexer

Logarithmus -1
DFT

SLN(n) = 1ln SDFT(n) o—a—1U0) SCEP(k)
Separation l

+ DFT +
._____.4__0
Sprr(™ Scep(®)

l (=)
-1 e

DFT
Wy (k) O————ou) L (n)

lNormi erung

w(k)

Bild 3.6 Schematische Darstellung des Algorithmus zur Warte-
zeitanalyse des zeitdiskreten GI/G/1-Systems mittels

Cepstrum-Bildung
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iv) Berechnung der unnormierten Wartezeitverteilung wl(k) mittels
inverser Cepstrum-Bildung nach Gl.(2.5la-c)

+ +
Sppp(n) = DFT{SCEP(k)} (3.73)
+
S (n)
W opep(m) = —E—= e PFT (3.74)
4 S (n)
EXP
w, (k) = DFT ' {w (n)} (3.75)
1 1,EXP : °
v) Berechnung der Wartezeitverteilung w(k) durch Normierung von
wl(k).

Der hier behandelte Algorithmus mit Cepstrum-Bildung stellt eine
effektive Methode zur Berechnung der Wartezeitverteilung des zeit-
diskreten GI/G/1-Systems dar. Der Algorithmus ist besonders gut
geeignet fiir Systeme, bei denen die Anzahl von Verteilungswerten
der Zwischenankunfts- und Bedienzeiten groB ist. Dies ist begriin-
det durch die Anwendung von effektiven Algorithmen zur schnellen
Fourier-Transformation (FFT) /1,30/. Dabei miissen die in Kapitel
2.5.2e diskutierten numerischen Probleme, die bei der Berechnung
des komplexen Cepstrums auftreten, z.B. die {iberlappung von Cep-
strum-Komponenten (aliasing) oder die Entflechtung von Phasenver-
ldufen des Cepstrums (phase unwrapping /72/), beriicksichtigt wer-
den.
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3.4.4 Mittelwerte und weitere Systemcharakteristiken

Einige wichtige Systemcharakteristiken, die direkt aus der Warte-
zeitverteilung w(k) der Anforderungen in einem stationdren GI/G/1-
System gewonnen werden koénnen, werden im folgenden diskutiert.

a) Wartewahrscheinlichkeit

Wie anhand von Gl.(3.37) bereits diskutiert, ist die Wahrschein-
lichkeit dafiir, daB eine ankommende Anforderung warten muB, d.h.
eine positive Wartezeit erfdhrt, identisch mit der Wahrscheinlich-
keit, daB unmittelbar vor dem Ankunftszeitpunkt der Anforderung

die Bedieneinheit belegt ist

P.= 5 u(k)=1=-u(0)=1-w(0) . (3.76)

b) Wartezeit beziiglich wartender Anforderungen

Aus der Wartezeitverteilung w(k) der ZV W fiir die Wartezeit einer
beliebigen Anforderung 148t sich die Verteilung w>0(k) der Warte-
zeit w>0 von Anforderungen, die warten miissen, wie folgt berechnen

0 k<0
w>o(k) = P(W>O= k) = . (3.77)
w(k)/Pw k>0

Zwischen den Mittelwerten von W und W>0 besteht infolgedessen

der Zusammenhang:

EW = EW>0.PW . (3.78)

c) Systembelegung und mittlere Warteschlangenlédnge

Aus den mittleren Wartezeiten koénnen durch Anwendung des Little-
schen Theorems die Mittelwerte der Warteschlangenldnge (ZV Q) und

der Systembelegung (ZV X) berechnet werden.
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Betrachtet man ein beliebiges System mit der mittleren Zwischenan-
kunftszeit EA, der mittleren Aufenthaltsdauer ET von Anforderungen
und der mittleren Systembelegung EX - d.h. die mittlere Anzahl von
Anforderungen im System -, so gilt die Littlesche Mittelwertformel:
- ET

EX = EA - (3.79)
Fiir das gesamte GI/G/1-System mit der mittleren Aufenthaltsdauer
EW + EB und der mittleren Zwischenankunftszeit EA (Ankunftsrate
1/EA), so ergibt sich die mittlere Systembelegung EX gemiB8 Gl.
(3.79) zu

EW + EB EW

EX = ———— =

=L oo (3.80)

Wird dagegen bei der Anwendung der Little-Formel nur die Warte-
schlange als System mit der mittleren Aufenthaltsdauer EW>0 und
der mittleren Zwischenankunftszeit EA/PW, (Ankunftsrate Pw/EA) be-
trachtet, errechnet sich die mittlere Warteschlangenlinge zu
EW>0.Pw

BQ = —20"W _ EW

EA EA - EX - p . (3.81)

Weitere interessierende GréB8en und Verteilungen, z.B. die Freipe-
riode der Bedieneinheit und der AusgangsprozeB des zeitdiskreten
GI/G/1-Systems, werden im ndchsten Unterkapitel hergeleitet.
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3.5 Verteilung der Freiperioden und des Ausgangsprozesses

3.5.1 Allgemeines

Der AusgangsprozeB eines GI/G/l-Systems gehdrt i.a. nicht zur
Klasse von Erneuerungsprozessen. Nur in einzelnen speziellen Fdllen
ist es méglich, diesen AusgangsprozeB, welcher sich aus aufeinan-
derfolgenden, z.T. voneinander abhdngigen Zwischenendigungsabstdn-
den zusammensetzt, vollstindig zu beschreiben /9,10,29,57,62/.

In Burke /9,10/ wurde gezeigt, daB der AusgangsprozeB des zeitkon-
tinuierlichen M/M/n-Systems ein Poisson-ProzeB ist. Ein Beweis
dieses Sachverhalts, bei dem die zeitreversible Eigenschaft von
stationiren Markoff-Prozessen herangezogen wird, findet sich in
Reich /62/. Eine ausfiihrliche Analyse des M/D/1-Systems im konti-
nuierlichen Zeitbereich wurde von Pack /57/ vorgestellt., Heffes
/29/ untersuchte den Ausgangsstrom des GI/M/1-Systems mit unter-
brochenen Poisson-Prozessen (IPP: interrupted Poisson process) als

AnkunftsprozesB.

AuBer diesen Ausnahmen beschridnken sich die meisten Untersuchungen
in der Literatur auf die Ermittlung von Verteilungsfunktionen der
Zwischenendigungsabstinde - im folgenden auch als Ausgangsvertei-
lungsfunktionen bezeichnet - und ihrer Momente. In Marshall /51/

wurden Beziehungen fiir die ersten zwei Momente der Ausgangsvertei-
lung angegeben. Momente dieser Verteilungsfunktion bei zeitkonti-

nuierlichen Systemen der Klassen M/G/1, Ek/M/l und Ez/Ez/l wurden
in Makino /50/ hergeleitet. Eine Uibersicht iiber Untersuchungen der

Ausgangsprozesse findet sich in Daley /22/.

In diesem Unterkapitel wird eine Methode im diskreten Zeitbereich

zur Berechnung von Verteilungen der Freiperioden und der Ausgangs-
prozesse zeitdiskreter GI/G/l-Systeme vorgestellt. Fir die Analyse
werden folgende Zufallsvariablen (zV) definiert :

I ZV fir die Dauer von Freiperioden
D zV fir die Zwischenendigungsabstdnde
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3.5.2 Verteilung der Freiperioden

Bild 3.7 zeigt eine Stichprobe des ProzeBverlaufs der Restarbeit
in einem eingeschwungenen GI/G/l1-System, wobei der Zusammenhang
zwischen der virtuellen Restarbeit UY und der Freiperiode I ver-
deutlicht wird. Es ist ersichtlich, daB die Linge einer Freipe-
riode identisch ist mit dem negativen Anteil der virtuellen Rest-
arbeit. Dabei wird vorausgesetzt, daB die Dauer einer Freiperiode
eine positive GréBe ist. Die Verteilung der Freiperiode kann nun

aus der stationdren Verteilung der virtuellen Restarbeit

u’(k) = w(k) * c(k) ,k>-(n,-1) , (3.82)

gewonnen werden:

i(k) P(I = k) = P(U = -k)

K.u'(-k), k=1,...,n,-1, (3.83a)

wobei K eine Normierungskonstante darstellt:

n,-1
-1 & v, .
K = % u (-j) . (3.83b)
j=1
Restarbeit
\ A
+
U
B
! Frei-
u- 1 Periode
o— I —of
I
ey \ ‘
N i Zeit
\\ 1
1
N
>
W

Bild 3.7 Virtuelle Restarbeit und Freiperiode
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Man erhidlt schlieBlich fiir die Verteilung der Freiperiode eines
GI/G/l-Systems:

V(=k)
-1

u’(-3)

i(k) = s k=1,2,...,n,-1. (3.84)

n

L T =1

3.5.3 Verteilung des Ausgangsprozesses

Bild 3.8 zeigt einen ProzeBverlauf der Restarbeit, wobei aufein-
anderfolgende Betriebs- (S) und Freiperioden (I) dargestellt wer-
den. Die Endigungen kennzeichnen Ereigniszeitpunkte des Ausgangs-

prozesses.

Zwei unterschiedliche Typen von Ausgangsereignissen kdnnen unter-

schieden werden:

- Ausgangsereignis vom Typ 1l: Die Endigung ist am Ende einer
Betriebsperiode. Die Zwischenendigungszeit D, d.h. das Zeit-
intervall bis zur nichsten Endigung, ist die Summe einer Frei-
periode I und einer Bedienzeit B.

- Ausgangsereignis vom Typ 2: Die Endigung findet wihrend einer

Betriebsperiode statt. Die Zwischenendigungszeit D in diesem

Fall betrigt nur eine Bedienzeit B.

[

PV b FrT ey b vyt

- D - Endigungen

Bild 3.8 Stichprobe des Ausgangsprozesses
(S : Betriebsperiode, I : Freiperiode, B : Bedien-
zelit)



Bild 3.9 Phasendiagramm der Zwischenendi-
gungszeit des Ausgangsprozesses

Die entsprechende Phasendarstellung fiir die Verteilung des Aus-
gangsprozesses zeigt Bild 3.9. Die Wahrscheinlichkeit Pl’ daB ein
Ausgangsereignis vom Typ 1 ist, 148t sich aus folgenden Schritten
bestimmen:

i) Wird der ProzeB der Restarbeit (s. Bild 3.8) iiber eine hin-
reichend lange Zeitspanne T0 beobachtet, so ist die Anzahl
der Betriebsperioden wahrend dieser Zeitspanne

__To
EI + ES °

Die Anzahl von ankommenden Ereignissen (bzw. von Ausgangser-"

eignissen) wdhrend der Zeit T, betrigt

0
To
EA °

Daraus ergibt sich die mittlere Anzahl von Ausgangsereig-
nissen pro Betriebsperiode

EI + ES

ng = ELEES (3.85a)
ii) Die Wahrscheinlichkeit Pl lautet
- 1 _ __EA
PL = n, = ET + ES ’ (3.85b)



- 81 -
wobei der Mittelwert ES der Betriebsperiode noch zu bestimmen
ist.

iii) Andererseits erhdlt man von der Auslastung p des Systems

_ EB _ ES
P= H * ¥ +ES ° (3.85¢c)

iv) Durch Einsetzen von ES aus iii) in ii) ergibt sich schlieB-
lich fiir die Wahrscheinlichkeit Pl

_ EA - EB
Py = —g1 - (3.86)

Aus der Phasendarstellung der Zwischenendigungszeit D in Bild 3.9
148t sich die Verteilung des Ausgangsprozesses des GI/G/l-Systems

wie folgt angeben

d(k) = P (i(k) * b(k)) + (1 - Py) b(k),
k=0,1,...,(ny-1)+(ng-1),  (3.87)

oder im Z-Bereich

dZT(z) = bZT(z) (1 - Pl + Pl iZT(z)) o (3.88)
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3.6 Ergebnisse

In diesem Unterkapitel werden Ergebnisse fiir charakteristische
GroBen zeitdiskreter GI/G/l1-Systeme diskutiert. Die numerischen
Berechnungen basieren auf dem in Kap. 3.4 beschriebenen Algorith-
mus mit Cepstrum-Bildung. Die Ergebnisse sind im folgenden auf

At = 1 normiert.

Flir Vergleichszwecke werden folgende zeitkontinuierlichen Vertei-
lungsfunktionen - hinsichtlich verschiedener Bereiche von Varia-
tionskoeffizienten - genommen (vgl./45,47,70/):

- D : Deterministisch (c=0)

- Erlangsche Verteilung n-ter Ordnung (0<cgl)

E
- M : Markoff, negativ-exponentielle Verteilung (c=1)
H

5 ¢ Hyperexponentielle Verteilung 2-ter Ordnung mit

Symmetrieannahme /45/ (c>1)

3.6.1 Systeme mit beliebig verteilten Zwischenankunfts- und

Bedienzeiten

In den meisten Anwendungen zeitdiskreter Analyseverfahren liegen
Verteilungsfunktionen in der Form von Histogrammen vor, die z.B.
aus Messungen gewonnen werden. Zur Illustration werden folgende

einfache Verteilungen fiir die Zwischenankunfts- und Bedienzeiten
betrachtet:

a(2)=25/72, a(5)=22/72, a(8)=25/72, a(k)=0 sonst,

b(l)=1/2, b(2)=1/3, b(8)=1/6, b(k)=0 sonst,
mit:

EA =5, EB = 2.5 (p = 0.5) , €y = 0.5, cp=1.
Bild 3.10 zeigt die komplementdren Verteilungsfunktionen fiir die
Wartezeit beziliglich wartender Anforderungen, die Freiperiode und
den AusgangsprozeB dieses Systems, wobei der treppenfdrmige Cha-
rakter zu erkennen ist. Da die Zwischenankunftsverteilung begrenzt
ist, sind die Verteilungen der Freiperioden und der Zwischenendi-
gungszeit ebenfalls endlich (vgl. Gl1.(3.84) und (3.87)).
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Bild 3.10 Komplementdre Verteilungsfunktionen
der Wartezeit, der Freiperioden und
der Zwischenendigungszeit des Aus-
gangsprozesses eines zeitdiskreten
GI/G/1-Systems
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3.6.2 Systeme mit negativ-binomial verteilten Zwischenankunfts-—

und Bedienzeiten

In diesem Unterkapitel wird anhand von negativ-binomial verteilten
Zwischenankunfts- und Bedienzeiten eine systematische Untersuchung
des zeitdiskreten GI/G/1-Systems mit zweiparametrischen Verteilun-
gen durchgefiihrt (vgl./71/). Das entstandene System ist dementspre-
chend vom Typ NEGBIN/NEGBIN/1, welcher gemiB Gl.(2.17a,b) parame-
trisch festgelegt werden kann. Fiir numerische Zwecke werden die
eingesetzten negativ-binomialen Verteilungen begrenzt (typischer-
weise werden Verteilungswerte kleiner als €=lo"9 vernachldssigt und
die verbliebenen Verteilungswerte normiert), so daB die in Gl.
(3.56a,b) diskutierten Voraussetzungen erfiillt sind.

a) Wartezeitverteilung

Die komplementdren Wartezeitverteilungsfunktionen bzgl. wartender
Anforderungen zeitdiskreter Systeme vom Typ NEGBIN/D/1 werden in
Bild 3.11 dargestellt. Die Variationskoeffizienten sind hier so
gewdhlt, daB die betrachteten Bedienzeiten jeweils die zeitdiskre-
ten Aquivalente der oben erwdhnten zeitkontinuierlichen Vertei-
lungstypen Erlang 4-ter Ordnung E4 (cA=0.5), negativ-exponentiell
M (CA=1) und hyperexponentiell H2 (cA=l.5), darstellen.

b) Freiperiode

Die mittlere Dauer der Freiperioden wird in Bild 3.12 und Bild
3.13 als Funktion des Variationskoeffizienten der Zwischenankunfts-—
verteilung dargestellt. Bild 3.12 zeigt den EinfluB des Bedienpro-
zesses und Bild 3.13 der Verkehrsbelastung auf die Freiperiode.

Fiir den speziellen Fall Cg = 1 entspricht das betrachtete zeitdis-
krete NEGBIN/NEGBIN/1-System dem zeitkontinuierlichen GI/M/l1-System.
Fir GI/M/1 Systeme kann bewiesen werden (vgl. Halfin /27/), daB bei
hoher Verkehrsintensitdt (p+1) die Grenzverteilung der Freiperio-
den mit der Rekurrenzzeit-Verteilung des Zwischenankunftsprozesses
identisch ist. Dies wird in Bild 3.13 verdeutlicht.
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Bild 3.12

EinfluB des Ankunfts-
bzw. des Bedienpro-
zesses auf die Frei-
periode

Bild 3.13

EinfluB der Verkehrs-
intensitdt auf die
Freiperiode
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c) Ausgangsprozesse

Die komplementiren Verteilungsfunktionen der Zwischenendigungszeit
zeitdiskreter NEGBIN/NEGBIN/l-Systeme werden in Bild 3.14 fiir ver-
schiedene Zwischenankunftsprozeftypen gezeigt. Es ist ersichtlich,
daB fiir groBere Werte der Zeitparameter die Verteilung des Ausgangs-

prozesses in eine geometrische Verteilung iibergeht.

Der Variationskoeffizient der Zwischenendigungszeit wird in Bild
3.15 und Bild 3.16 als Funktion des Variationskoeffizienten der
Bedienzeit dargestellt. Die parametrische Beeinflussung des An-
kunftsprozesses wird in Bild 3.15 verdeutlicht, wdhrend in Bild
3.16 verschiedene Zwischenankunftsprozesse mit unterschiedlichen
Mittelwerten (bzw. Verkehrsangeboten p = EB/EA) und Variationsko-

effizienten Ca untersucht werden.

Den EinfluB der Verkehrsintensitidt auf den AusgangsprozeB8 zeigt
Bild 3.17, wobei der Variationskoeffizient ch der Zwischenendi-
gungszeit in Abhingigkeit vom Variationskoeffizienten Ca der Zwi-
schenankunftszeit und vom Verkehrsangebot dargestellt wird. Wie
erwartet, geht der AusgangsprozeB bei verschwindendem Verkehrsan-
gebot (0>0) in den Eingangsprozef lber (cD=cA). In Bild 3.17 ist
ebenfalls ersichtlich, daB bei starkem Verkehr, d.h. an der Stabi-
litidtsgrenze des Systems (p>1), die Zwischenendigungszeit mit der
Bedienzeit identisch ist. Der Grund liegt darin, daB bei diesem
Grenziibergang praktisch keine Freiperioden existieren.

Die Genauigkeit der zeitdiskreten AusgangsprozeBberechnung wird
mit dem Vergleich in Tabelle 3.1 aufgezeigt, wobei Ergebnisse ge-
miB der Beziehung in Marshall /51/ fir GI/G/l-Systeme

2 _ 2 2.2 _ B EW
€y = Ca + 2p Cg 2p(1 P) EB (3.89)

den anhand Gl.(3.87) ermittelten Ergebnissen fiir den Ausgangspro-

zeB gegenilibergestellt werden.
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Komplementdre Vertei-
lungsfunktion der
Zwischenendigungszeit
eines zeitdiskreten
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Bild 3.15
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prozeB
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Bild 3.16

EinfluB der Verkehrs-
intensitdt bzw. des
Ankunftsprozesses auf
den Ausgangsprozefl

Bild 3.17

Eingang/Ausgang-Dar-
stellung eines
NEGBIN/NEGBIN/1-Systems
bzgl. der Variationsko-
effizienten der Vertei-
lungen



Tabelle 3.1 Variationskoeffizient der Zwischenendigungszeit-
verteilung des Ausgangsprozesses : Vergleich
zwischen zeitdiskreter Analyse und Auswertung der
Marshall-Formel /51/ (p=0.5, EA=100)

cp System cB=0 «5 cB=1 .0 cB=1 5

e, = 0.5 NEGBIN/NEGBIN/1 0.5565010 0.7305068 0.9343127
(MARSHALL) 0.5565011 0.7305071 0.9343137

ey = 1.0 NEGBIN/NEGBIN/1 0.9006082 0.9994338 1.145259
(MARSHALL) 0.9006088 0.9994346 1.145261

cp = 1.5 NEGBIN/NEGBIN/1 1.259669  1.324368  1.429765
(MARSHALL) 1.259670  1.324369 1.429768

3.6.3 Approximative Berechnung fiir zeitkontinuierliche Systeme

Die zeitdiskrete Analyse kann approximativ zur Untersuchung zeit-
kontinuierlicher Systeme angewendet werden, die keinem geschlosse-
nen exakten Analyseverfahren zugdnglich sind bzw. fiir die eine nu-
merische Losung im kontinuierlichen Zeitbereich mit hohem Aufwand
verbunden ist. Die Verteilungsfunktionstypen in Tabelle 3.2 werden
so gewdhlt, daB Vergleichswerte (z.B., /64/), die mittels zeitkon-
tinuierlicher Analyse gewonnen werden, vorhanden sind. Die Appro-
ximationsgenauigkeit wird fiir GI/G/1-Systeme mit unterschiedlichen

Zwischenankunfts- und Bedienprozessen verdeutlicht.

Tabelle 3.3 zeigt einen Vergleich der zeitdiskreten Ausgangspro-
zeBberechnung von NEGBIN/NEGBIN/1-Systemen (cA=l) mit exakten Er-
gebnissen, die anhand der Formel in Makino /50/

2

_ 2 2
¢p = l1- p"(1 - CB) (3.90)

fiir Systeme vom Typ M/G/l1 berechnet werden.



Tabelle 3.2 Mittlere Wartezeit in zeitkontinuierlichen GI/G/1-
Systemen : Vergleich zwischen zeitdiskreter Analyse
und tabellierten Ergebnissen in /64/
(p=0.5, EA=40)

EW Ankunf ts— E2 M H2

prozeBtyp c,= 0.5 c,=1.0 c,=2.0
A A A

Bedienpro-

zeBtyp Analysemethode

D diskrete Approx. 0.17672 0.50018 1.3199

cg = 0 exakte Analyse /64/ 0.17672 0.50000 1.3191

E diskrete Approx. 0.39045 0.75030 1.7647

c2 = 0.5 exakte Analyse /64/ 0.39054 0.75000 1.7640

M diskrete Approx. 0.61812 1.0003 2.1630
cg = 1.0 exakte Analyse /64/ 0.61803 1.0000 2.1621
HZ diskrete Approx. 2.0938 2.5004 4.0449
cg = 2 exakte Analyse /64/  2.0935 2.5000 4,0439

Tabelle 3.3 Variationskoeffizient der Zwischenendigungszeit-
verteilung des Ausgangsprozesses : Vergleich
zwischen zeitdiskreter Analyse (NEGBIN/NEGBIN/1-

System) und Auswertung der Ergebnisse in Makino /50/
(CA=1, EA=100)

cp System cB=0.5 cB=1.0 cB=1.5
p=0.3 NEGBIN/NEGBIN/1 0.96495 0.99943 1.0543
M/G/1 (MAKINO) 0.96566 1.0 1.0547
p= 0.5 NEGBIN/NEGBIN/1 0.90061 0.99943 1.1452
M/G/1 (MAKINO) 0.90139 1.0 1.1456
o= 0.7 NEGBIN/NEGBIN/1 0.79463 0.99959 1.2695
M/G/1 (MAKINO) 0.79530 1.0 1.2698
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4. BEISPIELE FUR ZEITDISKRETE ANALYSE KOMPLEXER MODELLE

Ziel dieses Kapitels ist es, die Anwendung zeitdiskreter Analyse-
methoden in komplexen Leistungsuntersuchungen anhand einiger Mo-
dellbeispiele zu erdrtern.

4.1 Zeitdiskrete Analyse einer Uberlastabwehrstrategie in
rechnergesteuerten Vermittlungssystemen

4.1.1 Modellbildung von tiberlastabwehrstrategien

In der Konzipierung und in der Entwicklung moderner rechnerge-
steuerter Vermittlungssysteme wird die tiberlaststeuerung zu ei-
nem der zentralen Probleme, welche die Leistungsfihigkeit eines
Vermittlungssystems entscheidend beeinflussen. Dieses Problem
wird, bedingt durch die Einfiihrung neuer Dienste und Leistungs-
merkmale, zunehmend komplexer. Im Zuge der technologischen Fort-
schritte, die zu neuartigen Systemarchitekturen fiihren, wird die
Leistungsbeurteilung bzw. die Gewdhrleistung der Funktionsfdhig-
keit eines Vermittlungssystems in {iberlastsituationen schwieriger.

Bei den Verkehrsmodellen zur Untersuchung des Uberlastphinomens
und der Yberlastregelungsmechanismen kdnnen zwei Hauptklassen von
MaBnahmen und entsprechende Modellbildungen unterschieden werden

/69/

i) Optimierung der Ausnutzung vorhandener Kapazitit:
Bei dieser Klasse von tiberlastabwehrstrategien wird in Uber-
lastsituationen die Systemkapazitdt vorrangig fiir die Behand-
lung bereits vorhandener Arbeiten im System eingesetzt. Dies
kann z.B. durch lastgesteuerte Abfertigungsstrategien und
Pricritdtsgebung geschehen.

ii) Drosselung des angebotenen Verkehrs:
Zu dieser Klasse gehdren tberlastabwehrmaBnahmen und Modelle,

bei denen in {berlastsituationen die Annahme des ankommenden

Verkehrs so kontrolliert wird, daB Uberlastentwicklungen recht-
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zeitig abgeschwidcht bzw. vermieden werden kénnen. In Vermitt-
lungssystemen wird diese Klasse von MaBnahmen meist zusammen
mit den unter i) klassifizierten Strategien konzipiert und

implementiert.

Eine tiberlastabwehrstrategie wird durch folgende Merkmale gekenn-
zeichnet :
- Uberlastindikator :
Anzeige des Gefihrdungsgrades der aktuellen tiberlastsituation
- Abwehrmechanismus
MaBnahme bzw. eine abgestimmte Folge von MaBnahmen, die im ber-

lastfall zur tberlastabwehr aktiviert werden.

In diesem Unterkapitel wird ein lastgesteuerter {Uberlastabwehrme-
chanismus mittels zeitdiskreten Analyseverfahren untersucht. Ab-
wehrstrategien dieser Klasse werden z.B. zur Uberlastregelung in
peripheren Steuerungen des EWSD-Vermittlungssystems - unter der
Bezeichnung TAIL (Time Account Input Limitation) - konzipiert und

untersucht /21/.

4.1.2 Lastgesteuertes tiberlastabwehrverfahren und Modellbildung
Bild 4.1 zeigt schematisch das Verkehrsmodell der hier untersuch-
ten Uberlastabwehrstrategie, die auf einem riickkopplungsbehafte-

ten GI/G/l1-System basiert. Der Rufankunftsverkehr wird mit einem
Erneuerungsprozef mit allgemein verteilten Zwischenankunftsabstidn-

v

Bild 4.1 Riickkopplungsbehaftetes System zur
Modellierung einer lastgesteuerten
Uberlastabwehrstrategie
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den (zV A) modelliert. Die Rufverarbeitung setzt sich aus Verar-
beitungszeiten einzelner Steuerungsaufrufe (Teilrufe, vgl. /69/)
zusammen. Der gesamte Aufwand der Steuerung zur Verarbeitung eines
Rufes - der im folgenden auch als Anforderung bezeichnet wird -
wird durch die allgemein verteilte 2ZV B charakterisiert. Es wird
fir die Analyse vorausgesetzt, daB die %V A und B vom zeitdiskre-
ten Typ sind.

Betrachtet wird nun eine Testanforderung (bzw. Testruf), die zum
Ankunftszeitpunkt die Restarbeit U antrifft. Die tiberlastabwehr—
strategie besteht prinzipiell darin, daB die Testanforderung abge-
wiesen wird, falls U einen Schwellenwert L erreicht oder iiber-
schritten hat.

Es soll an dieser Stelle darauf hingewiesen werden, daB als tiber-
lastindikator nicht die Anzahl der angetroffenen Rufe im System,
sondern die Restarbeit, die der Anzahl der noch zu verarbeitenden
Steuerungsaufrufe entspricht, genommen wird. Wegen dieser Riick-
kopplung ist das Modell in der vorgestellten allgemeinen Form kei-
nem Analyseverfahren im kontinuierlichen Zeitbereich zuginglich.

Mit der Notation der Zufallsvariablen

Un : ZV fir die Restarbeit im System unmittelbar vor dem
Ankunftszeitpunkt der n-ten Anforderung (bzw. des n-ten

Rufes)

kann die Uberlastabwehr- bzw. die Rufannahmestrategie wie folgt
formuliert werden :

Un <L Anforderung n wird angenommen
U, > L Anforderung n wird abgewiesen.

4.1.3 Zeitdiskreter Algorithmus zur Modellanalyse

Bild 4.2 zeigt eine Stichprobe des ProzeBverlaufs der Restarbeit
im System. Die Zwischenankunftszeit und die Bedienzeit werden zu-
ndchst als anforderungsabhdngig betrachtet
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Un Un+1

Bild 4.2 Stichprobe des ProzeBverlaufs der Restarbeit
im Uberlastabwehr-Modell

A ZV fiir die Zeitdauer zwischen den Ankunftszeitpunkten der
n-ten und der (n+l)-ten Anforderung. Diese ZV kann z.B. zur
Beschreibung von instationdren Ankunftsprozessen herangezo-

gen werden.
B ZV fiir die Bedienzeit der n-ten Anforderung. Diese Zeit-
spanne modelliert die gesamte Verarbeitungszeit des n-ten

Rufes.

Betrachtet man als Bedingung die Annahme der n-ten Anforderung

(Un<L), so entstehen folgende Zufallsvariablen

Up,0 = UnlUn<L + Up g =0 |U;>L (4.1)
mit den normierten Verteilungen
u (k) ==i— u (k) , k=0,1 =1 (4.2a)
n,0 1-B n ! rersecy ' ‘
A,n
u (k) =1 —u (k) k=L oo (4.2b)
n,l B n ' pome = ) :
A,n
wobei BA n die Blockierungswahrscheinlichkeit der n-ten Anforderung
I
bedeutet :
BA,n = i un(l) . (4.3)
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Die Verteilungen in Gl.(4.2a,b) werden im spater vorgestellten Algo-

rithmus in der unnormierten Form benutzt :

-

un,O(k) = un(k) , k=0,1,...,L-1, (4.4a)

-

un,l(k)

[

un(k) r k=L, ... (4.4Db)

Fihrt man zus&dtzlich folgende ZV bzgl. der (n+l)-ten Anforderung

ein

U |Un<L . lu_> L, (4.5)

Un+l,0= n+1l Un+l,l =

so ergeben sich folgende Beziehungen zwischen den Zufallsvariablen
und Verteilungen (vgl. Herleitung der Lindley-Integralgleichung in
Kap. 3.3) :

i) U <L : die n-te Anforderung wird angenommen

n

Un+1,0 = Un,O + Bn - An (4.6a)
oder gemdB Gl.(3.32)
- * * -
un+l,0(k) TTO(Unlo(k) bn(k) a( k)), (4.6b)

wobei “0 den in G1.(3.31) definierten Operator bedeutet.

ii) Un2 L : die n-te Anforderung wird abgewiesen

Un+l,l = Un,l - An (4.7a)
oder
= * -
un+l,l(k) no(un’l(k) an( k)) (4.7b)

Mit der Betrachtung der totalen Wahrscheinlichkeit erhilt man :

Unsr (k) = (1-By

) Unia,0(K) * By p U, (K) (4.8)
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Aus Gl.(4.6b), (4.7b), (4.8) und (4.2a,b) ergibt sich die rekursi-
ve Beziehung zur Bestimmung der Restarbeit:
) = - * * = - * o
U (k) molup, (%) b (k) * a (-k)) + moluy 1(k) * ay( k))

mo (g o) * b (k) + uy 1 (k) * a (=k)) (4.9)

Aus Gl. (4.9) laBt sich auf sukzessive Weise die angetroffene
Restarbeit der (n+l)-ten Anforderung aus der angetroffenen Restar-
beit der n-ten Anforderung berechnen, wobei die Zwischenankunfts-
verteilung sowie die Bedienzeitverteilung anforderungsindividuell
gewdhlt werden kdnnen. Dies fiihrt zu einem iterativen Algorithmus
zur Berechnung der Restarbeit im System zu den Ankunftszeitpunk-
ten. Daraus 148t sich die Blockierungswahrscheinlichkeit der an-
kommenden Anforderungen bzw. der Rufe berechnen. Dieser Algorith-
mus im Zeitbereich (vgl. Kap.3.4.1 und Bild 3.5) wird in Bild 4.3

schematisch dargestellt.

Der hier vorgestellte Algorithmus kann in der allgemeinen Form

fiir Systeme mit anforderungsabhingigen Zwischenankunfts- und Be-
dienzeiten angewendet werden. Dies bedeutet, daB Leistungsunter-
suchungen sowohl unter stationdren als auch unter instationdren

Belastungen mit diesem Algorithmus durchfiihrbar sind.

blk) apl-k)

Un(k) Un4‘|(k)

- L

Bild 4.3 Schematische Darstellung des Algorithmus
zur Analyse des Uberlastabwehr-Modells
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Die Schritte des Algorithmus sind im einzelnen :

i) Initialisierung der Restarbeit un(k), n=0, Dies kann z.B.
durch die Betrachtung eines leeren Systems beim Eintreffen
der O-ten Anforderung geschehen (vgl. Gl.(3.54)).

-

ii) Aufteilung der Verteilung_un(k) in uy

Gl.(4.4a,b).

'0(k) und un,l(k) gemiB

iii) Durchfiihrung der Faltungs- und Tb—Operationen gemdB Gl.(4.9)
zur Berechnung der von der (n+l)-ten Anforderung angetroffe-

nen Restarbeit un+l(k)'

iv) Falls Zwischenankunftsabstinde und Bedienzeiten unabhdngig
und identisch verteilt sind, d.h.:

A =2aA , Bn =B fir alle n,
so kann die Verteilung der Restarbeit beim Ankunftszeitpunkt
einer Anforderung eines Systems im eingeschwungenen Zustand

U = 1lim Un

n—>oo

durch Wiederholung der Schritte ii) und iii) bis zur Konver-
genz berechnet werden. Als Konvergenzkriterium wird die Diffe-
renz zwischen den Mittelwerten zweier bzw. mehrerer sukzessiv

ermittelter Restarbeit-Verteilungen genommen.

Die hier bendtigten Faltungsoperationen k&nnen z.B. mit der dis-—
kreten Fourier-Transformation (DFT) und entsprechenden Algorithmen
der schnellen Fourier-Transformation (FFT) - vgl. Kap. 2.2.3 -

durchgefiihrt werden.



4.1.4 Ergebnisse

Im folgenden wird - &dhnlich wie im Kapitel 3.6.2 - anhand von
negativ-binomial verteilten Zwischenankunfts- und Bedienzeiten
eine systematische Untersuchung der parametrischen Beeinflussung
der Ankunfts- und Bedienprozesse auf die Leistung der Uberlastab-

wehrstrategie durchgefiihrt.

100
o L/EB = 8
EB = 20, c_=0.5
& B
8
5
O
S 107!
=
=
S
:
=
a
5 102
['4
&y
N
S
Q
(%]
34}
1073
1074

03 0.4 05 06 0.7 08 09 1.0
VERKEHRSANGEBOT (=EB/EA

Bild 4.4 Abhdngigkeit der Blockierungswahr-
scheinlichkeit vom Typ des Ankunfts-
prozesses und von der Verkehrsinten-
sitdt
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a) Stationdres Verhalten der ilberlastabwehrstrategie

Bild 4.4 zeigt den EinfluB der Verkehrsintensitit und des An-
kunftsprozesses auf die Blockierungswahrscheinlichkeit. Es ist
ersichtlich, daB die Blockierungswahrscheinlichkeit vom Typ bzw.
Variationskoeffizienten des Ankunftsprozesses sehr stark abhidngig
ist. Dieser Effekt muB bei der Dimensionierung des Schwellenwerts

m“C100

--- p=09
— p=05
EB=20, CB=O. 5

BLOCKIERUNGSWAHRSCHEINLICHKEIT

SCHWELLENWERT L/EB

Bild 4.5 EinfluB des Ankunftsprozesses und der
Dimensionierung des Schwellenwerts
auf die Blockierungswahrscheinlichkeit
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beriicksichtigt werden, wobei der Blockierungseffekt unter norma-
len Lastbedingungen verschwindend klein gehalten werden muS8. Die-
ses Verhalten ist ebenfalls in Bild 4.5 deutlich erkennbar, bei
dem die Blockierungswahrscheinlichkeit als Funktion des Schwellen-
werts der Uberlastabwehrstrategie dargestellt wird fiir verschie-

dene Ankunftsprozeftypen und Systembelastungen.
b) Systemantwort auf instation&dre Uberlastungen

Im Falle einer impulsférmigen iberlastung kann die Systemantwort
durch die Beobachtung der anforderungsindividuellen Blockierungs-—

wahrscheinlichkeit BA - in G1.(4.3) registriert werden.
r

Der tiberlastimpuls wird im folgenden durch eine Verdnderung des
Mittelwertes der negativ-binomial verteilten, anforderungsabhan-

gigen Zwischenankunftszeit realisiert, wobei

EAn =2EB, n=0,...,14 (p=0.5)
EAn = EB n=15,...,39 (p=1)
EAn = 2 EB n=40,... (p=0.5).

Dies entspricht einer rechteckfsérmigen berlastung mit der mittle-
ren Dauer 25 EB. Bild 4.6 zeigt die dynamische Systemantwort auf
diese instationire Uberlastung. Durch unterschiedliche Variations-
koeffizienten der Zwischenankunftszeiten wird der EinfluB des An-
kunftsprozesses auf den Verlauf der Blockierungswahrscheinlichkeit
sichtbar. Es wird dabei vorausgesetzt, daB das System am Anfang
leer ist, d.h. BA,0 =0.

Bei den angenommenen Parametern ist ersichtlich, das die Uber-
lastabwehrstrategie verhdltnismdBig schnell auf den Lastsprung
reagiert und rasch zu den stationdren Werten zuriickkehrt, unab-

hidngig vom Typ des Ankunftsprozesses.
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4.2 Systeme mit zyklischen Abfertigungsmechanismen
4.2.1 Die Klasse von Polling-Systemen

Warteschlangensysteme mit zyklischen Abfertigungsmechanismen, die
auch als Polling-Systeme bezeichnet werden, bilden eine Klasse von
Verkehrsmodellen, die oft in Leistungsuntersuchungen von Rechner-

und Kommunikationssystemen angewendet werden.

Ein Polling-System besteht aus einer Bedieneinheit (oder mehreren
Bedieneinheiten), die eine Anzahl von Warteschlangen abfragt und
anstehende Anforderungen abarbeitet. Die Ablaufsteuerung wird
durch eine Abfertigungsreihenfolge und eine Bedienstrategie cha-
rakterisiert. Die Abfertigungsreihenfolge schreibt vor, wie die
Warteschlangen nacheinander abgefragt werden. Diese kann z.B. zy-
klisch oder prioritdtsgesteuert organisiert werden.

Die Bedienstrategie legt die maximale Anzahl von Anforderungen in
der betreffenden Warteschlange fest, die zu einem Abfragezeitpunkt

abgearbeitet werden. Beispiele dafiir sind :

- Erschdpfende Bedienung : die abgefragte Warteschlange wird
solange bedient, bis keine Anforderungen mehr vorhanden sind

- Gating-Bedienung : nur Anforderungen, die sich zum Abfragezeit-
punkt in der betreffenden Warteschlange befinden, werden abge-
fertigt

- Nicht-erschépfende Bedienung : zu einem Abfragezeitpunkt wird
maximal eine bestimmte Anzahl von Anforderungen bearbeitet.

Nach der Bedienung einer Warteschlange wird bis zum Bedienungsbe-
ginn der nichsten Warteschlange eine Verwaltungszeit bendtigt.
Diese Zeitspanne wird im folgenden als Umschaltzeit bezeichnet.

Die Anwendung von Polling-Systemen in Modellbildungen flir Rechner-
und Kommunikationssysteme erstreckt sich liber eine groBfe Anzahl
von Systemen, z.B. bei Terminal-Multiplexern /48/, in Vermitt-
lungssystemen mit teilzentralen Steuerungen /16,17,24,28,46/ und
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in lokalen Rechnernetzen mit Token-Zugriffsverfahren /12,68,70/.
Zur Verkehrsanalyse von Polling-Systemen existiert eine umfang-
reiche Literatur; eine ausfiihrliche tibersicht findet sich in /68/.

Leibowitz /48/ untersuchte Polling-Systeme mit zyklischer Abfra-
ge, symmetrischem Verkehr, konstanter Umschaltzeit und Gating-Be-
dienung. In /16,17/ wurden Systeme mit erschdpfender Bedienung
behandelt, wobei die Umschaltzeit nicht beriicksichtigt wurde. Die
Losung von Cooper und Murray in /16/ wurde von Hashida /28/ fiir
nicht-verschwindende Umschaltzeiten verallgemeinert. Eine exakte
Lésung fiir den speziellen Fall eines Systems mit zwei Warteschlan-
gen und allgemein verteilter Umschaltzeit wurde von Eisenberg /24/

vorgestellt,

Eine approximative L&ésung fiir Polling-Systeme mit nicht-—erschép-
fender Bedienung und allgemein verteilter Umschaltzeit wurde in
Kihn /46/ entwickelt. Systeme mit begrenzter Warteschlangenlinge
wurden in Tran-Gia und Raith /70/ untersucht, wobei ein numerischer

Algorithmus im kontinuierlichen Zeitbereich vorgestellt wurde.

.
@
<

S
e o o

i

Bild 4.7 Struktur des Polling-Systems
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Die meisten analytischen Arbeiten iiber Polling-Systeme setzen
Poisson-Ankunftsverkehr voraus. Dies stellt eine gute approxima-
tive Verkehrsbeschreibung in Systemen mit einer ausreichend groBen
Anzahl von Verkehrsquellen dar. Realistischer jedoch 148t sich der
Verkehr charakterisieren, indem Ankunftsverkehrsstrome mittels Er-

neuerunasprozessen beschrieben werden.

Eine weitere, hdufig anzutreffende Annahme in der Literatur be-
steht darin, daB die Kapazitdt der betrachteten Warteschlangen
unendlich ist. Die meisten Untersuchungen basieren auf einer Ana-
lyse im transformierten Bereich, die mit Hilfe der Methode der
eingebetteten Markoff-Kette durchgefiihrt wurden. Diese Methode
fiihrt jedoch nicht zu geschlossenen oder numerisch leicht aus-
wertbaren Ldsungen, falls Polling-Systeme mit begrenzter Warte-
schlangen-Kapazitdt Gegenstand der Untersuchung sind.

Im folgenden wird eine approximative zeitdiskrete Analyse fir
Polling-Systeme mit endlichem Warteraum und allgemeinen Ankunfts-

prozessen vorgestellt.
4.2.2 Modellbeschreibung und Voraussetzungen

Die Struktur des betrachteten Modells wurde bereits in Bild 4.7
dargestellt. Obwohl das hier vorgestellte Verfahren zur Analyse

von unsymmetrischen Polling-Systemen mit warteschlangenindividu-
ellen Belastungen angewendet werden kann, wird in diesem Unterkapi-
tel wegen der {ibersichtlichkeit der Fall symmetrischer Systeme

behandelt.
Folgende Symbole und Zufallsvariablen (ZV) werden benutzt :
g Anzahl der Warteschlangen, die zyklisch abgefragt werden

Kapazitdt einer Warteschlange
Zzv fir die Zwischenankunftszeit des Ankunftsprozesses an

n

einer Warteschlange, Verteilung a(k)
B ZV fiir die Bedienzeit, Verteilung b(k)
0 ZV fir die Umschaltzeit, Verteilung o(k)
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Die Warteschlangen werden zyklisch abgefragt und nicht-erschépfend
bedient, wobei maximal eine Anforderung pro Abfrage abgefertigt

werden kann.
4.2.3 Zeitdiskrete Modellanalyse
a) Voraussetzungen und Bezeichnungen

Eine Stichprobe des ProzeBgeschehens in einer Warteschlange - z.B.
in der Warteschlange j - wird in Bild 4.8 gezeigt. Bezeichnet man

als Zykluszeit das Zeitintervall zwischen zwei aufeinanderfolgen-

den Abfragezeitpunkten bzgl. einer Warteschlange, so kann, von der
Warteschlange j aus gesehen, zwischen zwei Typen bedingter Zyklus-
zeiten /46/ unterschieden werden :

C0 Zykluszeit ohne Bedienung einer Anforderung in der Warte-
schlange j

Cl Zykluszeit mit Bedienung einer Anforderung in der Warte-
schlange j.

Go G1
’“_——_’%ﬁ(—'/ﬁ

N T A B

x

1

:

]
7 v AT
XnJ: Xn1 Xn xn+1:

|<~—-C1———-L<————-CO_____.-
|

rq_—-C1———>}-—-C1

Bild 4.8 Stichprobe des ProzeBverlaufs in einer
Warteschlange des Polling-Systems
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Wird die Anzahl der widhrend einer Zykluszeit ankommenden Anforde-
rungen beobachtet, so k&nnen zwei Typen von GruppengrdBen defi-

niert werden:

G zV fir die Anzahl ankommender Anforderungen in einer

bedingten Zykluszeit des Typs i (Ci)’ i=0,1.

Da hier im diskreten Zeitbereich operiert wird, k&nnen zu einem
diskreten Zeitpunkt verschiedene Ereignistypen auftreten. Fir den
Fall, daB Bedienende-, Abfrage- und Ankunftsereignisse gleichzei-
tig eintreffen, wird die Konvention getroffen, daB diese Ereig-
nisse in der aufgezdhlten Reihenfolge behandelt werden.

b) Markoff-Kette und Zustandswahrscheinlichkeiten

Wie in Bild 4.8 dargestellt, wird der Zustandsprozef der Warte-
schlange j von zwei Zufallsprozessen beeinfluBt : dem Ankunftspro-
zeB und dem AbfrageprozeB8. Unter der Annahme, daB diese Prozesse
unkorreliert sind, kann im diskreten Zeitbereich approximativ zu
den Zeitpunkten, die unmittelbar vor den Abfragezeitpunkten der
betrachteten Warteschlange liegen, eine Markoff-Kette eingebettet
werden. Folgende %V zur Zustandsbeschreibung an den Regenerations-

zeitpunkten werden definiert :

Xn zV fiir die Anzahl von Anforderungen in der betrachteten
Warteschlange unmittelbar vor dem n-ten Abfragezeitpunkt
X; zv fir die Anzahl von Anforderungen unmittelbar nach dem

n-ten Abfragezeitpunkt.

Zhnlich wie bei der Definition bedingter Zykluszeiten, unter Be-

riicksichtigung der Bedingung fir Xn’ werden folgende ZV eingefiihrt:

+ + _ + _ +
X = X x =0 » Xp o= XX >0 (4.10)

Xn+l,0= Xn+l|Xn= a ! Xn+1,l= Xn+l|xn> 0. (4.11)

Die Beziehungen zwischen diesen Zufallsvariablen und ihren Vertei-

lungen kdnnen wie folgt angegeben werden :



- 108 -

i) x, =0
+ -
Xh,0°=0 (4.12a)
%000 = (k) (4.12b)
n,0 .

R .

Xn41,0 = Min(X] o+ G, S) = min(Gy,S) (4.13a)
X (k) = T[S(X+ (k) * (k)) (4.13b)
n+1,0 n,o0 go ’ .

wobei der Operator ™ yie folgt definiert wird (analog zur Defini-
tion von 7, in Gl.(3.31)) :

0
x (k) k <m
m™(x(k)) = T x(i) k=m . (4.14)
i=m
0 k >m
ii) X > 0
' =x -1 4.15a)
n,1l n (4.15a
X (k+1l) x_(k+1)
I = - k=0,1 s-1
. P(X_>0) I-x_(0) rlreeey
xh (k) = (4.15b)
0 sonst
X = min(x" .+ G, 8) 4.16
n+l,1 - MUEL 4F Gy (4.16a)
X (k) ™ (xF (k) * g, (X)) (4.16b)
n+l,1 n,1 9 . .

Nach dem Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit erhdlt man fiir die
Zustandswahrscheinlichkeiten am (n+l)-ten Regenerationszeitpunkt :

Xpp1 (k) = x (0).x o (k) + (1-x (0)).x (k), k=0,1,...5,

n+l, n+l,1

(4.17)
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oder mit Gl.(4.12b), (4.13b), (4.15b) und (4.l6b) die Zustands-
gleichungen fiir das Ubergangsverhalten der eingebetteten Markoff-

Kette :
k+1
o (k) = x (0).g4(k) + igl X (1) .9, (k=i+1) k=0,..,5-1
e S ©
X (S) = x_(0) = g,(i) + £ x (i) I g,(m), k = S.
¥l nttl g=g 0 i=1 M meg-i+l b
(4.18)

Befindet sich das System im eingeschwungenen Zustand, mit

X = lim Xn’ (4.19)

n > o

so kann aus Gl.(4.18) das System der stationiren Zustandsglei-

chungen der Markoff-Kette gewonnen werden

k+1
z x(i).gl(k—i+1) y k

i=1

x(k) x(0).94(k) + 0,..,9-1,

© ©

S
x(0) I go(i) + & x(i) I gl(m), k =
i=s i=1 m=S-i+1

I
4]

n

x(S)
(4.20)

Da der AnkunftsprozeB und der AbfrageprozeB als zueinander unkor-
reliert vorausgesetzt wurden, kénnen die Gruppengr&Benverteilungen
go(k) und gl(k) aus der in Kapitel 2.4.4 durchgefiilhrten Berechnung
der Anzahl von Ereignissen in einem beliebig verteilten Intervall

wie folgt angegeben werden :
(k) = c.(0).8(k
9]( ) CJ( ) .S (k)

" _ p(k+1)

m

[}

eytm T (£ () (1)) k=0,1,...,

1 a=g 4=0,1, (4.21a)
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wobei gemdB Gl. (2.46)

M i) = a"(1) *ati) * L. *oagh) . (4.21b)

(k-1)~mal

Die zur Auswertung der Gl.(4.2la) bendtigten Zykluszeitverteilun-
gen sind Gegenstand des im nidchsten Unterkapitel 4.2.3c behandel-
ten Analyseschritts.

c) Zykluszeitanalyse

Setzt man ein im eingeschwungenen Zustand befindliches, symmetri-

sches System voraus, so gilt die aus Gl1.(4.20) berechnete Zustands-

verteilung der eingebetteten Markoff-Kette fiir alle Warteschlangen.

Die unter dieser Bedingung gemessene Zykluszeit setzt sich aus g

gleichartigen Zykluszeit-Segmenten zusammen. Abh&ngig vom System-

zustand zum Abfragezeitpunkt besteht ein Zykluszeit-Segment bzgl.

einer Warteschlange aus

- der Summe einer Umschaltzeit und einer Bedienzeit, falls min-
destens eine Anforderung angetroffen wird, oder

- lediglich einer Umschaltzeit, falls die abgefragte Warteschlange
leer ist.

Die Verteilung eines Zykluszeit-Segments CS lautet dementsprechend
cglk) = x(0).0(k) + (1-x(0)).(o(k) * b(k)) (4.22a)
oder im Z-Bereich
CS,ZT(Z) = 0,n(2) (x(0) + (l—x(O)).bZT(z)). (4.22b)

Aus der Sicht einer Warteschlange errechnen sich die bedingten
Zykluszeiten zu

op,apt®) = Ogplz)s o5 n(2)97} (4.23a)

c1,gp(2) = 0yn(2). byu(2). cS,ZT(z)g’l. (4.23b)
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Die Zykluszeitverteilung lautet schlieBlich :

_ g
Cap(2) = Cg gp(2)

x(0) ¢ (z) + (1 - x(0)) ¢ (z) . (4.24)

0,2T 1,zT

Die Auswertung der Gl.(4.23a,b) und (4.24) kann mit Hilfe der
effektiven Algorithmen zur diskreten Fourier-Transformation (DFT)
und entsprechender schneller Fourier-Transformation (FFT) durchge-

fiihrt werden (Kap.2.2.3).
d) Algorithmus zur iterativen Analyse

Basierend auf den Analyseschritten fir Markoff-Ketten-Wahrschein-
lichkeiten bzw. fiir Zykluszeiten, die in Kap. 4.2.3c und 4.2.3d4
beschrieben wurden, wird ein numerischer Algorithmus zur iterati-
ven Analyse des Polling-Systems entwickelt /70/. Der Algorithmus
besteht hauptsidchlich aus einer alternierenden Iteration zwischen
der Zykluszeit- und der zZustandswahrscheinlichkeit-Berechnung.

Die Einzelschritte sind :

i) Initialisierung der Zustandswahrscheinlichkeiten und Zyklus-

zeiten.

ii) Berechnung der bedingten Zykluszeiten aus Gl.(4.23a) und
(4.23b)

iii) Berechnung der Gruppenankunftsverteilungen aus Gl.(4.21la).

iv) Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten gemdB Gl.(4.18)

bzw (4.20).

v) Wiederholung der Schritte ii), iii) und iv) bis zur Konver-
genz der Zustandswahrscheinlichkeiten bzw. der Zykluszeiten.
Als Konvergenzkriterium kann z.B. die Differenz zwischen den
Mittelwerten sukzessiv ermittelter Zustandsverteilungen ge-

nommen werden.
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Aus den durch die Iteration gewonnenen Zykluszeitverteilungen und
Zustandswahrscheinlichkeiten kénnen Systemcharakteristiken berech-
net werden.

4.2.4 Systemcharakteristiken
a) Blockierungswahrscheinlichkeit

Aufgrund der begrenzten Kapazitdt der Warteschlangen im System
kdnnen Blockierungen auftreten. Die Wahrscheinlichkeit, daB eine
Anforderung abgewiesen wird, kann aus den Zutandswahrscheinlich-
keiten der Markoff-Kette hergeleitet werden.

Betrachtet wird zundchst die bedingte Blockierungswahrscheinlich-
keit B(k), die wie folgt definiert wird :

B(k) = P(Blockierung einer Anforderung |X = k)
: Wahrscheinlichkeit fiir die Abweisung einer Anforderung,
falls sich zum vorausgegangenen Abfragezeitpunkt k An-
forderungen in der Warteschlange befinden.

Setzt man nun den Fall X > 0 voraus, d.h. die darauffolgende zy-
kluszeit ist vom Typ Cl und die Gruppengrdfe vom Typ Gl' so kann
durch die Beobachtung einer in dieser Gruppe befindlichen Testan-
forderung die bedingte Blockierungswahrscheinlichkeit B(k) in fol-
genden Schritten bestimmt werden :

i) Die Wahrscheinlichkeit, daB sich die Testanforderung in einer
Gruppe der Ldnge i befindet, ist proportional zur GruppengrdBe
i und zur Auftrittswahrscheinlichkeit gl(i) ; sie lautet

i.gl(i)/EGl

ii) Blockierung findet statt, falls k-1+i>S ist. In diesem Falle
werden k-1+i-S Anforderungen in der Gruppe abgewiesen. Die
Wahrscheinlichkeit, daB die Testanforderung im abgewiesenen
Teil der Gruppe enthalten ist, d.h. blockiert wird, ist

(k=1+i-8)/1i
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iii) Aus i) und ii) ergibt sich fir B(k), k>0

s k-1+¢i-s 911 4 7
Bk = £ i EG. - EG .
i=S-k+2 1 1 i=S-k+2

k=1,2,+..,S. (4.25a)

(k—1+i—s).gl(i)

Entsprechend erhidlt man fir den Fall k=0 :

® . i.95(1) o
-s 0 1 ) )
B(0) = § X2 —2 = _—=— T (i-S) g, (i) (4.25b)
BeEe] EG EGy j-g+1 0

Die Blockierungswahrscheinlichkeit B, fiir Anforderungen errechnet

A
sich schlieBlich aus Gl.(4.25a,b) zu :

s
B, = L x(k).B(k)
k=0
1 ol 1 5 =z
=ﬁx(0) z (i—S)go(i) +t5ao I x(k) Z (k-l+i-S)gl(i)
0 i=s+1 1 k=1 i=5-k+2

(4.26)

b) Zeitgemittelte Zustandswahrscheinlichkeiten

Wie bereits diskutiert wurde, gelten die im Kap. 4.2.3b berechne-
ten Zustandswahrscheinlichkeiten der eingebetteten Markoff-Kette
nur zu den Regenerationszeitpunkten, d.h. zu den diskreten Zeit-
punkten, die unmittelbar vor den Abfragezeitpunkten einer Warte-
schlange liegen. Fiir die Berechnung weiterer Systemcharakteristi-
ken, z.B. mittlerer Wartezeit angenommener Anforderungen, werden
im folgenden die zeitgemittelten zustandswahrscheinlichkeiten be-
stimmt. Diese stellen Zustandswahrscheinlichkeiten dar, die von
einem unabhingigen auBenstehenden Beobachter gesehen werden.

Betrachtet wird nun ein zufdlliger Beobachtungszeitpunkt t*, der
unmittelbar vor einem diskreten Zeitpunkt im diskretisierten Zeit-
bereich liegt (Bild 4.9). Die Wahrscheinlichkeit P;, daB t* in
einer bedingten Zykluszeit vom Typ Cj liegt (j=0,1), 1laBt sich aus
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der Theorie von Semi-Markoff-Prozessen wie folgt angeben

R EC,
Pg = x(0) £¢ (4.27a)
*_ *_ Ecl

Py =1 - Py = (1-x(0)) =2 (4.27b)

Wird eine bedingte Zykluszeit vom Typ Cj (j=0,1) angetroffen, so
ist das Intervall vom vorausgegangenen Abfragezeitpunkt bis zum
zufdlligen Beobachtungszeitpunkt genau die diskrete Rekurrenzzeit
C; (j=0,1) der bedingten Zykluszeit Cj (s. Bild 4.9) mit der in
Kapitel 2.4 hergeleiteten Verteilung

c;(k) = == (1 - cj(i)), k=0,1,..., 3=0,1. (4.28)

Die Anzahl der widhrend des Intervalls Cf ankommenden Anforderungen

wird mit der 2zZv G; (j=0,1) gekennzeichnet (s. Bild 4.9). Die zuge-

hdrige Gruppengr&Benverteilung kann entsprechend Gl. (4.21a) herge-
leitet werden :

* k) = B k
gj( ) = Cj(O)-G( )

o m-1
+ 3 c;(m) (% iy - £*D 4y, x=0,..., 3=0,1.
m= =

1

i=0

* (4.29)

|
g Co

\j

Bild 4.9 ProzeBbetrachtung zur Berechnung der
zeitgemittelten Zustandswahrscheinlich-
keiten
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Folgende Zufallsvariablen werden fir den Zustand einer Warteschlan-
ge, der durch die Anzahl wartender Anforderungen charakterisiert

wird, definiert :

* *
X ZV fiir den Zustand zum zufdlligen Beobachtungszeitpunkt t
X, x+ ZV fiir den Zustand unmittelbar vor bzw. nach dem voraus-

gegangenen Regenerationszeitpunkt.

und, &hnlich wie bei der Analyse der Markoff-Kette (Kap. 4.2.3b),
die zZV :

x; = x| x=0 |, XI = x| x>0. (4.30)
* * * *
Xg = X | x =0 r X = X | x >0 . (4.31)

Analog zu den Gleichungen (4.12), (4.13), (4.15) und (4.16) ergibt
sich fiir diese Zufallsvariablen und ihre Verteilungen :

i) X =0
+—
Xg = 0 (4.32a)
x;(k) = §(k) (4.32b)
x; = min(x; + G;, s) = min(G;,S) (4.33a)
* _ S + *
Xg(k) = (x4 (k) *gg(k)) o (4.33b)
ii) X >0
xf=x-1 (4.34a)
1
x(k+1)  _ x(k+1) _ _
. 50 = T k=0,1,...,5-1
x] (k) = (4.34b)

0 sonst
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o 3 *

Xl = mln(Xl+ Gl, S) (4.35a)
*ix) = Sixtix) * g (k 4 b
xl( ) = T (xl( ) gl( )) . (4.35b)

Nach dem Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit erhidlt man fiir die
zeitgemittelten Zustandswahrscheinlichkeiten

*

*
1 xl(k), k=0,1,...S. (4.36)

* * *
x (k) = PO xo(k) + P

oder durch Einsetzen der Gl.(4.27a,b), (4.28) und (4.32-35b) in
Gl.(4.36):

N EC, . EC; k+1 *
x (k) = ol x(O)go(k) + EC ‘Z x(i).gl(k—i+l), k=0,..,5-1
. EC, ® g EC, S = .
X (S) =gz %x(0) T go(i) + o= I x(i) I g (m), k=s.
i=s i=1 m=S-i+1

(4.37)

c) Mittlere Wartezeit

Aus den zeitgemittelten Zustandswahrscheinlichkeiten x*(k) und der
Blockierungswahrscheinlichkeit BA kann durch Anwendung des Little-
schen Theorems (s.Kap. 3.4) die mittlere Wartezeit der angenomme-

nen Anforderungen hergeleitet werden.

Betrachtet man nun als System eine Warteschlange mit der mittleren
Systembelegung EX*, der Ankunftsrate der nicht-blockierten Anfor-
derungen %X(I_BA) - d.h. mit der mittleren Zwischenankunftszeit
EA/(l—BA) -, so ergibt sich fiir die mittlere Wartezeit angenomme-
ner Anforderungen (die mittlere Aufenthaltsdauer im System) gemis
Gl.(3.79) :

%*
_ EX . EA
BN, = 5, (4.38)
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4.2.5 Ergebnisse und Validierung

Als Beispiel wird im folgenden ein symmetrisches Polling-System
mit g=5 und S=5 untersucht und die Genauigkeit des vorgestellten
Berechnungsverfahrens diskutiert. Die Umschaltzeit wird dabei als
konstant mit dem Mittelwert EO = EB/2 angenommen. Die Ankunfts-
und Bedienprozesse werden durch negativ-binomiale Verteilungen
parametrisch festgelegt. Die approximativ gewonnenen Ergebnisse
werden mit Simulationswerten validiert. Diese Simulationspunkte
werden in den Diagrammen zusammen mit ihren 95%-Vertrauensinter-
vallen eingezeichnet. Die in den Ergebnisdiagrammen angegebenen

Zeiten - z.B. Zykluszeit, Wartezeit, usw. - sind auf EB = 1 nor-

miert.

Der Mittelwert und der Variationskoeffizient der Zykluszeit wer-
den in Bild 4.10 und Bild 4.11 als Funktion des Verkehrsangebots

p = g EB/EA

aufgetragen, fiir unterschiedliche Ankunfts- und Bedienprozefty-
pen. In Bild 4.10 wird die Beeinflussung des Ankunftsprozesses

und in Bild 4.11 die des Bedienprozesses auf die Zykluszeit unter-
sucht. Ahnlich wie in Kap.3.6 werden die Variationskoeffizienten
hier so gewahlt, daB die betrachteten Ankunfts- und Bedienzeiten
jeweils die zeitdiskreten Aquivalente der zeitkontinuierlichen
Verteilungstypen Erlang 4-ter Ordnung E4 (cA=0.5), negativ-expo-
nentiell M (cA=1) und hyperexponentiell H2 (cA=l.5), darstellen.

Bei hoheren Verkehrsintensitdten wird in Bild 4.10 das asymptoti-
sche Verhalten der Zykluszeit deutlich. Die begrenzende maximale
Zykluszeit setzt sich aus der Summe von Bedien- und Umschaltzei-
ten aller Warteschlangen im System zusammen, d.h. der Mittelwert
des maximalen Zyklus betridgt 7.5 EB. In dieser Uberlastregion
verringert sich ebenfalls der Variationskoeffizient wie erwartet
(Bild 4.11). Geht die Verkehrsintensitdt gegen Null, so erhdlt
man den aus g Umschaltzeiten bestehenden Leerzyklus (mit dem

Mittelwert 2.5 EB).
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Die Abhdngigkeit der Wartezeit und der Blockierungswahrschein-
lichkeit der Anforderungen vom Ankunftsprozes wird in Bild 4.12
und Bild 4.13 verdeutlicht, wobei diese Systemcharakteristiken
als Funktion des Verkehrsangebots dargestellt werden. Bei ver-
schwindendem Verkehrsangebot ist die mittlere Wartezeit identisch
mit der mittleren Vorwidrts-Rekurrenzzeit des Leerzyklus. Aus Bild
4.13 wird deutlich, daB die Blockierungswahrscheinlichkeit sehr
drastisch mit dem Verkehrsangebot und mit dem Variationskoeffi-
zienten der Zwischenankunftszeit ansteigt. Der Anteil des ange-
nommenen Verkehrs verringert sich entsprechend. Dadurch 1l&Bt sich
erkliren, daB bei grdBerem Verkehrsangebot die mittlere Wartezeit

angenommener Anforderungen mit steigendem ca geringer wird.

Bild 4.14 zeigt die komplementdre Verteilungsfunktion der Zyklus-
zeit fiir unterschiedliche BedienprozeBtypen, wobei der treppenfdr-—
mige Verlauf, der fiir zeitdiskrete Verteilungsfunktionen charak-

teristisch ist, deutlich zu erkennen ist.

In den Diagrammen ist zu ersehen, dag die Approximation in den un-
tersuchten Parameterbereichen fiir praktische Anwendungen hinrei-
chend genau ist. Weitere Parameteruntersuchungen zeigen jedoch,
daB - bedingt durch die Unabhdngigkeitsannahme bei der 2Zykluszeit-
analyse und durch die approximative Einbettung der Markoff-Kette -
die Approximationsgenauigkeit bei kilirzeren Umschaltzeiten und An-
kunftsprozessen mit grdBeren vVariationskoeffizienten abnimmt (vgl.

/46,70/) .
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5. ZUSAMMENFASSUNG

In der vorliegenden Arbeit wurde die Methodik und Anwendungsas-
pekte zur Analyse verkehrstheoretischer Modelle im diskreten Zeit-
bereich diskutiert. Diese Klasse von Methoden bietet ein dquiva-
lentes Spektrum von Ldsungsansdtzen und ist in einigen Fillen

eine methodische Ergidnzung bzw. Erweiterung der zeitkontinuier-
lichen Analyseverfahren.

Es wurde zundchst eine Zusammenstellung der Grundlagenaspekte
zur zeitdiskreten Analyse von verkehrstheoretischen Modellen ge-
geben. Dabei wurden bendtigte Transformationsmethoden, Konzepte
aus der System- und Signalverarbeitungstheorie sowie Algorithmen
(z.B. diskrete Fourier-Transformation DFT, schnelle Fourier-
Transformation FFT, komplexes Cepstrum) eingefiihrt und Anwen-
dungsgesichtspunkte in der Verkehrstheorie diskutiert. Die Er-
neuerungstheorie fiir zeitdiskrete Prozesse wurde erdrtert.

Die Methodik der zeitdiskreten Analyse von Verkehrsmodellen wur-
de am Beispiel des Warteschlangensystems GI/G/l1 aufgezeigt, wobei
exakte geschlossene Ldsungen und numerische Algorithmen im Zeit-
sowie transformierten Bereich vorgestellt wurden. Fiir diese all-
gemeine Klasse von Systemen wurde eine neue zeitdiskrete Methode
zur Berechnung von Verteilungen der Freiperioden und des Aus-
gangsprozesses im diskreten Zeitbereich pridsentiert.

Im abschlieBenden Kapitel wurde die Anwendung zeitdiskreter Me-
thoden in der Analyse komplexer Modelle fiir Rechner- und Kommuni-
kationssysteme anhand von zwei Beispielen demonstriert. Dabei wur-
de ein riickkopplungsbehafteter lastgesteuerter iUberlastabwehrme-
chanismus in Vermittlungssystemen untersucht und eine zeitdiskre-
te Analyse fiir Polling-Systeme mit endlichem Warteraum und allge-
meinen Ankunftsprozessen vorgestellt.

Zeitdiskrete Analysemethoden sind in erster Linie fiir Modellun-
tersuchungen gut geeignet, bei denen die Modellkomponenten und
ihre Parametrisierung bereits in zeitdiskreter Form vorliegen.

Wie anhand des GI/G/l-Systems gezeigt wurde, kénnen diese Metho-
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den ebenfalls approximativ zur Untersuchung zeitkontinuierlicher
Systeme angewendet werden, die keiner exakten Analyse zugénglich

sind.

Gegeniiber den Analyseverfahren im kontinuierlichen Zeitbereich
sind zeitdiskrete Methoden insbesondere in Anwendungsf&dllen vor-
teilhaft, bei denen Transformationen bzw. Faltungsoperationen nu-
merisch notwendig sind. Dies ist z.B. der Fall, wenn Ergebnisse
nur im transformierten Bereich geschlossen angebbar sind und in-
teressierende Systemcharakteristiken daraus mit Hilfe von Rick-
transformationen ermittelt werden miissen. In einigen Fdllen, z.B.
pbei der Berechnung der Wartezeitverteilung und des Ausgangspro-
zesses des GI/G/1-Systems, stellt die zeitdiskrete Analyse eine

effektive und genaue numerische Methode dar.

Der Grund dieses konzeptionellen Vorteils liegt u.a. darin, da8
hier effektive und z.T. in anderen Anwendungsgebieten (z.B. Sig-
nalverarbeitungs- und Systemtheorie) bereits optimierte Algo-
rithmen und Verfahren im diskreten Bereich herangezogen werden
kénnen (z.B. diskrete Fourier-Transformation DFT, schnelle Fou-
rier-Transformation FFT, Cepstrum-Verfahren). Die Anwendung zeit-
diskreter Analyseverfahren zur Untersuchung der Modellbeispiele
im Kapitel 4 deutet an, daB das Anwendungsspektrum zur Analyse
komplexer Modelle in Rechner- und Nachrichtensystemen &duBerst
vielfdltig ist und im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht er-

schopfend behandelt werden konnte.






