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In Vermittlungseinrichtungen werden hiufig Koppelanordnungen mit unvollkommener Er-
reichbarkeit (Mischungen) verwendet. Diese Anordnungen konnen als Verlustsystem, Warte-
system oder gemischtes Verlust- und Wartesystem betrieben werden.

Fiir die beiden Betriebsarten, als Wartesystem bzw. als gemischtes Verlust- und Wartesystem,
werden die charakteristischen GroBen: Wartewahrscheinlichkeit, Verlustwahrscheinlichkeit und
mittlere Wartezeit bei stationirem Verkehr berechnet. Aus dem gemischten Verlust- und Warte-
system ergibt sich als Grenziibergang die klassische Losung von A.K. ErLaxa fiir Verlustsysteme.

Die theoretischen Ergebnisse werden durch Verkehrssimulation auf dem Digitalrechner iiber-

priift.

Delay Systems and Combined Loss and Delay Systems with Limited Availability
In switching systems connecting arrays with limited availability (gradings) find many applica-
tions. These arrangements can be operated as loss system, delay system or combined loss and

delay system.

For the two operating modes, viz. delay system and combined loss and delay system, respec-
tively, the characteristic parameters — probability of delay, probability of loss and mean waiting
time — are calculated with steady-state traffic. From the combined loss and delay system the
classical solution of A. K. Erraxe for loss system is obtained by a boundary transition.

The theoretical results are checked by traffic simulation on the digital computer.

1. Einleitang

Moderne Vermittlungseinrichtungen sind ,zen-
tralgesteuerte Anlagen. In diesen Systemen miissen
zu verschiedenen Zeitpunkten des Verbindungsauf-
baus Schaltglieder (Baugruppen) auf zentrale Steu-
ereinrichtungen warten. In zunehmendem MaBe
gewinnt deshalb hierfiir die verkehrstheoretische
Behandlung von Wartesystemen an Bedeutung.
Dieselben Fragen treten andererseits auch in groBen
elektronischen Rechenanlagen auf, die Mehrfach-
zugriff durch viele angeschlossene Benutzer er-
lauben.

Aus wirtschaftlichen und technischen Griinden
sind diese zentralen Einrichtungen oft nur ,,unvoll-
kommen erreichbar®, d.h. ein Teilnehmer hat nicht
Zugriff zu allen vorhandenen zentralen Gliedern
gleichen Typs. So kann es vorkommen, dafl ein
Teilnehmer warten muf3, obwohl noch solche Ein-
richtungen frei sind. Wartesysteme mit diesen
FEigenschaften sollen im folgenden behandelt wer-
den. Als erstes sollen die statistischen Eigenschaften
des Verkehrs definiert werden.

1.1. Der Verkehr

Dem System werde Zufallsverkehr erster Art
(Poisson-Angebot) mit einer mittleren Anzahl ca
von Rufen je Zeiteinheit angeboten. Damit ist die
Wahrscheinlichkeit, dal wiahrend des kurzen Zeit-
intervalls (¢, ¢ 4+ Af) ein Ruf eintrifft

ca At + o(Af) . (1)

* Dr. M. THIERER, im Institut fir Nachrichtenvermitt-
lung und Datenverarbeitung der Universitit, 7 Stuttgart 1,
Breitscheidstrafe 2.

Die Funktion o (Af) umfaBt alle Glieder mit hoherer
Ordnung in At.

Die Zeitdauern der Belegungen sollen einer Ex-
ponentialverteilung mit der ,,mittleren Belegungs-
dauer b gehorchen. Damit ist die Wahrscheinlich-
keit, daB wihrend des kurzen Zeitintervalls (¢, ¢ + At)
eine bestimmte Belegung endet

At
5 To. (@)
Als Ma8 fiir die Intensitdt des angebotenen Zu-

fallsverkehrs wird das ,,Angebot*

A=csh 3)
mit der Einheit Erlang verwendet.

Dieser Verkehr wird nun einem Wartesystem an-
geboten, dessen “Sti'uktur im folgenden Abschnitt
néiher beschrieben wird.

1.2. Das System

Einstufige Koppelanordnungen mit n Abnehmer-
leitungen, g Zubringerteilgruppen und der Erreich-
barkeit % sollen betrachtet werden. In Bild 1 ist als
Beispiel eine Koppelanordnung mit n =4 Ab-
nehmerleitungen, ¢ = 6 Zubringerteilgruppen und
der Erreichbarkeit £ = 2 dargestellt.

Ein Ruf trifft in einer bestimmten Zubringerteil-
gruppe ein und kann eine freie von insgesamt k er-
reichbaren Abnehmerleitungen belegen. Die Er-

‘reichbarkeit & kann kleiner oder gleich der Abneh-

merleitungszahl » sein, im ersten Fall nennt man
das Abnehmerbiindel unvollkommen erreichbar, im
zweiten Fall vollkommen erreichbar. Ist keine der
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k erreichbaren Abnehmerleitungen frei, dann wartet
der Ruf in dieser Zubringerteilgruppe bis eine
Leitung frei wird.

R
e

Es soll angenommen werden, dal} beliebig viele
Rufe vor jeder Zubringerteilgruppe warten konnen
(Wartesystem mit unbeschrinkter Wartemoglich-
keit). Weiterhin soll kein Teilnehmer vorzeitig ver-
zichten, wenn er gezwungen ist, eine lingere Zeit zu
warten. Das Angebot sei in allen Zubringerteil-
gruppen gleich grol3.

Bild 1.

Koppelanordnung mit unvolikom-
mener Erreichbarkeit; n=-4, k=2,
g={}}=6.

2. Die Zustiinde des Systems

Ein Belegungszustand {x, z} des Systems sel ge-
kennzeichnet durch die Zahl x der belegten Ab-
nehmerleitungen (0 < & = n) und die Summe z der
Rufe. die vor allen g Zubringerteilgruppen warten
(0 =z = oo).

Befindet sich das System im stationdren Zustand

_im statistischen Gleichgewicht™ [1] —, dann
sind die Wahrscheinlichkeiten p(x, z) fir das Auf-
treten der Zustinde {x, z} zeitunabhingig. Die Zu-
standswahrscheinlichkeiten p (. 2z) konnen mit Hilfe
der Ubergangswahrscheinlichkeiten zu und von den
Nachbarzustinden des Zustands {x,z} berechnet
werden. Nachbarzustande gehen durch den Einfall
eines Rufes oder durch das Enden einer Belegung
ineinander iiber. Demnach hat der Zustand {x. z}
vier Nachbarzustinde, wenn er kein Randzustand
ist. Bild 2.

{4+ 1,2}
A

Bild 2. Die Nachbarzustinde von {x, z}.

2.1. Die Ubergangswahrscheinlichkeiion

Die Wahrscheinlichkeiten fiir den Ubergang des
Zustands {x, z} in jeden der vier Nachbarzustande
sollen nun im einzelnen abgeleiter werden.

2.1.1. Ein Ruf kommt an

Ubergang {a. 2} — {xr,z + 1}

Wenn in einer Koppelanordnung r Leitungen be-
legt sind, dann findet ein ankommender Ruf mit
einer vorlaufig unbekannten Sperrwahrscheinlich-
keit () keine freie Leitung mehr. Die Zahl z der
wartenden Teilnehmer erhoht sich in diesem Fall
am eins. Das System ist vom Zustand {x, z} in den
Nachbarzustand {r. 2 4+ 1} iibergegangen.

Die Wahrscheinlichkeit. daf wahrend des Zeit-
intervalls (£, ¢ -+ At) dieser Ubergang stattfindet. ist

plr,z) o) ca Al oA, (4)

re=0 b sz 000
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Ist die Zahl z der belegten Leitungen kleiner als
die Frreichbarkeit k, dann kann keine Zubringer-
teilgruppe gesperrt sein, deshalb ist

o) =0, x=01,....k—1. (5)

Fir 2 =n wird o(n)=1.
Ubergang {x.z} — {x + 1,2}

Ein im Zustand {x,z} eintreffender Ruf findet
mit der Wahrscheinlichkeit [1 — o(x)] eine freie
Leitung und die Zahl x der belegten Leitungen er-
hoht sich damit um eins. Der Zustand {z,z} geht
deshalb mit der Wahrscheinlichkeit

pla, 2y [1 - o@)]ca At + o(Al) (6)

Ce=01,...,n—1, 2=0,1,...

in den Zustand {x -+ 1, z} iiber.

2.1.2. Kine Belegung endet
Ubergang {w. 2} > {, 2 — 1}

Die z wartenden Rufe verteilen sich iiber die
Warteplitze der g Zubringerteilgruppen. Mit der
Wahrscheinlichkeit o (x. z) warten keine Rufe vor
jenen Zubringerteilgruppen, welche die freigewor-
dene Leitung erreichen wiirden.

Kndet eine Belegung auf einer Abnehmerleitung
im Zustand {x, z}, dann wird mit der Wahrschein-
lichkeit 1 — p(x,2) einer der z wartenden Rufe
diese Leitung erreichen, also belegen konnen. Die
Zahl 2z der wartenden Rufe vermindert sich um eins,
wihrend die Zahl x der belegten Leitungen sich
nicht dndert; das System befindet sich nach dem
Ubergang im Zustand {x,z — 1}.

Die Wahrscheinlichkeit, dall in dem Zeitraum
(1, t + Al) eine beliebige der x Belegungen endet
und der Ubergang stattfindet, ist demnach

Pl = alna)lep +od0, (7

r=1,...,n,z=12 ..

Ubergang {z,2} — {r — 1,2}

Umgekehrt ist die Wahrscheinlichkeit, dal eine
beliebige der » Belegungen endet und keiner der
wartenden Rufe die freiwerdende Leitung belegen
kann (da alle z Rufe vor solchen Zubringerteilgrup-
pen warten, die die freiwerdende Leitung nicht
erreichen kénnen)

plx,2) plx,2)x %t- -+ o (At), (8)

r=14....n, z=0,1,....

In diesem Fall geht das System vom Zustand
{x, z} tiber in den Zustand {x — 1,2}

Ywei Grenzwerte der Wahrscheinlichkeit o (z, z)
sollen angegeben werden:

Sind gerade r = k Leitungen belegt, dann kann
immer einer der wartenden Rule eine freiwerdende
Leitung erreichen:

olk.z)=0. z=12 ... 9)

AuBerdem wird definiert

o0y =1, x=1 ... n. (10)
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2.2. Die Zustandsgleichungen

Im stationdren Gleichgewicht ist die Wahrschein-
lichkeit, daB ein bestimmter Zustand {x, 2} entsteht
gleich der Wahrscheinlichkeit, daf3 er verschwindet,
d.h. die Summe der Ubergangswahrscheinlichkeiten
von einem bestimmten Zustand {z, 2} zu seinen
Nachbarzusténden ist gleich der Summe der Uber-
gangswahrscheinlichkeiten in umgekehrter Rich-
tung. Die Wahrscheinlichkeiten der Ubergiinge zu
nichtbenachbarten Zustinden sind von hoéherer
Ordnung in A¢. Deshalb kann mit Hilfe der Be-
ziehungen (4), (6), (7) und (8) folgendes Gleichungs-
system angeschrieben werden:

plx,2) o(x)cy At +
+ p(x,2) [1 — o(@)]ea At +

+ @ o) A+
T+ op(e2)[1 — o2 2)] —‘Z—Atz

=px,z— 1)o(x)ca Al +
+px—1,2)[1 o —1)]caAt +

1
+p(x+l,z)9(x+l,z)x—}|;

(11)

At +

+ Pz + DL — o2+ 1)] 5 A+ o(Ar).

Multipliziert man GL (11) mit A/A¢ und bildet den
Grenziubergang Af — 0, dann erhilt man

P@.2) (A +a)=plxz—1) o)A+
+p@—1,2[1 —o@@—1)]4+
+ple+La)el+1,2) @+ 1)+
+pE,z+ 1)1 —o@ z+ 1)]x.

Die Ubergéinge zwischen dem Zustand {x, z} und
seinen Nachbarzustdnden kénnen in einem Zu-
standsdiagramm, Bild 3, iibersichtlich gezeigt wer-
den. Die Ausdriicke an den Pfeilen sind die Koeffi-
zienten der Zustandswahrscheinlichkeiten.

Dic Gl (12) stellt ein lineares Gleichungssystem
fiir dic Wahrscheinlichkeiten p(x, z) dar. Die Zahl
der Unbekannten p(x, 2) ist unendlich groB8, da die
Zahl der Zustande {x, z} in den Wartesystemen mit
unbeschriankter Wartemdglichkeit unbegrenzt ist.

Um dieses Gleichungssystem lésen zu kénnen,
wird angenommen, dall im statistischen Gleich-
gewicht das Verschwinden des Zustands {z, z} durch
das Enden einer Belegung die gleiche Wahrschein-

{x+ 1,2}
X

(12)

[1-o(@]d e +1,2)(x+1)

) o(x)4 v a(r)d

e,z —1} B -3 Cr ez 41}

[l=e(x,2)lr A [l1-p(r,z+ Dlr
[1—o@-D]d ‘oz, 2)x

v
{x — 1, z!

Bild 3. Das Zustandsdiagramm mit den Koeffizienten der
Zustandswahrscheinlichkeiten.
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lichkeit hat wie das Entstehen dieses Zustands in-
folge des Eintreffens eines neuen Rufes:

Pz, 2) {Q(x, 2) %AH N —g(x,z)]%— Al =

=ple—1,2)[1 — a(x — 1)]ca At +
+ plx,z — 1) o(x) ca At + o (Af)
z=12,....

(13)

z=1,...,n,

Verschwindet der Zustand {z,z} durch Enden
einer Belegung, dann entsteht entweder der Zustand
{x — 1,2} oder {z,z—1}. Die Ubergangswahr-
scheinlichkeit zu diesen beiden Zustinden stehen
auf der linken Seite von Gl. (13). Andererseits ist
die Wahrscheinlichkeit, dal der Zustand {z,z}
durch Eintreffen eines Rufes aus dem Zustand
{x — 1,2} oder {x,z — 1} entsteht, gleich der Sum-
me der Ubergangswahrscheinlichkeiten auf der
rechten Seite von Gl. (13).

Multipliziert man Gl. (13) mit h/A¢ und fihrt
den Grenzibergang At -~ 0 durch, dann ergibt sich

px,2)r = (14)

=px—12) [l —ox—1)]4 +paz—1)c) 4,

z2=12,....

Dies ist eine Rekursionsformel fir die Wahrschein-

lichkeiten der Zustinde {z, 2}, wenn z + O und z + 0.
Dabei ist zu beachten, daB folgende Zustands-

wahrscheinlichkeiten verschwinden, weil die ent-
sprechenden Zustinde nicht existieren:

x=0,...,k—1, z=12,.... (15)

x=1,...,n,

p(xvz):()’

Eine Rekursionsformel fiir die Wahrscheinlich-
keiten der Zustinde {z, 0} erhilt man aus den
speziellen Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen
den Zustdnden {r, 0} und {x — 1, 0}:

P, 0o, 0)x=px— 1,01 —a(x—1)]4,
(16)
o(z, 0) ist nach Gl. (10) immer gleich eins, deshalb
wird aus Gl. (16)

px,0)r=px—1,0)[1 —ox—1]4,

r=1,...,n.

xr=1,...,n.

(17)

Die Zustandswahrscheinlichkeit p(0, 0) erhilt man
aus der Bedingung, daf3 die Summe aller Zustands-
wahrscheinlichkeiten gleich eins sein muf}:
n o]
z }: plx,z)=1.
=0 z=0

Mit den Gl (14), (17) und (18) lassen sich die
Wahrscheinlichkeiten aller Zustande {x, z} rekursiv
berechnen.

Zur Charakterisierung des Verkehrsverhaltens
von Koppelanordnungen in der Praxis ist die An-
gabe der Zustandswahrscheinlichkeiten meist zu
unhandlich. Es werden deshalb weitere KenngréBen
aus p(u, z) abgeleitet.

(18)

2.3. Die Verteilung p (x)

Die Wahrscheinlichkeiten, dall * Abnehmerleitun-
gen belegt sind, erhdlt man durch Aufsummieren
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. der Zustandswahrscheinlichkeiten p(x, z) iberallez:

P@)= D pz), x2=01...,n. (19)
z=0

Summiert man Gl. ( 14) auf beiden Seiten iiber z auf,
80 erhalt man

JZPM@=U~0@~MAZ@M—LQ+
z=1 2=

= 20
+o(x)A Z}p(aaZ—l). (20)

Wenn man dazu die Rekursionsformel (17) fur die
Zustandswahrscheinlichkeiten p(z, 0) addiert, so
ergibt sich (21)
rp@)=[l —o@—1]4dpx—1)+ o) 4p)
oder

[t —o@)d]p@) = [l —o(@—1)]Adp(x—1), (22)

r=1...,n.

Mit dieser Rekursionsformel kann die Verteilung
P (x) berechnet werden [6]. Lost man die Rekursions.
formel auf, so erhilt man

z-1
[ln~mm

p@)=p(0) dz
=064

(23)

x=1,...,n.

n
Mit der Bedingung Z p(x) =1, vgl. GL (18), er-
x=0
hdlt man den Anfangswert p(0):

, w1 =0
o AT (24)
P T = e6) 4]
=1
Der Erwartungswert ¥ — die . Belastung — jst

die Zahl der im Mittel gleichzeitig belegten Leitun-
gen. Berechnet man Y fiir die gefundene Verteilung
p(x), so ergibt sich

n
Y= Yapa)=4, (25)
a==1

d.h. die Belastung ist gleich dem Angebot. Dieses

Ergebnis war zu erwarten, da in dem betrachteten

Wartesystem Rufe weder ausscheiden noch verloren

gehen kénnen. Deshalb ist auch die Annahme des

statistischen Gleichgewichts nur erfilllt, wenn
A<n (26)

gilt.

2.4. Die Wartewahrscheinlichkeit

Die Wahrscheinlichkeit, daB ein Ruf im System
vor Durchschaltung auf eine Abnehmerleitung war-
ten muB, wird Wartewahrscheinlichkeit genannt.
Mit der Wahrscheinlichkeit p(x) sind genau x Ab-
nehmerleitungen belegt, bzw. n — z Leitungen frei.
Ein ankommender Ruf findet laut Definition (Ab-
schnitt 2.1.1) mit der Sperrwahrscheinlichkeit o(x)
keine freie Leitung in seiner Zubringergruppe und
mull warten. Die Wahrscheinlichkeit, daB dieser
Ruf sowohl « Leitungen belegt antrifft, als auch,
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dafBl er warten muB, ist p(x) o (z). Die Wartewahr-
scheinlichkeit W erhilt man dann durch Aufsum-
mieren dieser Wahrscheinlichkeiten

n
-

W = Z plx)o(x).

z=k

(27)

Es muB nur von 2 = & aufsummiert werden, da
stets o (x) = 0 ist fiir < k nach GI. (5).

Wenn man die Zustandswahrscheinlichkeiten p(x)
nach Gl. (23) und (24) in G1. (27) einsetzt, erhéilt man
fiir die Wartewahrscheinlichkeit den Ausdruck [6]

z—1
f Iln—ﬂm

o(x)

T TT6 - o) 4]
W= L . (28)
. LI —e6n
1+ ZA 1=0

7=l Jlu“mnm

2.5. Die Wartebelastung
Die Anzahl der im Mittel gleichzeitig Wartenden
wird Wartebelastung £ genannt. £ kann mit den
Zustandswahrscheinlichkeiten p (x,2) berechnet wer-
den: . oo
Q=) 2 2p(,2). (29)
=k z=1
Um die Doppelsumme in Gl. (29) zu berechnen, soll
zuerst die einfache Summe
w(x) = Z zp(x, 2)
z=1
berechnet werden. Dazu wird die Rekursionsformel
fir p(z, z) nach Gl. (14) mit z multipliziert :

(30)

xp(r,z)z = (31)
=[l—o@—1)jAdpx—1,2)z+ o(x)Ap(x,z2—1)z.
Gl. (31) wird iiber z aufsummiert und ergibt mit den
Abkiirzungen (19) und (30):

ro@) =[1—o@—1)]Adwx— 1) +

oder F+o@ Adw(x) + o(x) 4 p(x)

[t —o(x)d]w(x) = (32)

=[l-oc@—-D]do@—1)+ o{x) 4 p(x).

Es ist w(z) = 0 fir z = 0,1,..., %k — 1, da nach

Gl (15) p(x,z) =0 ist fir x =0,.... %k — 1 und
z=1,2 ...

Die Funktion (x) fir x = k, ..., n kann aus der

Rekursionsformel (32) abgeleitet werden. Fir
« = [ erhdlt man aus (32)
U o(k) 4
(I)(IC) = p(k) zm . (33)
Fir w(x) wird die Funktion
A o(i) 4 .
[0} (‘r) = p(.l') . ;:-.0725-:4_ (34)

angenommen. Aus Gl. (33) weill man, daB die Be-
hauptung fiir = £ richtig ist. Man kann nun an-
nehmen, die Behauptung sei fiir (x — 1) bewiesen
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UZ

i= Ic@_o'

Es 148t sich nun zeigen, dafl aus dleser Annahme
die Richtigkeit der Behauptung (34) fir w () folgt.
Gl. (35) wird in die Rekursionsformel (32) eingesetzt:

[1—ox—1)]4

w@—1) =

wE)="—— Tz PE— DX (36)
o) 4 (x)A
Xi;ci—a(i)A s@a P

x:k,...,n

Mit Hilfe der Rekursionsformel (22) fir p(z) kann
man Gl. (36) umformen:

o(x) 4
(@) = >Z MA T oA P
= A
oder w(x) = p(x) le?“%Z .

Damit ist Gl. (34) fir = k, ..., n bewiesen.
- Die gesamte Wartebelastung erhélt man gemél
GI. (29) und (30) zu

3 5 )4
= 2P0 4w

2.6. Die mittlere Wartezeit

Die mittlere Wartezeit {w eines der wartenden
Rufe ist gleich der mittleren Zahl £ der gleichzeitig
Wartenden geteilt durch die mittlere Anzahl cw der
in der Zeiteinheit wartenden Rufe: -

(37)

tw = Qlcw . (38)
Mit der Beziehung cw = W ca wird
tw =02/ Wea. (39)

Die mittlere Wartezeit tw, bezogen auf die mittlere
Belegungsdauer £, heile Tw. Aulerdem gilt 4 = ca h,
vgl. Gl (3). Damit erhdlt man
Tw = twlh = Q|WA. (40)
Bezieht man die mittlere Wartezeit 7w auf alle ca
in der Zeiteinheit eintreffenden Rufe, so erhilt man
aus Gl. (40)
T = Tweewlea = Tw W= Q4. (41)
Da W nach Gl. (28) und Q nach Gl. (37) bekannt
sind, konnen auch 7w und ¥ berechnet werden.
Die Grenzwerte der mxttleren Wartezeit fiir ver-

schwindendes und maximal zuldssiges Angebot er-
geben sich zu

A=0,
fir A-—+>n.

tw=1/k und 7% =0 fir

Tw—>oo und ¥ —>oo

Damit kénnen die charakteristischen Gréfen fir
das verkehrstheoretische Verhalten von Warte-
systemen mit unvollkommener Erreichbarkeit be-
rechnet werden, namlich die Wartewahrscheinlich-
keit W und die mittlere Wartezeit Tw. Die Losung
soll Interconnection Delay Formula (IDF) genannt
werden [6] in Anlehnung an ErrLangs Interconnec-
tion Formula (EIF) fiir Verlustsysteme. Die Schwie-
rigkeit besteht nun darin die Sperrwahrscheinlich-
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keit o (x) fiir die verschiedenen Koppelanordnungen
anzugeben.

3. Erlangs ideale Mischungen

A. K. ErLavc hat einen besonderen Typ von ein-
stufigen Koppelanordnungen vorgeschlagen, die als
,ideale EmrLanc-Mischungen® bezeichnet werden.
Sie zeichnen sich dadurch aus, dafl die Anzahl g der
Zubringerteilgruppen gleich der Anzahl der mog-
lichen Kombinationen von k aus n Abnehmerleitun-
gen ist. Von jeder Teilgruppe wird dann eine andere
Kombination (k aus n) erreicht [1].

Die Zahl der Zubringerteilgruppen ist deshalb

AN n!
g“(k)“ Fln— k)l

Bild 1 zeigt eine ideale Erraxc-Mischung mit
n = 4 Abnehmerleitungen, der Erreichbarkeit k = 2
und deshalb g = (4) = 6 Zubringerteilgruppen.

Fuar die 1dealen ErrLana-Mischungen kann die
Sperrwahrscheinlichkeit exakt angegeben werden

[1]: am:(Z)/(Z)’ c=k ...,n

Mit der Sperrwahrscheinlichkeit o (x) nach Gl. (43)
wurden die Wartewahrscheinlichkeit W und die
mittlere Wartezeit vw aus Gl. (28) und (40) be-
rechnet.

Fiir das Beispiel einer idealen ErLaNG-Mischung
mit n =9, k¥ = 6 und ¢ = 84 sind in den Bildern 4
und 5 die Wartewahr-
scheinlichkeit W und f /
die mittlere Wartezeit
7w tber dem Angebot
A aufgetragen.

(42)

(43)

Das Verkehrsverhal-
ten einer Koppelanord- 04
nung mit dieser idealen /
ErLang-Mischung T /
wurde auf einer elek-

tronischen Rechenan-
lage mit kiinstlichem
Fernsprechverkehr si-

o /

Bild 4. /{
Die Wartewahrscheinlich-

keit W iiber dem Angebot
A;n=9. k=26, g =84, 0001
ErLaNGs ideale Mischung. 72

muliert. Die Testergeb- 10
nisse sind mit ihrem
Vertrauensintervall fiir
eine statistische Sicher-
heit von 959, in den
Bildern 4 und 5 einge-
zeichnet.

Bild 5.

Die mittlere Wartezeit Tw

der Wartenden iiber dem
Angebot A; n=9, k=6, ol
g = 84, Emvances ideale ) I 3 8
Mischung.
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Die nach der Interconnections-Warteformel (IDF)
berechnete Wartewahrscheinlichkeit W und die
mittlere Wartezeit vw kénnen fir verschiedene Er-
reichbarkeiten k und Abnehmerleitungszahlen n den
»» Wartesystem-Tafeln fiir unvollkommene und voll-
kommene Erreichbarkeit’ [2] entnommen werden.

4. Wartesysteme mit vollkommener Erreichbarkeit
(k= n)

Fiir den Sonderfall, dafl von jeder Zubringerteil-
gruppe alle n Abnehmerleitungen erreicht werden
kénnen (k = n), nimmt die Sperrwahrscheinlichkeit
stets die zwei Werte

0, z=0,....,n—1
o(@) = { X

an. Die Wartewahrscheinlichkeit W aus Gl. (28)
kann damit umgeformt werden :

Ar p

nl m— A
Sy A4
j=()jz n! n— A

Fir die mittlere Wartezeit erhilt man die Ausdriicke

(45)

bzw. W. (46)

— * o
WL A tw= n— A
Diese FErgebnisse wurden bereits von A. K. Er-
LANG hergeleitet [1] und sind als Sonderfall in der
Interconnections-Warteformel (IDF) enthalten.

2. Das gemischte Verlust- und Wartesystem
mit unvollkommener Erreichbarkeit

Ein Vermittlungssystem soll betrachtet werden,
in dem die Rufe einer Klasse W unbeschriankte
Wartemoglichkeit haben. Den ankommenden Rufen
viner zweiten Klasse V wird nicht erlaubt zu warten.
~ie . gehen verloren®, wenn sie nicht sofort eine freie
Abnehmerleitung finden.

Das Angebot 4 an das System unterteilt sich dem-
gemal} in ein Teilangebot Aw, das durch jene Rufe
erzeugt wird, die warten diirfen, und ein Teilange-
bot .1y, dessen Rufe bei Blockierung des Systems
verloren gehen:

A=Aw+ Av. (47)

In diesem System kénnen nun wieder die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten zwischen benachbarten
Zuxstanden hergeleitet werden. Die Uberginge sollen

{+ 1,2}
Tf

[1—-o(@)]4 e(x+1,2)(x+1)

(@) Aw v @
o Lo Tl (a2 4+ 1)
[P o(r2)z ? [1—e(z,2+ D]z

(U o -4 olz,2)z

{xél,z}

Bii 6. Das Zustandsdiagramm des gemischten Verlust-
und Wartesystems.
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in Bild 6 am geanderten Zustandsdiagramm gezeigt
werden.

Gegeniiber dem Zustandsdiagramm des reinen
Wartesystems (Bild 3) dndern sich nur die Uber-
génge vom Zustand {, 2 — 1} zum Zustand {z, z}
bzw. von {z, 2} zu {z,z + 1}, denn eine Erhéhung
der Zahl der wartenden Rufe kann nur das Teil-
angebot Aw bewirken. Alle iibrigen Uberginge
werden von der Unterteilung in zwei Klassen von
Rufen nicht betroffen.

Nachdem das abgeinderte Zustandsdiagramm
aufgestellt ist, konnen die Formeln fiir das gemischte
Verlust- und Wartesystem Schritt fiir Schritt analog
zu Kapitel 2 abgeleitet werden. In den folgenden
Abschnitten werden deshalb nur einige Zwischen-
ergehnisse und die Endresultate angegeben. Zum
Studiam der ausfithrlichen Herleitung wird auf
Kapitel 2 verwiesen.

Aus dem Zustandsdiagramm Bild 6 148t sich eine
Rekursionsformel fiir die Zustandswahrscheinlich-
keiten p(x, z) ableiten, die der im Kapitel 2 herge-
leiteten Rekursionsformel (14) sehr dhnlich ist:

px,2)x = (48)
=px—1L2)[1 —ole —1)]4 + p(x,z — D o(x) Adw,

z=1,...,n, 2=1,2,....

5.1. Die Verteilung p(x)

Durch Aufsummieren der Zustandswahrschein-
lichkeiten p(x, z) tiber alle z erhalt man die Vertei-
lang p(z) im Abnehmerbiindel:

z—1
[T — o)
p)=p0)de =4 (49)

Q”“’"“’Aw]

Die Wahrscheinlichkeit p(0) liefert die Bedingung
(18), daB die Summe aller Wahrscheinlichkeiten p ()

gleich eins ist:
j=1

n TTi— )
LN + D A1 =0

— (50)
0 - j
»(0) j=1 LIU o) Aw]

5.2. Die Blockierungswahrscheinlichkeit

Die Blockierungswahrscheinlichkeit ist gleich den
Zustandswahrscheinlichkeiten p (x) maultipliziert mit
deren Sperrwahrscheinlichkeiten ¢ (x) und aufsum-
miert von =k bis x = n:

n
B=W= ka(x) o(x). (27)
Pore

Blockierung bedeutet fiir die Rufe des Teilangebots
Av ,,Verlust' und fiir die Rufe des Teilangebots 4w
»Warten'. In diesem System sind also Verlustwahr-
scheinlichkeit und Wartewahrscheinlichkeit gleich
grof.

Setzt man die Verteilung p(x) aus GL. (49) in die
Formel (27) fiir die Blockierungswahrscheinlichkeit
ein, so erhalt man
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5.3. Die mittlere Wartezeit

Zur Berechnung der mittleren Wartezeit soll
wieder zuerst die Grofle

wir) = D zplx.z)

bestimmt werden. Dazu wird die Rekursionsformel
(48) mit z muitipliziert und iiber alle z aufsummiert.
Die neue Rekursionsformel fiir o (x) lautet

) Aw]w(x) = (52)
=[l—o@x—Hldox—-1) +o@dwp@),
r=1Fk...,n

Diese Rekursionsformel 146t sich auf die folgende
Art auflosen:

o (x) =

" (30)

£ — o{x

p 3 DAY
= i — o(i) Aw’
Die Wartebelastung £2 ergibt sich als Summe tber
alle o () n

(53)

Q=Y o@. (54)
r=k
Die mittlere Wartezeit der wartenden Rufe
Tw=Q|WAw (55)

kann nun berechnet werden.

Fir W mul die Wartewahrscheinlichkeit nach
Gl. (51) eingesetzt werden.

Ebenso kann die mittlere Wartezeit 73 aller Rufe,
die zur Klasse W gehéren, bestimmt werden:

% = QlAdw. (56)

6. Das gemischte Verlust- und Wartesystem
mit vollkommener Erreichbarkeit (n = k)

Fiir den Sonderfall des vollkommen erreichbaren
\bnehmerbiindels [4] erhilt man mit den speziellen
Werten der Sperrwahrscheinlichkeit nach Gl. (44)
die Blockierungswahrscheinlichkeit

B=W= il AR 51
Z ‘4j An A W
=6 J! !l n— Aw
Die mittlere Wartezeit der wartenden Rufe ist
1
= S 5
W= (58)
die mittlere Wartezeit bezogen auf alle Rufe
1 .
= ——g— W. (59)
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7. Das reine Verlustsystem

Aus der Formel fiir die Blockierungswahrschein-
lichkeit (51) im gemischten Verlust- und Warte-
system lassen sich die zum Teil schon bekannten
Lésungen anderer Systeme ableiten.

Setzt man das Teilangebot Aw = 0, d.h. das ge-
samte Angebot A besteht aus Rufen der Klasse V
(4 = Av), dann erhélt man die Verlustwahrschein-
lichkeit eines reinen Verlustsystems:

B:x:k x)!L 1':10 r—1 (60)
L 2T —e

Diese Formel wurde bereits von A. K. ErLane als
Verlustwahrscheinlichkeit von idealen ErraNG-
Mischungen angegeben, sie wird auch ERLANGS
Interconnectionsformel (EIF) genannt [1].
Andererseits geht Gl. (51) iiber in die Formel (28)
fiir die Wartewahrscheinlichkeit W des reinen
Wartesystems, wenn Ay =0 (4 = Aw) gesetzt
wird. In Bild 7 sind diese Zusammenhédnge darge-

Erreichbarkeit
unvollkommen vollkommen
kE<n k=mn
reines Wartesystem l WS ‘ P — l WS ‘
k—>n
' !
Aw — A4 ,14\V - A
gemischtes Verlust- wal ‘ .
und Wartesystem v N P Vws
|dy — 4 Ay >4
¥ v
reines Verlustsystem VS P —>n> 1 'S 1

Bild 7. Uberblick iber die behandelten Systeme.

stellt. Die dick umrandeten Felder sind die Systeme,
die in dieser Arbeit behandelt wurden. Das verkehrs-
theoretische Verhalten der iibrigen Systeme war be-
reits bekannt [1], [3], [4]. Fiir reine Wartesysteme
mit unvollkommener Erreichbarkeit hat GaMBE
durch Vergleich mit Verlustsystemen eine Néhe-
rungslosung vorgeschlagen [5].
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