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Die bekannten Modellvorstellungen von GILBERT bzw. von BErRGER und MANDELBROT be-
- schreiben nahrungsweise die biischelartigen Fehler bei binéirer Dateniibertragung auf Fernsprech-
kandlen,

Ein neues Modell, das hier vorgeschlagen wird, arbeitet mit drei bzw. vier verschiedenen Stor-
zustinden fiir den betrachteten Kanal, wobei zu jedem Zustand eine feste Fehlereinfallswahr-
scheinlichkeit gehort. Jeder Storzustand kann dabei nur unmittelbar nach einer falsch iibertragenen
Stelle in einen anderen Stérzustand tibergehen. Fiir das Modell geniigen die zufilligen Abstinde
zwischen den zeitlich benachbarten Fehlern einer Verteilung, die durch Uberlagerung von drei
bzw. vier geometrischen Verteilungen entsteht.

Die im Modell enthaltene Annahme, daB8 aufeinanderfolgende Fehlerabstiinde statistisch un-
abhingig sind, stellt eine praktikable Niaherung dar. Als spezielle Erweiterung des Modells wird
auch eine statistische Abhingigkeit fiir die Fehlerabstinde eingefiihrt.

Die beiden obengenannten sowie die neue Modellvorstellung werden anhand eigener MeBreihen
gepriift. Die gemessenen Fehlerabstandsverteilungen werden durch das neue Modell sehr genau
beschrieben, wobei auch der auf die hypothetische Verteilung angewandte y2-Test giinstig ausfillt.

A Statistical Model for the Errors Occurring with Binary Data Transmission on Telephone Channels

The well-known model concepts of GILBERT and Berc¢ER/MANDELBROT, respectively, describe
approximately the clustered errors occurring with binary data transmission on telephone channels.

A new model is here proposed; it operates with three and four states of noise, respectively,
for the channel under consideration, a fixed error probability being associated with each state.
Each noise state can change into another noise state only immediately after an incorrectly
transmitted place. The random separations between the time-adjacent errors of a distribution
produced by a superposition of three and four geometrical distributions, respectively, suffice for.
the model. )

The assumption contained in the model that successive error separations are statistically
independent is a practical approximation. A statistical dependence is also introduced for the
error separations as a special extension of the model concept.

The two aforementioned model concepts as well as the new one are verified by reference to
measurement series conducted by the author. The measured error separation distributions are
described with high accuracy by the new model; the y2-test applied to the hypothetical distribu-
tion also gives a favorable result.

- 1. Einfiihrung

Bei der Planung eines durch entsprechende Codie-
rung gegen Fehler gesicherten Dateniibertragungs-
systems spielt die Storspannung in den verfiigharen
Kanilen eine entscheidende Rolle.

Es wire daher niitzlich, iiber eine vollsténdige
statistische Beschreibung der Ubertragungsfehler
eines vorgesehenen Kanals zu verfugen. Dabei soll
unter einem Ubertragungsfehler die Filschung einer
gesendeten Bindrstelle 0 in eine empfangene Bindr-
stelle L verstanden werden bzw. umgekehrt. Auf
Grund einer vollstdndigen statistischen Beschrei-
bung der bei ungesicherter Ubertragung auftreten-
den Fehler 146t sich die Auswirkung der Fehler auf
ein geplantes Dateniibertragungssystem mit Code-
sicherung entweder berechnen oder durch eine Funk-
tionsnachbildung der (gesicherten) Dateniibertra-
gung einschlieBlich der Ubertragungsfehler auf ei-
nem Rechner simulieren.

Von den wihrend der Simulation nachgebildeten
Ubertragungsfehlern wird erwartet, daB sie in allen
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statistischen Eigenschaften mit den wirklich auf-
tretenden Fehlern moglichst gut iibereinstimmen.
Der Algorithmus zur moglichst wirklichkeitstreuen
Nachbildung der Ubertragungsfehler werde als stati-
stisches Kanalmodell bezeichnet.

Ein besonders einfaches Modell, das jedoch keine
»»Bischelung® der Fehler beschreiben kann, ist der
statistisch unabhéingig gestorte Bindrkanal (binary
symmetric memoryless channel). Bei diesem wird
jede Binirstelle mit einer festen Wahrscheinlich-
keit pyp gefdlscht (E: error), und zwar statistisch un-
abhingig davon, ob diese Stelle eine 0 oder ein L
ist, und ferner statistisch unabhingig von voran-
gehenden Fehlern. Ein Abstand von genau ¢ Stellen
zwischen einer gefilschten Bindrstelle und der nédch-
sten gefalschten Bindrstelle tritt dann mit der Wahr-

scheinlichkeit p(t) = (1 — pg)t-Lpg (1)

auf. Dabei liegen ¢ — 1 nicht gefdlschte Stellen da-
zwischen. Diese geometrische Verteilung fir die
Fehlerabsténde beziehungsweise die zugehorige kon-
stante Einfallwahrscheinlichkeit fiir Fehler werden
jedoch auf Fernsprechkanélen, die fiir Datentiber-
tragung benutzt werden, kaum beobachtet [1].
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Vielmehr treten die Fehler ,,in Biischeln®, d.h.
kurzzeitig gehauft auf, und dazwischen liegen lin-
gere Zeiten fehlerfreier Ubertragung. Insbesondere
gind zwei Kanalmodelle, die eine Fehlerbiischelung
berticksichtigen, bekannt geworden:

Ein erstes Kanalmodell wurde von GILBERT [2]
eingefiihrt. Bei diesem Modell befindet sich der Ka-
nal entweder in einem Gut-Zustand G (G: good)
oder in einem Schlecht-Zustand B (B: bad). Im Gut-
Zustand treten keine Ubertragungsfehler auf, und
im Schlecht-Zustand B fallen Fehler mit konstanter
Wahrscheinlichkeit prp ein. Wabrend des Schlecht-
Zustandes stimmt dieses Modell mit dem erst-
genannten Bindrkanal tiberein. Der Kanal kann
nach jeder iibertragenen Stelle zwischen den beiden
Zustinden G und B wechseln. Der Ubergang von
G nach B erfolgt dabei mit einer festen Ubergangs-
wahrscheinlichkeit pgg, und von B nach G mit ppg.
Durch die drei Parameter pgp, peB, PBG ist das
Kanalmodell von GrBERT vollstéindig beschrieben.
Die Verteilung der Abstinde zwischen benachbarten
Fehlern — im folgenden als Fehlerabstandsverteilung
bezeichnet — 148t sich entsprechend Gl. (1) berech-
nen. Der Zusammenhang zwischen den drei Kanal-
parametern und der Fehlerabstandsverteilung ist
etwas kompliziert und wird von GILBERT [2] wie
folgt angegeben:

pt) = arui ™2 4 aguf™® fir t=2, 2)
p(1) = PBc PEB, 3)
wobei

pEB=1—peB, Pec=1—pes, PeBE=1— DBG,

2u1, 2 = pgc + pBBPEB - (4)
+ V(pae -+ pBe PuB) + 4 PEB(PBG — Pac)

BBPEB — % Uy —
@y — PBBPEB 2 s (pBB I PGG)
Uy — Ug PEB
PBBPEB — U2 %1 — PBB PEB
Qg = — "~ = — ot e
2 W — g PEB <Z’GB PBB Poa )
u p—
: (pBG + pBB Mﬁ}) .

PGB

Die Abstandsverteilung ist vom Typ her eine Uber-
lagerung von zwei geometrischen Verteilungen.
Naherungsweise kann die eine der beiden tiiber-
lagerten Verteilungen als die Abstandsverteilung fiir
die kurzen Absténde innerhalb der Biischel gedeutet
werden und der andere Anteil als die Abstands-
verteilung fiir die lingeren Abstinde von Buschel
zu Bischel. ;

Das biischelartige Auftreten der Fehler wird durch
die Art der Tehlerabstandsverteilung erfal3t. Ver-
glichen mit dem Kanal von durchwegs konstanter
Fehlereinfallwahrscheinlichkeit treten im Kanalmo-
dell von GirBERT sehr kurze und sehr lange Fehler-
abstande mit groflerer Wahrscheinlichkeit und dafiir
die mittleren Fehlerabstinde mit kleinerer Wahr-
scheinlichkeit auf.
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Es muB noch darauf hingewiesen werden, daf} bei
dem Kanalmodell von GILBERT das Auftreten einer
gefilschten Stelle durchaus davon abhingt, ob vor-
angehende Stellen fehlerfrei sind oder nicht. Da-
gegen sind die Fehlerabstinde in diesem Modell von
vorangehenden Fehlerabstanden statistisch nicht ab-
hiingig: Ein Fehlerabstand beginnt mit dem vor-
angehenden Fehler, wobei der Kanal stets im Zu-
stand B sein muB. Die Wahrscheinlichkeit fiir das
Auftreten des nédchsten Fehlers nach ¢ Schritten
hingt von diesem Ausgangszustand und von den
drei Kanalparametern pgp, pse und pgs ab. Da
aber der Kanal bei Beginn eines betrachteten Fehler-
abstandes stets im Zustand B ist, hat der voran-
gehende Fehlerabstand keinen EinfluB.

Ein 2weites Kanalmodell wurde von BERGER und
ManDELBROT [3] vorgeschlagen. In diesem Modell
wird einerseits vorausgesetzt, daBl die Fehler-
abstédnde untereinander statistisch unabhangig sind,
und andererseits wird angenommen, daf die Fehler-
abstdnde der Pareto-Verteilung gentigen:

p(=t)=i fur t=12,3,.... (5)

Dabei ist p(=t) die Wahrscheinlichkeit, daBl ein
Fehlerabstand nicht kiirzer als die Lénge ¢ ist. Diese
Abstandsverteilung verursacht in dhnlicher Weise
wie die Abstandsverteilung des Modells von GIL-
BERT eine Biischelung der Fehler.

Die Pareto-Verteilung von Gl. (5) stellt sich in
doppelt-logarithmischem Mafstab als Gerade mit
der Steigung — o dar:

logp(=t) = —alogt. (6)

Der Parameterwert o liegt bei der Approximation
praktischer Fille zwischen 0 und 1. In diesem Be-
reich 0 <« < 1 existiert fiir die Pareto-Verteilung
ungliicklicherweise kein endlicher Erwartungswert.
Wie sehr sich auch die Nachrichteningenieure dar-
iiber freuen wiirden, wenn der Abstand von einem
Ubertragungsfehler bis zum néichsten Fehler ,im

Mittel unendlich gro* wére; um der Wirklichkeit.

besser zu entsprechen, wird in dem Vorschlag von
Beroer und MANDELBROT die Verteilung an einer
Stelle ¢ = j abgeschnitten. Der Erwartungswert der
abgeschnittenen -Verteilung kann durch entspre-
chende Wahl von § der Messung angepal3t werden.
Allerdings treten dann gemifl dem Modell keine
groBeren Fehlerabstinde als § auf. Somit kann eine
gemessene Verteilung durch die zwei Parameter o
und f§ approximiert werden.

2. Vergleich der zwei Biischelfeh]er-Modelle
mit Messungen

Um die beschriebenen Kanalmodelle in ihrer
Brauchbarkeit zu beurteilen, miissen sie mit Fehler-
messungen bei der Dateniibertragung in der Praxis
verglichen werden. Alle einfithrend vorgestellten
Kanalmodelle werden durch die Verteilung der Feh-
lerabstinde in hinreichender Weise beschrieben. Da-
her liegt es nahe, fir die Beurteilung der Modelle ge-
messene Fehlerabstandsverteilungen heranzuziehen.

e
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Gemessene Fehlerabstandsverteilungen sind nur
zum Teil den bekannten Verdffentlichungen [6], [77,
[8] zu entnehmen. Jedoch waren Unterlagen iiber
die Fehlerstatistik bei Dateniibertragung iiber das
Fernsprechnetz der Deutschen Bundespost nicht in
dem Mafle verfiigbar, wie es fur die Beurteilung der
Modelle notwendig war [15]. Daher wurden vom
Verfasser umfangreiche, von der Deutschen Bundes-
post durch bereitgestellte Leitungen unterstiitzte
Messungen ausgefiihrt, iiber die an anderer Stelle [9]
ausfiihrlich berichtet wird. In der vorliegenden Ar-
beit wird fiir die vergleichende Betrachtung der Mo-
delle nur eine dieser zahlreichen Messungen benutzt,
die als typisch angesehen werden darf.

Bei dieser Messung wurden wihrend 94 Minuten
mit einem 4-Phasen-Modem 6,8 - 108 Bindrstellen
mit einer Geschwindigkeit von 1200 bit/s und mit
einem Sende/Empfangspegel von —16/—21 dB
iibertragen. Der Ubertragungskanal war eine iiber
Hebdrehwihler gewihlte Fernsprech-Ortsverbin-
dung. Bei der Messung wurden 3138 fehlerhafte
Binérstellen registriert, und die Folge von 3138 Feh-
lerabsténden auf Lochstreifen ausgegeben.

2.1. Vergleich des Modells von Gilbert mit der Messung

Die gemessene Fehlerabstandsverteilung wird als
Summenhéufigkeit #(=1¢) dargestellt; dies ist die
relative Haufigkeit fiir Abstdnde von ¢ oder mehr
Binérstellen. Fiir unmittelbar benachbarte fehler-
hafte Bindrstellen ist als Fehlerabstand ¢t = 1 ver-
einbart.

Die der Summenhéufigkeit & (=1) entsprechende
Verteilungsfunktion der Abstinde p(=t) fiir das
Modell von GiLBERT lautet gemil Gl. (2)

1)

p(=t) = D (@i +asui~?) fir t=2,3,...
T={

ay
1 — Wi

= Ay ul~? 4 Agul2. (9)

az
l—~u2

ui=? 4 w2 (8)

Wir entnehmen Gl. (9), da sich die Verteilungs-
funktion fir die Abstinde >t als Uberlagerung von
zwel geometrischen Folgen ergibt.

Fiir sehr grofe Abstinde t darf unter der An-
nahme

uy > ug (< 1) (10)

der zweite Term in Gl. (9) vernachlissigt werden:
A2 Us -2

] 4 2222

+ A; (ul) J ’

i>1.

p(=t) = Ayuf*

\%

p(=t)~ Ayui~? fir (11)

In einer einfach-logarithmischen Darstellung fiir
p(=t) iber ¢ liegen daher die Punkte fiir > 1 auf
einer Geraden mit der Steigung log u;: (12)

logp(=t) ~ (t — 2)logus + log A7 fir ¢>1.

Um die Ubereinstimmung mit der Messung zu be-
urteilen, ist in Bild 1 die gemessene Summenhaufig-
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keit A (=t) im halb-logarithmischen MafBstab dar-
gestellt. Der lineare MaB3stab fiir die Absténde reicht
bis ¢ = 50000, was bei einer Ubertragungsgeschwin-
digkeit von 1200 bit/s einem zeitlichen Abstand von
etwa 40 s entspricht.

173

20000 30000 40000 50000
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Bild 1. Gemessene Summenhiufigkeit (= ¢) fiir Abstiande

von ¢ oder mehr Schritten zwischen aufeinander-
folgenden Fehlerstellen, dargestellt im halb-loga-
rithmischen Mafstab. Das Bild ist von einem Rech-
ner ausgedruckt und daher auf die Druckpositionen
des Zeilendruckers quantisiert. Die senkrechten In-
tervalle zu jedem MeBpunkt k(= ¢) sind Vertrauens-
intervalle auf Grund einer endlichen MeBdauer. Die
Vertrauensintervalle itberdecken mit 959, Sicher-
heit den ,,wahren‘‘ Wert.
Die MeBpunkte liegen fiir ¢ = 500 (500 Stellen ent-
sprechen einer zeitlichen Dauer von 417 ms) in der
halb-logarithmischen Darstellung mit guter Nihe-
rung auf einer Geraden, d.h., sie geniigen einer
geometrischen Verteilung.

0 10000

In Bild 1 liegen die MeBpunkte 4 (=#) fir { = 500
mit guter Naherung auf einer Geraden. Damit wider-
spricht diese Messung der Annahme nicht, daB die
langen Fehlerabstdnde einer geometrischen Vertei-
lung geniigen.

Bei einem Vergleich zwischen dem Modell von
GiLBERT und der gemessenen Abstandsverteilung
ist weiter zu priifen, ob letztere durch die Uber-
lagerung von gerade zwei geometrischen Folgen dar-
stellbar ist: Durch die ,,nach AugenmafB* einge-
zeichnete Gerade in Bild 1 sind Schétzwerte fir die
eine geometrische Folge (Gl. (11)) festgelegt worden.
Wird von den Meflpunkten A (=) diese erste geo-
metrische Folge abgezogen, dann miiBte die zweite
geometrische Folge als reduzierte Summenhiufigkeit
hrea(=t) verbleiben. Die reduzierten MeBpunkte
hrea(=1) entsprechen der reduzierten Verteilung

hrea (Zt) 2 p(=1) — A1uf~? = dauf™2.  (13)

In halb-logarithmischer Darstellung miiBte hreq(= 1)
ebenfalls auf einer Geraden liegen.

Bild 2 zeigt die derart reduzierte Summenhéufig-
keit hreq (=1¢) im halblogarithmischen MafBstab. Die
lineare Abstandsachse reicht dabei bis ¢ = 100
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Bild 2. Aus der gemessenen Summenhéufigkeit gewonnene
reduzierte Summenhéufigkeit hreq (= t), dargestellt
im halb-logarithmischen MaBstab. Fiir einen Kanal
nach dem Modell von GILBERT miiBlten die darge-
stellten Punkte auf einer Geraden liegen.

Schritte. Die reduzierten MeBpunkte mit ihren Ver-
trauensintervallen liegen in signifikanter Weise nicht
auf einer Geraden. Dies zeigt, dafl die gemessene
Abstandsverteilungsfunktion % (= ¢) durch die Uber-
lagerung von nur zwei geometrischen Folgen nur
sehr unbefriedigend approximiert werden kann. Je-
doch erscheint es anhand von Bild 2 aussichtsreich,
das Modell von GILBERT dahingehend zu erweitern,
daB die Abstandsverteilungsfunktion durch die
Uberlagerung von mehr als zwei geometrischen Fol-
gen dargestellt wird. Dieser Weg wird in dem Vor-
schlag von Abschnitt 3 beschrittei.

Fiir das Modell von GILBERT jedoch darf gesagt
werden, dafl im Bereich grofler Fehlerabstéinde die
gemessene Verteilung sehr gut approximiert wird.
Dann aber ist die Approximation fiir kleine Fehler-
abstidnde weniger gut.

2.2. Vergleich des Modells von Berger und Mandelbrot
mit der Messung

Fir den Vergleich des Modells von BErGER und
MaxpELBROT mit der Messung wird die gemessene
Fehlerabstandsverteilung A(=t) in Bild 3 im dop-
pelt-logarithmischen MaBstab dargestellt. Die senk-
rechten Intervalle geben wieder die 95%,- Vertrauens-
intervalle zu den MeBpunkten an.

Die Pareto-Verteilung dieses Modells ist nach
Gl. (6) eine Gerade mit der Steigung — . Als Ap-
proximation an die Messung ist in Bild 3 eine Ge-
rade mit der Steigung —a = — 0,4 eingezeichnet.
Die Pareto-Verteilung p(=t) = ¢~ hat fiir o = 0,4
einen nicht endlichen Erwartungswert. Daher wird
die Verteilung abgeschnitten, z. B. bei t = f = 105,
und damit der zweite Parameter f§ eingefiihrt. Ge-
mifl diesem Modell miiite dann spétestens nach
105 : 1200 bit/s ~ 80 s ein Ubertragungsfehler auf-
treten.

Die Ubereinstimmung mit der Messung im Be-
reich kleiner Abstinde bis etwa ¢ < 100 ist durch-
aus befriedigend. Jedoch weichen fiir groBe Ab-
stinde (100 < ¢t < 50000) die Mef3punkte von der
Pareto-Verteilung so stark ab, dal3 diese Abweichun-
gen nicht als zufallig angesehen werden kénnen. Ab-

t] —o
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Bild 3. Gemessene Summenhiufigkeit (= ¢) wie in Bild 1,
jedoch hier im doppelt-logarithmischen MaBstab.
(Zwei verschiedene Ordinatenwerte zu einem Ab-
szissenwert entstehen aus der Rundung der Werte
auf die Druckpositionen.)
Fiir einen Kanal nach dem Modell von BERGER und
ManprELBROT miiBten die dargestellten Punkte auf
einer Geraden liegen. Tiir Fehlerabstinde von
t > 100 (was 83 ms entspricht) zeigen sich starke,
systematische Abweichungen.

weichungen dieser Art haben sich ebenfalls bei allen
hier nicht vorgestellten Messungen gezeigt. Bei den
959,-Vertrauensintervallen miifite man erwarten,
daB die theoretische Verteilung nur in 59, der Félle
von diesen Intervallen nicht tiberdeckt wird.

Damit kann zusammenfassend festgestellt wer-
den, daB die Fehlerabstandsverteilung nur im Be-
reich kleinerer Abstinde durch die Pareto-Vertei-
lung befriedigend beschrieben werden kann.

Bevor im Abschnitt 3 ein neues Kanalmodell vor-
gestellt wird, das die gemessenen Fehlerabstands-
verteilungen besser beschreibt, mufl noch unter-
sucht werden, inwieweit die statistische Unabhén-
gigkeit zwischen den Absténden, die den bisher dis-
kutierten Modellen zu eigen ist, durch die Messungen
gerechtfertigt ist.

2.3. Gemessene statistische Abhdngigkeit cwischen den
Fehlerabstinden

Die statistische Unabhangigkeit zwischen den
Fehlerabstinden wird bei dem Kanalmodell nach
BeErGER und MANDELBROT a priori angenommen
und bei dem Modell von GiLBERT folgt sie aus den
Voraussetzungen.

Um fiir die Messungen den Grad einer eventuellen
statistischen Abhingigkeit zwischen aufeinander-
folgenden Fehlerabstinden zu beschreiben, kénnte
der empirische Kovarianzfaktor [10] herangezogen
werden. Dieser betragt bei der bereits oben einge-
fiihrten Messung k& = 3,3%,. Der kleine Kovarianz.-
faktor k 146t eine geringe Abhéngigkeit vermuten.
Da aber eine starke Abhéngigkeit nicht unbedingt
auf einen groBien Kovarianzfaktor fiihrt, wird statt
dieses unsicheren MaBes besser der 42-Test [11] auf
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die Kontingenztafel benachbarter Abstinde an-
gewendet 1.

j—
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Bild 4. Kontingenztafel fiir Paare aufeinanderfolgender
Fehlerabstinde. Ein ,,-‘“-Zeichen fir die Koordi-
nate (i, j) bedeutet, daBl nach einem Fehlerabstand
der Klasse ¢ ein Abstand aus der Klasse § mit
groBerer Hiufigkeit auftritt, als es bei statistischer
Unabhiingigkeit zu erwarten wére. Entsprechendes
gilt fir das ,,—““-Zeichen.

Fir die betrachtete Messung wurden die Fehler-
abstédnde in 14 Klassen eingeteilt. In Bild 4 sind
links die zu den Klassennummern ¢ gehérigen Inter-
valle der Fehlerabstdnde ¢ zu entnehmen. Die Ma-
trix mit den Zeichen ,,—*, ,,+‘““und ,,leer* in Bild 4
gibt ein tbersichtliches Bild fiir die Kontingenz-
tafel [14]: Das durch einen Pfeil markierte Zeichen
» 1 z.B. bedeutet, daBl auf Fehlerabstinde, die in
die Klasse 7 = 6 fallen, als nichster Fehlerabstand

“einer aus der Klasse j = 9 mit groflerer Haufigkeit
auftritt, als es bei statistischer Unabhéngigkeit er-
wartet wird. Entsprechend bedeutet ein Zeichen
,»—“in der Koordinate (¢, ), daB auf die Abstands-
klasse ¢ die Abstandsklasse j zu selten folgt. Die
Schranken, bei deren Uberschreitung ein ,,4 bzw.
ein ,,—* gesetzt wurde, sind so bemessen, daf} bei
statistischer Unabhéngigkeit im Mittel nur 59, der
Koordinaten (s, ) mit ,,+‘- oder ,,—““-Zeichen in
zufilliger Verteilung belegt wiren.

Auffillig ist die Konzentration der ,,--‘“-Zeichen
auf der Hauptdiagonalen, insbesondere rechts unten

1 Fir den y2-Test wird der Merkmalraum (hier die Ab-
stéinde) in » Klassen eingeteilt. Aus den beobachteten, ab-
soluten Haufigkeiten H;, die in der Klasse ¢ auftreten, und
aus den gemiB der Hypothese erwarteten absoluten Haufig-
keiten 1% wird das Abweichungsmalf}

»

(Hi — T9)?

xz - i A———
i; T

A

(14)

gebildet. Aus dem Abweichungsmafl x2 kann eine soge-
nannte Signifikanz a berechnet werden. Die Signifikanz
gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der man sich tiuscht,
wenn man die zu prifende Hypothese verwirft. Je kleiner y2
ist, um so groBler wird a. Signifikanzwerte von einigen
Prozent oder mehr werden tiblicherweise als so groBle Tau-
schungswahrscheinlichkeiten angesehen, dafl das Verwerfen
der Hypothese zu riskant wird; der y2-Test legt dann der
Annahme der Hypothese nichts in den Weg.
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in der Kontingenztafel. Letzteres bedeutet, dall bei
der Messung auf einen langen Fehlerabstand wieder
bevorzugt ein langer Fehlerabstand folgt. Entspre-
chend zu selten folgt dann auf einen langen Abstand
ein kurzer Abstand, und umgekehrt. Auf diese Eigen-
art wurde bereits von Lewrs und Cox [5] erstmals
hingewiesen. Ferner fallt auf, da etwa 15%,, und
nicht nur 5%, der Koordinatenpunkte mit ,,-+ -
oder ,,—“-Zeichen belegt sind. Dies schlidgt sich
auch in der Ablehnung der Hypothese der Unab-
héngigkeit durch den x2-Test nieder: Wenn die Un-
abhéngigkeitshypothese fiir die Fehlerabstinde die-
ser Messung verworfen wird, dann ist die Irrtums-
wahrscheinlichkeit ¢ sehr klein, namlich kleiner als
10/ 00-

Der y2-Test entscheidet bei einer groflen Stich-
probe hinsichtlich der Verwerfung einer Hypothese
sehr scharf. Deshalb soll unbeschadet dieses y2-Tests
ein gegeniiber dem Modell von GILBERT und dem
Modell von BERGER und MANDELBROT verbessertes
Kanalmodell vorgeschlagen werden, das zundchst
ebenfalls statistisch unabhingige Fehlerabstinde
postuliert. Wie stark sich der Fehler vernachlissig-
ter Abhéngigkeit auswirkt, wird noch im Ab-
schnitt 3.3.3 zu prifen sein.

3. Vorschlag eines neuen Kanalmodells

3.1. Erste Beschreibungsform des neuen Modells

Dieses Modell stellt in gewisser Hinsicht eine Er-
weiterung des Modells von GILBERT dar. Nach dem
neuen Vorschlag soll die Fehlerstatistik des Kanal-
modells fiir Dateniibertragung auf Fernsprech-
leitungen durch felgende drei Kigenschaften ge-
kennzeichnet sein: o
1. Die Wahrscheinlichkeit, dafl zwischen einer ge-

falschten Bindrstelle und der néchsten gefilsch-

ten Bindrstelle f—1 oder mehr ungeféilschte

Binarstellen liegen, sei

g
p(=t)= D Wiul~' fir t=1,2,3,... (15)
=1
g
mit D Wi=1.
=1

Diese Verteilung ist eine Summe von g geometri-
schen Verteilungen. Unmittelbar benachbarte
Fehler entsprechen dabei dem Fehlerabstand
t=1.

2. Die Falschung einer tibertragenen Bindrstelle soll
statistisch nicht davon abhéngen, ob die ge-
sendete Bindrstelle eine 0 oder ein L war (Sym-
metrie).

3. Die Fehlerabstinde sollen untereinander stati-
stisch unabhéngig sein.

3.2. Zweite Beschreibungsform des neuwen Kanal-
modells

Dieses Kanalmodell kann auch noch auf eine
zweite Weise beschrieben werden. Diese Beschrei-
bungsart kénnte als eine physikalische Interpreta-
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tion aufgefafit werden, ohne dall diese Interpreta-
tion einen Anspruch auf die Rechtfertigung des Mo-
dells erhebt. Ein Modell kann selbstverstandlich nur
durch Messungen gerechtfertigt werden. Neben der
Interpretation ist diese zweite Beschreibungsart je-
doch gut geeignet, um Stérungen gemifl diesem
Kanalmodell bei einer Simulation von Kanal und
Dateniibertragung auf einem Digitalrechner nach-
zubilden.

Der Kanal kann sich in g verschiedenen Zusténden

Zl,Zz,...,Zi,.‘..,Zg

befinden. Jedem Zustand entspricht eine verschie-
dene Storintensitit des Kanals, so dall in den Zu-
stinden Z, ..., Z, die Fehler-mit den Wahrschein-
lichkeiten

ooy PRg

PE1, PE2; ---> PEi>

auftreten. s wird unterstellt, dafl ein Zustand Z;
nur zwischen einer gefilschten Binérstelle und der
unmittelbar darauf folgenden Binédrstelle in einen
anderen Zustand Z; iibergehen kann. Diese An-
nahme unterscheidet sich vom Modell von GILBERT,
und sie ist wesentlich, weil dadurch eine sehr ein-
fache und geschlossene mathematische Beschrei-
bung ermoglicht wird. (Ein Modell erhilt seine Be-
rechtigung durch die Vertriglichkeit mit Messun-
gen, und ein einfaches Modell ist einem komplizier-
ten stets vorzuziehen.) Damit dndert der Kanal
wiihrend eines Fehlerabstandes seinen Zustand nicht.
Der Ubergang des Kanalzustandes nach einer ge-
filschten Binirstelle in einen der Zustdnde

T, Ty Ly

soll mit den Wahrscheinlichkeiten
Wi, Wo, ..., Wi, ..., Wy

erfolgen, und zwar unabhiingig vom bestehenden
Zustand. Letztere Annahme bedingt die statisti-
sche Unabhingigkeit aufeinanderfolgender Fehler-
abstinde; dazu wird im Abschnitt 3.4 noch eine
Erweiterung vorgeschlagen, welche auch die An-
nahme einer statistischen Abhéngigkeit ermdoglicht.

Mit den genannten Voraussetzungen lafit sich die
Fehlerabstandsverteilung p(=t) leicht angeben:
Ein Abstand beginnt und liegt mit der Wahrschein-
lichkeit W;im Zustand Z;, der die Fehlerwahrschein-
lichkeit pg; hat. Wenn der Abstand grofler oder
gleich £ sein soll, dann miissen mindestens ¢ — 1 auf-
einanderfolgende Stellen ungestort sein, Die Wahr-
scheinlichkeit, daB mindestens {— 1 aufeinander-
folgende ungestorte Stellen auftreten und daB diese
Folge dem Zustand Z; angehort, ist

Wi(l — pmi)t—t.
Jeder der g Zusténde liefert einen solchen Beitrag,

und die Wahrscheinlichkeiten der paarweise frem-
den Ereignisse kénnen addiert werden:

a7
p(=t)= ; Wi(l — pgi)t— (16)
g
mit p(=hH= > W;=1. (17)
=1 .
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Der Vergleich von Gl. (16) und Gl. (15) zeigt, daB
die zweite Beschreibungsform des Kanalmodells mit
der ersten Form vertriaglich ist. Dabei ist die GroBe

die Wahrscheinlichkeit fiir eine richtig tibertragene
Binarstelle im Zustand Z;.

Das neue Kanalmodell kann wegen der unabhén-
gigen Fehlerabstéinde und der Fehlerabstandsvertei-
lung als eine Erweiterung des Modells von GILBERT
angesprochen werden. Das neue Modell fiir den
Sonderfall ¢ = 2 und das Modell von GILBERT sind
bis auf die Wahrscheinlichkeit fir die Abstédnde
¢t = 1 in ibrem Verhalten identisch. Durch die Ein-
schrankung fiir den Zustandswechsel nur nach einem
Fehlerbit wird aber die mathematische Handhabung
des neuen Modells wesentlich vereinfacht.

3.2.1. Weitere Kenngrifen des neuen Kanalmodells
Als weitere Kenngrofen des Kanalmodells sollen
noch berechnet werden:
die mittleren Fehlerabstinde E; im Zustand Z;,
die Wahrscheinlichkeit pz;, daB eine beliebig her-
ausgegriffene Binirstelle vom Kanal im Zustand
Zy ibertragen wurde, und
die mittlere, pauschale Stellenfehlerwahrschein-
lichkeit pg.
Der mittlere Fehlerabstand £; im Zustand Z; folgt
aus der Wahrscheinlichkeit fiir den Abstand ¢ fiir Z;
von (1 — pgi)i~1pmi zu

Bi= 2 t(1 — pgi)i~l pmi- (19)
i=1
Nach Umformung ergibt sich
B=1 i=12..9, (20)
PEi

also der Kehrwert der Fehlerwahrscheinlichkeit im
Zustand Z;.

Der iiber alle g Zustinde gemittelte pauschale
Fehlerabstand E ergibt sich durch Bewertung mit
W; zu g
E= ) W,E. (21)

i=1

Die Wahrscheinlichkeit pz; fir den Zustand Z; ist
gleich dem relativen Anteil, den der Zustand Z; zu
der Summe in Gl. (21) beitragt:

> Wik
j=1

Die mittlere, pauschale Stellenfehlerwahrscheinlich-
keit pg ergibt sich entsprechend Gl. (20) als Kehr-
wert des pauschalen mittleren Fehlerabstandes E:

pe=1/E. (23)

Nach der Vorstellung des Modells und seiner Eigen-
schaften muB noch gepriift werden, inwieweit dieses
die Fehler bei realer Dateniibertragung auf Fern-
sprechkanélen zu beschreiben vermag.

Pzi = (22)
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3.3. Priifung des vorgeschlagenen Kanalmodells durch
Messungen

Fir die Priifung des vorgeschlagenen XKanal-
modells anhand von Messungen sollen die drei kenn-
zeichnenden Eigenschaften Fehlerabstandsverteilung,
Symmetrie und statistische Unabhdngigkeit heran-
gezogen werden.

3.3.1. Prifung der Fehlerabstands-

verteilung

Als erstes wird gepriift, ob die gemessene Fehler-
abstandsverteilung mit der theoretischen Verteilung
des Modells vertraglich ist. Als gemessene Abstands-
verteilung wird die gleiche Messung herangezogen,
mit der im Abschnitt 2 das Modell von GILBERT und
das Modell von BErRGER und MANDELBROT ver-
glichen wurden. Diese relative Haufigkeitsverteilung
h(=1) fiir gemessene Fehlerabstinde zeigt Bild 5 in

1
]
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Bild 5. Die Punkte mit den senkrechten Strecken geben die

gemessene Summenhidufigkeit A(=¢) mit den zu-
gehdorigen Vertrauensintervallen an. Die Darstellung
stimmt mit Bild 3 tiberein. Dariiber hinaus geben
die Positionen mit der Ziffer 3 den Verlauf der theo-
retischen Werte p3(= ¢) bei der Approximation mit
dem Grad g = 3 an. Wenn der theoretische Wert
p3(=t) auf den MeBwert A (= ¢) fallt (Abweichung
kleiner als eine halbe Druckposition), dann ist die
Ziffer 3 nicht ausgedruckt. Man sieht, daf nur funf
Punkte um eine Position abweichen (das entspricht
129%,), und p3(=t) von k(=) fiir den Abstand
t = 50000 um drei Positionen abweicht. Damit
stellt p3(=t) bereits eine ,,gute Approximation*
der Messung dar.
Entsprechend geben Positionen mit der Ziffer 4 den
Verlauf der theoretischen Werte psa(=t) bei der
Approximation mit dem Grad g = 4 an. Es unter-
scheiden sich h(=f) und ps(=1¢) in so geringem
MaBe, daB nur fir £ = 50000 eine Abweichung um
eine Druckposition auftritt.

doppelt-logarithmischer Darstellung. Um %&(=t)
mittels einer theoretischen Funktion p(=t) nach
Gl (15) zu approximieren, muf} zuerst festgelegt
werden : '
Nach welchem Kriterium und nach welchem Ver-
fahren soll approximiert werden ?
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Mit Weléhenl Grad von g tiberlagerten geometri-
schen Verteilungen (in Gl. (15)) soll approximiert
werden ?

Als Approximationskriterium wurde gewahlt2:
Z [A(=t) — p(=0D)]2 N Minimum beziliglich (24)
7 p(=t)[1 —p(=t)] Parameter von p(=1).

Dieser Ausdruck liefert eine MaBzahl, die mit der
quadratischen Abweichung zwischen Messung und
Approximation zusammenhéngt, und diese soll
durch Wahl der 2¢g — 1 freien Parameter Wy, Wa,
Wy1, U1, us, ..., uy von p(=t) zum Minimum ge-
macht werden. Dafiir wurde ein Rechenprogramm
[12] mitbenutzt, das nach einem Gradientenverfah-
ren von PowrLL und FLETCHER [13] arbeitet.

- Die zweite Frage nach dem Grad g der Approxi-
mation ist eng verkniipft mit der Beurteilung der
Ubereinstimmung zwischen gemessener und theo-
retischer Verteilung. Dem Bild 5 sind der gemessene
Verlauf % (= t) sowie der theoretische Verlauf p(=1t)
fiir den Grad ¢ = 3 und g = 4 zu entnehmen. Das
Bild zeigt augenscheinlich eine gute Ubereinstim-
mung zwischen Messung und theoretischen Werten.
Die Parameter fiir die Approximation mit dem Grad
g = 3 nennt Tabelle I.

Tabelle 1.

Zustands- mittlerer Anteil der
nummer Fehlerabstand Abstiande
7 EB; | W
1 14400 0,12
2 36 0,32
3 2,2 0,56

Interessant sind die.mittleren Fehlerabstiande E;,
die zu den drei Stérzustdnden Z; gehéren: Als klein-
ster mittlerer Fehlerabstand entspricht Kz = 2,2
den Fehlerabstinden innerhalb der Fehlerbiischel.
Ein mittlerer Fehlerabstand von E3 = 2,0 wiirde
eine maximale Stérung mit der Stellenfehlerwahr-
scheinlichkeit pgs = 0,5 bedeuten. Der mittlere
Fehlerabstand Fg = 36 (£ 30 ms) laBt sich als
mittlerer Abstand zwischen den Biischeln deuten.
Schlieflich kénnen die ganz langen Fehlerabstinde
von By = 14400 (£ 12 s) so interpretiert werden,
dafB die genannten Fehlerbiischel in Biischelgruppen
kiirzerer Biischel zusammengefaf3t werden, die einen
mittleren Abstand E; von Gruppe zu Gruppe haben.

Mit diesem Eindruck darf man sich jedoch nicht
begniigen, vielmehr soll der y2-Test [11] angewendet
werden auf folgende Hypothese: ,,Die Fehler-
abstinde, die bei einer Messung die Héaufigkeits-
verteilung A(=t) ergaben, gehorchen einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung p(=¢) nach Gl. (15), d.h.

2 Es wire naheliegender, zur Schiitzung der Parameter
fir die theoretische Funktion p(=1t) die ,likelyhood-
Methode® heranzuziehen [14]. Wird jedoch die Uberein-
stimmung mit dem y2-Test gepriift, dann fithrte hier das
oben genannte Kriterium auf signifikantere Ergebnisse. Die
Benutzung dieses Approximationskriteriums erhilt nur
durch den Erfolg beim y2-Test seine nachtrigliche Recht-
fertigung.
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einer Uberlagerung von g geometrischen Verteilun-
gen. Die Approximation an die MeBkurve wurde
mit drei verschiedenen Graden fiir p (=) ausgefthrt,
nédmlich g = 3, 4 und 5.

Dabei lieferte der y2-Test die Signifikanzwerte a
von Tabelle I1.

Tabelle I1.
Grad ¢ Signif. @
3 < 0,001
4 0,255
5 0,193

Der Tabelle IT entnimmt man:

Fiir den Grad g = 3 wird die Verteilungshypo-
these wegen zu geringer Signifikanz vom x2-Test
noch abgelehnt, obwohl die gemessene Fehler-
abstandsverteilung durch die Uberlagerung von drei
geometrischen Verteilungen, wie Bild 5 zeigt, schon
recht gut approximiert wird.

Fir den Grad g = 4 steht bei einer Signifikanz
von liber 25%, der Annahme der Hypothese nichts
im Wege. Bei der Stichprobengréfe von 3138 Fehler-
abstéinden ist dies eine ausgezeichnete Bestétigung
fir die angenommene Verteilung.

Fiir den Grad g = 5 fallt gegeniiber g = 4 die
Signifikanz. Dies ist kein Widerspruch. Selbstver-
stindlich kann die MeBkurve durch mehr Freiheits-
grade besser approximiert werden. Jedoch geht in
die Berechnung der Signifikanz die Zahl der Frei-
heitsgrade ein, und bei einem Mehraufwand an Frei-
heitsgraden wird eine entsprechende Abnahme des
Abweichungsmalles erwartet. Diese stellt sich hier
nicht ein und daher wird fir ¢ = 5 die Signifikanz
geringer.

Zusammenfassend darf festgestellt werden: Die
Verteilung der Fehlerabstinde kann durch die Uber-
lagerung von g geometrischen Verteilungen nach
Gl. (15) beschrieben werden. Die Approximation ist
besonders gut bei ¢ = 4, so daf nicht einmal der
x2-Test die Hypothese auf die Abstandsverteilung
verwirft. Jedoch kann bereits bei einem Grad von
g = 3 die Ubereinstimmung zwischen Messung und
Modell als augenscheinlich gut bezeichnet werden.

3.3.2. Prifung der Fehlersymmetrie

Als ein zweites Kennzeichen des vorgeschlagenen
Modells ist zu priifen, ob Fehler in gesendeten 0-
Stellen mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten
wie in gesendeten L-Stellen. Diese Symmetriehypo-
these lieBe sich ebenfalls mit dem x2-Test nach-
prifen. Jedoch wurden die Fehler, die in 0 und L
auftreten, in der Auswertung nicht getrennt, son-
dern getrennte Messungen ausgefiihrt, bei denen nur
0 oder nur L oder gemischt 0/L gesendet wurde. Bei
Symmetrie miiite bei allen drei Messungen eine im
Rahmen der statistisch bedingten Schwankungen
gleich grofe Stellenfehlerwahrscheinlichkeit pg er-
wartet werden.

In Bild 6 ist die pauschale Fehlerrate pg fir drei
Mefserien aufgetragen. Das Vertrauensintervall ei-
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Bild 6. Pauschale Fehlerrate pg von sieben Messungen, bei
denen nur 0, nur L oder L/0 gemischt gesendet
wurde. Bei Symmetrie fiir die Fehler tiberdecken
die Vertrauensintervalle den gemeinsamen. ,,wahren
Wert einer Serie mit 959, Sicherheit.

ner Messung folgt aus der Stichprobengrofle und
iiberdeckt mit 95%, Wahrscheinlichkeit den ,,wah-
ren Wert. Die Serien 1 und 2 wurden mit-einem
Phasenmodem und die Serie 3 mit einem Frequenz-
modem gemessen. Die Abweichungen zwischen den
Messungen einer Serie sind nicht so grof, dall eine
Unsymmetrie unterstellt werden mul}, sondern er-
kléren sich eher aus unterschiedlichen Bedingungen
von Messung zu Messung.

Da die Symmetrie in starkem Mafle von der Kin-
stellung der Diskriminatorschwelle im Demodulator
des Empfingers abhingt, mogen diese Messungen
zur Rechtfertigung der Symmetrieannahme hier ge-
niigen.

3.3.3. Zur statistischen Unabhéingigkeit
zwischen den Fehlerabstidnden

Bereits im Abschnitt 2.3 wurde festgestellt, daf}
der y2-Test die Hypothese der statistischen Un-
abhéngigkeit fur die Fehlerabstinde verwirft. Je-
doch bietet der y2-Test kein Mal fiir die Stirke der
Abhingigkeit, da der Test die Hypothese umso
sicherer verwirft, je groBer nur die Stichprobe ist.

Jedes einfache Abhédngigkeitsmall, etwa durch
eine Zahl ausgedriickt, setzt eine einschrinkende
Bewertung der Abhéngigkeit voraus. In diesem
Sinn kénnte hier folgende Frage interessieren: Mit
welcher Wahrscheinlichkeit treten genau ¢ Fehler-
stellen in einem Block von n Stellen auf ¢? Oder, was
sehr eng mit dieser Frage verkntipft ist : Mit welcher
Wahrscheinlichkeit erstrecken sich j aufeinander-
folgende Fehlerabstinde gerade insgesamt tiber ¢
Stellen ? Die letztere Frage soll ndher untersucht
werden.

Es wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die
Summe von j aufeinanderfolgenden Absténden be-
trachtet: Aus der Messung kann einerseits die
Haufigkeitsverteilung %;(=¢) von j aufeinander-
folgenden Abstdnden ermittelt werden. Anderer-
seits kann aus der Haufigkeitsverteilung einfacher
Abstinde hi(= 1) = h(=1) jene Héiufigkeitsver-
teilung hyy(=1t) fir j aufeinanderfolgende Ab-
stinde berechnet werden, die sich bei statistischer
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Unabhingigkeit einstellen wiirde. Die Frage, ob die
Abweichungen zwischen k; (= ¢) und %y, (= ¢) nur
die Auswirkung einer endlich grofien Stichprobe
sind, oder ob eine systematische Abweichung vor-
liegt, kann mit dem x2-Test auf die Hypothese
gleicher Verteilungen entschieden werden. Falls der
y3-Test die Annahme gleicher Verteilungen zuldBt,
dann darf fir die Berechnung von Abstandssummen
mit statistischer Unabhingigkeit gerechnet werden.

Die praktische Berechnung der Héufigkeitsver-
teilung %y (= ) aus k(= t) kénnte durch Faltung
erfolgen. Jedoch wird der Rechenaufwand unver-
héltnismafBig grofl. Daher wurde die Folge der Ab-
stinde in der Messung nachtraglich in zufélliger
Weise permutiert. Unter Annahme der statistischen
Unabhingigkeit hitte sich diese permutierte Folge
der Abstinde mit gleicher Wahrscheinlichkeit als
originale Messung einstellen kénnen. Aus der per-
mutierten Folge kann h,; (= f) in gleicher Weise
ermittelt werden, wie h;(= 1) aus der originalen
Folge.
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Bild 7. Gemessene Verteilungsfunktion hs(=1¢) fir die
Summe von j = 5 aufeinanderfolgenden Abstinden
(o o). Die Verteilungsfunktion Ays(= t), die sich bei
statistisch unabhingig angenommenen Abstinden
ergeben wiirde, ist durch (u u) dargestellt, soweit sie
nicht auf die gemessene Abstandsverteilung fillt.
Auffillig ist der steilere Abfall von hys (= £).

In Bild 7 sind die Verteilungsfunktion hs(= t)
fir j = 5 aufeinanderfolgende Absténde der origi-
nalen Messung sowie die Verteilungsfunktion
hus{=1t) bei Annahme der statistischen Unab-
héngigkeit zwischen den Fehlerabstinden in doppelt-
logarithmischem MaBstab dargestellt. Auffillig ist
der steilere Abfall der Verteilungsfunktion A5 (=1¢),
was einer kleineren Varianz fiir die Summe von
Absténden bei Annahme der statistischen Unab-
hangigkeit gegeniiber der originalen Messung ent-
spricht. Dies ist eine Auswirkung der positiven
Kovarianz, die durch die bevorzugte Folge eines
langen Fehlerabstandes auf einen langen Fehler-
abstand verursacht wird.

Neben diesem bildlichen Eindruck fiir die Ab-
weichung soll die Signifikanz a des y2-Tests auf die
Verteilungshypothese fir einige Werte von j Ab-
- stinden vorgestellt werden (Tabelle IIT).

Die Tabelle IIT zeigt, dal fiir die Summe von
zwei benachbarten Abstinden die Annahme der
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Unabhéngigkeit sogar auf Grund des kritischen
x2-Tests nicht verworfen werden mul}. (Bei Ver-
werfung wirde man sich mit einer Wahrscheinlich-
keit von tiber 49, tduschen.) Erst bei der Summe
vor § = 3 Abstinden wird der Einflul der Ab-
héngigkeit signifikant.

Tabelle TIT.
Zahl der sum- Signifikanz auf
mierten Abstiinde | gleiche Verteilungen

j a

2 0,044

3 < 0,001

5 < 0,001
10 << 0,001

Zusammenfassend kann festgestellt werden, daf3
die Annahme von statistisch unabhéngigen Fehler-
abstdnden als eine erste Naherung an die Wirklich-
keit angesehen werden darf. Von dieser Naherungs-
annahme wird jedoch die ausgezeichnete Approxi-
mation der Verteilung einfacher Abstédnde nicht be-
rithrt.

3.4. Brweiterung des vorgeschlagenen Modells

Das bisher vorgestellte Modell fiir die Fehler bei
Dateniibertragung befriedigt hinsichtlich der Ver-
teilung der Abstinde zwischen den Fehlerstellen
der Messung ausgezeichnet. Die Annahme der stati-
stischen Unabhéngigkeit zwischen den Fehler-
abstdnden ist eine gute Néherung.

Fiir besondere Anwendungen konnte der Wunsch
entstehen, diese, wenn auch geringe, statistische Ab-
héngigkeit in einem erweiterten Modell zu beriick-
sichtigen, um in dieser Hinsicht die Statistik der
Ubertragungsfehler noch besser nachzubilden.

In diesem erweiterten Modell bleiben alle bisher
angefithrten Eigenschaften (siehe Abschnitte 3.1, 3.2
und 3.2.1) mit Ausnahme der statistischen Unab-
hiangigkeit erhalten: Der Kanal befindet sich in
einem von g Zustdnden Z; (1 = 1,2, ...,¢g), wobei
im Zustand Z; die Fehlereinfallwahrscheinlichkeit
pr; (0= 1,2, ..., g) herrscht. Ein Zustandswechsel
kann nur nach einer gefilschten Binérstelle auf-
treten, so dall wahrend eines Fehlerabstandes der
Zustand derselbe bleibt. Die Wahrscheinlichkeit,
dal der Zustand nach einem Fehlerbit in den Zu-
stand Z; tbergeht, ist W; (¢ =1, 2, ..., ¢). Damit
behalten die Gl. (15) bis (23) weiterhin ihre Giltig-
keit.

Im Gegensatz zu dem einfachen Modell soll nun
bei dem erweiterten Modell der Zustand nach einer
gefilschten Bindrstelle Z; von dem vorangehenden
Zustand Z; abhingen. Der Ubergang des Zustandes
von Z; nach Z; soll durch die Ubergangswahrschein-
lichkeiten

Pij (7’> :): 1,2;;9) (25)

gesteuert werden. p;; ist die Wahrscheinlichkeit fiir
Z; unter der Bedingung, dafl der vorangehende Zu-
stand Z; war. I'iir diese Ubergangswahrscheinlich-
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keiten gilt

7

leﬁ=1 (=12...9). (26)

=

Fir den Sonderfall der Unabhingigkeit sind die

Ubergangswahrscheinlichkeiten und die Zustands-

wahrscheinlichkeiten gleich:
pip=W; (,7=12,..

Hg). (27)

Durch die Ubergangswahrscheinlichkeiten py; wer-
den die Zustandswahrscheinlichkeiten W; festgelegt
[17], denn es gilt
g’\
Wj=,zlwipﬁ (j=12,...9). (28)
Die zeitliche Folge der einzelnen Zustdnde bildet
in diesem erweiterten Modell eine sogenannte Mar-
koff-Kette. Eine solche Markoff-Kette fiir Simula-
tionszwecke auf einem Digitalrechner kiinstlich zu
erzeugen, bereitet keine besondere Schwierigkeit
[18], [19], [20], wenn die Ubergangswahrscheinlich-
keiten bekannt sind. Falls der augenblickliche Zu-
stand Z; ist, dann mul} ein Zufallsereignis erzeugt
werden mit ¢ moglichen Ausgéngen und den zuge-
hérigen Wahrscheinlichkeiten

Pil, piz, --v;?ig.

Trifft Ausgang Nummer 4 ein, so wird Z; als néch-
ster Zustand angenommen.

Mehr Schwierigkeit bereitet die geeignete Wahl
der Ubergangswahrscheinlichkeiten ;. Durch Vor-
gabe der Fehlerabstandsverteilung p(=t) sind nach
Gl. (16) die Zustandswahrscheinlichkeiten W; fest-
gelegt. Damit verbleiben in Gl. (27) fir die Wahl
der py; noch viele Freiheitsgrade, weit mehr als not-
wendig, um Abhéngigkeiten der Form ,,auf einen
langen Abstand folgt bevorzugt wieder ein langer
Abstand‘ auszudriicken.

Um das Modell nicht unnétig zu komplizieren,
kann die Zahl der Freiheitsgrade durch freiwillige
Beschrinkung reduziert werden, z.B. durch Kin-
teilen der Zustdnde in zwei Klassen: Die eine Klasse
enthalte nur den Zustand mit der kleinsten Fehler-
wahrscheinlichkeit, was im Mittel auf die lingsten
Fehlerabstinde fihrt; die andere Klasse enthalte
alle anderen Zustdnde. Der Zustandswechsel inner-
halb der gleichen Klasse sei vom vorangehenden
Zustand unabhingig. Dagegen trete der Ubergang
von einer Klasse zur anderen mit kleinerer Wahr-
scheinlichkeit auf als im Fall der Unabhéngigkeit.
Auf diese Weise folgt auf den Zustand mit schwéch-
ster Storung bevorzugt der gleiche Zustand und da-
mit auch auf einen langen Fehlerabstand bevorzugt
wiederum ein langer Fehlerabstand. Bei derart be-
schrankten Freiheitsgraden bleibt bei vorgegebenen
Zustandswahrscheinlichkeiten W; nur ein Parameter
frei, um das Mafl der Abhingigkeit auszudriicken.
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Die letztgenannte ,,Zweiklassen-Methode* fiir das
erweiterte Modell wurde auf dieselbe Messung an-
gewendet [16]. Dabei zeigte sich, dafl das Modell
durch Hinzunahme einer derartigen Abhéngigkeit
noch merkbar verbessert werden kann.

4. AbschlieBende Bemerkung

Das neue statistische Modell zur Beschreibung
der Fehler bei Dateniibertragung wurde in dieser
Arbeit im wesentlichen anhand einer einzigen Mes-
sung eingefiihrt und begriindet. Diese eine Messung
steht jedoch hier stellvertretend fiir tiber 200 aus-
gefiihrte Messungen. In einer weiteren Verdffent-
lichung [9] wird die ZweckméBigkeit dieses Modells
anhand weiterer Messungen noch erhartet werden.
Ferner wird darin eine Statistik tiber die fiir das
Modell ermittelten Parameter vorgelegt.
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