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Nach einer Einfiihrung in die Theorie zyklischer Biniircodes liefert dieser Beitrag Unterlagen
zur Berechnung der Restfehlerwahrscheinlichkeit bei Dateniibertragung auf symmetrisch sto-
chastischen Stérkanilen.

Die Restfehlerwahrscheinlichkeit pgr ergibt sich allgemein zu pr &~ 2% (wobei k die Zahl der
Kontrollstellen in Codewdrtern der Liénge # ist) unabhingig von der Wahrscheinlichkeit pg falsch
iibertragener Stellen im Bereich 2&/n < pg < 1 — (2&/n).

Fiir pr < 2k/n ist pr < 27F, da fiir die Zahl F (w) nicht als falsch erkennbarer Fehlermuster
mit dem Gewicht w F(w) a (%) - 2% (w = h Hammingdistanz) nachgewiesen werden kann. Dies
gilt fiir viele Typen ungekiirzter zyklischer Codes. Dagegen gibt es bei Fire-Codes mehr unerkenn-
bare Fehlermuster von kleinem Gewicht w.

Schwache Verkiirzung der Codewortlinge beeinfluBt F (w)/() ~ 2~% nur unwesentlich. Bei
starker Verkiirzung sind dagegen grundsitzlich keine allgemeinen Aussagen iiber F(w) moglich.
Durch Verkiirzung kann z. B. F(w) fiir w = b sowohl anwachsen als auch sogar verschwinden.
Im letzteren Fall vergroBert sich die Hammingdistanz durch Verkiirzung.

Durch Tests auf Rechenmaschinen wurden die theoretischen Aussagen belegt und die der
Rechnung nicht zuginglichen Ergebnisse gewonnen.

Following an introduction to the theory of cyclical binary codes this contribution furnishes
information for calculating the residual error probability with data transmission on symmetrically
stochastic noise channels.

The residual error probability pg results generally as pr &~ 27 (where k the number of check
symbols in code words of the length ») independently of the probability pr of erroneously trans-
mitted symbols in the range 2k/n < pg = 1 — (2k/n).

For pr < 2k/n there is pr T 2%, since for the number F (w) of error patterns, which cannot
be detected as such, and the weight w it can be proven that F(w) ~ (3) - 27% (w = » Hamming
distance). This holds for many types of unshortened cyclical codes. With Fire codes, however,
there are more undetectable error patterns of low weight w.

A slight shortening of the code word length affects F(w)/(3) ~ 27% but insignificantly. With
strong shortening, however, no general statements concerning F(w) are basically possible. By
shortening it is possible, for instance, that ¥ (w) increases as well as even vanishes for w = L.
In the latter case the Hamming distance is increased by shortening.

By tests on computers the theoretical statements were proven and those results derived which

are not accessible to calculation.

1. Einfiihrung

Fiir Dateniibertragung haben sich bindre Grup-
pencodes als wirksam zur Sicherung gegen Fehler
erwiesen. Von den Gruppencodes lassen sich die
zyklischen Bindrcodes, die ihrerseits eine Unter-
gruppe der systematischen Bindrcodes sind, beson-
ders einfach beschreiben und realisieren (Abschnitt
2). Sie haben deshalb weite Anwendung gefunden.

Die Nachricht liegt als Folge von Binérstellen vor.
Es werden bei allen systematischen Codes jeweils
m Nachrichtenstellen mit k Priifstellen zu einem Code-
wort zusammengefafit, und der entstandene Block
von n = m -+ k Stellen tibertragen. Die Priifstellen
werden aus den Nachrichtenstellen nach einem
festen Schema abgeleitet. Die Erfillung dieses
Schemas, die Codevorschrift, 46t sich am Empfangs-
ort kontrollieren, und aufgetretene Fehler kénnen
festgestellt werden.

Nicht erkannte Fehler verursachen eine Rest-
fehlerwahrscheinlichkeit. Die Restfehlerwahrschein-
lichkeit pr wird definiert als Wahrscheinlichkeit, da@3
ein Codewort bei einmaliger Ubertragung gestort
und als falsch nicht erkannt wird.

Ein bekanntes Merkmal fiir jeden Code ist die
Hammingdistanz h, welche die kleinste Zahl von
Fehlerstellen je Codewort angibt, die gerade nicht
mehr mit Sicherheit erkannt werden kann. Dariiber
hinaus erlaubt ein Code auch die Erkennung von
Fehlermustern mit mehr Fehlerstellen, jedoch nicht
mit Sicherheit. Uber die Anteile der nicht als falsch
erkennbaren Fehlermuster mit w Fehlerstellen ist
noch wenig bekannt. Sie bestimmen aber zusammen
mit der Storstatistik des Ubertragungskanals die
Restfehlerwahrscheinlichkeit.

Man unterscheidet zwei Haupttypen von Stérun-
gen auf Bindrkanélen:

a) Stochastischer Storkanal

Die Filschung einer 1-Stelle in eine 0-Stelle und
umgekehrt ist gleich wahrscheinlich, symmetrisch.
Ferner ist das Auftreten einer Filschung statistisch
unabhiéingig von der Filschung anderer Stellen
(symmetric binary memoryless channel, stochasti-
scher Storkanal).

b) Biischel-Storkanal
Die Filschung zwischen 1- und 0-Stellen ist eben-
falls symmetrisch. Die Storstellen treten jedoch in
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Biischeln auf, d. h. es wechseln stérfreie Perioden
ab mit Perioden starker Storung (‘“channel with
memory”’, gemeint ist die Korrelation zwischen den
gefélschten Bindrstellen).

Zu a)

Die Restfehlerwahrscheinlichkeit fiir den sto-
chastischen Stérkanal 148t sich fiir eine Stellen-
fehlerwahrscheinlichkeit von pg = 0,5 (Index E:
error) leicht ermitteln [1], [2], [3]. Es ist pg = 2%
— 277, Fiir beliebiges pg ergibt sich die Restfehler-
wahrscheinlichkeit pr wie folgt:

Wenn eine Stelle mit der Wahrscheinlichkeit pg
gefalscht wird, dann treten in n Codewortstellen
genau w gestorte Stellen auf mit der Wahrschein-
lichkeit (Binomialverteilung)

p) = (1) s 01 — g,

Insgesamt gibt es mogliche Fehlermuster mit

w Fehlerstellen. Von diesen sei die Zahl der nicht als
falsch erkennbaren Muster F (w). Das Verhiltnis
wird als Reduktionsfaktor r(w) bezeichnet! (ab-
weichend von [3]):

Der Reduktionsfaktor r(w) ist gleich der Wahz-
scheinlichkeit, dafl ein beliebig herausgegriffenes
Muster mit w Fehlerstellen nicht als falsch erkenn-
bar ist. Damit ergibt sich pg als Produkt von p(w)
mit 7 (w), aufsummiert iiber alle méglichen Fehler-
zahlen w,

Pr= 2 pe)rw) = (1)
3 B
i%@ﬂ““mwmjg @)

n
o
Sinngemél wird r(0) = 0 definiert, da 0 Fehler zu
pr nichts beitragen. Die Gl. (1) verkniipft die Code-
eigenschaften mit den Eigenschaften der Stérung
und liefert die Restfehlerwahrscheinlichkeit. Die Be-
rechnung von pg bereitet jedoch grofie Schwierig-
keiten, da r (w) nur in Ausnahmefillen explizit an-
gebbar ist.
Ziel dieser Arbeit ist es deshalb, fiir den stochasti-
schen Storkanal die Reduktionsfunktion r(w) zu
bestimmen.

zu b)

Die Berechnung dér Restfehlerwahrscheinlichkeit
fiir den Biischelfehlerkanal ist bereits in [4] behan-
delt worden. Es wurde darin als Sonderfall der
Reduktionsfaktor fiir ein Rinzelbiischel in einem
Codewort berechnet (Anteil der nicht erkennbaren

1 Bei Gruppencodes und damit bei zyklischen Codes ist
F(w) gleich der Zahl der Codewdrter vom Gewicht w (Gewicht
ist die Zahl der 1-Stellen in einem Wort, siehe Abschnitt 2).
Man kénnte damit 7 (w) auch als bezogene Gewichtsvertei-
lung aller Codewdérter eines Code bezeichnen.
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Fehlerbiischel der Lange b bezogen auf alle Fehler-
biischel der Léinge b).

2. Eigenschalten zyklischer Biniircodes

Der eingefilhrte Leser kann diesen Abschnitt
itberschlagen, da die Theorie der zyklischen Binér-
codes aus der einschligigen Literatur bekannt ist
([6]—[11]). Da jedoch im deutschen Schrifttum
wenig tiber zyklische Codes zu finden ist, wird in
diesem Abschnitt eine kurze Einfihrung gegeben.
Sie behandelt insbesondere den Fall der Fehler-
erkennung.

Ein Codewort besteht aus m - k = n bindren
Stellen

X1, X2, ..

S Tms Xmtls ooy Emtk = Ty s

die je den Wert 0 oder 1 annehmen. Die ersten m
Stellen sind die Nachricht und konnen frei gewéhlt
werden, die folgenden k£ Priifstellen sind redundant.

Ein zyklischer Code wird durch ein sogenanntes
Generatorpolynom beschrieben

G(u) = cpuf + cp_qub~l- o Lejul +¢5. (3)

Der Grad des Polynoms k ist gleich der Zahl der
Priifstellen des Codewortes, die Koeffizienten
¢k, .., o haben je den Wert 0 oder 1.

Die n Stellen eines Codewortes 1, ..., x, inter-
pretiert man als Koeffizienten eines Codewortpoly-
noms C'(#) und definiert:

Cu) =wyun=l 4 zoun=2 4 o 2y qul + 2y . (4)

Definition: Eine Bindrfolge 21, ..., 2, ist ein
Codewort, wenn das Generatorpolynom G (u) Teiler

von C'(w) ist. Es ist also die Aufspaltung moglich

O(u) = G(u) - Q(u)

Die Divisionsprozedur muB ,,modulo 2 ausgefihrt
werden. Bei dieser gelten die iiblichen arithmeti-
schen Gesetze mit den Ausnahmen

14+1=0, +1=—1 ...mod2.

Es bezeichnet mod 2 einer Zahl den verbleibenden
Rest nach Division dieser Zahl durch 2.

...mod 2. (5)

Beispiel fiir die Division mod 2:
Lénge des Codewortes n=m +k=4+43=7
Generatorpolynom Gu) =u3 4+ u -+ 121011
Codewortpolynom Clu) =

= ub + u3 4 u2 4 ul £ 1001110
gemif Codewortstellen (1 22 23 x4 x5 2 ¥7) = 1001110

C(u) Gu) = Q)
ub w5 ut ud i ou? ul w0 ud u? ul w0 u? w2 wl uo
1001 i1 10:1011=10120
1011 ¢
010 i1

000 :0
10 i1 1
1o 11

0 0 0 0

0 0 00

f0 0 0

Bei der modulo 2-Rechnung braucht wegen -1 =
— 1 (mod 2) zwischen Addition und Subtraktion
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nicht unterschieden zu werden. Das obige Beispiel
fiir die Division geht ohne Rest auf. Damit ist G (u)
Teiler von C (u), und die Folge
1001:110
m=4 k=3
ist ein Codewort.
Ferner ist aus dem Beispiel ersichtlich, wie die
k Priifstellen aus den gegebenen m Nachrichten-
stellen errechnet werden kénnen: Man setzt in die
Priifstellen zunichst Nullen ein und fihrt die Divi-
sion aus. Es wird ein k-stelliger Rest tibrigbleiben.
Zieht man nun diesen Rest vom Dividenden ab, was
einem Ersetzen der letzten & Nullen im Dividenden
durch den berechneten Rest entspricht, so ist die
erhaltene Folge durch @ (u) teilbar und bildet damit
ein Codewort.

2.1. Darstellung des Code durch ein Quersummen-
schema

Die Eigenschaften eines zyklischen Code beziig-
lich der Fehlererkennung sind durch die Linge der
Codewdrter » und durch das Generatorpolynom & ()
vollstindig definiert. Jedoch lassen sich die Higen-
schaften der Fehlererkennung besser von einer ande-
ren Darstellungsform, dem sogenannten Quersum-
men- Priifschema, ablesen. Um dieses Schema zu er-
mitteln, geht man davon aus, daBl das Generator-
polynom G (u) Teiler des Codewortpolynoms C(u)
sein muB3. Das heilit, es gilt

[C () lmod e (wy =0, (6)
... mod 2

[xlu”“l + xzu”_z R = ul -+ xn]modG (u) = 0.
: (7)

Die Schreibweise ,,modulo G{u)* bezeichnet den
Rest der Division ,,C () geteilt durch G (u), wobei
ebenfalls fiir die Division die modulo 2-Arithmetik
anzuwenden ist. Dieser Rest soll nach Gl (6) Null
sein, d. h. G (x) muf Teiler von C (u) sein.

Die Schreibweise von Gl. (6) bzw. Gl. (7) ist aus
der sogenannten Polynomrestklassenrechnung be-
kannt [8], fir die Addition und Restbildung ver-
tauscht werden darf. Man erhdlt damit aus Gl (7)

21 [u" mod ¢ () + 2[4 2Imod g (uy +**+ ... mod2
R ] [u]modG(u) -+ [l]modG(u) =0. (8)

In GL (8) sind fiir die Potenzen von u die Reste der
Division zu bilden beziiglich des Generatorpolynoms
G () des Code. Der Grad von G (u) ist k, die Reste
sind also Polynome vom Grade £ — 1 oder kleiner.
Ein Koeffizientenvergleich in Gl. (8) fiir die Po-
tenzen 40, u*, ..., u¥~1 der Restpolynome liefert &
lineare Gleichungen, denen die Codewortstellen

Z1, ..., Ly geniigen miissen.
Beispiel:
Codewortlange n=m-+k=4+3=7

Generatorpolynom G (u) = 43 4+ u 4 1
Bedingungsgleichung nach Gl. (8)
1 [ulmod (us-+u-+1) + 22 [45mod (i +u+1) +
*++ + 27 [mod (ws+u+1) = 0.
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Berechnung von [4%mod (ut+u+1) * * * [#8Tmod (us+u+1):

) [%]mod (ue-+u+1)

b T
u?  ul o

0 z. B.
w/ T 1 wd wdtu41=1
w1 W w1
u3d . 1 1 <—— Rest v+ 1
ut 1 1 .
ud 1 1 1
u8 1 . 1

Der Koeffizientenvergleich fithrt auf die & = 3 Be-
dingungsgleichungen

fir w2, a1+ a0 f a3+ ax5=0
fir wl: as+ag+as-+26=0 ...mod2 (9)
fir u®: xtaxstaxst+27=0

Gl. (9) schreibt man zweckméfig in der Form eines
Quersummen-Priifschemas

Ty Xz X3 T4 Ts Te X7

1 11 1
""""" 19711 . 1 . Prifreile (10)
T 1
Prﬁ.f;ﬁélte

Die mittlere Priifzeile z. B. fordert, daf} die ,,Quer-
summe* der Stellen x, 3, ¥4, z¢ geradzahlig sein
soll, was der Aussage xs + 3 -+ 24 + 2¢ = O mod 2
entspricht.

2.2. Priifschema und Erkennbarkeit von Fehlern

Bezeichnet man in einem Priifschema die i-te
Priifspalte mit ihren k& Elementen als Spaltenvektor
a;(4 =1,2,...,n), so erhilt das Prifschema die
Form

w10y + X203 + 0 4 Tp—1Gn-1 + Tnan =0

...mod 2. (1)

Dabei gelten fiir die Spalten die tiblichen Matrizen-
regeln, insbesondere fiir die Summe a; + a;

a1 a1 ai1 + a1
g 52 @ig + a5

+ 1 = ) ...mod 2.
g ik g + Gk

Die gefalschten Codewortstellen werden mit

s

o
Xyy Loy eovy Xy

bezeichnet. Sie ergeben sich aus den ungefilschten

Stellen mittels
xj =y + f;...m0d 2 (t=1,2,...,n), (12)

wobei f; = 0, wenn die i-te Stelle keinen Fehler
enthalt,

fi = 1, wenn die i-te Stelle fehlerhaft ist.



AR, Band 20
11966], Heft 3

Die Folge [1, f2, ..., [n wird als Fehlermuster be-
zeichnet. Das gefilschte Codewort g, ..., z, ist
nicht als falsch erkennbar, wenn die Codebedingung
erfillt ist, wenn also

w1ay - xgag 0+ a, =0 ...mod 2

= (@1 + f1) @y -+ (X3 + f2) ag + - =+ (@n 4 fn) @n

...mod 2
= (2101 + X203 + ** + Tpay) +
+(fia1 + faas + - + fnay) ...mod2
= fra1 -+ faag -+ + faap =0 ...mod2. (13)

Die erste Klammer in der vorletzten Zeile ist Null,
da x1, 22, ..., z, ein Codewort bildet. Gl. (13) be-
deutet: Ein fehlerhaftes Codewort ist genau dann
nicht als fehlerhaft erkennbar, wenn die Summe der
Priifspalten, die zu gefilschten Codewortstellen ge-
horen, eine Nullspalte ergibt.

Ferner ist aus Gl (13) ersichtlich: Die Bedin-
gungsgleichung fiir ein nicht als falsch erkennbares
Fehlermuster f1, ..., f, stimmt iberein mit der Be-
dingungsgleichung an den Stellen eines Codewortes.
Wenn die Fehlerstellen fi, ..., fs also mit einem
Codewort iibereinstimmen, so ist dann und nur dann
dieses Fehlermuster nicht erkennbar.

2.3. Wichtige Typen zyklischer Bindrcodes

2.3.1. Zyklischer Hamming-Code [12]

Das Generatorpolynom @ (u) des Hamming-Code
ist ein primitives Polynom vom Grad k. Primitive
Polynome wurden tabelliert {8] und kénnen nach-
geschlagen werden. Die Codewortldnge ist n = 2%
— 1. Fiir ein primitives Polynom G'(u) sind die
Restpolynome :

[40Tmod ¢(uy» [ mod ¢ys ++-» (4" Miod Gu)

paarweise alle verschieden und auch verschieden
von Null, so dafl nach Abschnitt 2.1 alle Priifspalten
in dem Prifschema des Code verschieden sind. Von
den 2k — 1 moglichen Spalten zu je & Elementen
mit mindestens einem 1-Element treten alle genau
einmal als Priifspalte auf. Ein Beispiel fir den
Hamming-Code zeigt das Schema Gl. (10). Damit ist
sicher erkennbar jedes Muster mit zwei falschen
Stellen in einem Codewort, da die Summe mod 2 von
zwei verschiedenen Priifspalten sicher nicht ver-
schwindet (Abschnitt 2.2).

Nicht erkennbar sind drei Fehlerstellen, falls der
dritte Fehler zu jener Priifspalte gehort, die mit der
Summe der Priifspalten des ersten und zweiten
Fehlers tbereinstimmt. Die Hammingdistanz des
Code, die nicht mit Sicherheit erkennbare kleinste
Anzahl von Fehlern, betragt damit 2 = 3.

Die oben angegebene Codewortlinge von 2% — 1
ist die maximale Wortlinge nmax. Es ist gegeben
Nmax als kleinste positive Zahl, fir die

[0 mod @y = [4"™*moa g(w)
gilt.
Die Codewortlinge kann auch beliebig verkiirzt
werden, ohne daf sich die garantierte Hamming-
distanz verringert. Man spricht dann von einem ver-
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kiirzten Code. Ebenso wie der Hamming-Code diir-
fen alle folgenden Codes verkiirzt werden.

2.3.2. Abramson-Code [10]

Das Generatorpolynom G (u) = Gy (u) (u + 1) be-
steht aus zwei Faktoren. G4 () ist primitiv und vom
Grad ky. Der Grad von G(u) ist k = k1 - 1. Die
ungekiirzte Codewortlange ergibt sich zu

=2k — ] =261 1,

Das Priifschema des Abramson-Code baut man
zur besseren Ubersicht aus zwei Teilen auf. Da G (u)
Faktor des Codewortpolynoms O (u) ist, sind Gy (u)
wie auch (u - 1) Faktor von C(u). Aus der ersten
Bedingung, [C (%) Imod guuy) = 0, erhilt man k; Zeilen
fiir das Priifschema, das mit jenem eines Hamming-
Code gleicher Codewortlinge tibereinstimmt. Die
zweite Bedingung, [C(#)lmodw+1) == 0, lefert eine
weitere Priifzeile, die durchgehend mit 1 besetzt ist:

[0 mod u+1) = [W M moa(u+1y = **
== [unql]mod(u—{-l) =1.

Beispiel:
Gu) =W +uv+1)(u+t1),

=241 1 =17

xy X2 X3 X4 X5 Xg X7

111 . 1 .
111 .1
11,1 1
1111111

Im Abramson-Code sind zwei Fehler sicher er-
kennbar. Dariiber hinaus werden allgemein ungerad.-
zahlig viele Fehlerstellen sicher erkannt, da die
zeilenweise Summe mod 2 von ungeradzahlig vielen
Priifspalten in der untersten Position eine 1 liefert;
die Spaltensumme ist von Null verschieden. Damit
sind bis zu drei Fehler sicher erkennbar, dagegen
vier Fehler nicht mit Sicherheit. Die Hamming-
distanz des Abramson-Code betrigt i = 4.

2.3.3. Fire-Code [13]

Das Generatorpolynom G (u) = Gy(u) (uF + 1)
besteht aus zwei Faktoren. G4 (u) ist primitiv und
vom Grad ky. Der Grad von G(u)ist kb = kq + ks.
Die beiden Zahlen 2% — 1 und kg sollen teilerfremd
sein. Die ungekiirzte Codewortlange ergibt sich zu
n o= (281 — 1) ky.

Das Priifschema des Fire-Code 146t sich analog
wie beim Abramson-Code aus den beiden Bedingun-
gen

[C ('M')]mod Gi(u) = 0,

[C (@) moa ure+1) = 0
gewinnen.
Beispiel:
Glu)= WP +u-+1) @ +1)
no= (28 —1)-5 =35



140

J. SWOBODA: RESTFEHLERWAHRSCHEINLICHKEIT VON BINARCODES

A.E.U.Band 20
(19661, Heft 3

In dem Prifschema des Fire-Code wiederholt sich
im oberen Teil das Priifschema eines Hamming-Code
vom Grad ky in ke-facher Vielfalt. Im unteren Teil
wiederholen sich die ersten kg Teilspalten (281 — 1)-
fach. Bemerkenswert ist, dafB3 {iber den Einsen einer
festgewdhlten ,.ko-Priifzeile” die ,,ki-Priifspalten
alle verschieden sind, und jede mogliche %y-Priif-
spalte genau einmal auftritt.

Erkennbar sind alle Muster mit zwei Fehlern, da,
alle vollstiandigen Priifspalten paarweise verschieden
sind. Ferner sind erkennbar alle Muster mit drei
Fehlern, da die Summe mod 2 von drei Priifspalten
in den unteren ks Positionen mindestens eine Eins
enthélt und damit nicht zu Null wird. Der Fire-Code
hat trotz seiner hoheren Zahl an Priifstellen auch
nur eine Hammingdistanz von % = 4. Der hohere
Aufwand ist durch die Fabigkeiten gegeniiber
Biischelfehlern bedingt (es konnen zwei Fehler-
biischel von der Gesamtlinge ks - 1 mit Sicherheit
erkannt werden).

2.34. Bose-Chauduri-Code

Das Generatorpolynom
Gu) = G1(u) Ga(u) ... Go(u)

besteht aus e Faktoren. (1 (u) ist primitiv und vom
Grad %;. Die anderen Teilpolynome werden aus
G1 (u) berechnet, worauf hier nicht ndher eingegan-
gen wird. Der Grad der Teilpolynome Ga(u)... G (u)
ist ebenfalls k1 oder kleiner als ;. Damit ergibt sich
der Grad von G (u) zu

EZek =eld(n+1).

Die ungekiirzte Codewortlinge ist n = 2% — 1.
Sicher erkennbar sind 2¢ Fehler, womit sich die
Hammingdistanz zu & = 2e ++ 1 ergibt.

3. Restiehlerwahrscheinlichkeit
fiir den erweiterten Bereich
pr=2%kn...1— (2k/n)

Bei einer Schrittfehlerwahrscheinlichkeit von
pe = 0,5 entstehen durch Félschung alle 27 mog-
lichen Zeichen mit gleicher Wahrscheinlichkeit. Die
Restfehlerwahrscheinlichkeit ergibt sich fiir diesen
Sonderfall als Verhéltnis aller 2m — 1 moglichen
Codewdrter (ausgenommen das gestorte Ausgangs-
codewort) zu allen 27 moglichen Zeichen mit je
n Stellen [1]. Damit wird pg == 2% — 2-n,

Fir Codes, bei denen m = n — k > 1 ist, ergibt
sich fiir py = 0,5 die Ndherung

pr A2k fir m=mn—k>1 und pp=0,5. (14)

Es kann jedoch gezeigt werden, dal} sich pgr fast
nicht dndert, wenn pg von 0,5 verschieden ist. Die
Herleitung im Anhang 1 ergibt fir Gl. (14) den er-
weiterten Giltigkeitsbereich

pr A2k fir 2kn <pg<1— (2k/n). (15)

Nach GI. (15) gilt diese Restfehlerwahrscheinlichkeit
far einen um so grofleren Bereich der Stellenfehler-
wahrscheinlichkeit pg, je redundanzirmer der Code
ist. Die Grenze 2k/n ergibt sich in der Herleitung
aus der Forderung, daB pg in dem Intervall

pr = 2% (1 4 0,02%) (16)
liegen soll.
Gl. (15) gilt allgemein fiir jeden zyklischen Code

und fiir alle {iblichen systematischen Codes.

4. Ermittlung der Reduktionsfunktion
4.1. Ubersicht

Eine genauere Kenntnis der Reduktionsfunktion
r{w) ist notig fir die Berechnung der Restfehler-
wahrscheinlichkeit pg bei einer Stellenfehlerwahr-
scheinlichkeit pr < 2k/n.

Der Reduktionsfaktor  (w) wurde definiert als die
Zahl F (w) nicht erkennbarer Fehlermuster vom Ge-
wicht w (w ist die Zahl der falschen Stellen im

Fehlermuster) geteilt durch die Zahl Z}) aller mog-

lichen Fehlermuster vom Gewicht w in n Stellen.
Die Gesamtheit aller Reduktionsfaktoren r(w),
1 < w < n, wird als Reduktionsfunktion bezeich-
net. Fiir einen festen Wert w heif3t r (w) Reduktions-
faktor.

Die Reduktionsfunktion 146t sich nur fir wenige
Fille explizit angeben. Allgemein gilt

r{w) =0 fir w<kh, (17

da Fehlermuster von geringerem Gewicht als die
Hammingdistanz sicher erkennbar sind.

Folgende weitere Angaben iiber die Reduktions-
funktion sind moglich :

4.1.1. Fir einige ungekiirzte Codes (Abschnitt
2.3.1) 1aB3t sich die Reduktionsfunktion auf kombi-
natorischem Wege vollstdndig berechnen, namlich
fiir
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gewohnliche Quersummen-Codes ein
Parity-Bit je Codewort),
Hamming-Codes,
Abramson-Codes.

Fir den Fire-Code (Hammingdistanz & = 4) 146t
sich nur der Reduktionsfaktor »(w) = r(4) mit er-
traglichem Aufwand kombinatorisch berechnen
{Abschnitt 4.2).

4.1.2. Die Restfehlerwahrscheinlichkeit fast be-
liebiger Codes ist aus Abschnitt 3 bekannt fiir eine
Stellenfehlerwahrscheinlichkeit

2kin Spr =1 — (2k/n).
Davon 148t sich riickwérts auf die Reduktionsfunk-

tion r(w) im Bereich 2k < w =< n — 2k schlieBen
(siehe Abschnitt 4.3).

(nur

4.1.3. Die kombinatorische Berechnung von r(w)
auBlerhalb 2k = w < n — 2k versagt fir viele an-
dere Codes, auf jeden Fall fir gekiirzte zyklische
Codes. In diesen Fallen mufl man Testverfahren zu
Hilfe nehmen, um den noch unbekannten Bereich
der Reduktionsfunktion r (w) fiir w << 2k zu schlie-
Ben. GroBe Fehlerzahlen, w > n — 2k, fir die Re-
duktionsfunktion interessieren weniger, da sogar fiir
die maximale Storung, die bei der Stellenfehler-
wahrscheinlichkeit von pg = 0,5 auftritt, Fehler-
muster von so hohem Gewicht nur einen verschwin-
denden Anteil ausmachen.

Es gibt folgende zwei Testverfahren, die beide
vom Verfasser herangezogen wurden (Abschnitt 4.4).

a) Statistische Testmethode

Verfahren)
Auf einem elektronischen Rechner werden Zufalls-
muster von genau w Fehlern in »n Stellen erzeugt,

(Monte-Carlo-

wobei jedes der (") moglichen Muster gleich wahr-
] w g g

scheinlich auftritt. Jedes Fehlermuster wird auf
Erkennbarkeit gepriift. Der Anteil der nicht als
falsch erkennbaren Muster an allen untersuchten
Mustern ist der Schéitzwert fir den Reduktions-
faktor r(w).

b) Systematische Testmethode

Bg werden systematisch alle Z’; moglichen Muster

von w Fehlern in »n Stellen erzeugt und ihre Erkenn-
barkeit geprift. Dieses Verfahren liefert den exak-
ten Wert fiir (w). Da dieses Testverfahren durch
einen groflen Aufwand an Rechenzeit gekennzeich-
net ist, wurde hierfir ein kleiner Spezialrechner
gebaut.

Kenndaten des Spezialrechners:

Codewortlange n = 1023,

Zahl der Prifstellen £k <21,

beliebig (bis znm angegebe-
nen CGrad k),

Gewicht der Fehlermuster w =< 10 (16),

Arbeitsgeschwindigkeit etwa 104 Codewortstellen
pro Sekunde.

Generatorpolynom
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4.2. Berechnung der Reduktionsfunktion fir einige
ungelkiirzte Codes

4.2.1. Gewohnlicher Quersummen-Code

Bei diesem Code ergénzt k = 1 Prifstelle das
ganze Codewort von m auf n = m -+ & Stellen so,
dal} es eine gerade Anzahl von 1-Stellen enthélt.
Alle Zeichen mit gerader Quersumme sind demnach
Codeworter. Daher sind alle Fehlermuster mit un-
geradem Gewicht erkennbar und alle Fehlermuster
mit geradem Gewicht nicht erkennbar.

Fir die Reduktionsfunktion folgt

r(w) =0 fir w = ungerade,

1
riw)=1 fir w =2 und gerade. (18)

Fallt man jeweils zwei benachbarte Reduktions-
faktoren zusammen, so ergibt sich im Mittel

r(w) =0, =2-1=2"%,

4.2.2. Hamming-Code

Fir den ungekiirzten Hamming-Code 148t sich
die Reduktionsfunktion leicht angeben, da fir die-
sen die Anzahl der Codeworter mit dem Gewicht w
bekannt ist ([8], S. 68). Die Rekursionsformel aus [8]
lautet in den hier verwendeten Symbolen

F(w):i[(wil>——lf’(w—l)m

(19)
— w2 2],

wobei F(l)=0, F(2)=0, n=2F—1.

Die Rekursionsformel GI. (19) 148t sich mittels
r(w)=F(w) / (:) umschreiben in eine Rekursions-
formel fiir die Reduktionsfunktion

1
n—w-1 20)

X l—rw—1)—w-—1)rw—2)|.

Die ersten Werte lauten

r(1)=7r(2)=0,
1
r@)=r =,
B n— 7
==

Fir das Beispiel n =2F — 1 = 25— 1 =31 ist
die Reduktionsfunktion in Bild 1 dargestellt, wobei
7(w) auf 2% bezogen wurde.

Die Reduktionsfunktion ist symmetrisch

r(w)=r(n—w) fir O+w=n (21)

auller r(0)=0, rn)=1.

Ferner ist auffillig die paarweise Gleichheit von
7 (w).

Um fiir grofere Werte von w das Losen der Re-
kursionsgleichung (20) zu ersparen, kann man eine
obere und untere Schranke fiir  (w) aufstellen. Eine
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obere Schranke erhélt man, indem in Gl. (20) die
negativen Glieder weggelassen werden. Eine untere
Schranke ergibt sich durch Einsetzen der oberen
Schranke von r(w — 1) und r(w — 2) in Gl (20):

1 1 d | < r(w) :
n—w-+1 n—w-+1 ( <E—~w+i
oder mit n = 2% — 1 (22)

1 1 w 1
26 '—2k—w)<”w)<2k~5‘

1101

i

;'1 102t

8 L

; t 1 T t |
(5 5 10 1516 2 26 kil

Bild 1. Berechnete Reduktionsfunktion des Hamming-
Code mit n = 31 Stellen und k£ = 5 Priifstellen.
r(w) ist der Anteil nicht als falsch erkenmbarer
Fehlermuster vom Gewicht w. Das Bild zeigt die
Abweichung gegeniiber 2-%. Man beachte den unter-
brochenen OrdinatenmaBstab.

Die Gl. (22) grenzt die Reduktionsfunktion r (w)
um so scharfer auf den Wert r(w) = 2-% ein, je
grofler die Codewortlinge n = 2% — 1 gegeniiber w
ist. Gl. (22) soll in dem Bereich b = 3 =< w < 2k
herangezogen werden. Fiir groBeres Fehlergewicht
w, d.h. 2k = w =< n — 2k, wird die N&aherung
r(w) ~ 2-% allgemein noch im Abschnitt 4.3 nach-
gewiesen. Damit ist r(w) ~ 2-% fiir den Bereich
3 =w=mn— 2k sichergestellt. Schliefllich kann
mittels der Symmetriebeziehung Gl (21) der Gultig-
keitsbereich nach oben von w =n — 2k auf
w =< n — h ausgedehnt werden.

Damit darf fiir die Reduktionsfunktion des Ham-
ming-Code geschrieben werden

rw)~ 2% fir 3Sw=n—3,
r(w)==0 w <3,

Es ist wichtig festzustellen, dall die Restfehler-
wahrscheinlichkeit pr den Wert 2-% weder fiir starke
Storung und schon gar nicht fiir schwache Stérung
iiberschreiten kann. Wiirde fiir eine Dateniibertra-
gung ein Hamming-Code mit z. B. k = 20 Prif-
stellen benutzt werden, so wire die Restfehlerwahr-
scheinlichkeit maximal

PR = 27F == 2720 & 106,

2
fiir (23)

4.2.3 Abramson-Code

In dem Quersummen-Prifschema eines Abram-
son-Code (Abschnitt 2.3.2) erfallt eine der k& Priif-
gleichungen alle Codewortstellen. Dies hat zur Folge,
daf} alle Codeworter geradzahliges Gewicht haben
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und Fehlermuster mit ungeradem Gewicht sicher
erkennbar sind. Damit wird

r(w) =0 fir w = ungerade. (24)

Die restlichen & — 1 Priifgleichungen bilden ein Priif-
schema, das mit jenem eines Hamming-Code mit
gleicher Zahl von n = 2t~} — 1 Codewortstellen
iibereinstimmt. Fiir Fehlermuster von geradem Ge-
wicht gelten daher die gleichen Reduktionsfaktoren
wie fiir den Hamming-Code gleicher Codewortléinge
und mit k; = & — 1 Priifgleichungen.
Es folgt fir die Reduktionsfunktion

r(w) =0 (25)

r(w) A 27+ = 2.2-F fir 4 < Weerage =7 — 3.

fir w == ungerade,

Die Reduktionsfunktion fur gerade Fehlerzahl
nimmt also gegentiber 2-% den doppelten Wert an.
FafBit man jedoch zwei in w benachbarte Werte von
r(w) zusammen, so ergibt sich fir die Reduktions-
funktion im Mittel ebenfalls wieder 2%,

4.2.4. Fire-Code

Ebenso wie beim Abramson-Code ist auch bei dem
fiir die Sicherung gegen Biischelfehler entwickelten
Fire-Code jedes Fehlermuster mit ungeradem Ge-
wicht erkennbar. Man kann dies leicht am Priif-
schema des Fire-Code ablesen (Abschnitt 2.3.3):
Bildet man die Summe der ko Priifgleichungen, so
erhilt man eine Priifgleichung, die alle Codewort-
stellen erfaBlt. Diese zeigt aber jedes Fehlermuster
mit ungeradem Gewicht an. Also

r(w)=0 fir w = ungerade. (26)

Die verbleibenden Reduktionsfaktoren fiir gerade
Fehlerzahlen konnten allgemein nicht berechnet
werden. Jedoch liefert der Reduktionsfaktor fiir
w = h = 4 schon ein sehr interessantes Ergebnis.
Im Anhang 2 wird die Zahl der nicht als falsch
erkennbaren Fehlermuster mit w = 4 Fehlern her-
geleitet:

Fid) =y ka(2— 1) 28— 2) )
X [(2F — 4) - 3 (ke — 1) (20 — 2)].

Mit der Néherung 2% — 1 > 1 ergibt sich daraus
der Reduktionsfaktor

(3ke —2) D )
At Qv’kg dindil

In Gl (28) ist k = k1 - ka der Grad des vollstdndigen
Generatorpolynoms und kg der Grad des Polynom-
anteiles (uf2 4 1). Je grofer kg gewdhlt wird, um
so gréBer sind auch die Sicherungseigenschaften des
Code gegeniiber Fehlerbiischeln.

Bild 2 zeigt den auf 2-2-% bezogenen Redulk-
tionsfaktor nach Gl. (28), der in der Naherung nur
eine Funktion von kg ist. Bild 2 gibt an, um wieviel
mal groBer der Reduktionsfaktor 7 (4) des Fire-Code
ist gegeniiber dem Reduktionsfaktorr (4) des Abram-
son-Code, wobei gleicher Grad des Generatorpoly-
noms vorausgesetzt ist. Hs ist aus Bild 2 ersichtlich,
daB fir w = 4 die verbesserten Sicherungseigen-

r(d) & 9k, (28)
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schaften gegeniiber Biischelfehlern (groBeres kg bei
k= k1 + ko = const) sehr empfindlich bezahlt
werden miissen mit einer Vergroferung der Rest-
fehlerwahrscheinlichkeit bei dem hier untersuchten
stochastischen Storkanal.

103 7
Vi
//
10? //
/
f 7
S /
< N']O»l !/
/.
100
1 5 9 13 17
by

Bild 2. Berechneter Reduktionsfaktor r(4) bezogen auf
2 - 27% fiir einen beliebigen Fire-Code mit einem
Generatorpolynom G (u) = G4 (u) (uk2 4- 1). Der
Abszissenwert ko bestimmt die Fihigkeit des Fire-
Code gegeniiber Biischelfehlern. Der Grad von
G (u) ist k1, der Grad von G(u) ist k& = k1 + ke.
Fiir den Grenzwert ko = 1 liegt ein Abramson-Code
vor.

Reduktionsfaktoren fiir Fehlergewichte w > 4
sind beim Fire-Code auf kombinatorischem Wege
nur dullerst aufwendig zu erhalten. Die kombinato-
rische Methode versagt sogar generell, wenn man ge-
kiirzte Codes untersuchen will. Es helfen in diesem
Fall nur noch Monte-Carlo-Testmethoden und syste-
matische Testmethoden weiter.

4.3. Berechnung der Reduktionsfunktion beliebiger
Codes fiir den Bereich w = 2k...n — 2k

Die Ergebnisse von Abschnitt 4.2 lassen fiir die
Reduktionsfunktion vieler Codes einen Wert ~ 2-%
in einem weiten Bereich vermuten. Tatsédchlich folgt
aus dem Ergebnis von Abschnitt 3 (pr ~ 2% fiir
2kin < pg =<1 — (2k/n)) fir die Reduktionsfunk-
tion 7(w), dal sie in einem weiten Bereich von w
konstant den Wert ~2-% annimmt (Herleitung
sieche Anhang 3):

rw)=27% fir 2k w=<n-—2k. (29)

Dieses Ergebnis soll an Hand von Bild 3 niher dis-
kutiert werden.

In Bild 3bist die Hiilllkurve der Fehlerwahrschein-
lichkeiten

n
pw) = (1) p(1 — pr) e
fir den Fall » =100, pr =05 ( ) und

pr = 0,25 (—— —) dargestellt. Der Erwartungs-
wert der Verteilung ist npg, die Streuung ist

o =Vpr(l —pr)n.
Bild 3a zeigt die Hiillkurve der Reduktionsfunktion.
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Bild 3. Hilllkurven fiir die Reduktionsfunktion r{w) und
die Binomialverteilung der Fehlerwahrscheinlich-
keiten p (w). Mit p (w) treten Fehlermuster vom Ge-
wicht w auf in n = 100 Stellen bei einer Stellen-
fehlerwahrscheinlichkeit von pg=1/2 ( )
bzw. pg = 1/4 (— — —).

Die Funktion r(w) trigt offenbar zur Restfehler-
wahrscheinlichkeit

n
pr= 2, p(w)r(w)

w=0
nur iiber jenen Abschnitten der w-Achse wesentlich
bei, innerhalb derer die Glockenkurven p(w)-Werte
liefern, die nicht vernachlissigbar klein sind. Wenn
7 (w) nicht so glatt verlduft, wie in Bild 3a als Mog-
lichkeit gezeichnet, sondern eine gewisse ,,Wellig-
keit”” aufweist, so wird dies auf pgr(pg) nur einen
geringen Einflull haben, solange die ,,Welligkeits-
perioden” kurz sind gegentiber der Breite 2¢ der
p(w)-Verteilungen.

Eine solche Welligkeit kann tatsédchlich auftreten
und zwar aus folgendem Grund : Die Herleitung von
Gl. (29) erfolgte unter der Nédherungsannahme, daf
Pr(pE) = 27F fur einen gewissen Bereich von pg
exakt gilt. In Wirklichkeit hdngt aber pr ~ 2-%
nur naherungsweise nicht von pg ab. Diese Wellig-
keit findet sich bei Codes, welche nur Worte mit
geradzahligen Gewichten haben (gewohnlicher Quer-
summen-Code, Abramson-Code, Fire-Code). Fir
diese Codes ist

7 (Wungerade) = 0 und ¥ (Wgerade) A2 27%,

so dafl Gl. (29) dann nur im Mittel fiir zwei benach-
barte Reduktionsfaktoren erfiillt ist.

4.4. Bestimmung der Reduktionsfunktion mat Hilfe
von Testverfahren fiir den Bereich w < 2k

Die Ergebnisse, die in diesem Abschnitt dar-
gestellt sind, wurden aus systematischen und stati-
stischen Testmethoden gewonnen. Es wurden Codes
und Fehlerbereiche untersucht, die der Berechnung
nicht zugénglich sind. Die Reduktionsfunktion mufl
punktweise fiir jeden Wert w ermittelt werden, in-
dem ein Codewort entweder systematisch mit allen
moglichen Fehlermustern von w Fehlern in n Stellen
oder mit sehr vielen statistisch ausgewéhiten Zu-
fallsmustern vom Gewicht w gestort wird.

Fiir jedes Fehlermuster wird dessen Erkennbar-
keit geprift. Der Anteil der nicht erkennbaren
Fehlermuster an allen gepriiften Mustern vom Ge-
wicht w ist der Reduktionsfaktor r(w).



144

Die statistische Methode bringt es mit sich, daf}
die einzelnen Reduktionsfaktoren nicht exakt an-
gegeben werden konnen. In den Diagrammen mit
statistisch ermittelten Krgebnissen sind deshalb
Vertrauensintervalle angegeben, innerhalb derer
r(w) mit 959, Sicherheit liegt.

Jede Reduktionsfunktion gilt zundchst nur fir
den untersuchten Code, der durch seine Codewort-
linge n und das Generatorpolynom G (u) gegeben
ist. Um einen Uberblick iiber die Reduktionsfunk-
tionen verschiedener Codes nach Typ und Wort-
lange zu erhalten, mufBiten Tests in groBem Umfange
durchgefithrt werden. Im folgenden wird zwischen
ungekiirzten Codes und gekiirzten Codes unter-
schieden (siehe Abschnitt 2.3).

4.4.1. Ungekiirzte Codes

Fir ungekiirzte Codes konnte die Reduktions-
funktion auf kombinatorischem Wege nicht ermit-
telt werden fir Fire-Codes, ausgenommen r (w) fir
w = h = 4, und fiir Bose-Chauduri-Codes gar nicht.
Nur diese zwei Codes miissen hier betrachtet werden.

Fiir den Fire-Code sind in Bild 4 zwei Beispiele
der Reduktionsfunktion dargestellt, wobei auf 2 - 2%
bezogen wurde. Die Reduktionsfunktionen gelten
fur

a) Gu)=w+u+1)ws+1), n=235,
b) Gu)= (w3 +u—-+1)+1), n=063;
(h=4 fiir alle Fire-Codes).
10
8
6 5
4 A
T \
\
=[R2 X
Sl \\a \
1 e
08
06
0 3 8 12
W —

Bild 4. Durch Test ermittelte Reduktionsfunktion 7 (w) be-
zogen auf 2 - 2% zweier ungekiirzter Fire-Codes mit
den Generatorpolynomen

a) Gu) = (@ +u+1)(w+1), n=235, k=S8,

b) G(u) = (w3 + u -+ 1) (w9 + 1), n =63, k= 12.
Auffillig ist das Ansteigen von r(4) fiir den Code b
von hohem Grad ks des Polynomteiles (u#2 -+ 1).

Das Ansteigen der Reduktionsfunktion fiir kieine
Fehlerzahlen w fillt auf. Der Anstieg ist um so stér-
ker, je groBer der Grad ks des zweiten Polynom-
anteiles im Generatorpolynom G () ist. Der Reduk-
tionsfaktor fur den Sonderfall w = 4 stimmt mit
dem Rechenwert aus Gl. (27) exakt iiberein, fiir den
der Anstieg mit wachsendem Grad ks bereits ge-
zeigt wurde (siehe auch Bild 2).

Nach groBleren Fehlerzahlen w hin nahert sich die
Reduktionsfunktion r (w) von oben dem Wert 2 - 2~
(w ungerade). Dies bestdtigt die Aussage tber die
Reduktionsfunktion fiir beliebige Codes nach Gl. (29)
(r(w) ~ 2-F fur 2k < w <n — 2k). Da f{ir den
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Fire-Code alle Fehlermuster mit ungeradem Ge- -
wicht erkennbar sind, streben in Bild 4 die tber
zwel benachbarte Werte w gemittelten Reduktions-
funktionen dem Wert 2-% zu (vgl. Abschnitt 4.2.4).

Fir den Bose-Chauduri-Code sind in Bild 5 drei
Beispiele der Reduktionsfunktion dargestellt, wo-
bei auf 2-% bezogen wurde. Die Reduktionsfunk-
tionen gelten fiir

a) Gu) = (u* -+ u-+ 1) (ut+ud+ w24+ u-+ 1),

n =15,

by Gu) = (w5 + u? -+ 1) (ud -+ ut + ud - u2-+ 1),
n =31,

¢) Gu) = (ub +u 4 1) (ub +ut +u2 +u+ 1),
n = 63.

Alle drei Codes haben eine Hammingdistanz von
h = 5, bis zu w = 4 Fehler sind also sicher erkenn-
bar.

16
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Bild 5. Durch Test ermittelte Reduktionsfunktionen #(w)
bezogen auf 27 dreier ungekiirzter Bose-Chauduri-
Codes mit den Generatorpolynomen
a) G(u) = (uh +u + 1) (wh +wd +u2 - u+ 1),

n =15, k=28,
b) G(u) = (w5 + u? + 1) (WP + 3 4 ud 4 u® 4 1),

n=31, k=10,
) G(u) = (uS + u+ 1)

n =063, k=12.
Die Abweichung gegeniiber 2% verringert sich mit
zunehmender Linge der Codes. Auffillig ist die
paarweise exakte Gleichheit der Reduktionsfak-
toren.

(ub 4wt +w? +u+ 1),

Die Ergebnisse zeigen, dal fir den Bose-Chau-
duri-Code die Reduktionsfunktion r(w) in dem ge-
samten Bereich 2 <w < #n — h bei dem kurzen
Code (n = 15) durch 2-*% weniger gut angendhert
wird. Bei langen Codes (n = 31, 63) wird die An-
niherung zunehmend besser. Auflerhalb des Be-
reiches A < w < n — hist r(w) = 0, ausgenommen
r{n) = 1. Ferner ist die Reduktionsfunktion wie bei
dem Hamming-Code symmetrisch beziiglich

w=mn/2.
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4.4.2. Gekiirzte Codes

Um den Einfluf} der Verkiirzung der Codewort-
linge zu untersuchen, werden Reduktionsfunk-
tionen r(w) fiir ein festes Generatorpolynom, aber
unterschiedliche Codewortléngen ermittelt.

Bild 6 zeigt Beispiele der Reduktionsfunktion fir
einen Abramson-Code mit dem festen Generator-
polynom

Gu)y= (8 +u’ +u24+u-+1)u-+1).
Die Codewortlangen sind

a) M= Nmax = 255,

by n= 200 } —
o) m— 100 verkiirzt .
T
2
1 > /’%\ P
' 06
| 2
N0,6 | =
2 r
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"0 4 8 12 16 20

Wb

Bild 6. Durch Test ermittelte Reduktionsfunktionen (w)
bezogen auf 2 - 2% eines Abramson-Code mit ge-
kiirzten Wortlingen als Parameter;

Gu) = (w8 -7+ 2+ 1) (1)

a) % = fmax = 2565, b) n =200, c) n=100.
Es ist kein wesentlicher EinfluB durch die Verkiir-
zung zu beobachten.

Dieser Code zeigt bei einer Verkiirzung von n = 255
auf n = 100 keine gesicherte Anderung der Reduk-
tionsfunktion.

In Bild 7 findet sich als weiteres Beispiel ein Fire-
Code,

G ) = (07 4 ub 4 1) (w4 1),
der verkurzt wurde auf

a) n = 128 Stellen,
b) n= 64 Stellen.

.

fimax = 1397,

0 2 [ 6 8 10 12
Wt
Bild 7. Durch Test ermittelte Reduktionsfunktionen »(w)
eines Fire-Code mit gekiirzten Codewortlingen als
Parameter;
G () = (7 +ud 4 1) (a1 4 1),
a) n =128, b) n = 64.

Nmax = 1397;
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Fir obigen Code ist im ungekiirzten Fall als Re-
duktionsfaktorr(4) =24-2-2-% zu erwarten (kg =11
in Bild 2). Bei der Verkiirzung von nmax = 1397
auf n = 128 bzw. n = 64 verringert sich r(4) nur
wenig. Insgesamt zeigt auch dieser Code bei Ver-
kiirzung keine auffillige Verdnderung der Reduk-
tionsfunktion.

In etwas anderer Weise wird der Einflull der Ver-
kiirzung in Bild 8 dargestellt. s handelt sich um
einen erweiterten Bose-Chauduri-Code,

G(u) = (ud 4 ut - ud + u2 4 1) x

X (u8 + ub 4 ud 4wt + u2 + u 4 1) %

X {u -+ 1)
und 7nmax = 255, dessen Hammingdistanz durch
den Faktor (u - 1) von A =5 auf h = 6 erhdht
wurde. (Dieses Verfahren entspricht der Erweite-
rung des Hamming-Code zum Abramson-Code, wo-
durch Fehlermuster mit ungerader Fehlerzahl sicher
erkennbar werden.)

Bild 8 zeigt den Reduktionsfaktor r (6) fir w = 6
Fehlerstellen abhéngig von der Codewortldnge n.
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Bild 8. Durch Test ermittelter Reduktionsfaktor r(6) eines
erweiterten Bose-Chauduri-Code bei variabler Code-
wortlinge n;

G(u) = (u8 4 u 4+ u3 4 w2 - 1) (u8 4 ub - ud
+ut +ui a4+ 1) (w+ 1),

Nmax = 255.

Man sieht, daf der Reduktionsfaktor r(6) sich bei
Verkiirzung von n == 255 auf n == 64 nicht wesent-
lich dndert. Jedoch sinkt bei weiterer Verkiirzung
auf n = 30 der Reduktionsfaktor ab und wird sogar
zu 7(6) = 0 fur » < 30. Das bedeutet, daBl die
Hammingdistanz dieses untersuchten Code bei Ver-
kiirzung unter n = 30 sich mindestens auf # = 8
vergrofert.

Die Verkiirzung eines Code kann dessen Reduk-
tionsfaktoren nicht nur verkleinern, sondern auch
vergroflern. Im letzteren Fall bewirkt also die Ver-
ringerung der m Nachrichtenstellen je Codewort
trotz gleichbleibender Anzahl der & Priifstellen eine
Verschlechterung der fehlererkennenden Eigenschaf-
ten. Beide Fialle sind in einem tabellarischen Ver-
gleich von Code-Testergebnissen enthalten.

In der Tabelle I sind die durch Tests ermittelten
Reduktionsfaktoren 7 (w = 4) und r(w = 6) bezo-
gen auf 2 - 2-% fur einige verkiirzte Abramson- und
Fire-Codes zusammengestellt. Die Codewortlingen
wurden auf n = 128 bzw. n = 64 gekiirzt. Alle Co-
des haben die gleiche Anzahl von £k = 18 Pruf-
stellen. Die Hammingdistanzen sind im ungekiirzten
Fall einheitlich % = 4.
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Tabelle I
i
Generatorpolynom G (u) Nmax Nist éz—(% -;_(SLS m%f() 1)
a) Abramson-Codes
(@7 4 ud 1) (w4 1) 131071 128 24,7 24,7
64 56,5 3,7 56,5
(W7 4 ud w2 w4 1) (4 1) 131071 128 4,32 4,32
64 15,3 3,6 15,3
(W7 4 w8 ot B 1) (u A 1) 131071 128 0,257 0,257
64 0 1.2 0
b) Fire-Codes
(uS 4w+ 1) (ul2 4 1) 252 128 33,8 0,83
64 25,4 9.2 0,62
(U7 + B 1) (Wl 1) 1397 128 18,2 0,77
64 10,7 6.0 0,43
(W7 4 ud w2 o+ 1) (@l 4 1) 1397 128 20,2 0,90
64 15,8 6.5 0,70
(U8 + w4+ ud 4 w2 - 1) (ul0 + 1) 510 128 13,9 0,96
64 8,25 5,1 0,57
(9 4 ut + 1) (w9 + 1) 5499 128 8,90 1,01
64 77,3 48 8,70
(W9 + ub 4wt ud 1) (w4 1) 5499 128 9,20 1,04
64 0 3.4 0
(w10 4 w3 £ 1) (u8 -+ 1) 8184 128 2,39 0,435
64 0 2,4 0
(W3 4 ud - ud w4 1) (w5 4 1) 40955 128 0 0
64 0 0,90 0
(W' + w4+ 1) (w3 4+ 1) 98301 128 7,0 6.7
64 13,4 oo 13,2

Innerhalb der Reduktionsfaktoren r(4) 143t sich
keine Systematik erkennen. Die Faktoren schwan-
ken stark und einige verschwinden sogar, was einer
Erhohung der Hammingdistanz auf Grund der Ver-
kiirzung entspricht. Bei dem Vergleich der Reduk-
tionsfaktoren r(4) und r(6) des gleichen Code und
der gleichen Codewortlange fallt auf, dal} »(6) stets
niher an 2 - 2-F liegt als r(4). Dies zeigt die Ten-
denz an, daB die Reduktionsfunktion r (w) mit wach-
sendem w von unten oder von oben dem Wert 2 - 2-%
zustrebt.

In der letzten Spalte der Tabelle I wurden die
Reduktionsfaktoren r(4) der Codewortlinge n auf
Tomax (4) bezogen. Es ist r, . (4) der Reduktions-
faktor fir w = 4 des ungekiirzten Code. Der derart
bezogene Reduktionsfaktor gibt den EinfluB der
Verkiirzung an. Es zeigt sich, dall der bezogene
Reduktionsfaktor in der letzten Spalte fir » = 128
stets ndher an 1 liegt als fiir n = 64. Mit abnehmen-
der Verkiirzung néhert sich der Reduktionsfaktor
jenem des ungekiirzten Code.

Alle Code-Tests zeigen demnach, dal} eine geringe
Verkiirzung (#max > 7 > k) die Reduktionsfunk-
tion nur unwesentlich beeinflufit. Bei starker Ver-
kiirzung konnen starke Abweichungen nach jeder
Richtung auftreten. Diese Abweichungen diirften
aus dem Generatorpolynom direkt kaum berechen-
bar sein. Die Ermittlung der Reduktionsfunktion
r(w) bei kleinen Werten w ist fiir verkiirate Codes

nur durch Code-Tests mit vertretbarem Aufwand
moglich.

An den Ergebnissen dieser Arbeit haben Anteil
Herr F. OmamE, der in einer Studienarbeit ein
Rechner-Testprogramm zur Ermittlung der Reduk-

" tionsfunktion entwickelt und ausgewertet hat, so-

wie die Herren P. Houm und R. RETzLAFF, die in
ihren Diplomarbeiten den praktischen Bau eines
Code-Spezialrechners iibernahmen.

Anhang 1 (zu Abschnitt 3, Gl. (15))

Bei dem Nachweis, in welchem Bereich der Stellenfehler-
wahrscheinlichkeit py die Restfehlerwahrscheinlichkeit pg
den Wert pr ~ 2% annimmt, geht man zweckméBig von
der Betrachtung des Quersummen-Priifschemas eines Code
aus.

Das Priifschema besteht aus £ Priifgleichungen. Wiirde
jede der k Priifgleichungen unabhéngig von den iibrigen
k — 1 Priifgleichungen mit der Wahrscheinlichkeit 1/2 die
Filschung des Codewortes anzeigen bzw. nicht anzeigen, so
zeigen alle k& Gleichungen die Filschung nicht an mit der
Wahrscheinlichkeit (1/2)k, Dann ist 2% die Restfehler-
wahrscheinlichkeit fiir gefélschte Codeworter.

Jedoch ist zu beachten, daB die Wahrscheinlichkeiten
nur fiir statistisch unabhingige Ereignisse multipliziert
werden diirfen. Da sich aber eine gefiilschte Codewortstelle
im allgemeinen auf mehrere Priifgleichungen auswirkt, 163t
sich diese Unabhingigkeit nur bei geeigneter Definition
dieser Ereignisse erreichen. Aus diesem Grund werden die
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n Codewortstellen méglichst gleichméBig in % Klassen ein-
geteilt, wobei je eine Klasse nur einer Priifgleichung zu-
geordnet ist. Die Aufteilung ist beliebig, mit der einen Ein-
schrankung, daB jede Codewortstelle einer Klasse von der
zugeteilten Priifgleichung erfat wird. Damit sind jeder
Priifgleichung im Mittel n/k Codewortstellen als ,,eigene‘
Fehlerursachen zugeteilt.

Von den n/k Codewortstellen einer Klasse wird im sto-
chastischen Storkanal jede Stelle unabhiingig gefilscht mit
der Wahrscheinlichkeit pg. In den n/k = ny Stellen (als
ganzzahlig angenommen) treten genau y Fehler auf mit der
Wahrscheinlichkeit

ply) = (?f)%(l —pEe—y, y=0,1,...,n5. (A1)
Die Idlle mit ungerader Fehlerzahl y sind stets erkennbar,
jene mit gerader Fehlerzahl dagegen nicht. Damit ist die
Wahrscheinlichkeit fiir sicher erkennbare Fille

1=0,1,2,....

p =2 ) = p(pe.nz),
y=1+24

(A2)

Fiir eine Restfehlerwahrscheinlichkeit von pr ~ 2-% miifite
obiger Annahme entsprechend jede der k& Priifgleichungen
mit der Wahrscheinlichkeit 1/2 einen Fehler innerhalb der
Klasse anzeigen bzw. mit der Wahrscheinlichkeit 1/2 nicht
anzeigen. Damit gilt die Restfehlerwahrscheinlichkeit
PR A~ 27% mindestens fiir jenen Bereich von pg, fiir den
2 (pus n) = 1/2 hinreichend genau erfiillt ist.

Die Funktion p(px, ng) ist in Bild A1 dargestellt. (Es ist
hier von der Annéherung der Binomialverteilung Gl. (A1)
durch die einfachere Poissonverteilung

\ v
(5 201 = ey (ELE o
fiir kleine Werte von pg Gebrauch gemacht, weil pg < 1/2
vorausgesetzt wird.)

Die Funktion p(pm,nr) weicht fir Abszissenwerte
PE nx = 2 sehr wenig von 1/2 ab. Die relative Abweichung
0,5 — 7)/0,5 vom Wert 1/2 ist dort kleiner als 0,018.
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Bild A1. Es gibt p(pg,n;) die Wahrscheinlichkeit dafiir
‘ an, daf in den n;, = n/k Stellen einer Priifgleichung
ungeradzahlig viele Fehler auftreten. Mit der
Wahrscheinlichkeit pg wird dabei eine Stelle ge-
filscht. Fir den Bereich, in dem p = 0,5 ist,
zeigt diese Priifgleichung den Fehler an bzw.

nicht an, je mit der Wahrscheinlichkeit 1/2.
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Damit ist bewiesen

prA~ 27F fir o = 2/ng=2k/n. (A3a)

Aus Griinden der Symmetrie einer Binomialverteilung be-
ziiglich pgr = 1/2 folgt auBerdem als Grenze fiir pg nach
oben

pr=1— (2k/n). (A3D)

Anhang 2 (zu Abschnitt 4.2.4, Gl (27))

Die Anzahl der nicht als falsch erkennbaren Muster mit
vier Fehlern 148t sich aus dem Priifschema des Fire-Code
(Abschnitt 2.3.3) ablesen. Die ko-Priifgleichungen zeigen
vier Fehler nicht an, wenn die vier Fehler in solchen Stellen
liegen, die alle von nur einer der kg Priifgleichungen erfaBt
werden (F'; Moglichkeiten), — oder, wenn je zwei Fehler in
Stellen liegen, die paarweise von einer verschiedenen der
kg Priifgleichungen erfafit werden (s Moglichkeiten):

F(4) =Ty + Fs. (A4)

Fiir die F'; Moglichkeiten kommen 2% — 1 = s; Fehler-
stellen in Betracht (eine ko-Gleichung festgehalten). Die
Teilpriifspalten mit den k1 Elementen dieser Stellen sind
alle verschieden. Die erste Fehlerstelle kann in s; Stellen
liegen, die zweite Fehlerstelle kann in allen restlichen s; — 1
Stellen liegen. Fiir die dritte Fehlerstelle gibt es jedoch nur
s1 — 3 Moglichkeiten: Die Summe der ersten beiden k;-Teil-
priifspalten ist gleich einer anderen Teilpriifspalte. Diese
Stelle darf nicht als Ort eines Fehlers gewdhlt werden, da
die Summe der drei k;-Priifspalten eine Null-Spalte ergiibe,
und mit Hinzunahme des vierten Fehlers dieses Muster
sicher erkennbar wire. Als vierte Fehlerstelle ist zwangs-
liufig jene Stelle zu wihlen, deren %;-Priifspalte gleich der
Summe der ersten drei ausgewihlten ki-Priifspalten ist.
Damit ergibt sich
Pty (s1 *i), (s1—3)

(A5)

Der Nenner 4! beriicksichtigt, dal die Reihenfolge der vier
Fehler nicht entscheidend ist. Der Faktor ko beriicksichtigt
die Auswahl aus den ks Priifzeilen.

Fiir die #'» Moglichkeiten von den zweimal zwei Fehler-
stellen, die je von einer der ks Priifgleichungen erfaBt wer-

den, ergibt sich
7(72 S1 81—1
F2:(2)<2> I

i .
Es steht (;) fir die Auswahl von zwei aus den ks Priif-

(A6)

gleichungen. Innerhalb jeder ka-Priifgleichung kommen
s1 Fehlerpositionen in Betracht. Zwei Fehler in s; Stellen

fithren auf (821> Moglichkeiten. Der dritte Fehler hat wegen

der Summenspalte (mit den k; Elementen) nur s; — 1 Mog-
lichkeiten, und die vierte Fehlerstelle ergibt sich wieder
zwangsldufig. Mittels 281 — 1 = s; konnen Gl. (A4), (A5),

(A6) umgeformt werden in Gl. (27).

Anhang 3 (zu Abschnitt 4.3, GL. (29))

Als Naherung wird die im Abschnitt 3 berechnete Rest-
fehlerwahrscheinlichkeit pr im Bereich 2k/n < pp=1—
(2k/n) exakt konstant pg = 2% angenommen. Damit folgt
mit GL (1) und GIl. (2)

. =ég<w>p(w) -
ok — Y r(w) (Z})pﬁ(l —ps)ve (AT)

w=0

fir 2km=pe=1— (2k/n).



148 J. SWOBODA: RESTFEHLERWAHRSCHEINLICHKEIT VON BINARCODES

Ordnet man in Gl. (A7) die Summe nach Potenzen von pg,
so ergibt sich aus Gl. (A7) in ausgeschriebener Form

27— 1-[r(0)] +
+ (] ) 1= (0 + (1)1 +

+oa(3)]r 0= () @) +
+p%(?) [r(O) — G)r(l) + (2>7‘(2) e
i

(3] o= (1) G
(™ )0+ ] (= o
Die rechte Seite der Gl. (A8) ist ein Polynom in pg, das
aber nach Gl. (A7) innerhalb des Bereiches
2kfn < pr = 1 — (2k/n)
den festen Wert 2-% annimmt. Diese Unabhingigkeit von

pr fir das Polynom ist nur erfiillbar, wenn alle Koeffizien-
ten der Potenzen pi, p%, ..., ps verschwinden:

7(0) — r(1) =0
(1) +r@ -

Damit folgt aus Gl. (A8)
r(0) = 2%,

Durch schrittweises FEinsetzen berechnet sich mittels

Gl (A9)

7(0) = 7(1) =r(2) =+ =r(n—1) =r(n). (Al0)

Dieses Ergebnis von Gl. (A10) mull wegen der anfiang-
lichen Néherung, dafi pr in einem Bereich von pg exakt
konstant ist, in seinem Giiltigkeitsbereich eingeschriankt
werden. In Gl (A7) werden nur Binomialverteilungen

pw) = (Z)p;s(l e

benutzt mit Werten von py aus dem Bereich
2kin Zpp=1— (2k/n).
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Fiir einen Wert von w ober- oder unterhalb der Streunung o
aller betrachteten Verteilungen p(w), also auflerhalb des
Bereiches 2k — ¢ <w < n — 2k 4 o, ist p(w) nur ver-
schwindend klein:

pwy~0 fir w<2k—o0=wy

w>n—2k 4+ 0= wo
62 = 2k(1 — 2k/n).

Wegen G1. (A11) beeinfluit » (w) fiir Werte von w auBer-
halb des Bereiches wy < w =< wo die Restfehlerwahr-
scheinlichkeit pg praktisch nicht. Weil aber pr im Bereich
2kin < pg = 1 — (2k/n) nur ndherungsweise konstant
ist, darf aus Gl. (A10) keine Aussage itber »(w) auflerhalb
des Bereiches wy, < w = w, abgeleitet werden. Damit folgt
fir r(w)

(A11)

wobei

rw) = 2% fir wy = w = wo. (A12)

Statt der Grenzen wy und w, darf man auch zur Verein-
fachung die etwas engeren Grenzen 2k =< w = n — 2k fir
den Giiltigkeitsbereich von Gl. (A12) nehmen.
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