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TRAFFIC ANALYSIS OF PRIORITY QUEUEING NETWORKS

ABSTRACT

Modelling of data communication networks and computer systems
for purposes of performance evaluation, often leads to multi-
class queueing networks with priority service disciplines.
Whereas a variety of analytical results is available for
single stage priority queueing models, the theory of queueing
networks in its present form provides very few results for

the analysis of networks with priority service disciplines.

This thesis deals in its main parts with the analysis of the
stationary processes of system states in Markovian priority
queueing networks. In general, those networks do not posess a
product-form solution and an exact analysis is only possible
for models with state-transition-rate diagrams of moderate
complexity. Hence, in the main parts of this thesis I
concentrate on the presentation of a new approximation
technique which is applicable to an extensive class of open
and closed priority queueing networks. My method is based on

a decomposition of the multi-class priority queues into single-
class queueing models without priority disciplines. I
designate these models as "Ersatzmodelle" or "Virtual Server"
models and we notice that its application to queueing networks
with priorities leads to queueing networks with a product

form solution.

The most remarkable thing about these Virtual Server models is
a state dependent reduction of its service rates to take the
priority mechanism into account. It is proved that this
feature provides an accurate description of the processes of
system states at least for the single stage queueing models
M/M/1/PRE and M/M/1/NONPRE and for the cyclic queueing model
*/M/1/PRE + +/M/1/PRE. Compared to decomposition methods

known up to now this means an essential improvement.

Subsequently, an outline of the thesis is given.

CHAPTER 1: Introduction

This chapter describes the objectives of the thesis and
contains a summary of its contents.

CHAPTER 2: Queueing Models

After giving a brief review on Markov chains and its
properties the second chapter presents notions and
definitions for single- and multistage queueing models. These
notions and definitions are indispensable for understanding
the report. In the last part of Chapter 2 a queueing model

of a local area network and a so called 'Central Server Model'’

are explained. Both models are analysed in Chapter 6.

CHAPTER 3: Analysis of Queueing Models

In this chapter some known results on the analysis of single-
and multistage queueing models are quoted. The first part
contains results for the queueing models GI/G/1 (Refs.
[Kraemer, Langenbach-Belz 76], [Marshall 681), M/M/1/PRE (Ref.
[White, Christie 58))and M/M/1/NONPRE (Refs. [Cobham 54],
[Miller 81]). Part two deals with queueing networks and
presents first of all the well known BCMP-Theorem [Baskett,
Chandy, Muntz, Palacios 75] and the generalised Norton Theorem
[Kritzinger, Wyk, Krzesinski 82]. Subsequently, methods for
the analysis of nonseparable queueing networks without and
with priority service disciplines are briefly discussed

(Refs. [Shum 76], [Chandy, Herzog, Woo 75], [Sauer, Chandy 751,
[Courtois 771, [Herfort, Miiller-Clostermann 83], [Kobayashi 741,
[KEhn 79] and [Spirn 76], [Morris 81], [Wong, Sauvé 821,
[Chandy, Lakshmi 83], [Bryant, Krzesinski , Teunissen 831,
[sauer, Chandy 751, [Chow, Yu 83], [Reiser 76], [Sevcik 777,
[Kaufman 82], [Uspenski, Dowling 79] respectively).

CHAPTER 4: Single-Stage Queueing Models with Priorities

The intention of the preceding chapters was to supply some
fundamentals and to summarize the state of affairs in
queueing network analysis. Henceforth we are concerned with
new results related to single- and multistage queueing models
with priority service disciplines.
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Subject of Chapter 4 is the development of new methods to

decompose the two-class priority queueing models M/M/1/PRE
and M/M/1/NONPRE into single-class Virtual Server models.

These Virtual Server models are called "Ersatzmodelle"

{German) and described in the sections 4.3 and 4.4.

The Virtual Server models presented in Section 4.3 (see Fig.
4.1) are characterized by exponential service time
distributions with state-dependent reduced service rates and
they are valid for preemptive and nonpreemptive service
disciplines. It is proved in Subsection 4.1.1 for preemptive
and in Subsection 4.2.1 for nonpreemptive priorities that in
the case of Poisson arrival processes these Virtual Server
models provide an exact description of the marginal probabil-
ities pl(m) (high priority class) and pz(n) (low priority
class) of the queueing models M/M/1/PRE and M/M/1/NONPRE.

The results lead also to very efficient algorithms to calculate
these marginal probabilities (see Appendix 1 (ANHANG 1)) and
the related blocking probabilities B1 and B2 (see Subsection
4.1.2 and Subsection 4.2.2). This decomposition method is
called the "state dependent reduced occupancy approximation"

and abbreviated to sdr o a.

The Virtual Server models presented in Section 4.4 (see Fig.
4.2) are only valid for preemptive priorities and they provide

*
a moment approximation of the virtual service time T of low

priority customers. Hence they are appropriate for tgi queuing
network analysis method described in [Kuehn 79] which requires
the characterization of the virtual service time of low
priority cuftomers by its mean h; and its coefficient of
variation Chp- Fig. 4.4 reflecs two different approaches for
the approximation of these guantities. I have called the
approaches the "completion time approximation” (¢ t a) and

the "flow time approximation" (f t a). Both approximation meth-
ods are derived in Subsection 4.1.3. The cta assumes

the virtual service time T*2 to be equal to the completion

H
time Tc2 of low prioritiy customers. It follows from this

assumption, that the mean waiting time of a second class

customer would be given by Equation (4.1,21). However, comparing
this equation with the exact formula (see Eg. 4.1,9) makes clear
that only in case of a saturated server (p1 +p, = 1) the cta
provides the right result for the mean waiting time L of a
second class customer. The fta avoids this lack of the
cta by determining the quantities h; and c;2 in such a manner
that the mean flow time of second class customers is exactly

reproduced.

Both, the cta and the fta provide a well working
approximation for the coefficient of variation Cpo of the

output intervals Tpp ©of the M/M/1/PRE queue by setting the
formulas (4.1,20) and (4.1,24) respectively into Equation (3.1,5).
Some results are given in Table 4.1 (Tabelle 4.1) and validated
by simulations. Table 4.2 contains the corresponding simulation
results for the different output processes (first class: Cpy -
second class: Cpor both classes: cD) in the M/M/1/NONPRE. queue.
For this model, it turned out to be very difficult to find a
moment approximation like the cta or the fta which

provides good results over a wide parameter range.

CHAPTER 5: Priority Queueing Networks

This chapter contains new results for the traffic analysis of
Markovian queueing networks with prioritiy service disciplines.
It is divided into the sections 5.1 and 5.2. The first of these
sections deals with open priority queueing networks and the

second one with closed priority queueing networks.

In Subsection 5.1.1 an outline of the analysis of the tandem
queueing model M/M/1/NONPRE » +/M/1/NONPRE (see Fig. 5.1) by
setting up the global balance equations and solving them
numerically is given. Appendix 2 is pertinent to this problem

and describes the classification of system states. Some numerical
results for the mean flow times fr of class r customers (r = 1,2),

dependent on class r arrival rates Ar and mean service times hir



at station i (i = 1, 2) are shown in Table 5.1. These quasi
exact results can be compared there with those obtained by
assuming the arrival processes at station two to be Poisson.
We see that the maximum amount of the relative error between

these values comes to 4.4 per cent.

In Subsection 5.1.2 the same tandem model is analysed by means
of the cta and the fta method. Some results are
given in Fig. 5.4.

Subsection 5.1.3 deals with the approximation of open priority
queueing networks by separable gueueing networks. This method
is motivated by the decomposition of priority queues into
Virtual Server models with state-dependent reduced service

rates and it comprises the following steps:
Step 1: Compute the throughputs xir of each queueing station.

Step 2: Analyse each queueing station separated from the
network and subjected to Poisson arrivals with the

rates xir’ obtained from Step 1.

Concerning the second step I refer to the benefit derived from
the new algorithms to calculate the marginal state probabilities
(see Appendix 1).

The Figs. 5.6 and 5.7 ... 5.9 show some results for the mean
flow times fr in the tandem queueing models M/M/1/PRE -
*/M/1/PRE and M/M/1/NONPRE - +/M/1/NONPRE respectively. The
choice of a tandem structure for the test-bed network is
justified because this structure provides the worst case with
regard to the interdependencies between the arrival-processes
inside the network.

Section 5.2 begins with a study of the cyclic gqueueing model
+/M/1/PRE » +/M/1/PRE. It is proved in Subsection 5.2.1 that the

queue-length-equivalence property (see Subsection 4.1.1 and 4.1.2)

Subsection 4.1.2) of the decomposed priority stations holds even
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for this cyclic queueing model where the arrival processes are
in general not Poisson.

In Subsection 5.2.2 it is proved that the generalised Norton
Theorem for queueing networks [Kritzinger, Wyk, Krzesinski 82]
is also valid in case of the presence of */M/1/FIFO queueing
stations with state-dependent service rates. This result will

be needed for the analysis of closed priority queueing networks.
The proof of the assertion is based on a lemma (Hilfssatz 5.1)
which is proved in Appendix 3.

In Subsection 5.2.3 a method for the approximate analysis of
closed Markovian gueueing networks with priority service dis-
ciplines is presented. The general procedure is to decompose
each priority station into Virtual Server models with state-
dependent reduced service rates. Th&t means to approximate a
nonseparable priority queueing network by a separable queueing
network. This approach is motivated in particular through the
result of Subsection 5.2.1 . The main problem is that the re-
duced service rates are a-priori unknown and hence, they must
be approximated. Concerning this approximation, two different
methods are presented. The first one is applicable to networks
consisting of +</M/1/PRE-stations exclusively and the second

one allows the presence of priority stations (PRE and/or NONPRE)
and BCMP-stations. Once the virtual service rates are known, it
remains to solve a BCMP-network. The whole procedure is called
the "modified state dependent reduced occupancy approximation"
(msdroa).

CHAPTER 6: Examples of Application

The last chapter contains some numerical results for the net-
work examples explained already in Chapter 2. Section 6.1 deals
with the analysis of the queueing model of a local area network
called RDC-ring (see Fig. 2.8 and Fig. 6.1) and Section 6.2
deals with the analysis of a Central Server Model (see Fig. 6.6).
All results are validated by simulations with 95% confidence
intervals. For comparison, the diagrams for the Central Server
Model (see Figs. 6.7 ... 6.18) contain also results achieved

by means of the reduced occupancy approximation (r o a) method
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(see Refs. [Kaufman 82] and [Sevcic 77]) and by means of the
composite centre approximation (c ¢ a) method (see Refs.
[Sauer, Chandy 75] and [Chow, Yu 83]).
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BEZEICHNUNGEN

BE Bedienungseinheit

BS Bedienungsstation

CPU Central Processing Unit

CSM Central Server Model

M-K Markoff Kette

VF Verteilungsfunktion

WS Wartespeicher

WSN Warteschlangennetz

yAY Zufallsvariable

i.2. "in Zeichen"

E[X] Erwartungswert der ZVen X

VAR[X] Varianz der ZVen X

o(h) Landau-Symbol (siehe Seite 14)

aik Kronecker-Symbol (siehe Seite 14)

A Matrix A

éT zu A transponierte Matrix

N Menge der natlirlichen Zahlen

No Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

R Menge der nichtnegativen reellen Zahlen

x := A die Gr&Be x ist durch den Ausdruck A definiert
X =y die GréBe x ist ungefdhr gleich der Grdfie y
X i y die Grdfe x ist gleich der GrdBe y gesetzt
X ¥ X die GrdBe x strebt gegen den Wert X und x > X
A "flir alle"




1. EINFUHRUNG

1.1 Entwicklung der Kommunikations- und Rechnertechnik

Betrachtet man die Entwicklungen auf dem Gebiet der vermitteln-
den Kommunikationstechnik von ihrem Beginn im letzten Jahrhun-
dert an bis heute, so 138t sich ein stdndig wachsender Automa-
tisierungsgrad in den Systemen und, vor allem in neuerer Zeit,
ein steigendes Angebot an Diensten fiir den Kunden feststellen.
Parallel zu diesen Fortschritten ist eine rapide zunehmende
Komplexit&dt der nachrichtentechnischen Eiﬁrichtungen zu beob-
achten. Als Beispiel hierfiir sei der Werdegang der Fernsprech-
technik von der Erfindung des Telefons im Jahre 1861 an bis hin
zur nahezu vollstdndigen Automatisierung der internationalen
Fernwahl in der Bundesrepublik ab 1970 genannt.

Fiir die Offentlichkeit noch aufsehenerregender stellen sich
sicherlich die Entwicklungen in der Rechnertechnik mit all ih-
ren Konsequenzen fiir unsere Arbeits- und Freizeitwelt dar. Vor
allem die Fortschritte in der Hardware/Software-Technologie
und auf dem Gebiet der Rechnerarchitektur haben zur Leistungs-—
fdhigkeit heutiger Rechner beigetragen und ihnen als neues An-
wendungsgebiet die Informationsverarbeitung zur L&sung sehr
komplexer Steuerungsprobleme erschlossen. Diese M&glichkeit,
komplizierteste Steuerungsaufgaben mit Hilfe von Grof- und/
oder Kleinstrechnern (Mikrocomputer, Mikroprozessoren) wirt-
schaftlich zu bewdltigen, wird zusammen mit der Digitalisierung
im Bereich der Ubertragungs- und Vermittlungstechnik sowie der
Bereitstellung hoher Bandbreiten durch optische Wellenleiter
die Zukunft der Kommunikationstechnik hinsichtlich der Er-
schliefung neuer Dienste wesentlich mitbestimmen. Als Beispie-
le flir solche neuen Dienste seien Teletex, Telefax, Bildschirm-
text, Datex, Bildfernsprechen und Bildkonferenz genannt. Ein
wichtiger Trend in der Entwicklung von Rechnersystemen zeich-
net sich in der Kopplung von Einzelsystemen zu Rechnernetzen
ab. Berilihrungspunkte von Nachrichten- und Rechnertechnik zei-
gen sich somit einerseits beim Einsatz von Rechnern zur Bewdl-
tigung von Steuerungsaufgaben in Kommunikationsnetzen und an-

dererseits bei der Bereitstellung von Datennetzen fiir Uber-



mittlungsaufgaben in Rechnerverbundsystemen. Aus diesem Grun-
de wird in der vorliegenden Arbeit sowohl auf Kommunikations-

als auch auf Rechnersysteme eingegangen werden.

1.2 Bedeutung dex Verkehrsanalyse fiir die Planung und

Entwicklung von Kommunikations-— und Rechnersystemen

Das Ablaufgeschehen in modernen Kommunikations- und Rechner-
systemen ist durch einen regen Verkehr charakterisiert, wel-
cher durch den Austausch von Nutz~ und Steuerinformationen so-
wohl zwischen Benutzer und System als auch zwischen System-
teilen untereinander hervorgerufen wird. Dieser Informations-
austausch ist mit der Bearbeitung vielfdltiger Aufgaben durch
das System verbunden, welches hierfilir eine Anzahl geeigneter
Betriebsmittel bereitstellt. So miissen beispielsweise im Falle
einer Mensch-Computer-Kommunikation iiber ein Paketvermittlungs-—
netz Nutz- und Steuerdaten ibermittelt werden, woflir Paketver-
mittlungsstellen und Datenilibertragungskandle zur Verfiligung
stehen. Allgemeiner gesprochen, kdnnen Betriebsmittel in vie-
len Fdllen als Bedienungsstationen, bestehend aus einer oder
mehreren Bedienungseinheiten (z.B. Ubertragungskandlen) mit
vorgegebener Bedienungsgeschwindigkeit und einem oder mehreren
Wartespeichern mit bestimmter Kapazitdt, angesehen werden. Die
Aufgaben stellen im allgemeineren Sinne Auftrdge oder Anforde-
rungen dar, welche die Bedienungsstationen mit einer gewissen
Last belegen. Wdhrend die fiir das Verkehrsgeschehen maBgebenden
KenngrdBen der Bedienungsstationen (Anzahl der Bedienungsein-
heiten, Bedienungsgeschwindigkeit, Anzahl der Speicherplétze)
rein deterministischer Natur sind, konnen die verkehrsbestim-
menden Eigenschaften der Last oft nur in statistischem Sinne
beschrieben werden. So ist etwa die Ldnge eines Datenpakets
eine Zufallsgrdfe, und die Folge der Eintreffzeitpunkte von
Datenpaketen an einer Paketvermittlungsstelle stellt einen
stochastischen ProzeB dar. Dementsprechend beschreibt man die
Eigenschaften der Systemlast durch statistische KenngrdBen

wie Verteilungsfunktionen, Erwartungswerte, Variationskoeffi-
zienten u.a.m. . Die zufallsbedingten Eigenschaften der System-

last haben natiirlich auch einen zufallsbedingten Ablauf des

allgemeinen Verkehrsgeschehens im System zur Folge.

Fiir die Planung und Entwicklung moderner Kommunikations- und
Rechnersysteme ergibt sich mit deren zunehmender Komplexitdt
immer mehr die Notwendigkeit einer verkehrsgerechten Auslegung
der Einrichtungen. Es sei hierzu das Problem genannt, die An-
zahl der bereitzustellenden Betriebsmittel glinstig festzulegen
und auf die sinnvolle Vergabe und Organisation dieser Betriebs-
mittel nach Gesichtspunkten der Wirtschaftlichkeit und Lei-
stungsfdhigkeit zu achten. Zur LOsung dieser Aufgaben stellt
die Verkehrstheorie geeignete Verfahren zur Verfiligung. Bevor
diese ausfiihrlicher diskutiert werden, seien noch einige Be-
merkungen zu den Begriffen "Leistung" und "Betriebsorganisa-
tion" vorangestellt.

Im Sinne der Verkehrstheorie kann man zwischen benutzerorien-
tierten Leistungsmerkmalen und systemorientierten Leistungs-
merkmalen unterscheiden. Zur ersten Kategorie z&dhlen z.B. Zy-
klus- und Durchlaufzeiten (Aufenthaltszeiten) in Systemen mit
Stapelbetrieb sowie Warte- und Antwortzeiten in interaktiven
Systemen. Bezeichnend flir diese GrdBen ist, daB sie wiederum

im allgemeinen zufallsabhingig sind. Typische Vertreter der
Klasse systemorientierter Leistungsmerkmale sind Systemdurch-
satz (kurz: Durchsatz) und Systemauslastung (kurz: Auslastung)
sowie Blockierungswahrscheinlichkeiten. Es ist zu bemerken,

daB benutzer- und systemorientierte Leistungsgréfen nicht von-
einander unabhdngig sind. So kann die Ursache fiir eine hohe
Antwortzeit ein Betriebsmittelengpaf sein, welcher sich durch
einen sehr hohen Ausnutzungsgrad der entsprechenden Bedienungs-
einheit bemerkbar macht. Da solche Betriebsmittelengpdsse ge-
gebenenfalls zu Blockierungen infolge von Speicheriiberlauf fiih-
ren koénnen, ist es flir den Entwicklungsingenieur sehr wesent-
lich, diese schon wdhrend der Entwicklungsphase des Systems zu
erkennen, um geeignete Gegenmafnahmen treffen zu kdnnen. Es
stellt sich hier das Problem der Leistungsvorhersage. Die er-
wdhnten GegenmaB8nahmen kdnnen zum einen in der Erweiterung von
Speicher- und Bedienungskapazitdt und zum anderen in einer Ver-
besserung der Betriebsorganisation bestehen, wobei aus Griinden
der Wirtschaftlichkeit das letztgenannte Mittel oft vorzuzie-
hen ist.




Hinsichtlich der Betriebsorganisation unterscheidet man zwi-
schen den Gesichtspunkten der Betriebsmittelzuteilung und
-verwaltung sowie der Verkehrslenkung. Zu letzterer ist neben
den derzeit h&ufig implementierten Strategien der festen sowie
alternativen Verkehrslenkung die adaptive Verkehrslenkung zu
nennen, welche mit der Einfiihrung separater Signalisierungs-
netze zunehmende Bedeutung erlangt. Bei der adaptiven Ver-
kehrslenkung erfolgt die Wegesuche durch ein Kommunikations-
netz nach Kriterien der momentan kilirzestmdglichen Ubertra-

gungszeit.

Bezliglich der Betriebsmittelzuteilung und -verwaltung seien
zundchst die Warteschlangen- und Belegungsorganisation ge-
nannt. Die Warteschlangenorganisation legt die Reihenfolge
des Ein~ und Ausspeicherns von Anforderungen fest, wihrend
durch die Belegungsorganisation die Zuteilung von eintreffen-
den oder wartenden Anforderungen zu freien Bedienungseinhei-
ten geregelt wird. Weitere Einzelheiten hierzu findet man z.B.
in [Conway, Maxwell, Miller 67] oder [Kiihn 811].

Eine in vielen Anwendungsfdllen sehr wichtige Art der Betriebs-
mittelzuteilung bietet sich an, wenn die Anforderungen unter-
schiedliche Dringlichkeit aufweisen. Dies kann z.B. bei Real-
zeitanforderungen gegeniiber zeitunkritischen Anforderungen der
Fall sein. Es ergibt sich dann auf natlirliche Weise eine Prio-
ritdtsorganisation, indem die Anforderungen bestimmten Priori-
tdtsklassen zugeteilt werden, welche gewisse Unterbrechungsei-
genschaften aufweisen. Innerhalb jeder Klasse erfolgt die Be-
arbeitung nach einer festen Strategie wie z.B. "FIFO", d.h.
Abarbeitung in der Reihenfolge des Eintreffens. Im Hinblick

auf die Unterbrechungseigenschaften werden unterbrechende und
nichtunterbrechende Priorit&dten unterschieden. Bei der ersten
Art wird die Bearbeitung einer Anforderung beim Eintreffen
einer Anforderung hdherer Prioritdt sofort unterbrochen, wih-
rend bei der zweiten Art die sich gerade in Bedienung befin-
dende Anforderung erst zu Ende bearbeitet wird. Es sei erwidhnt,
daf auch Mischformen dieser Unterbrechungsarten angewendet
werden. Eine sehr ausfiihrliche Ubersicht i{iber die verschiede-

nen Abfertigungsstrategien findet man in [Walke 78].

Fiir den Systemplaner und -entwickler ist es wiederum seh: we-
sentlich, aufgrund einer Verkehrsanalyse iliber die Wirksamkeit
der genannten Verfahren zur Betriebsmittelvergabe und -verwal-
tung sowie zur Verkehrslenkung Bescheid zu wissen. Auf die
wichtigsten Methoden zur Durchfilihrung einer Verkehrsanalyse

soll im nd3chsten Abschnitt eingegangen werden.

1.3 Methoden zur Verkehrsanalyse

Eine M6glichkeit zur Ermittlung von Verkehrsdaten besteht in
der Durchfiihrung von Messungen am realen System, wobei man
zwischen Hardware und Software-Messungen unterscheidet. Hard-
ware-Messungen werden mit sogenannten Hardware-Monitoren durch-
gefihrt. Sie gestatten die Ermittlung von Verkehrsgrdgen durch
das Anschalten von Sensoren am Betriebsmittel und einer geeig-
neten quantitativen Auswertung der MeBgrdfen. Das Ablaufge-
schehen im Betriebsmittel wird hierbei nicht gestdrt.

Software-Messungen werden mit Hilfe von Software-Monitoren
durchgefiihrt und sind vor allem geeignet, um programmgesteu-
erte Ereignisse sowie Systemzustdnde zu erfassen. Hierzu wer-
den entweder sogenannte MefSprogramme zur Registrierung von
signifikanten Ereignissen zu natiirlichen Unterbrechungszeit-
punkten im Ablaufgeschehen eingeschleift (event-tracing moni-
tor), oder es erfolgt eine kiinstliche Unterbrechung in konstan-
ten Zeitabstdnden, an denen der Software-Monitor "Schnapp-
schiisse" des Systemzustandes aufnimmt (sampling monitor). Der
Einsatz von Software Monitoren ist somit immer mit einem Ein-
griff in das normale Ablaufgeschehen im Betriebsmittel verbun-

den.

Die Anwendungsgebiete von MeBfmethoden erstrecken sich vorwie-
gend auf Uberwachungsfunktionen (z.B. Erkennen von Uberlast-

situationen) und auf die Ermittlung von Daten fiir die System-
abstimmung. Dariliber hinaus dienen sie der Beschaffung von zu-
verldssigen Eingabeparametern flir die als ndchstes besproche-
ne Methode der Verkehrsanalyse mit Hilfe von Verkehrsmodellen

sowie der Verifikation der mit dieser Methode erzielten Ergeb-



nisse. Die wesentlichen Nachteile von Mefmethoden liegen da-
rin, daf sie zum einen in der Planungs— und Entwicklungsphase
nicht anwendbar sind (keine Leistungsvorhersage mdglich) und
zum anderen bei vertretbarem Aufwand nur einen Uberblick iiber
das lokale Verkehrsgeschehen geben.

Die erwdhnten Nachteile von Verkehrsmessungen vermeidet die
Verkehrsanalyse mit Hilfe von Verkehrsmodellen. Bei diesem
Verfahren wird das reale System zundchst auf ein Verkehrsmo-
dell abgebildet, welches die verkehrsbestimmenden System~ und
Lastmerkmale mdglichst gut wiedergibt. Entsprechend berilick-

sichtigt ein Verkehrsmodell folgende Komponenten:
1. Struktur des Systems
2. Beschreibung der Last
3. Betriebsorganisation des Systems.

Unter einer Vielzahl von Modellen zur Beschreibung des realen
Verkehrsgeschehens nehmen die Warteschlangenmodelle eine be-
sonders wichtige Stellung ein. Sie gestatten die Modellierung
von Systemen, welche als strukturbezogene Komponenten im we-
sentlichen Verkehrsquellen, Speicher und Bedienungseinheiten
enthalten. Im einfachsten Falle besteht ein Warteschlangenmo-
dell aus einer Verkehrsquelle, einem Wartespeicher und einer
Bedienungseinheit. Man spricht dann von einem Warteschlangen-
modell mit einstufiger Bedienung oder kiirzer einem einstufigen
Warteschlangenmodell. Durchl&uft eine Anforderung auf ihrem
Weg mehrere Bedienungsstationen, die nach Gesichtspunkten der
Verkehrslenkung ausgewdhlt werden, so flihrt dies auf Warte-
schlangenmodelle mit mehrstufiger Bedienung, welche auch als
Warteschlangennetze bezeichnet werden. Warteschlangennetze
treten z.B. bei der Modellierung von Kommunikations- und Rech-
nersystemen sowie von Vermittlungssteuerungen auf. Da solche
Einrichtungen im Hinblick auf ihre Betriebsorganisation im
allgemeinen mehrere Prioritdtsebenen aufweisen, gelangt man

bei der Modellbildung zu Warteschlangennetzen mit Priorit&ten.

Ist die Phase der Systemmodellierung abgeschlossen, so folgt
im zweiten Schritt die Modellanalyse. Diese kann entweder auf
dem Wege der Simulation oder mit Hilfe von mathematischen Ver-
fahren erfolgen.

Bei der Simulation wird das Ablaufgeschehen im Modell entweder
mittels eines Hardware-Simulators [Lehnert 79] oder mit Hilfe
eines Rechnerprogramms nachgebildet [Kobayashi 79, Kihn 81].
Unter verschiedenen, fiir den Digitalrechner geeigneten, Simu-
lationsmethoden hat das Verfahren nach dem Prinzip der zeit-
treuen Simulation die grdBte praktische Bedeutung. Dieses Ver-
fahren gestattet einerseits eine groBe Modellierungstiefe
(Wirklichkeitstreue des Verkehrsmodells) und erweist sich an-
dererseits bei entsprechender Modularitdt des verwendeten Si-
mulationsprogramms als recht flexibel im Hinblick auf Modell-
variationen. Der Nachteil dieser Methode liegt darin, daB sie
einmal wegen ihres hohen Rechenzeitbedarfs sehr kostenaufwen-
dig ist, und da8 sie auBerdem keinen Einblick in analytische
Zusammenhdnge liefert. Aus letzterem Grunde sind auch Parame-
terabhdngigkeiten, aus denen sich gegebenenfalls Entschei-
dungs- und Optimierungskriterien ergeben, nur mit grdBerem

Aufwand zu erkennen.

Unter den mathematischen Verfahren zur Modellanalyse nehmen
die Methoden der Warteschlangentheorie [Schassberger 73, Gross,
Harris 74, Kleinrock 75, Cooper 81] die wichtigste Stellung
ein. Diese Theorie stellt unter Anwendung von wahrscheinlich-
keitstheoretischen Hilfsmitteln sowohl approximative als auch
exakte analytische L&sungsverfahren flir eine Vielzahl von
Warteschlangenmodellen bereit, welche jedoch in ihrer Allge-
meinheit und Komplexit&dt gegeniliber den fir die Simulation zu-
gdnglichen Modellen oft Einschré@nkungen aufweisen. Da jedoch
der erforderliche Rechenzeitaufwand flr analytische Verfahren
gegeniber dem der Simulation fast immer klein ist, ergdnzen
sich die beiden Methoden in sehr guter Weise. Dies wird auch
dadurch deutlich, daf sowohl Simulationsergebnisse zur Vali-
dierung von analytischen Resultaten als auch analytische Re-
sultate zur Validierung von Simulationsergebnissen verwendet

werden. In manchen Fdllen findet auch die Technik der Hybrid-




simulation Anwendung, welche eine Kombination aus Simulation

und analytischen Methoden darstellt.

AbschlieBend sei bemerkt, daf in diesem Abschnitt lediglich
eine Skizzierung der wichtigsten Methoden zur Verkehrsanaly-
se vorgenommen werden konnte. Flr eine ausfilhrlichere Dar-
stellung zu diesem Problemkreis sei auf [Kobayashi 79] und

[(Kiihn 81] verwiesen.

1.4 {Uberblick {iber die Arbeit

Die Entwicklung von Verkehrsmodellen fiir Kommunikations- und
Rechnersysteme flihrt in vielen F&illen auf Warteschlangennetze
mit Priorit&ten. Wihrend Prioritdtsmechanismen in Einzelstufen
in der Vergangenheit weitgehend untersucht worden sind
[Jaiswal 68, Schassberger 73], steht die Theorie fiir die Ana-
lyse von Netzen erst am Anfang. In der vorliegenden Arbeit
werden approximative Verfahren zur mathematischen Analyse

von Prioritédtsnetzen mit Markoff-Eigenschaften bereitgestellt,
Die hierzu entwickelte Theorie liefert Einblicke in einige
grundsdtzliche Zusammenhinge in Warteschlangenmodellen mit

Prioritdten.

Das Kapitel 2 beginnt mit einer Zusammenstellung von Ergeb-
nissen aus der Theorie stochastischer Prozesse, welche zum
Verstédndnis der Arbeit erforderlich sind. Im Anschluf daran
erfolgt eine Beschreibung von ein- und mehrstufigen Warte-
schlangenmodellen sowie die Definition der darin ablaufenden
Zustands- und Ausgangsprozesse. Nach der Erkldrung einiger
Kenngrdfen zur Leistungsbewertung findet anhand zweier an-
wendungsorientierter Beispiele abschliefend eine kurze Ein-
fihrung in die Methodik der Modellbildung statt.

Im dritten Kapitel sind bekannte Verfahren und Ergebnisse zur
Analyse von ein- und mehrstufigen Warteschlangenmodellen zu-
sammengestellt. Insbesondere wird im letzten Abschnitt dieses
Kapitels ein kurzer Uberblick iiber den derzeitigen Kenntnis-
stand zur mathematischen Analyse von Warteschlangennetzen mit

Prioritdten gegeben. Dabei liegt ein Hauptaugenmerk auf der

systematischen Eingliederung der teilweise recht untersczh
lichen L&sungsansdtze. Die Zusammenstellung geschieht vor-

wiegend zu Referenzzwecken in den folgenden Kapiteln.

Hauptgegenstand des vierten Kapitels ist die Bereitstellung
eigener, neuer Methoden zur "Zerlegung" der zweiklassigen
Prioritdtsmodelle M/M/1/PRE und M/M/1/NONPRE in einklassige
Warteschlangenmodelle ohne Priorit#tsabfertigung. Letztere
werden kurz als "Ersatzmodelle" bezeichnet. Von besonderer
Bedeutung sind die neu entwickelten Ersatzmodelle mit zustands-
abhdngig reduzierten Bedienungsraten. Diese Modelle garantieren
die Aguivalenz ihrer Zustandswahrscheinlichkeiten zu denen der
Orginalmodelle und sind daher den bislang bekannten Ersatz-
modellen entscheidend liberlegen. Uber diese Zerlegungsmetheden
hinaus findet man noch einige Ergebnisse fiir Ausgangsprozesse
sowie ein neues Verfahren zur direkten Berechnung von Randver-
teilungen und Blockierungswahrscheinlichkeiten in Prioritdts-

modellen.

Auf den Ergebnissen des vierten Kapitels aufbauend wurden neue
Verfahren filir die approximative Analyse von offenen und ge-
schlossenen Warteschlangennetzen mit Prioritdten entwickelt.
Die Erlduterung dieser Verfahren bildet den Schwerpunkt des
finften Kapitels. Nach einer einleitenden Betrachtung zur
Problematik der exakten Analyse von Warteschlangennetzen mit
Prioritdten am Beispiel eines seriellen Warteschlangenmodells
wird zundchst ein approximatives Momentenverfahren zur Analyse
offener Netze diskutiert. Die im AnschluBf daran erlduterte
Methode der Approximation von Priorit#dtsnetzen durch separable
Warteschlangennetze ist diesem Verfahren jedoch aus verschie-
denen Griinden iiberlegen und nimmt daher im wesentlichen den
verbleibenden Teil des filinften Kapitels ein. Alle approxima-
tiven Methoden wurden anhand geeigneter Testmodelle erprobt
und die Resultate zum Zwecke des Genauigkeitsnachweises mit
exakten und/oder Simulationsergebnissen verglichen. AuBerdem
stehen Ergebnisse zur Verfiigung, die mit einem der in Kapitel 3

skizzierten Ndherungsverfahren berechnet worden sind.
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Das abschlieBende sechste Kapitel enthdlt zwei anwendungs-

orientierte Systemstudien. Es handelt sich dabei um das schon
im Kapitel 2 eingefiihrte Modell filir ein Kommunikationssystem
mit Ringstruktur sowie um das dort ebenfalls schon erlduterte

"Central Server Model". Letzteres gestattet die Untersuchung

des Verkehrsgeschehens in Rechnersystemen mit "Multiprogramming".

Die in diesem Kapitel angegebenen numerischen Ergebnisse best&-
tigen nochmals die Tauglichkeit der auf Ersatzmodellen mit zu-

standsabhingig reduzierten Bedienungsraten beruhenden Approxi-

mationsmethode.

Zum Abschluf sei noch bemerkt, das im folgenden nicht mehr auf
die Technik der zeittreuen Simulation, welche bei der Vali-
dierung von Approximationsergebnissen eine grundlegende Rolle
spielt, eingegangen werden wird. Es sei diesbeziiglich auf die
Arbeit [Van As 84] verwiesen. Alle in der vorliegenden Arbeit
angegebenen Simulationsergebnisse wurden mit FORTAN-Program-
men erzielt, die auf dem dort beschriebenen Programmpaket
QSIMLIB aufbauen.

2. WARTESCHLANGENMODELLE

2.1 Einiges lber stochastische Prozesse

Fiir die mathematische Beschreibung und Analyse von Warte-
schlangenmodellen werden einige grundlegende Definitionen und
Sdtze aus der Theorie stochastischer Prozesse bendtigt, welche,
soweit dies zum Verstdndnis der vorliegenden Arbeit erforder-
lich ist, in den nachfolgenden drei Abschnitten zusammenge-
stellt sind. Dabei ist die Kenntnis von Grundbegriffen und
Grundergebnissen aus dem Gebiete der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung vorausgesetzt. Um Verwechslungen vorzubeugen, sei noch
bemerkt, daf in diesem Unterkapitel der Buchstabe h ausnahms-
weise zur Bezeichnung von Zeitspannen verwendet wird. Spidter
ist dieses Zeichen ausschliefilich fir die Bezeichnung der

mittleren Bedienungszeit vorgesehen.

2.1.1 Definition und Eigenschaften stochastischer Prozesse

Die mathematische Beschreibung der Ergebnisse von zufallsab-
hdngigen Vorgdngen geht vom Begriff des Wahrscheinlichkeits-—
raumes aus, worunter ein Tripel (Q,&,P) verstanden wird, in

welchem © die Ergebnismenge, ¢ eine o-Algebra von Teilmengen
von © (Ereignisse) und die Abbildung P von & in die Menge der
reellen ZahlenR (i.Z. P: O+ R) ein Wahrscheinlichkeitsmag auf
& darstellt. Eine Abbildung X von 9 in den n-~dimensionalen

Euklidischen Raum R® wird als (n-dimensionale) Zufallsvariable

(ZV) bezeichnet. Die Bereitstellung dieser Begriffe diente zur
Vorbereitung der folgenden

Definition 2.1: Stochastischer Prozef

Sei TCR. Dann heift eine Familie {Xt: tET} von Zvn auf einem

Wahrscheinlichkeitsraum {(Q,X,P) ein stochastischer Prozef.

Die Menge T wird auch als Parameterraum bezeichnet und die

Vereinigung E aller Wertemengen von X, heift Zustandsraum

t
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des Prozesses. Die Elemente X, aus E heifen Zustdnde des Pro-

zesses. In den spdteren Anwendungen wird der Parameter t stets

als Zeit gedeutet, wdhrend der Zustandsraum E entweder aus der
+ . . " .
Menge R der nichtnegativen reellen Zahlen (zur Repridsentation
von Zeiten) oder aber aus einer Teilmenge des n-dimensionalen
kartesischen Produktes NZ der Menge der nichtnegativen ganzen
Zahlen (zur Reprédsentation von Modellzustédnden) bestehen wird.
Ordnet man jeder ZVn X, einen ihrer Werte x zu, so heift die

t t
dadurch auf T definierte Funktion eine Realisation oder Tra-

jektorie des stochastischen Prozesses. Um spdter die Verwen-
dung von Staffelindices zu vermeiden, wird im folgenden die

Schreibweise X(t) (bzw. x(t)) anstelle von Xt (bzw. x_) ver-

t
wendet.

Zur Vorbereitung spdterer Betrachtungen seien noch zwei Eigen-
schaften stochastischer Prozesse zusammengestellt, welche sich

aus den Verteilungsfunktionen (VFen) der ZVn X(t) ergeben.

Sind die ZVn X(t) voneinander unabhingig und identisch verteilt,

so heift der stochastische Proze8 {X(t): teT} ein unabhdngiger
ProzeB. Wenn fir {tl' tz, ey tn} CT und flir {t1+h, t2+h, e
tn+h}CIT, (neN, heR), die Verteilungen der n-dimensionalen ZVn
(X(tl)' ey X(tn))und (X(t1+h), ey X(tn+h)) gleich sind, so

heiBt der stochastische ProzefB stationir.

2.1.2 Markoff-Ketten und ihre Eigenschaften

Dieser Abschnitt enth&lt einige wichtige Definitionen und Sitze

(ohne Beweis) liber Markoff-Ketten mit kontinuierlichem Parameter.

Definition 2.2: Markoff-Kette

Ein stochastischer Prozef {X(t): t€T} mit dem abz&hlbaren Zu-
standsraum E heift eine Markoff-Kette (M-K) mit kontinuier-

lichem Parameter, wenn flir jede Parameterfolge O§t1<t2...<tn
und jede Zustandsfolge Xyr Ror eeer Xy (xieE), mit n>2 die
Beziehung (Markoff-Eigenschaft)

(2.1,1}

gilt. Ist E endlich, so heift auch die M-K endlich

Der Zusatz "mit kontinuierlichem Parameter" wird im folgenden
weggelassen, da in dieser Arbeit nur solche M-Kn auftreten

werden.

Aufgrund der letzten Gleichung werden M-Kn auch oft als Pro-
zesse ohne Ged&chtnis bezeichnet. Die Markoff-Eigenschaft fin-
det man in vielen praktischen Anwendungen vor.

Hingen die Ubergangswahrscheinlichkeiten P{X(tn)=xn¥x(t )=

n-1
} ab, so heiBt die M-K
n-1 -1

homogen oder auch eine M-K mit stationiiren Ubergidngen. Wird

X nur von der Differenz h=tn~trl

E=N angenommen, was wegen der vorausgesetzten Abzihlbarkeit
von E keine Einschrénkung der Allgemeinheit bedeutet, so ge-

nligt es, filir i,3j€E die Ubergangswahrscheinlichkeiten durch

pij(h) := P{X(tn)=j|X(tn_1)=i} (2.1,2)

zu bezeichnen. Die Grdfen pij(h) genligen den Beziehungen
[Gaede 77]:

pij(h) 2 0, (i,j€E; h20), (2.1,3a)

3 py5(h) =1, (i,3€E; n20), (2.1,3b)

j€E

py;(hts) = 2: Pix(P) pys(s), (i,3€E; h,s20). (2.1,3c)
kEE

Das Gleichungssystem (2.1,3c) nennt man auch die Gleichungen

von Chapman und Kolmogoroff. Fortan werden ausschlieflich M-Kn

mit stationdren Ubergingen betrachtet.

Zur Herleitung eines Differentialgleichungssystems zur Bestim-

mung der Ubergangswahrscheinlichkeiten pij(h) wird diec folgen-
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de Definition der Ubergangsraten 940 (i,3€E), bendtigt:

J
p..(h)-éi.
q;; = lim —* o {2.1,4a)
J h+0

mit

qije[o,w) fir j#£i (2.1,4b)
und

q;;€l-=,0] fiir j=i, (2.1,4c)
welche fir

1i ..(h) = §,. 2.1,5

hl+r(!)\ 913( ) i3 ( .5)

stets existieren [Isaacson, Madson 79 ]. Mit sij ist das durch

5 .= 1 fir i=j (2.1,6)
1] 0 sonst

definierte Kronecker Symbol bezeichnet. Anstelle von (2.1,4a)
kann man fiir kleine h auch fordern:

p;s(h) = §.. + qijh + o(h), hv0. (2.1,7)

ij ij

wobei o{(h) (Landausches Symbol) eine Funktion mit der Eigen-
schaft

lim 9%91 =0 (2.1,8)
h-0

symbolisiert. Die Matrix g:=(qi.) wird als Intensitdtsmatrix
der M-K bezeichnet. Ist die Folge {iqiil} beschré@nkt, so heift
Q beschrdnkt, und es gilt [Schassberger 73]

2: a5 = 0. (2.1,9)
JEE

Damit kann der folgende Satz angegeben werden:

_15-

Satz 2.1: [Schassberger 73]

Die Intensitdtsmatrix der M-K {X(t): t€[0,»)} sei beschrinkt.
Dann sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten pij(h), (i,3je€E),
im Intervall [O,») stetig differenzierbar und geniigen dem
Differentialgleichungssystem (Kolmogoroffsche Vorwidrtsglei-
chungen)

a ‘ .

&R Piq(h) = 3 Pix(h)rqyy, (i,3€E; nz0), (2.1,10a)
keE

mit den Anfangsbedingungen

Pi5(0) = 6;5,  (i,i€E). (2.1,10b)

Es sei erwdhnt, daB auch ein als "Kolmogoroffsche Riickwirts-

gleichungen” bekanntes Differentialgleichungssystem hergelei-
tet werden kann, dessen LOsungen mit denen der Vorwirtsglei-

chungen {ibereinstimmen.

Ein weiteres charakteristisches Merkmal zur Kennzeichnung des

Verhaltens einer M-K bilden die Zustandswahrscheinlichkeiten
(Zustandsverteilung)

p(j:t) := P{X(t)=3}, (jeE, telo,=)). (2.1,11)

Sie geben die Wahrscheinlichkeit an, mit welcher sich der Pro-
zeB zum Zeitpunkt t im Zustand j befindet. Vor der Angabe ei-
nes sehr grundlegenden Satzes zur Bestimmung der stationdren
(von t unabhdngigen) Zzustandsverteilung p(j), werden noch ei-
nige Definitionen vorangestellt, welche eine Klassifizierung
der Zustdnde im Hinblick auf ihre Erreichbarkeit und ihr Riick-
kehrverhalten ermdglichen. Als sehr niitzliche Anschauungshilfe
erweist sich dabei der sogenannte Ubergangsgraph (Bild 2.1),
in welchem alle mdglichen Zustd&nde der M-K durch Knoten (dar-

gestellt durch Kreise) mit der zugehdrigen Zustandsnummer und
alle moéglichen Ubergénge durch Pfeile mit der zugehdrigen
Ubergangsrate symbolisiert sind.

Fiihrt im Ubergangsgraph ein Pfeil von i nach j oder gibt es




transiente Klasse absorbierender Zustand
r—- ="
Qi ! |
©
| |
L e —

rekurrente Klasse

E={12,..,8

Bild 2.1: Ubergangsgraph einer Markoff-Kette

eine Folge von Pfeilen, die (iiber eine Folge von Zustidnden)
von i nach j filihren, so heift der Zustand j vom Zustand i aus
erreichbar (i.2.: i ~j). Gilt auBerdem j ~i so heifen i und j
verbunden (i.Z: i~3j). Vereinbart man noch, daB jeder Zustand
als mit sich selbst verbunden (i ~i) gilt, so bildet ~ eine
BAquivalenzrelation und induziert eine Klasseneinteilung des
Zustandsraumes E derart, da8 all diejenigen Zust#nde in einer
Klasse zusammengefa8t werden, welche miteinander verbunden sind
(Bild 2.1). Im Falle, daB alle Zustinde miteinander verbunden
sind, existiert nur eine Klasse und die M-K heifBt irreduzibel.
Ist von keinem der Zustdnde einer Klasse ein Zustand einer an-
deren Klasse erreichbar, so nennt man die Klasse abgeschlossen.
Besteht eine abgeschlossene Klasse nur aus einem Zustand, so
wird dieser als absorbierend bezeichnet.

Die folgende Erkldrung betrifft das Riickkehrverhalten der Zu-
stdnde. Ein Zustand i€E heift rekurrent, wenn die M-K bei

Start in i mit Wahrscheinlichkeit 1 nach einer gewissen Riick-
kehrzeit nach i zurlickkehrt, oder wenn i ein absorbierender Zu-
stand ist. Nichtrekurrente Zustinde werden als transiente Zu-
stdnde bezeichnet. Man kann zeigen [Gaede 77], daB in einer ho-

mogenen M-K, deren Zustandsraum endlich ist und deren durch
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(2.1,4) definierte Ubergangsraten existieren, ein Zustand =wa-
nau dann rekurrent ist, wenn er einer abgeschlossenen Klasse
angehdrt. Sind alle Zustdnde einer Klasse rekurrent (transient!,

so heift die Klasse rekurrent (transient).

Als n8chstes wird ein fundamentaler Satz zur Bestimmung der

stationdren Zustandsverteilung angegeben:

Satz 2.2 [Gaede 77]

Ist {X(t): te€[0,»)} eine endliche M-K mit beschrdnkter Inten-
sitdtsmatrix, so gilt:

i) Die reellen zahlen p(j), (j€E), bilden genau dann eine
stationdre Zustandsverteilung der M-K, wenn die globalen
Gleichgewichtsgleichungen

pi) D0 a;5 = Y pli)eay;, (iem), (2.1,12a)
JEE jEE

mit der Normierungsbedingung

E pli) =1 (2.1,12b)
i€E

erflillt sind.

ii) Ist die M~K irreduzibel, so hat (2.1,12) nur eine einzige
L&sung. Dieses ist die (vom Startzustand des Prozesses

unabhdngige) Grenzverteilung nj := lim pij(h), (J€E).
h+o

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten pij(h) sind L&sungen von
(2.1,10a-b).

Bemerkungen

i) Satz 2.2 behdlt unter verschirften Annahmen, welche in der
Praxis meist erf{illt sind und im wesentlichen beinhalten,
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daB der ProzeB in einer endlichen Zeitspanne nicht un-
endlich viele Zustédnde durchlaufen kann {vgl. [Chung 67]
sowie [Fahrmeir, Kaufmann, Ost 81]), seine Giltigkeit auch
flir abz&dhlbares E.

ii) Die Terme p(i)-qij kénnen flir jedes Zustandspaar i, j€E,
(j#i), als "WahrscheinlichkeitsfluB8” vom Zustand i zum
Zustand j interpretiert werden und korrespondieren im
Ubergangsgraphen mit dem entsprechenden Pfeil von i nach
j. Demzufolge k&nnen die Gleichungen (2.1,12a) direkt aus

dem Ubergangsgraphen der M-K aufgestellt werden.

Zum Ende dieses Abschnitts sei noch auf eine Entstehungsmdg-

lichkeit von endlichen, homogenen M-Kn eingegangen, {iber welche

der folgende Satz Auskunft gibt.

Satz 2.3: [Gaede 77]

Es sei {X(t): te{o,w)} ein stochastischer Prozef mit endlichem
Zustandsraum E. Ferner sei to=0 oder ein Zeitpunkt, in dem ein
Zustandswechsel von X(t) erfolgt, und es gelte X(to)=i.

Flir jeden Zustand i sei eine Teilmenge Ei der Zustandsmenge E
festgelegt, welche i nicht enth&lt. Der nichste {bergang aus
dem Zustand i erfolge mit Sicherheit nicht in einen Zustand j
aus der Differenzmenge E\Ei’ Fiir alle kEEi dagegen seien vom

Verlauf des Prozesses vor dem Zeitpunkt to und voneinander un-

abhédngige aik—ekponentialverteilte Zufallsvariable Tik gegeben.

Der ndchste Zustandswechsel von X(t) nach dem Zeitpunkt to er-
folge zum Zeitpunkt tO+VO mit

= T. . = mi Lt €E.
Vo " T1,m1n min {le k El}

und zwar in den Zustand j, wenn Tij=Ti min ist. Dann gilt:
{x(t): te[o0,»)} ist eine endliche homogene M-K mit den Uber-

gangsraten:
a,. flUr JeE;
q..:={ *7 I , (i#3; i,3€E). (2.1,13)
13 ¢] sonst
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Bemerkungen

i) Eine ZV T wird als a-exponentialverteilt bezeichnet, falls
fiir deren VF F(t)=P{Tst} die Beziehung

F(t) = l-exp(-at), (£20), (2.1,14a)

gilt. Fir das k-te Moment E[Tk] von T folgt dann

E[T"] = k1.0 ¥ (2.1,14b)

Die Exponentialverteilung ist die einzige "gedichtnislose"
Verteilung, d.h. es gilt

p{Tst+h|T>t} = p{Tsh}. (2.1,14c)

ii) Bezliglich der Gliltigkeit des Satzes 2.3 fiir abzdhlbares E

gilt das in der Bemerkung i) zum Satz 2.2 Gesagte entspre-
chend.

Auf diesen grundlegenden Satz wird im folgenden stets dann
stillschweigend zuriickgegriffen, wenn in den Anwendungen di-
rekt der Ubergangsgraph oder die globalen Gleichgewichtsglei-

chungen fiir den gerade betrachteten ProzeB8 angegeben werden.

2.1.3 Der Poisson-ProzeSf

Flir die Beschreibung der Last in einem Wartemodell spielen
die sogenannten Zz&dhlprozesse eine wesentliche Rolle. Darunter
sind stochastische Prozesse [N(t): te[O,W)} zu verstehen, in
denen N(t) die Anzahl von Ereignissen angibt, die bis zum
Zeitpunkt t einschlieBlich eingetreten sind. Es wird N(0)=0
vereinbart. Ein fiir die Praxis sehr wichtiger Z&hlprozeB ist
der Poisson-Prozef, welcher mit Hilfe der folgenden Forde=
rungen definiert werden kann:

i) N(t) hat upabhé@ngige Zuwdchse. D.h., fiir jede Folge
< . _ Lo
0stg<ty ...<t  dist {N(t,) N(t, ;): i=1,2,...,n} eine
unabh&ngige Familie von ZVn.
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ii) N(t) hat stationdre Zuwdchse. D.h., flir beliebige Zeit-
punkte t

t, mit der Eigenschaft 0§tl<t2 sind flir ein

) und N(t2+h)~N(t1+h) iden-

ll
h>0 die Zuwichse N(tz)-N(t
tisch verteilt.

1

iii) P{(N(t+h)=N(t))>1} = o(h), h+0. (2.1,15a)

Man kann zeigen [Gnedenko, Kowalenko 71], daf aus diesen drei
Forderungen die Existenz einer Zahl X>0 folgt, so daB

iv) P{N(t+h)-N(t) = 1} = Ah + o(h), h+0 (2.1,15b)
gilt.

Diese axiomatische Definition des Poisson-Prozesses hat den
Vorteil, daB8 sie einen Einblick in dessen Entstehungsgesetz
gibt, was sowohl bei der Modellierung von realen Prozessen, als
auch bei der Approximation von anderen, mathematisch definier-
ten Prozessen durch Poisson-Prozesse von Vorteil sein kann. Im
folgenden wird nun eine Anzahl von Eigenschaften des Poisson-
Prozesses angegeben, welche sich aus den Forderungen i) bis iv)
ergeben. Die zugehdrigen Beweise findet man z.B. in [Fahrmair,
Kaufmann, Ost 81].

Zundchst ist festzustellen, daf das Verteilungsgesetz des
Poisson-Prozesses durch die Beziehung (Poisson-Verteilung)

P{N(t)=n} = P{N(t+h)-N(h)=n} = exp(-it) » (nen),

(2.1,16a)

gegeben ist. Flir den Erwartungswert und die Varianz von N{t)
folgt dann

E[N(t)] = VAR[N(t)] = At. (2.1,16b)

Deutet man im Hinblick auf die spédteren Anwendungen N(t) als
die Anzahl von eintreffenden Anforderungen (kurz: Ankiinften)
in einem Wartesystem im Zeitintervall [0,t], so ist At die

mittlere Anzahl von Ankiinften in diesem Zeitintervall. Wegen

E[N(t)/t]=) und VAR[N(t)/tJ=Aa/t + 0 fir t » =, gilt die le

ziehung

lim ﬁéﬁl =X, (2.1,16¢)
t>o

woraus sich die Identifizierung von A als Ankunftsrate ergibt.

Wird mit T (ieN), die Zeitspanne zwischen dem (i-1)-ten und

Aif
dem i-ten Ereignis (Zwischenzeit, Ankunftsabstand) bezeichnet,

so liefert der folgende Satz eine Charakterisierung des Poisson

~Prozesses durch seine Zwischenzeiten.

Satz 2.4: [Fahrmeir, Kaufmann, Ost 81]

Seien T (ieN), die Zwischenzeiten eines Z3hlprozesses

AL’
{N(t): te[0,«)}, dann handelt es sich genau dann um einen
Poisson~-Prozef mit dem Parameter ), falls die TAi voneinander

unabhdngig und identisch A-exponentialverteilt sind.
Aus diesem Theorem folgt, daf der Poisson-ProzeB eine M-K ist.

AbschlieBend wird noch auf die fir die Analyse von Warte-

schlangennetzen wichtige Uberlagerung und Zerlegung von Poisson

-Prozessen eingegangen. Anstelle einer formalen Definition
dieser Begriffe, seien fiir eine plausible Erkldrung die Bilder
2.2a und 2.2b herangezogen. Demnach werden bei der Uberlage=~
rung von m gegenseitig unabhdngigen Poisson-Prozessen {Ni(t):
tel0,=)}, (i=1,...,m), mit den Parametern Al,...,km alle Ereig-
nisstrdme "zusammengefaft" und bilden einen neuen Prozef
{N(t): tel0,»)}, welcher die Ereignisse aller Prozesse in der
Reihenfolge ihres Auftretens z&hlt. Man kann durch Verifizie-
rung der Forderungen i) bis iv) zeigen, daB der so konstruier-
te Z&hlprozeR ebenfalls ein Poisson-ProzeB mit dem Parameter
A=A1+A2+...+An ist.

Bei der Zerlegung eines Poisson-Prozesses N:={N(t): te[0,«)}
in m Teilprozesse Ni:={Ni(t): tel0,=)}, (i=1,...,m), wird je-
des in N auftretende Ereignis aufgrund eines unabhdngigen Zu-
fallsexperimentes mit der Wahrscheinlichkeit p; dem neuen

Z&hlproze8 N. zugeordnet. Auch hier kann man zeigen, daB die



Q) b) k‘p‘
_ :

A=YN A Aip;
int

AP

Bild 2.2: a} Uberlagerung von Poisson-Prozessen

b) Zerlegung eines Poisson-Prozesses

Prozesse Ni voneinander unabhdngige Poisson-Prozesse mit den

Parametern Ai=xpi sind, wobei natiirlich X pi=1 gelten muR.
i

2.2 Warteschlangenmodelle mit einstufiger Bedienung

2.2.1 Grundstruktur

Von der Struktur her gesehen, besteht ein Warteschlangenmodell
mit einstufiger Bedienung im einfachsten Fall aus einem Warte-
speicher (WS) mit s Speicherplétzen und einer Bedienungseinheit
(BE), deren verkehrsbestimmender Parameter die Bedienungsge-
schwindigkeit C ist. Unter der Bedienungsgeschwindigkeit ist

dabei die Anzahl von Bedienungsquanten zu verstehen, welche

von der BE in einer bestimmten Zeitspanne bearbeitet werden
kann. Sie wird z.B. in kbit/sek bei einem Ubertragungskanal
oder in Instruktionen/sek bei einer Zentraleinheit (CPU) ange-

geben. WS und BE bilden zusammen eine Bedienungsstation (BS),

ankommende WS BE abgehende
Anforderungen cmmmemmmey Anforderungen
—e= |||
. v J
BS

die von eintreffenden Anforderungen "betreten" und nach Ab-
schluf der Bedienung wieder verlassen wird. Bild 2.3 zeigt

die symbolische Darstellung eines solchen Modells.

Genauer betrachtet, erfdhrt eine Anforderung in Abhdngigkeit

vom Zustand der BS eine der folgenden Behandlungen:

i) Die BE ist nicht belegt.

Dann wird die Anforderung sofort bedient.

ii) Die BE ist belegt, es stehen jedoch noch freie Warte-
pldtze zur Verfiligung.
In diesem Falle wird die Anforderung bis zur spédteren

Bedienung in die Warteschlange eingereiht.

iii) Die BE und alle Wartepldtze sind belegt.
Tritt dieses ein, so ist die BS blockiert, und die An-

forderung wird abgewiesen.

Fiir die BE soll gelten, daf sie t&dtig wird, sobald eine An-
forderung auf ihre Bedienung wartet.

In vielen Anwendungsfdllen wird die Anzahl der Speicherplétze
als unbegrenzt angenommen (d.h. s+»), so daB der Fall iii) ent-
f411t. Diese Annahme ist immer dann gerechtfertigt, wenn der
Speicherplatz im realen System so grof ist, daB eine Blockie-
rung praktisch ausgeschlossen werden kann. In der vorliegenden
Arbeit wird, soweit nicht anders vermerkt, stets s+« voraus-
gesetzt. AuBerdem werden ausschlieBlich BSen mit nur einer BE
betrachtet.

2.2.2 Beschreibung der Last

Ein mathematisches Modell der von der Verkehrsquelle an die
BS gerichtete Last muB die beiden folgenden Gr&Ben berilick-
sichtigen:

i) Anzahl NA(T) der in einem Zeitintervall T in der BS ein-
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treffenden Anforderungen unter Miteinbeziehung der VF
der Ankunftsabst&nde TA(ti), tieT, (Bild 2.4).

ii) Anzahl NH der Bedienungsquanten, welche von jeder Anfor-
derung zur Erfiillung ihres Bedienungswunsches bendtigt
wird.

Zum zweiten Punkt ist hinzuzufligen, daB anstelle der Gr&B8e NH
meistens die Bedienungszeit TH betrachtet wird, welche durch

die Beziehung

(2.2,1)

gegeben ist.

Im allgemeinen sind NA(t), TA(ti) und N, bzw. Ty Zufallsgr&gen.

Wdhrend NA(t) von TA(ti) abhédngig ist, kdnnen NA(t) und NH

meist als voneinander unabhidngig angesehen werden.

Eine Beschreibung der Last kann demzufolge durch eine Charak-
terisierung des stochastischen Prozesses {NA(t): tel0,)}
(Ankunftsprozef) und durch Vorgabe der VF von TH erfolgen. In
vielen F&llen wird angenommen, daB der Ankunftsprozef ein
Poisson-ProzeB mit Ankunftsrate A ist und daB die Bedienungs-
zeit p-exponentialverteilt ist. Fiir die mittlere Bedienungs-

zeit h gilt dann wegen (2.1,14b)

ho:= E[T ] = u -, (2.2,2a)
T
"'TA“;)"] Ankunftszeitpunkt f’——TA(ti } ——'1
> @ @ ;L AT @ < 2 e
t
tﬂ tl tZ t! t‘ o ti-! ti tid

N, (T) Ankinfte inT

Bild 2.4: Zur Definition des Ankunftsprozesses
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und fiir den mittleren Ankunftsabstand a gilt:

= Ax . (2.2,2b}

u heift Bedienungsrate.

2.2.3 Abfertiqgungs- und Prioritédtsstrategien

Wie schon in der Einleitung erwdhnt, ist neben Struktur und
Last die Betriebsorganisation die dritte verkehrsbestimmende
Komponente eines realen Systems. Sie muB bei der Modellierung
berlicksichtigt und in die Analyse mit einbezogen werden. In
diesem Abschnitt sind daher einige Abfertigungs- und Priori-
tdtsstrategien fiir Warteschlangenmodelle mit einer BE kurz be-
schrieben. Auf das im Zusammenhang mit Warteschlangennetzen
auftretende Problem der Verkehrslenkung wird im Abschnitt 2.3

eingegangen werden.

Die Abfertigungsstrategie legt die Reihenfolge fest, in welcher
die in einer'Warteschlange stehenden Anforderungen abgearbeitet

werden. Beispiele sind:

i) EIFQ (first in, first out): Die Anforderungen werden in
der Reihenfolge ihres Eintreffens bedient. Diese Warte-
schlangenorganisation ist mit wenig Verwaltungsaufwand zu
implementieren und wird wahrscheinlich am h&8ufigsten an-
gewendet.

ii) LIFO (last in, first out): Die Anforderungen werden in
der umgekehrten Reihenfolge ihres Eintreffens bedient.
Dieses Verfahren findet z.B. in rechnergesteuerten Ver-
mittlungssystemen als AbwehrmaBnahme in Uberlastsitua-
tionen Anwendung [Forys 83].

iii) LIFO preemptive resume (kurz: LIFO-PRE): Hierbei wird

eine neu eintreffende Anforderung sofort zur Bedienung
zugelassen. D.h., eine sich eventuell in Bedienung be-
findende Anforderung wird augenblicklich unterbrochen



und jeweils an den Anfang der Warteschlange eingeordnet.
Ihre Bearbeitung wird spiter an der Stelle fortgesetzt,
an welcher die Unterbrechung stattgefunden hat. Anwen-
dungen fiir diese Strategie sind nicht bekannt. Sie ist
hier nur im Hinblick auf das spdter zu besprechende BCMP-
Theorem aufgefiihrt.

iv) RR (round robin): Bei dieser Strategie wird allen warten-
den Anforderungen die BE in zyklischer Reihenfolge filir
die Dauer einer vorgegebenen Zeitspanne (Zeitscheibe) so
oft zur Verfligung gestellt, bis der jeweilige Bedienungs-
wunsch erfiillt ist. Neu eintreffende Anforderungen werden
am Ende der Warteschlange eingereiht. "round robin"” und
das nachfolgend beschriebene Verfahren "processor sharing"
spielen eine gewichtige Rolle in Rechnersystemen mit "time
sharing” Betrieb, wo eine Quantelung der zur Verfiigung
stehenden CPU-Zeit vorgenommen wird.

v) PS (processor sharing): Dieses Verfahren geht aus dem RR
hervor, indem die Zeitscheibe verschwindend klein gemacht
wird (mathematisches Modell).

Prioritdtsstrategien ermdglichen die bevorzugte Behandlung von
Anforderungen, indem diese auf Grund ihrer Wichtigkeit, Dring-
lichkeit, Herkunft usw. bestimmten Priorititsklassen zugeord-
net werden, welche gewisse Unterbrechungseigenschaften aufwei-
sen. Flir die Klassenbezeichnung hat sich eine fortlaufende Nu-
merierung mit einem Klassenindex r (r=1,2,...,R) eingeblirgert.
Der Index 1 kennzeichnet die Klasse hdchster Priorit#t. R ist
die Anzahl der Priorit&tsklassen. Beziiglich der Unterbrechungs-

eigenschaften kann man die folgenden M&glichkeiten unterschei-
den:

i) NONPRE (nonpreemptive priorities): Bei nichtunterbrechen-
den Prioritdten wird eine einmal begonnene Bedienung ohne
Unterbrechung zu Ende gefiihrt. Die Implementierung ist
relativ einfach, da nach jedem Bedienungsende lediglich

die Wartespeicher von Klasse eins aus beginnend nach der

nédchsten zu bedienenden Anforderung abgesucht werden miis-

sen. Letzteres 148t sich meist als Software-Mafnahme rea-
lisieren.

ii) PRE (preemptive priorities): Bei unterbrechenden Priori-
tdten wird die Bearbeitung einer Anforderung beim Eintref-
fen einer Anforderung hdherer Prioriti#t sofort unterbro-
chen und erst dann weitergefiihrt, wenn keine Anforderungen
héherer Prioritdt mehr im System sind. Je nachdem ob die
Bearbeitung einer unterbrochenen Anforderung an der Unter-
brechungsstelle fortgesetzt oder wieder von neuem begon-
nen wird, unterscheidet man die Varianten "PRE resume"
oder "PRE restart". Bei der letzten Form differenziert man
nochmals zwischen "PRE restart without resampling", was
eine Erhaltung der Bedienungszeit bedeutet und zwischen
"PRE restart with resampling”, was bedeutet, daf die Be-~
dienungszeit ihrer VF entsprechend durch ein Zufallsexpe-
riment neu festgelegt wird. Die Implementierung von unter-
brechenden Priorititen ist meist aufwendiger als jene von
nichtunterbrechenden Priorititen und erfolgt i.a. durch
Hardware-Mafnahmen.

Die Unterbrechungsstrategie kann u.U. klassenweise verschieden
sein (Distanzpriorit&ten), was in dieser Arbeit jedoch ausge-
schlossen wird. AbschlieBend sei bemerkt, daB die Warteschlan-
genorganisation innerhalb einer jeden Klasse nach einer festen
Strategie, wie z.B. FIFO oder RR erfolgt.

2.2.4 Zustands- und Ausgangsprozesse

Eine Beurteilung des Verkehrsverhaltens von Warteschlangen-
modellen ergibt sich aus geeigneten Informationen iiber die in
einem solchen Modell erzeugten stochastischen Prozesse. Dieses
sind vor allem die Wartezeitprozesse, die Zustandsprozesse und
die Ausgangsprozesse. Widhrend fir Wartezeitprozesse in einstu-
figen Warteschlangenmodellen eine Vielfalt von Ergebnissen be-
kannt ist, steht die Entwicklung von entsprechenden Analyse-
verfahren fiir Warteschlangennetze, selbst wenn keine Prioritdts-
klassen vorhanden sind, erst am Anfang. Aus diesem Grunde wer-

den die Wartezeitprozesse in dieser Arbeit nicht behandelt. Sie
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beschrénkt sich vielmehr in wesentlichen Teilen auf die Be-
trachtung der nachfolgend erkldrten Zustandsprozesse bei sta-
tiondrem Verhalten.

Bezeichnet fortan die 2ZV Xr' (r=1,...,R), stets die Anzahl von
Anforderungen der Klasse r in einem Warteschlangenmodell mit

R Klassen und t die Zeit, dann heiBft der stochastische Proze$f
{Xr(t): t€[0,»)} mit dem Zustandsraum NO der Zustandsproze$

der Klasse r. In Bild 2.5 ist eine Trajektorie eines solchen
Prozesses wiedergegeben. Von praktischem Interesse sind vor
allem die den jeweiligen Prozes charakterisierenden stationiren,
zeitunabh&dngigen Zustandsverteilungen

pr(xr) := P{Xr=xr}, (r=1,...,R; xreNo), (2.2,3a)

sowie die Verbundverteilung

p(xl,...,xR) = P{Xl=x1,...,XR=xR},

(r=1,...,R; xreNO), (2.2,3b)

aus welchen die in Abschnitt 2.4 definierten Kenngréfen zur
Leistungsbewertung berechnet werden konnen.

A

E R m

Bild 2.5: Trajektorie eines Zustandsprozesses
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Als letztes seien die Ausgangsprozesse erkldrt, deren Betrach-
tung weniger fiir die Beurteilung des Verkehrsverhaltens von
einstufigen Warteschlangenmodellen als fiir die Analyse von War-
teschlangennetzen eine Rolle spielt. Zur Vorbereitung der Defi-
nition dieser Prozesse werde die Folge der Zeitpunkte 0§tr1<
<tr2<..., an denen ein Bedienungsende der Klasse r stattfindet,
betrachtet. Setzt man nun TDr(trl):=trl und TDr(tri):=tri—
(ieN, i22), dann heiBt der stochastische ProzeS8

(t_.): trie[O,m)}, (r=1,...,R), der Ausgangsprozef der

Klasse r. Bezieht man sich auf alle Ausgangsabstidnde TD ohne

Berilicksichtigung der Klassenzugehdrigkeit, so ist durch
{TD(ti): tiEEO,w)} der allgemeine Ausgangéprozeﬁ definiert.

Es sel zum Abschluf noch bemerkt, daf natiirlich auch Ankunfts-
prozesse sowohl klassenweise als auch allgemein in entsprechen-
der Weise erkldrt sind. Der Bezug auf ein einklassiges System
in Abschnitt 2.2.2 erfolgte aus Griinden der Ubersichtlichkeit.

2.2.5 Kurzbezeichnungen

Um eine kurze und iibersichtliche Bezeichnungsweise fiir die
Vielfalt der einstufigen Warteschlangenmodelle zu haben, wird
heute im allgemeinen das folgende von Kendall [Kendall 53]
eingefiihrte und spiter erweiterte Notationssystem akzeptiert:

A/H/n-s/Y,%Z,...
Darin bedeuten:
A Rurzbezeichnung filir die VF der Ankunftsabstdnde, z.B.:
M Exponentiell verteilte Ankunftsabsténde
GI Allgemein verteilte und voneinander un-
abhdngige Ankunftsabstdnde

H Kurzbezeichnung fiir die Bedienungszeit-VF, z.B.:

M Exponentiell verteilte Bedienungszeiten

G Allgemein verteilte Bedienungszeiten
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n Anzahl der Bedienungseinheiten

s Anzahl der Wartepldtze. Diese wird nur angegeben,
falls s beschrdnkt ist.

X, Ypuoouo Weitere Angaben zum Modell, wie z.B. die Abferti-
gungsdisziplin

Dariiber hinaus sei vereinbart, daf filir die VF der Ankunftsab-
stdnde ein - geschrieben wird, wenn diese nicht bekannt ist.
Bei mehrklassigen Modellen gilt allgemein die Ubereinkunft,
daB sich die Jjeweiligen Symbole auf alle Klassen beziehen,
falls dies nicht ausdriicklich anders vermerkt ist. Insbeson-
dere seien die Ankunftsprozesse voneinander unabhdngig. Auf
weitere Besonderheiten wird an gegebener Stelle hingewiesen.
SchlieBlich sei bemerkt, daB die oben vereinbarten Abkiirzun-
gen auch bei der zeichnerischen Darstellung von Warteschlangen-
modellen verwendet werden, wie dies in Bild 2.6 am Beispiel
des zweiklassigen Prioritdtsmodells M/M/1/NONPRE mit Ankunfts-
raten Ar und Bedienungsraten Hpr (r=1,2), veranschaulicht ist.
Bei einer FIFO-Warteschlangenorganisation wird diese Bezeich-

nung im weiteren nicht mehr explizit angegeben.

NONPRE

N —— I”

BE

NI
,@? 5

Bild 2.6: Zweiklassiges Warteschlangenmodell M/M/1/NONPRE

2.3 Warteschlangenmodelle mit mehrstufiger Bedienung

2.3.1 Offene Warteschlangennetze

In der Praxis kommt es hdufig vor, daB zur Erfiillung eines Be-
dienungswunsches mehrere Stationen durchlaufen werden. Dies ist
z.B. bel einem Datenpaket der Fall, welches, um vom Sender zum
Empfdnger zu gelangen, {iber mehrere Leitungsabschnitte {iber-

mittelt wird. Jeden Leitungsabschnitt kann man dann als BS auf-
fassen, und auf diese Weise entsteht durch die Verkniipfung von

mehreren einstufigen Warteschlangenmodellen ein Warteschlangen-—
netz (WSN).

Besitzt ein WSN mindestens einen Eingang (Verkehrsquelle) und
mindestens einen Ausgang (Verkehrssenke), so spricht man von
einem offenen WSN. Die durch &uBere Verkehrsquellen erzeugten
Ankunftsprozesse werden als externe Ankunftsprozesse oder als

Quellankunftsprozesse bezeichnet und milissen fiir die Analyse

des WSNes ausreichend charakterisiert sein. Bei Kennzeichnung
der einzelnen BSen mit einem Index i=1,2,...,N, bietet es sich
an, die Struktur eines WSNes durch einen Graphen zu beschreiben,
in welchem die BSen durch Knoten und die gerichteten Verbindun-
gen zwischen den BSen durch Pfeile symbolisiert sind (Bild 2.7a).
Jede einzelne BS wird wiederum durch Angaben {iber ihre Bedie-
nungszeit-VF sowie die jeweils angewendeten Abfertigungs- und
Prioritdtsstrategien charakterisiert. SchlieBlich ist noch auf
die Beschreibung der Verkehrslenkung (Verzweigungsstrategie)
einzugehen, welche in diesem und dem folgenden Abschnitt zu-
ndchst nur flr einklassige WSNe behandelt wird. Sie kann in
vielen praktisch vorkommenden F&dllen durch die Angabe einer

Verzweigungsmatrix P erfolgen, deren Elemente durch die fol-

genden, voneinander unabhdngigen Verzweigungswahrscheinlichkei-

ten definiert sind

pij := P{Anforderung geht nach dem Verlassen von BS i
nach BS j}, (2.3,1a)
mit
Osp, .<1, (i,3=0,...,N), (2.3,1b)
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und

N
E Piy = 1, (i=0,...,N). (2.3,1c)
3=0

Dabei sind aus formalen Griinden Verkehrsquellen und ~-senken
einem Knoten "0" (AuBenwelt) zugeordnet. Flir den Fall, da8

alle Knoten im Sinne der Definition aus Abschnitt 2.1.2 mit-
einander verbunden sind, definiert P eine irreduzible, homo-

gene M-K mit dem Zustandsraum E={0,...,N}.

Ein wichtiger Sonderfall der offenen WSNe sind die seriellen

Warteschlangenmodelle, bei welchen p. 1, fir i=0,...,N-1,

i,i+1°

und pN0=1 gilt.

2.3.2 Geschlossene Warteschlangennetze

Geschlossene WSNe unterscheiden sich von den offenen dadurch,
daB8 sie weder einen Ein- noch einen Ausgang besitzen (Bild
2.7b). Ferner ist die Anzahl M (Population) der in ihnen zir-

kulierenden Anforderungen stets konstant. Fiir ihre Beschrei-

a) b)

Bild 2.7: a) Graph eines offenen Warteschlangennetzes

b) Graph eines geschlossenen Warteschlangennetzes

bung gilt das im vorherigen Abschnitt Gesagte entsprechend.
wenn man diejenigen Aussagen ausschliefit, welche Verkehrs-
quellen und Verkehrssenken betreffen. Damit erlibrigen sich
insbesondere Verzweigungswahrscheinlichkeiten des Typs Pig
bzw. pOj’ was bei Aussagen entsprechend den Beziehungen
(2.3,1a-c) zu beriicksichtigen ist. Den seriellen, offenen

Warteschlangenmodellen entsprechen zyklische, geschlossene

Warteschlangenmodelle, bei welchen Py

und pN1=1 gilt. Geschlossene WSNe treten h&8ufig bei der Mo-

,i+l=1’ fir i=1,...,N-1,

dellierung von Rechensystemen auf.

2.3.3 Mehrklassige Warteschlangennetze

Das Klassenkonzept in Warteschlangennetzen verfolgt zwei un-
terschiedliche Ziele:

i} Die Modellierung der vom zugrunde liegenden realen System
induzierten Klasseneinteilung aufgrund unterschiedlicher
Eigenschaften der Anforderungen. Diese kdnnen z.B. durch
verschiedene Bedienungszeit-VFen und/oder durch die je-
weilige Zugehdrigkeit zu einer Prioritidtsklasse gegeben

sein.

ii) Eine mdglichst genaue Modellierung der Verkehrslenkung
in einem System, wie z.B. das n-malige Durchlaufen einer
bestimmten Schleife, durch ausschlieflich im Modell vor-
gesehene, jedoch nicht im realen System auftretende Klas-—
senwechsel. Ndheres hierzu findet man z.B. in [Sauer,
Chandy 811].

In dieser Arbeit steht im Hinblick auf die Priorititsklassen-
einteilung zwar das erste Ziel im Vordergrund, dennoch erlau-
ben die spdter entwickelten Analyseverfahren auch die Beriick-
sichtigung des zweiten Ziels.

Bei mehrklassigen WSNen werden die zur vollstédndigen Beschrei-
bung erforderlichen Angaben, soweit dieses notwendig ist, klas-
senabhidngig gemacht. Dabei haben sich im Bereich der Verzwei-



- 34 -

gungsstrategie noch einige Begriffe eingeblirgert, welche iiber
die Erkldrungen von Abschnitt 2.3.1 hinausgehen und im folgen-
den erldutert werden.

Die Struktur des WSNes sei durch einen Graphen mit N Knoten

gegeben, und die Anzahl der Auftragsklassen sei R. Verkehrs-

quellen und -senken seien durch den Knoten "0" reprisentiert.

Zur Beschreibung der Verkehrslenkung wird eine, durch die von-~

einander unabhingigen Wahrscheinlichkeiten

P := P{Anforderung wechselt von BS i nach BS j;

dabei gleichzeitiger Wechsel von Klasse r
nach Klasse s},

ir,js

(i,3=0,...,N; r,s=1,...,R), (2.3,2a)

definierte, 4-dimensionale Verzweigungsmatrix P benutzt, in

welcher Por =0 filir r#s gesetzt ist. Es gilt wiederum

rJs
Oépir’jssl, (i,3=0,...,N; r,s=1,...,R), (2.3,2b)
sowie
N R
2 E pir,js =1, (i=0,...,N; r=1,...,R). (2.3,2c)
j=0 s=1

Flir die weiteren Betrachtungen sind zwei Fille zu unterschei-
den.

i) Es finden keine Klassenwechsel statt.

Dann gilt P;. js

legt werden, von denen jede eine irreduzible, homogene M-K mit
dem Zustandsraum E_C{(0,r), (1,r),..., (N,r)}, (r=1,...,R),

=0 fir r#s, und P kann in R Untermatrizen zer-

definiert, sofern die jeweils involvierten Zust3nde (i,r) mit-~
einander verbunden sind. In geschlossenen WSNen ohne Klassen-

wechsel kann flir jede Klasse eine konstante Population Mr an-

gegeben werden.

ii) Es finden Klassenwechsel statt.

In diesem Falle wird durch P eine homogene M-K mit den Zustin-
den (i,r), (i=0,...,N; r=1l,...,R), definiert. Deren Zustands-
raum E kann entsprechend Abschnitt 2.1.2 in Aquivalenzklassen
zerlegt werden, indem man jeweils alle miteinander verbunde-

nen Zustdnde in einer Teilmenge EkCE, (k=1,...,K; 1SK<R), zu-

sammenfaft.

Die BAquivalenzklassen Ek werden in der Literatur als Teilket-
ten oder kirzer als Ketten bezeichnet. Enthdlt eine Kette Zu-
sténde des Typs (0,r), so spricht man von einer offenen Kette,
anderenfalls von einer geschlossenen Kette. Die Anzahl Mk der
zu einer geschlossenen Kette gehdrenden Anforderungen ist kon-
stant und wird als Population der Kette bezeichnet. Ein offe-

nes WSN enthdlt nur offene, ein geschlossenes nur geschlossene

Ketten. WSNe mit offenen und geschlossenen Ketten werden als
gemischte WSNe bezeichnet. Durch Definition geeigneter Ketten
kann flir die Anforderungen einer bestimmten Klasse der Weg
durch ein WSN vorgeschrieben werden. Das Kettenprinzip ist na-

tlirlich auch auf die Netztypen ohne Klassenwechsel anwendbar.
Abschliefiend sei bemerkt, das man aufgrund von Regelmifigkei-

ten im betrachteten WSN oft mit weniger als vier Indices zur

Kennzeichnung der Verzweigungswahrscheinlichkeiten auskommt.

2.4 KenngréBen zur Leistungsbewertung

In diesem Abschnitt sollen die in der Einleitung erwdhnten
Kenngrdfen zur Leistungsbewertung definiert werden, welche

fiir die realen Systeme in gleicher Weise wie fiir deren Modelle
erkldrt sind.

a) Einstufige Wartemodelle

Wartezeit T

Die zufédllige Zeitspanne zwischen der Ankunft in der Warte-




schlange bis zum (erstmaligen) Bedienungsbeginn wird als Warte-
zeit T, bezeichnet. Mittelwert w := E[TW].

Verweilzeit Tp:

Hierunter versteht man die zuf&dllige Zeitspanne zwischen der
Ankunft in der Warteschlange und dem Bedienungsende. Mittel-
wert £ := E[TFJ.

Anzahl von Anforderungen im System X:

Bedarf keiner weiteren Erkldrung. Mittelwert x := E[X].

Blockierungswahrscheinlichkeit B:

Dieses ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine eintreffen-
de Anforderung keinen freien Platz mehr im WS vorfindet und

zuriickgewiesen wird.

Auslastung p:

Die Auslastung einer BE ist durch die Beziehung

0 i= mittlere Bedienungszeit _h
- a

mittleren Ankunftsabstand (2.4,1)

>

erkldrt und gibt fiir die Modelle mit einer BE an wie lange
diese wdhrend einer geniigend langen Beobachtungszeit belegt
war. Zwischen der Auslastung p und der Wahrscheinlichkeit
P{X=0}=p(0) besteht der Zusammenhang (siehe z.B. [Kleinrock
751):

p = 1-p(0). (2.4,2)

Wihrend man die Gr&Ben B und x direkt aus den Zustandswahr-
scheinlichkeiten bestimmen kann, ist dies flir w und £ nicht
méglich. Zwischen der mittleren Anzahl x von Anforderungen in
einer BS und der mittleren Verweilzeit £ einer beliebigen An-
forderung in der BS besteht jedoch nach [Little 61] der fol-

gende einfache Zusammenhang

X = A°f. (2.4,3)

Diese vom Typ des Ankunftsprozesses und der VF fir die Bedie-
nungszeiten unabhidngige Beziehung gilt nur fir die Mittelwerte

der betroffenen ZVen.

b) Offene Warteschlangennetze

Bei einem offenen WSN kodnnen die obigen Definitionen sowohl
fir jede einzelne BS als auch fiir das gesamte WSN angewendet
werden. Im letzteren Sinne ist vor allem die mittlere Verweil-

zeit einer Anforderung im Netz von Interesse.

c) Geschlossene Warteschlangennetze

Im Falle geschlossener WSNe sind die oben gegebenen Definiti-
onen ebenfalls filir jede BS sinnvoll anwendbar. Eine Ausnahme
bildet nur die Blockierungswahrscheinlichkeit B, welche wegen
der festen Population im Netz durch ausreichende Dimensionie-
rung der WS immer zu Null gemacht werden kann. Als zus&dtzliche
Leistungsgr&Be interessiert man sich in geschlossenen WSNen
oft fiir den

Durchsatz X in einer BS:

Hierunter ist die mittlere Anzahl von Anforderungen zu ver-
stehen, welche in einem Zeitintervall fertig bedient werden,

geteilt durch die Linge dieses Zeitintervalls.

Der Durchsatz ist eine von der Netzpopulation abhidngige Gréfe
und entspricht der in offenen Warteschlangenmodellen definier-
ten Ankunftsrate ), woraus sich auch die gleiche Bezeichnung
fiir beide GrdéBen erkldrt. Die Beziehungen (2.4,1) bis (2.4,3)
gelten in geschlossenen WSNen entsprechend.

Bezliglich der LeistungsgrdBen, die das gesamte WSN betreffen,

ist die Zykluszeit T_ zu nennen, welche der mittleren Verweil-

F

zeit TF in offenen WSNen entspricht.

Zykluszeit TFi

Diese ist wie folgt erkldrt: Betrachtet man eine beliebige
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Stelle innerhalb des WSNes (z.B. den Eingang einer BS) und
mift die Zeitspanne, welche vergeht bis eine ausgewdhlte An-
forderung (Testanforderung) nach dem Verlassen dieser Stelle
wieder dort eintrifft, so heift diese zufdllige Zeitspanne

die Zykluszeit TF der Anforderung bezliglich dieser Stelle.
Mittelwert f := E[T_].

Liegen Warteschlangenmodelle mit mehreren Auftragsklassen vor,

so sind die aufgefiihrten KenngrdBen zur Leistungsbewertung in
gleicher Art klassenweise erklért.

2.5 Beispiele fiir die Modellierung von Kommunikations- und
Rechnersystemen

2.5.1 Einige Gesichtspunkte zur Modellbildung

Bei der Erstellung von Warteschlangenmodellen zum Zwecke der
Verkehrsanalyse von realen Systemen sind verschiedene Ziele in
Einklang zu bringen, von denen einige, soweit sie hier von
Interesse sind, kurz diskutiert werden sollen.

Als wichtigstes Ziel mag in vielen Fillen eine mdglichst ge-
naue Wiedergabe der realen Verhiltnisse (Wirklichkeitstreue)

durch eine weitestgehend exakte Modellierung von Systemstruk-
tur, Last und Betriebsorganisation erscheinen. Solche detail-
lierten Modelle kdnnen jedoch mit analytischen Methoden, be-
sonders im Falle von Warteschlangennetzen, kaum oder iiberhaupt
nicht geldst werden, und man muf auf das meist kostenaufwen-
dige und umstdndliche Hilfsmittel der Simulation zurilickgrei-
fen. Aus dieser Feststellung resultiert ein zweites, wichti-
ges Kriterium fiir ein Verkehrsmodell, n&mlich dessen Zugdng-
lichkeit fiir analytische LOsungen. Zur Erfiillung dieses Kri-

teriums bietet es sich zum einen an, gewisse Abstriche an der
Wirklichkeitstreue des Modells zuzugestehen, indem man z.B.

die statistischen Eigenschaften des realen Systems durch mathe-
matisch m6glichst einfach zu behandelnde VFen nur niherungswei-
se beschreibt oder gewisse idealisierende Annahmen, wie etwa
vernachldssigbar kleine Verwaltungszeiten, macht. Zum anderen

erweist es sich oft als sinnvoll, auf eine zu groBe Modellie-
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rungstiefe zu verzichten. D.h., man bildet nicht die in den
einzelnen Teilsystemen vorhandenen Feinstrukturen detailliert
ab, sondern beschreibt vielmehr ganze Systembldcke durch ein
Warteschlangenmodell. Umgekehrt ist es auch méglich, Teil-
systeme bis in Einzelheiten hinein zu modellieren und die an

den Schnittstellen wirksame "Umwelt" global zu beschreiben.

In vielen Fdllen liefern analytische L&sungen, auch wenn sie
unter stark vereinfachenden Annahmen erzielt werden, wert-
volle Einblicke in grundsdtzliche Zusammenhdnge zwischen Ein-
und Ausgabeparametern und decken Phdnomene auf, welche bei
Simulationsstudien verborgen bleiben. Weiterhin reichen sie
oft aus, um beim Vorliegen alternativer Vorschldge in der
Phase eines Systementwurfs deren Vor- und Nachteile Ffiir das
Verkehrsverhalten des Systems abzuwidgen und damit eine Ent-
scheidungshilfe zu geben.

Mit einer bei der Modellierung von Systemen mit mehrstufiger
Bedienung vielfach anzutreffenden Annahme, welche die analy-
tische Behandlung entsprechender WSNe wesentlich erleichtert
oder im allgemeinen sogar erst mdglich macht, beschdftigt sich
der ndchste Abschnitt.

2.5.2 Die Unabhdngigkeitsannahme von KLEINROCK

In technischen Systemen mit mehrstufiger Bedienung ist es
meistens der Fall, daB sich die zur Erfiillung eines Bedie-
nungswunsches erforderliche Bedienungszeit bei der Generie-
rung des Auftrages in der Verkehrsquelle einmal zufdllig er-
gibt und dann auf dem Wege durch die einzelnen Bedienungsstu-
fen erhalten bleibt. So liegt z.B. die Linge eines Datenpake-
tes nach der Erzeugung im Sender fest und &ndert sich bei der
Ubermittlung zum Empfinger {iber ein Datenpaketvermittlungs-
netz nicht mehr. Bei dem Versuch, ein entsprechendes WSN,
welches diesen Sachverhalt exakt beriicksichtigt, analytisch
zu untersuchen, st&68t man im allgemeinen auf sehr grofe Schwie-
rigkeiten. Das liegt daran, daB sowohl die Bedienungszeiten
in aufeinanderfolgenden Stationen als auch die Ankunftsab-

stinde und Bedienungszeiten in ein und derselben Station kei-




ne voneinander unabhidngigen ZVn mehr sind. Einen Ausweg aus

dieser Situation liefert die "Unabhingigkeitsannahme von

Kleinrock". Diese ist fiir Nachrichtennetze mit "genligend gro-
Ber Vermaschung", Poisson-Verkehrsquellen und p~exponential-

verteilten Nachrichtenléngen in [Kleinrock 64] wie folgt er-

kléart:

"Zu jedem Ankunftszeitpunkt einer Nachricht in einem
Netzknoten wird flir diese Nachricht eine neue Lidnge v
entsprechend der Verteilungsdichtefunktion p(v)=prexp(~uv)
ermittelt.”

Die Rechtfertigung dieser Annahme ist in dem genannten Buch
begriindet und dort durch ausfithrliche Simulationsstudien be-
stdtigt. Ihre Anwendung bei der Modellbildung von mehrstufigen
Bedienungssystemen zum Zwecke der Zustandsanalyse fiihrt auf
WSNe mit einer sogenannten Produktldsungsform, welche spiter
noch ausfihrlich besprochen werden. Die Voraussetzung einer
"gentigend groBen Vermaschung" ist in [Kleinrock 75] dahinge-
hend prédzisiert, daB die meisten BSen mehr als nur einen Zu-
und einen Abgang haben sollten. D.h., es sind die rein seriel-

len Systeme ausgeschlossen.

2.5.3 Erstes Beispiel: Kommunikationssystem mit Ringstruktur

Das erste hier vorgestellte Beispiel zur Modellbildung ist aus
[Heger 83] entnommen. Dort wird u.a. die Leistungsfdhigkeit
eines als RDC-Ring bezeichneten Kommunikationssystems mit
Hilfe von Simulationsstudien bewertet. Dieses System wurde am
Fraunhofer-Institut flir Informations- und Datenverarbeitung
(IITB) in Karlsruhe entwickelt und dient dem Informationsaus—
tausch in einem Echtzeitrechnersystem mit verteilten Mikro-
prozessoren. Uber den prinzipiellen Aufbau des RDC-Ringes

gibt Bild 2.8a Auskunft.

Die durch optische Wellenleiter ringférmig miteinander verbun-
denen Teilnehmerstationen Ti’ (i=1,...,N), sind alle nach
gleichem Muster aufgebaut und enthalten jeweils eine Sende-

und Empfangseinrichtung Si bzw. Ei' einen nach dem FIFO-Prin-

zip organisierten Pufferspeicher Pi sowie einen Teilnehmer-
rechner TRi' Ein Nachrichtenaustausch zwischen zwei nicht be-
nachbarten Stationen kann nur indirekt {iber die dazwischen
liegenden Stationen erfolgen. Jede Station befindet sich dem-
nach in einem der Zusténde "Warten", "Weiterleiten einer frem-
den Nachricht" oder "Senden einer eigenen Nachricht". Weiter-
zuleitende Nachrichten werden nach dem Empfang stets in Pi
zwischengespeichert bevor sie {iber Si die Station verlassen.
Sie haben immer nichtunterbrechende Prioritdt gegeniiber den
Sendewlinschen von TRi, womit u.a. der mdglichst zligigen Ab-
wicklung einer einmal begonnenen Ubertragung Rechnung getragen

wird.

al
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I o) =T G 2
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=THGw) —=TH(w) o A
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sz 12,0 kon 22,0

Bild 2.8: a) Schematische Darstellung des RDC-Ringes

b) Warteschlangenmodell fiir den RDC-Ring
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Flir das beschriebene System ist in [Heger 83] das in Bild 2.8b
dargestellte WSN angegeben. Darin wird jede Station Ti durch
ein zweiklassiges Warteschlangenmodell mit nichtunterbrechen-
den Prioritdten reprédsentiert, in welchem Sendeeinrichtung und
Ubertragungsmedium als BE, der Pufferspeicher Pi als WS fir
die erste Klasse und der im Teilnehmerrechner TRi enthaltene
Speicher fiir die Sendewlinsche als WS fiir die zweite Klasse mit
jeweiliger FIFO-Abfertigungsstrategie modelliert sind. Etwaige
in den Stationen auftretende Verzdgerungszeiten, wie sie z.B.
durch die Auswertung der Zielinformation u.a.m. entstehen,
kénnen ebenso wie die Kanallaufzeiten als klein gegeniiber den
Ubertragungszeiten angesehen werden und sind im Modell ver-
nachlédssigt. Die Teilnehmerrechner stellen als Erzeuger und
Abnehmer von Nachrichten sowohl Verkehrsquellen als auch Ver-
kehrssenken dar. Alle BSen sind der Ringstruktur des Systems
entsprechend miteinander verbunden. Die Verkehrslenkung wird
durch voneinander unabhdngige Verzweigungswahrscheinlichkeiten
Piy,i+l s* (i=1,...,N-1), Pyr,0s und Pir,o° (i=1,...,N), be-
schrieben. Letzteres gibt die Wahrscheinlichkeit fir das Ver-
lassen des Ringes an. Die Klassenindices r,s € {1,2} sind zur
Beschreibung der Klassenwechsel notwendig. Fiir die Modellie-
rung der Last ist zum einen angenommen, da8 die von den ver-
schiedenen Teilnehmerrechnern herriihrenden Folgen der Sende-
wiinsche als Poisson-Prozesse mit Parametern A0i2 angesehen
werden k&nnen und zum anderen, daB die Linge der Nachrichten,
bei {iberall gleicher Ubertragungskapazitdt der Leitungsab-
schnitte, uir~exponentia1vertei1ten Ubertragungszeiten ent-
spricht. Durch Ubernahme der im Abschnitt 2.5.2 besprochenen
Unabhingigkeitsannahme ergibt sich dann fiir jede BS ebenfalls
eine pir—exponentialverteilte Bedienungszeit~VF mit Mi1%Hio7
(i=1,...,N).

Bei dem besprochenen Modell handelt es sich um ein WSN mit
einer zweiklassigen offenen Kette. Durch Bestimmung der sta-
tiondren Zustandsverteilung und den daraus resultierenden
Mittelwerten fiir die Verweilzeiten in den BSen bzw. im WSN
kann eine Beurteilung des RDC-Ringes bezliglich seiner ver-
kehrsmidfigen Leistungsfédhigkeit erfolgen.
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2.5.4 Zweites Beispiel: "Multiprogramming" in Rechnern mit

Speicherhierarchie

Das zweite hier zu besprechende Beispiel fiir ein Warteschlan-
genmodell ist allgemein unter der Bezeichnung "Central Server
Model" (CSM) bekannt und wurde in seiner urspriinglichen Form
von Buzen {[Buzen 71] entwickelt. Es beschreibt den Mechanis-

mus des "Multiprogrammings" (Mehrprogrammbetrieb) in Rechnern
mit Speicherhierarchie durch ein geschlossenes WSN. Zum bes-
seren Verstdndnis des Modells sei kurz auf die Konzepte der

Speicherhierarchie und des Multiprogrammings eingegangen.

Die Einfiihrung hierarchischer Speicherstrukturen in Rechnern
ist vor allem eine Folge der Diskrepanz zwischen den stdndig
wachsenden Arbeitsgeschwindigkeiten der Prozessoren und den
vergleichsweise stagnierenden Zugriffszeiten fiir Massenspei-
cher. Sie beinhaltet die Implementierung und Verwaltung von
Speichertypen unterschiedlicher Kapazitdt und Zugriffszeit
derart, daB bei der Ausfilhrung von Programmen die aktuellen
Programmteile und Datens&dtze (kurz: Daten) nach Mdglichkeit
in den unteren, schnelleren Speicherebenen verfiigbar sind. Im

wesentlichen unterscheidet man:

i) Schnellspeicher (SSP) mit niedrigen Zugriffszeiten und
kleiner Kapazitdt (Gr&B8enordnungen: nsek, kByte).

ii) Arbeitsspeicher (ASP) mit erhdhten Zugriffszeiten und

mittelgroBer Kapazitdt (GrdB8enordnungen: nsek, MByte).

iii) Hintergrundspeicher (HSP) mit hohen Zugriffszeiten und

sehr grofier Kapazitdt (Gr&8enordnungen: msek, GByte).

Der SSP bildet zusammen mit einem Befehls- und Rechenwerk den
Zentralprozessor (CPU), welcher direkten Zugriff auf den ASP
hat. Demgegeniiber erfolgt der Datentransfer zwischen ASP und

HSP, auf Anstof durch das Betriebssystem, unter der Regie ei-
nes separaten Ein-/Ausgabe-Prozessors (EAP). CPU, ASP, EAP
sowie die filir den Datenaustausch notwendigen Ubertragungskan&d-

le sind die wesentlichen Bestandteile der Zentraleinheit (ZE).
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Jeder der genannten Speichertypen ist in kleine Bereiche fe-
ster Gr&Be, sogenannte Seitenrahmen unterteilt, deren Inhalt
bei Bedarf zwischen den Ebenen transferiert werden kann. Die-
ses ist z.B. notwendig, wenn bei der Ausfiihrung eines Programms
ein Seitenfehler auftritt, womit gemeint ist, daB sich eine im
ASP bendtigte Datenmenge im HSP befindet. Da die fiir einen
solchen Datentransfer in Anspruch genommene Zeitspanne ver-
gleichsweise groB ist, bietet es sich beim Auftreten eines
Seitenfehlers an, mit der Bearbeitung anderer, im ASP residen-
ter Programme durch die CPU fortzufahren. Man bezeichnet diese

Form der Parallelarbeit als Multiprogramming und die Anzahl

Mr’ (r=1,...,R), der sich gleichzeitig in Bearbeitung befind-

lichen Programme der Klasse r, als Multiprogramminggrad der

Klasse r. Fragestellungen, die sich sowohl bei der Entwicklung
neuer als auch bei der Abstimmung bestehender Rechensysteme
ergeben, betreffen u.a. die Wahl von Mr’ um bel vorgegebenen
Randbedingungen (Architektur, mittleren Bedienungszeiten usw.)
einerseits bestimmte Antwortzeiten einzuhalten und andererseits
eine méglichst hohe Ausnutzung der CPU zu gewdhrleisten. Eine
weitgehende Beantwortung solcher Fragen ergibt sich aus der
Analyse des nachfolgend beschriebenen CSMs.

Die hier betrachtete Variante des CSMs ist in Bild 2.9 darge-
stellt und beschreibt als Besonderheit eine Vergabe der CPU
nach Priorit&ten (PRE oder NONPRE). Dadurch wird einer bevor-
zugten Ausflihrung von zeitkritischen Programmen (1. Klasse)
gegeniliber solchen, die nicht die Einhaltung einer bestimmten
Reaktionszeit erfordern (2. Klasse), Rechnung getragen. Bei
dem Modell handelt es sich um ein geschlossenes WSN mit zwel
einklassigen Ketten der Population Mr’ (r=1,2). Im Gegensatz
zum vorherigen Beispiel, wo eine direkte gerdtetechnische In-
terpretation der Komponenten BS und WS ebenso leicht mdglich
war wie eine Ubereinstimmende Lokalisierung von Anforderungen
in Modell und System, findet die Modellbildung in diesem Bei-
spiel auf einer abstrakteren Ebene statt, welche solche Be-

trachtungen nur noch bedingt zuldgt.

Die BS 1 reprdsentiert die CPU sowie die vom Betriebssystem

erstellten Warteschlangen, welche die zur Ausfiihrung klassen-

weise eingereihten Programme (Anforderungen) enthalten. In

zugehdrigen Bedienungszeiten T sind die Bearbeitungsze: “e:.

fir die Programme mit den auftzéienden Verwaltungszeiten zu-
sammengefaBft. Durch die BSen 2,...,N werden die Seitentransfers
zwischen ASP und HSP sowie die Ein-/Ausgabe von Massendaten mo-
delliert. Eine Prioritdtsstrategie ist in diesen BSen nicht
vorgesehen, was meistens den praktischen Gegebenheiten ent-
Hir' {(i=2,...,N; r=1,2), berick-
sichtigen im wesentlichen die Zugriffs- und die Ubertragungs-

spricht. Die Bedienungszeiten T

zeiten, und es ist angenommen, daf ihre Mittelwerte klassen~

unabhdngig sind. Mit Hilfe der Verzweigungswahrscheinlichkeiten

Pi_r
ir
gedrickt, mit denen fir einen Seitentransfer oder eine Ein-

(i=1,...,N; r=1,2) sind die relativen H&ufigkeiten aus-

Ausgabeoperation das betreffende Betriebsmittel belegt wird,
bzw. mit der die Ausfihrung eines Programmes beendet wird. Zu
letzterem ist zu bemerken, daB wegen der geschlossenen Netz-
struktur von der sofortigen Ersetzung des abgearbeiteten Pro-
gramms ausgegangen wird (konstanter Multiprogramminggrad).
SchlieBlich seien alle Warteschlangen nach dem FIFO-Prinzip

CcPU Eingabe /Ausgabe - Kandle

. o=l ()
()

Programmende Klasse 1

—— K

Programmende Klasse 2

Population M,,M,

Bild 2.9: "Central Server Model" mit Prioritdtsabfertigung in der CPU
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organisiert, und die Bedienungszeiten seien s3mtlich exponen-
tiell verteilt. Diese Annahmen machen zusammen mit jener der
klassenunabhidngigen mittleren Bedienungszeiten hi in den BSen

2,...,N das WSN einer mathematischen Analyse zugénglich.

Abschliefiend sei fiir detailliertere Beschreibungen der Kon-
zepte "Speicherhierarchie" und "Multiprogramming” ebenso wie
flir eingehendere Diskussionen des CSMs auf die Literaturstel-

len [Buzen 71, Kobayashi 79, Stein 80, Wojtkowiak 80, Kiihn 81 ]
verwiesen.
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3. ANALYSE VON WARTESCHLANGENMODELLEN

Fir die mathematische Analyse von Warteschlangenmodellen steht
eine Anzahl unterschiedlicher Methoden zur Verfigung, welche
in wesentlichen Teilen auf Ergebnissen der Wahrscheinlich-
keitstheorie basieren. Unter diesen Methoden hat sich vor al-
lem das Absuchen des zu analysierenden Modells auf geeignete
Markoff- bzw., Semi-Markoff-Prozesse [Kleinrock 75] als sehr
erfolgreich erwiesen. Insbesondere ergeben sich die stationd-
ren Zustandswahrscheinlichkeiten fiir Warteschlangenmodelle

mit Poisson-Ankunftsprozessen und exponentialverteilten Bedie-
nungszeiten durch L&sen der Gleichgewichtsgleichungen (2.1,
12a-b), da die betreffenden Zustandsprozesse homogene M-Kn
sind (Satz 2.3). Man spricht dann auch von "Markoffschen War-

teschlangenmodellen"”. Zieht man noch in Betracht, daB man jede
auf [0,«) konzentrierte VF fiir praktische Zwecke beliebig ge-

nau durch eine VF approximieren kann, welche aus "exponentiel-

len Phasen" zusammengesetzt ist [Schassberger 73], so kann die
Klasse der mit Hilfe von M-Kn analysierbaren Warteschlangen-
modelle betrdchtlich erweitert werden. In der Praxis std8t
dieses als "Phasenmethode" bekannte Verfahren jedoch dann auf
Grenzen, wenn die Zahl der zu berlicksichtigenden Zustinde so
groB ist, daB die Gleichgewichtsgleichungen auch mit numeri-
schen Verfahren nicht mehr geldst oder unter Umstdnden erst
gar nicht mehr aufgeschrieben werden k&nnen. Dieses zentrale
Problem des Auffindens geschlossener L&sungen der Gleichge-
wichtsgleichungen bzw. die Bereitstellung geeigneter nume-
rischer und/oder approximativer Verfahren wird in der Warte-
schlangentheorie in vielfdltiger Weise angegangen und bildet
auch den Kernpunkt der vorliegenden Arbeit. Neben den in Lehr-
blichern bevorzugten Transformationsmethoden spielen die An-
wendung von Ergebnissen aus der Theorie der Differenzenglei-
chungen ebenso wie die Anwendung numerischer Verfahren zur
Losung linearer Gleichungssysteme die gréfte Rolle bei der L&-
sung der Gleichgewichtsgleichungen. Neuere Methoden und Er-
gebnisse findet man in [Kelly 79, Neuts 81, Cohen, Boxma 83].
Von besonderer Bedeutung flir diese Arbeit ist die in Abschnitt

3.2.1 angegebene Produktldsung fiir separable WSNe.
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Aufer den skizzierten Analysemethoden existiert noch eine
Reihe anderer Verfahren, auf die hier nicht eingegangen wird.
die nachfolgenden Abschnitte dieses Kapitels enthalten einige
fiir spdtere Betrachtungen bendtigte Ergebnisse fiir ein- und

mehrstufige Warteschlangenmodelle.

3.1 Warteschlangenmodelle mit einstufiger Bedienung

3.1.1 Warteschlangenmodell GI/G/1

Das Warteschlangenmodell GI/G/1 kann als ein klassisches Ob-
jekt der Warteschlangenlehre angesehen werden, welches in der
Vergangenheit schon auf verschiedene Weisen mathematisch unter-
sucht worden ist. Es seien diesbeziliglich die Arbeiten [Lindley
52, Pollaczek 57, Schassberger 73] genannt. Zur Vorbereitung
auf die weiter unten besprochenen Untersuchungen der Ausgangs-
prozesse in Prioritdtsmodellen sind nachfolgend zwei Formeln
fir die Berechnung der mittleren Wartezeit w sowie des Varia-
tionskoeffizienten cp der Ausgangsabstidnde TD angegeben. Der

Variationskoeffizient ¢ einer beliebigen ZVn X ist durch die

Beziehung
2
? = B (3.1,1)
(E[x])
definiert und wird weiterhin je nach Bezugnahme auf TA’ TH

oder TD mit einem der Buchstaben A, H oder D indiziert. Fiir
eine exponentialverteilte ZV folgt aus (2.1,14b) sofort, daB
c =1 gilt.

Als erstes sei aus [Krdmer, Langenbach-Belz 76] eine Formel

zitiert, welche die approximative Berechnung von w in Abhdn-

gigkeit der beiden ersten Momente von Ty und Ty gestattet:

0 .22, 2 2
2(1-p) (CA+CH) g(Q:CA,CH) (3.1,2a)

mit
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[ I 2,2
oxp |- 20=e) U7
p 30 2,2 TN
2 i A" CH
glo,cyrcy) = 9 . (3.1,2b)
2
CA—l
exp |-(1-p)- 5| v CAZI.
| cA+4cH
Flir die mittlere Verweilzeit £ gilt:
f=h+ w. (3.1,3)

Die zweite Formel ist [Marshall 68] entnommen und erlaubt die

exakte Berechnung von cp gemds

2 2 2 2

- _ —p) ¥
Cp = 3 + 2p cq 20(1-p) 5 o- (3.1,4)

Durch Einsetzen von (3.1,2a) in (3.1,3) folgt

2 2

N 22 _ 2,2 2 2 2
cp ¥ ¢y + 2p°cy o (cA+cH) g(o,CA,C

ql - (3.1,5)

D

Zieht man in Betracht, da8 im Modell GI/G/1 die Beziehung

E[TA] = E[T_ ] = X (3.1,6)

D

gilt (keine Quellen und Senken im Innern), so liefert (3.1,5)
eine Charakterisierung des Ausgangsprozesses durch die als be-

kannt vorauszusetzenden beiden ersten Momente von T, und TH.

A

Es bleibt noch anzumerken, daB die Gleichungen fir w und Sh

nur dann sinnvolle Ergebnisse liefern, wenn die Stabilit8ts-

bedingung

p <1 (3.1,7)

erfillt ist. Diese Forderung besagt, daf iiber einen ldngeren
Zeitraum gemessen im Mittel nicht mehr Anforderungen eintref-

fen diirfen als bedient werden k&nnen.
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3.1.2 Warteschlangenmodell M/M/1/PRE

Die ersten Ergebnisse flir das Warteschlangenmodell M/M/1/PRE

mit zwei Klassen wurden fiir die Unterbrechungsstrategien "PRE-

1)

resume” und "PRE repeat with resampling" in [White,

Christie 58] verdffentlicht und beruhen auf der Analyse der
nachfolgend angegebenen Gleichgewichtsgleichungen filir den sta-

tionédren ZustandsprozeBZ):

0 = —(A+ul)p(m,n)+%lp(m—l,n)+p1p(m+1,n)+A2p(m,n—l), (m,nzl),
(3.1,8a)
0 = —Ap(0,0)+ulp(1,0)+p2p(0,1) (3.1,8b)
0= -(l+u1)p(m,0)+klp(m~l,O)+u1p(m+1,0), {(mz21), (3.1,8c)
0 = —(A+p2)p(0,n)+kzp(0,n—1)+p2p(0,n+1)+ulp(1,n), (n21),

(3.1,84)

mit
A o= Al + AZ (3.1,8e)

und
plm,n) := P{X1=m, X2=n}, (m,new ). (3.1,8f)

Bild 3.1 zeigt den zugehdrigen Ubergangsgraphen.

Rekursive Losungen der partiellen Differenzengleichung (3.1,8a)
mit den Randbedingungen (3.1,8b-d) sind aufier in der o.g. Li-
teraturstelle noch in [Stephan 58, Marks 73, Miller 81] zu
finden. Hier interessiert zundchst nur die mittlere Wartezeit
W fir eine Anforderung der Klasse r auf ihre erste Zulassung

zur Bedienung:

1)In diesen F#dllen erfolgt ein Zustandswechsel nach voneinander unabhdngi-

gen pr- bzw. Ar—exponentialverteilten Zeitspannen, (r=1,2).

)WEgen platzsparender Schreibweise werden, wo keine Unklarheiten zu be-

firchten sind, die Symbole m und n anstelle von Xy und x2 verwendet.
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i

Bild 3.1: Ubergangsgraph fiir den ZustandsprozeB im Warteschlangenmodell
M/M/1/PRE

w. = ’ (r=1,...,R). (3.1,9)
(1—oa)~(l—pa—or)

Darin wurde abgekiirzt:

r—-1 r-1
o, = }: Ahy = b o, » Py = Ashy. (3.1,10)
i=1 i=1

Die Beziehung (3.1,9) gilt auch flir R>2 und liefert im Falle
r=1 das bekannte Ergebnis flir das Modell M/M/1. Fiir einen sta-

tiondren Zustandsprozef muf die Bedingung

R
= 2: . <1 (3.1,11)
r=1

erfiillt sein. Der Gleichung (3.1,6) des vorhergehenden

Abschnitts entsprechend gelten in Prioritdtsmodellen die
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Beziehungen
B[T,, ] = B[y 1 = 2]}, (r=1,...,R), (3.1,12a)
E[Tp] = E[Ty] = Oyg+hy+...4a) L (3.1,12b)

AbschlieBiend sei noch auf die Komplettierungszeit Tcr einer

Anforderung der Klasse r eingegangen. Diese ist fiir die Stra-

tegie "PRE resume" als die Zeitspanne zwischen dem ersten Be-
dienungsbeginn und dem endgiiltigen Bedienungsende einer sol-
chen Anforderung erkldrt. Sie enth#dlt demnach aufer der eige-
nen Bedienungszeit noch die Summe der Bedienungszeiten von un-
terbrechenden Anforderungen. Fiir den Erwartungswert E[TCr]

und den Variationskoeffizienten Cor errechnet man [Conway,
Maxwell, Miller 67]:

h

B[T., ] = T?%;' (r=1,...,R) (3.1,13a)
r-1
CCI.’ =1 + *Hr(l—_pa-—)——, (r=1,...,R). (3-1,13b)

Zusammen mit w_ folgt dann fiir die mittlere Verweilzeit:

£.o=w_+E[T. 1, (r=1,...,R). (3.1,14)
Wegen der "Geddchtnislosigkeit" ur—exponentialverteilter Zeit-
phasen gelten die letzten Beziehungen ebenso wie die Gleich-

gewichtsgleichungen auch im Falle der Unterbrechungsstrategie

"PRE restart with resampling”.

3.1.3 Warteschlangenmodell M/M/1/NONPRE

Die Analyse des Prioritdtsmodells M/M/1/NONPRE geht auf Cobham
zurilick, der durch Mittelwertbetrachtungen die Gleichung

R
Z%vhipi
iz
= =1,...,R), 3.1,15)
Yr (1-p_ )+ (1-p_-p_) ! tr=t, 'R) ( !
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flir die mittlere Wartezeit einer Anforderung der Klasse r
herleitete [Cobham 54]. Durch Addition von hr folgt fiir die
mittlere Verweilzeit fr:

fr = hr W, (r=1,...,R). (3.1,16)
Zur Beschreibung des Zustandsprozesses wird aufer den ZVn
Xl(t) und Xz(t) noch eine ZV S(t) bendtigt, welche angibt, ob
die BE durch eine Anforderung hoher (S=1) bzw. niedriger Prio-
ritdt (S=2) belegt ist oder ob keine Anforderung zur Bedie-
nung ansteht (S=0). Mit der Bezeichnung

p{m,n,s) := P{X1=m, X2=n, s=s}, (m,nENO; 56{0,1,2}),
(3.1,17)

lauten die Gleichgewichtsgleichungen filir den stationdren Zu-

standsprozeB:
0 = -(A+pl)p(m,n,l)+k1p(m—1,n,l)+Azp(m,n—1,1)+g1p(m+1,n,1)
+u2p(m,n+1,2), (m22, n2l), (3.1,18a)
0 = —(X+p2)p(m,n,2)+xlp(m—1,n,2)+k2p(m,n—1,2), (m21, n22),
(3.1,18b)
0 = -XP(0,0,0)+u1p(1,0,1)+u2p(0,1,2) (3.1,18¢)
0 = —(A+u2)p(0,1,2)+A2p(0,0,0)+p1p(1,1,1)+92p(0,2,2)
(3.1,184d)
0 = —(A+p2)p(O,n,Z)+A2p(0,n-1,2)+u1p(l,n,l)+p2p(0,n+1,2),
(n22), (3.1,18e)
0 = —(X+u1)p(l,O,l)+Alp(0,0,0)+plp(2,0,l)+u2p(1,1,2),
(3.1,18f)
0 = -(K+u1)p(m,0,1)+llp(m~1,0,1)+u1p(m+1,0,1)+u2p(m,l,2),
(mz2), (3.1,18g)
0 = —(A+u1)p(l,n,l)+A2p(1,n-l,1)+p1p(2,n,1)+p2p(l,n+1,2),
(nzl), (3.1,18h)
0 = —(A+u2)p(m,1,2)+Alp(m—l,1,2), (m21). (3.1,181)
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Rekursive Losungen der gekoppelten partiellen Differenzen-
gleichungen (3.1,18a-b) findet man in [Marks 73, Miller 81].
Die letztere Verdffentlichung enthdlt noch eine Formel fiir

die stationdre Zustandsverteilung pl(m) der ersten Klasse:

m *2 m “lXT
py (m) = po(1l-p) + 77— py - — , (melN ).
1 1 )\1+p2 Hy 1 <>\1_I~"‘12)l'ﬂ+1 o
(3.1,19)

Als Voraussetzung flir einen stationdren Zustandsprozef muB
(3.1,11) erfdllt sein.

3.2 Warteschlangenmodelle mit mehrstufiger Bedienung

3.2.1 Separable Warteschlangennetze

Ein groBer Teil der bisher erzielten Ergebnisse iiber Zustands-
verteilungen in WSNen beruht, bei Ersetzung nichtexponentiel-
ler VFen durch solche vom Phasentyp, auf dem Studium der zu-
gehdrigen Gleichgewichtsgleichungen. Wie jedoch schon eingangs
erwdhnt, sind dieser Methode durch die Anzahl der zu beriick-
sichtigenden Zust&dnde i.a. Grenzen gesetzt, was durch die Tat-
sache verdeutlicht wird, daB8 man zur Beschreibung des Zu-
standsprozesses in einem WSN mit N BSen und R Klassen eine

NxR-dimensionale 2ZV

X := (51,...,§i,...,§N)T, (T 2 Transponierung) (3.2,1a)

1>

FEELING SR TP S (3.2,1b)

bendtigt, in der Xir die Anzahl von Anforderungen der Klasse
r im Knoten i bezeichnet. Diese Zustandsbeschreibung enthdlt
schon keine Information mehr {iber die Bedienungsphasen einer
Anforderung sowie die Reihenfolge der Anforderungen in der
Warteschlange unter Beriicksichtigung der KlassenzugehOrig-

keit. Die stationdre Zustandsverteilung sei mit

p(x) := P{X=x}, (3.2,2a)
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1%

. o T
= (X eeeixg) (3.2,2b)

Xy 1= (xil,...,xiR), (xireNo; i=l,...,N; r=1,...,R),

(3.2,2c)

bezeichnet, und es sei in Verallgemeinerung der bisherigen
Notation

R
LD D (3.2,3)
r=1
die Anzahl von Anforderungen in der i-ten BS schlechthin.

Als ein grundlegendes Ergebnis der bisherigen Forschungen auf
dem Gebiete der Warteschlangentheorie hat sich herausgestellt,
daB fir eine Klasse von WSNen die zugehdrigen Gleichgewichts-
gleichungen eine L&sung mit Produktform besitzen. Bekannteste
Vertreter dieser als separabel bezeichneten WSNe sind die so-
genannten BCMP-Netze, deren Name auf die Initialen der Autoren
von [Baskett, Chandy, Muntz, Palacios 75] zuriickgeht. Haupt-
gegenstand dieser Verdffentlichung ist ein als BCMP-Theorem
bekannter Satz, welcher sich auf die Analyse von WSNen mit

BSen einer der folgenden vier Typen bezieht:

Typ 1: +/M/1/FIFO mit zustandsabhdngigen Bedienungsraten
pi(xi), die innerhalb einer Station nicht klassenab-
hdngig sein dlirfen.

Tvp 2: °/G/1/PS. Die Laplace-Transformierte der Bedienungs-

zeit-VF muB eine rationale Funktion sein.

Typ 3: °/G/®. Bei dieser BS wird angenommen, daf jede eintref-
fende Anforderung sofort bedient wird (unendlich viele
BEen). Die Laplace-Transformierte der Bedienungszeit-—

VF muff eine rationale Funktion sein.

Typ 4: °*/G/1/LIFO-PRE. Die Laplace-Transformierte der Bedie-

nungszeit-VF muf eine rationale Funktion sein.

Handelt es sich um ein offenes WSN, so sind fiir die externen

Ankunftsstréme zwei Fdlle zu unterscheiden:
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i) Alle Bedienungswiinsche entstammen einer Quelle, welche
einen inhomogenen Poisson-ProzeS8 erzeugen darf. Darunter
ist ein Poisson-ProzeB zu verstehen, dessen Ankunftsrate
Ag(M(x)) von der momentanen Population M(x) im WSN ab-
hdngen kann. Die Anforderungen werden gemidB8 den unabhin-
gigen Wahrscheinlichkeiten pOr,jr den BSen und Klassen
zugeordnet, wobei (2.3,2c) gilt.

ii) Alle Anforderungen entstammen aus K voneinander unabh&n-
gigen Quellen, von denen jede zu einer der K im WSN vor-
handenen Ketten geh&rt. Diese Quellen k&nnen inhomogene
Poisson-Prozesse mit Ankunftsraten AOk(Mk(g)) erzeugen,
die jeweils von der momentanen Population Mk(g) der k-ten
Kette, (k=1,...,K), abhdngen dlirfen. Ein Auftrag der k-ten
Quelle tritt mit der Wahrscheinlichkeit POr,jr in die BS
j ein und gehdrt dort der Klasse r an. Es gilt dabei

Z Por,qr = 1r (k=l,...,K). (3.2,4)
(j,r)eEk

Die Bereitstellung dieser Erkl&rungen erlaubt die Formulie-
rung des folgenden Satzes 3.1, welcher aus dem 0.g. BCMP-
Theorem abgeleitet werden kann und eine auf Anwendungen zuge-
schnittene Form dieses Theorems ist.

Satz 3.1: [Baskett, Chandy, Muntz, Palacios 75]

Gegeben sei ein offenes, geschlossenes oder gemischtes WSN
mit N BSen der Typen 1-4. Die Anzahl der Klassen sei R. Sind
externe Anklinfte vorhanden, so sollen diese einer der 0.9g.
Bedingungen i) oder ii) geniigen. Die Verkehrslenkung sei
durch die voneinander unabhingigen Verzweigungswahrschein-

lichkeiten p, (i,3=0,..., N; r,s=1,...,R), bestimmt.

ir,js’ .
Dann berechnen sich die stationiren Zustandswahrscheinlichkei-

ten p(x) gemis

p(x) = c‘l-d(g)-gl<§1)-92(52)~...-gN<§N), (3.2,5a)

wobei:
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a) G eine Konstante ist, die aus der Normierungsbedingung

¥ px) =1 (3.2,5b)
xXe¥

zu bestimmen ist. ¥ bezeichne die Menge aller Zustédnde.

b) M(x)-1
ax) = T Xg (m) (3.2,5¢)
m=0

falls i) und

K - M(x)-1
atx) = T7 [ T ka(m)J (3.2,5d)
k=1 m=0
falls ii) gilt sowie d(x) = 1 fiir geschlossene WSNe.

c) gi(g) Funktionen sind, welche vom Typ der jeweiligen BS

abhéngen:
R %5

Typ 1: g, (x;) = [xi! T (eir/xir!)] - TT (ui(m))_l
r=1 =1

(3.2,5e)

R X.
Typen 2, 4: gi(gi) = xi! [ TT ((eir/pir) lr/xir!J“(3.2,5f)

r=1

R
X,
Typ 3: 95 (%) = TT ley /uy ) /e 1) (3.2,59)
r=1
Die Gré&Ren eir bilden eine L&sung des linearen Gleichungs-
systems
N R
®js T Pgs,is * 2 2 Cir"Pir,js * (3.2,5h)
i=1 r=1
das beim Vorhandensein von K Ketten in K Systeme des Typs

= . . ] » 7 k=1,...,K
ejs pOS,js * E: Cir pir,js » (03 s)EEk k=1 rK)
(i,r)eE, (3.2,5i)

zerfdllt.
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Bemerkungen

i)

ii)

iii)

iv)

Fir die i.a. aufwendige Bestimmung der Normierungskon-
stanten G existiert eine Vielzahl problemorientierter
Algorithmen, von denen einige in [Bolch, Akyildiz 821]
zusammengestellt sind. Diese Algorithmen liefern meist
auch Berechnungsmdglichkeiten fiir Grd8en wie Durchsatz
und Ausnutzung, ohne explizit auf die Zustandswahrschein-
lichkeiten zurilickzugreifen. Zu diesem Punkt ist insbe-
sondere die sogenannte Mittelwertanalyse [Reiser,

Lavenberg 80] zu nennen.

Im Falle eines offenen WSNes mit konstanten Ankunftsra-
ten folgt aus Satz 3.1 die Beziehung

p(xl,...,xN) = pl(xl)'...'pN(xN), (3.2,6;

in welcher die Zustandswahrscheinlichkeiten pi(xi) fir
jeden Knoten i unabhdngig so zu berechnen sind als sei
der zugehdrige Ankunftsprozef ein Poisson-Prozef. Dessen
Gesamtankunftsrate Xi bestimmt sich aus einer der Glei-
chungen (3.2,7a) oder (3.2,7b) durch Summation iiber den
Klassenindex s. Die Ergebnisse aus [Jackson 63, Gordon,
Newell 67] sind somit als Sonderfdlle in Satz 3.1 ent-
halten.

Nach [Muntz 72] erzeugt jede isoliert betrachtete BS,
die einem der vier o.g. Typen entspricht, bei einem
Poisson-AnkunftsprozeB auch wieder einen Poisson-Aus-—
gangsproieﬁ ("M=M property").

Die GroésSe e ist der Ankunftsrate Air der Klasse r in
der BS i proportional. Im Falle offener WSNe mit kon-
stanten externen Ankunftsraten XOirzzk.pOr,ir sind

(3.2,5h-i) den FluBgleichungen

N R
)‘js = )‘Ojs + E z: Air'pir,js , (3.2,7a)
i=1 r=1
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+ Air'pir,js’ ((j,s)eEk; k=1,...,K)

e = AL
js 703 (i,r)€E,

(3.2,7b)
dquivalent, welche eine eindeutige Ldsung besitzen. Fiir ge-
schlossene WSNe ist pDr,irEO (bzw. AOirEO), so daB die

GréBen eir (bzw.xir) nur bis auf einen konstanten Faktor
bestimmt sind, der in die Normierungskonstante eingeht.

Der ndchste Satz wird als "Nortons Theorem filir WSNe mit Pro-
duktldsung” bezeichnet und sagt {iber die Mdglichkeit aus,
Teile eines separablen WSNes durch eine einzige Stufe mit zu-
standsdquivalentem Verhalten zu ersetzen. Das Theorem wurde
fir einklassige WSNe erstmals in [Chandy, Herzog, Woo 75]

ver6ffentlicht und spdter von Kritzinger, Wyk und Krzesinski
verallgemeinert.

Satz 3.2: [Kritzinger, Wyk, Krzesinski 82]

Gegeben sei ein geschlossenes WSN mit N BSen der Typen 1-4
und R Klassen. Flir BSen des Typs 1 gelte die Einschrénkung,
daB die Bedienungsrate konstant sein mu8. Ein Klassenwechsel

soll nicht stattfinden. Mr sei die Population der Kette r,

(r=1,...,R). Die Stationsnummern der zu aggregierenden BSen
mbgen die Menge 5={1,...,n} und diejenigen des restlichen
Netzes die Menge 0={n+1,...,N} bilden. ’

Man ersetze das G zugeordnete Teilnetz durch eine BS (Index c)
mit zustandsabhidngigen Bedienungsraten “cr(ﬁc)' wobeil

n
* * *
X 1= Gty seeoiip)s Xop 2= 2 x._, (r=l...,R).  (3.2,8)
i1

Die Bedienungsraten sind dem Durchsatz xr(§c> der Klasse
durch das © zugeordnete Teilnetz gleichzusetzen, wenn dieses
sich im Zustand Xe befindet und die Bedienungszeiten in den

zu 0 gehdrenden BSen gleich Null gesetzt sind. Dann gilt:

'
Die stationdre Randverteilung p0(5n+1,...,§N) des neuen dqui-

valenten WSNes ist die gleiche wie die Randverteilung pc(§n+1'
""ZN) des gegebenen WSNes.
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Im Vorgriff auf den spdteren Abschnitt 5.2.2 sei schon hier er-
wdhnt, daB8 man bei BSen des Typs 1 die Voraussetzung zustands-
unabhdngiger Bedienungsraten wegfallen lassen kann.

AbschlieBiend ist zu bemerken, daB die Klasse der separablen
WSNe iber solche vom BCMP-Typ hinaus geringfligig erweitert
wurde. Diese Erweiterungen umfassen jedoch mit Ausnahme der
im {iberndchsten Abschnitt zu besprechenden "homogenen WSNe"

keine Prioritétsstrategien.

3.2.2 Nichtseparable Warteschlangennetze

Trotz der groBSen Bedeutung der BCMP-Netze fiir die Modellierung
von Kommunikations- und Rechnersystemen weisen sie einige Ein-
schrénkungen auf, welche den praktischen Anwendungen mitunter
entgegenstehen. Hierzu sind sowohl die Forderung nach Markoff-
schen Eigenschaften der Last als auch der AusschluB8 von Prio-
ritdtsstrategien zu nennen. Wdhrend den Priorit#tsnetzen der
weitere Teil dieser Arbeit gewidmet sein wird, sei in diesem
Abschnitt noch kurz auf einige approximative Analyseverfahren
flir WSNe eingegangen, welche vor allem auch nichtexponentiell
verteilte Bedienungszeiten flir BSen vom Typ 1 zulassen. Da

flir solche WSNe keine L&sungen mit Produktform bekannt sind,
werden sie als nichtseparabel bezeichnet. Nachfolgend eine
Aufstellung der wichtigsten Verfahren.

a) Erweiterte Produktformldsung [Shum 76]

Wie schon der Name andeutet, geht diese Methode von der ndhe-
rungsweisen Gililtigkeit von (3.2,5a) fliir WSNe mit BSen vom Typ
*/G/1-FIFO aus, wobei die Funktionen gi(gi) flir diese BSen ge-

eignet zu widhlen sind.

b) Aquivalenzverfahren [Chandy, Herzog, Woo 75]

Ahnlich wie unter a) wird hier die Gliltigkeit des Norton Theo-
rems flir allgemeinere Voraussetzungen angenommen. Dieses fiihrt

unter Beachtung der Bedingungen i) Konstanz der Population in
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geschlossenen WSNen und ii) Gliltigkeit der FluBgleichungen
(3.2,7a-b) auch fiir nichtseparable WSNe zu einem Iterations-
algorithmus.

Eine Variante dieses Verfahrens ist in [Sauer, Chandy 751 vor-
gestellt. Sie beinhaltet eine Miteinbeziehung der beiden er-
sten Momente fiir die Bedienungszeiten und fiihrt auf ein ag-
gregiertes WSN mit VFen vom Phasentyp. AuBerdem wird dort fiir
ein CSM mit klassenabhingigen Bedienungsraten in der CPU ein
Analyseverfahren vorgeschlagen, welches im wesentlichen auf
der Transformation des R-klassigen Modells (R>2) in ein zwei-
klassiges Modell (Zusammenfassen von Klassen) und anschlie-
Bender Anwendung der zuvor erliuterten Aquivalenzmethode be-
ruht.

¢) Zerlequngsverfahren [Courtois 77]

Diese Verfahren haben zum Ziel, die Komplexitdt des Analyse-
problems dadurch zu reduzieren, daB das WSN geeigneten Krite-
rien entsprechend in kleinere Einheiten zerlegt wird, welche
entweder unabhdngig voneinander (vollstindige Zerlegung) oder
unter Beachtung zus&tzlicher Zustandsbedingungen (nahezu voll-
stdndige Zerlegung) untersucht werden.

d) Numerische Analyse [Herfort, Miiller-Clostermann 83]

Dieses Verfahren beinhaltet als ersten Schritt die automa-
tische Generierung der Intensititsmatrix Q fiir eine reichhal-
tige Modellklasse, in welcher u.a. auch unterbrechende Prio-
ritdtsstrategien zugelassen sind. Der nichste Schritt umfasgt
die numerische L&sung der Gleichgewichtsgleichungen. Dazu

wird durch Definition einer geeigneten Aquivalenzrelation ei-
ne Strukturierung des Zustandsraumes mit Blick auf zerlegungs-

orientierte Verfahren vorgenommen.

e) Diffusionsapproximation [Kobayashi 74]

Diese Methode beruht auf der approximativen Beschreibung des
diskreten Zustandsprozesses in einstufigen Warteschlangen-—

modellen durch einen Wiener-Prozef, wobei fir die Rechtferti-
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gung dieser Approximation eine voll ausgelastete BE voraus-
zusetzen ist. Durch Ermittlung der (kontinuierlichen) Dichte-
funktion fiir die Zustd@nde des Wiener-Prozesses und anschlie-
Bender Diskretisierung ergeben sich die Zustandswahrschein-
lichkeiten in Abh&dngigkeit von den beiden ersten Momenten der
Ankunftsabstdnde und der Bedienungszeiten. Verallgemeinerung
dieser Prinzipien auf WSNe fihrt zu L&sungen mit Produktform,
welche im Falle eines geniigend grosSen Verkehrsvolumens gute
Ergebnisse liefern.

f) Momentenverfahren [Kithn 79 ]

Auf den im Abschnitt 3.1.1 angegebenen Ergebnissen fiir das
Wartemodell GI/G/1 aufbauend, beruht dieses fiir offene WSNe
konzipierte Verfahren auf der isolierten Betrachtung von Ein-
zelstufen (knotenweise Zerlegung). Die jeweiligen Ankunfts-
prozesse werden durch Erneuerungsprozesse approximiert, deren
Charakterisierung durch die beiden ersten Momente der Ankunfts-
abstédnde erfolgt. Das Verfahren liefert demzufolge auch keine
Zustandsverteilungen sondern Mittelwerte flir die Verweilzeiten
in den einzelnen Stufen bzw. im Netz.

3.2.3 Warteschlangennetze mit Prioritdten

Der letzte Abschnitt in diesem Kapitel gibt einen Uberblick
tber den derzeitigen Entwicklungsstand von Analysemethoden
fiir WSNe mit Prioritdtsklassen. Hierbei wird zwischen exakten
und approximativen Verfahren unterschieden.

a) Exakte Verfahren

Fiir die exakte Analyse von WSNen mit Prioritdten bietet es

sich (gegebenenfalls unter Anwendung der Phasenmethode) prin-
zipiell an, nach Ldsungen der zugehdrigen Gleichgewichtsglei-
chungen zu suchen. Obwohl man diesen Weg in der Vergangenheit
fiir verschiedene geschlossene Modelle geringer Komplexitdt er-
folgreich beschritten hat [spirn 76, Morris 81, Sauer, Chandy
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81, Kameda 82, Kaufman 82] ist er eher von theoretischem
Interesse, da die Form der Gleichgewichtsgleichungen bei um-
fangreicheren Modellen zu uniibersichtlich bzw. die Zahl der
zu berilcksichtigenden Zustdnde zu grof wird. Diese schon zu
Beginn des Kapitels erwdhnte Tatsache verdeutlicht sich im
Abschnitt 5.1.1 anhand eines seriellen Warteschlangenmodells
in sehr eindrucksvoller Weise.

Der Aspekt des theoretischen Interesses trifft auch auf die
sogenannten homogenen WSNe mit Markoffschen Eigenschaften zu,
flir welche im Falle unterbrechender Prioritidten in [Morris 81]
eine der Mittelwertanalyse &hnelnde L8sungsform angegeben ist.
In dieser Arbeit wird ein WSN als homogen bezeichnet, wenn in
jeder BS die Bedienungsraten und Verzweigungswahrscheinlich-
keiten fiir alle Anforderungen gleich sind, was flir praktische
Zwecke eine starke Einschrédnkung bedeutet. Das Resultat von
Morris stellt eine Erweiterung der in [Avi-Itzhak, Heyman 73]
prédsentierten L&sung fiir ein CSM mit den genannten Eigen-
schaften dar.

Aus Vollstdndigkeitsgriinden sei noch ein Ergebnis aus [Jaiswal
68] erwdihnt, wo eine exakte Analyse von Prioritdtsmodellen mit
endlicher Quellenzahl durchgefiihrt ist. Diese Modelle sind je-
weils einem zyklischen WSN mit einer BS vom Typ */M/« und
einer BS vom Typ °*/G/1/PRE (bwz. NONPRE) &dquivalent.

b) Approximative Verfahren

Die bisher bekannten approximativen Verfahren fiir WSNe mit
Prioritdten stiitzen sich weitgehend auf die in den Abschnit-
ten 3.2.1 und 3.2.2 besprochenen Verfahren und Ergebnisse, wo-
bei die dort skizzierte "Numerische Analyse" eine Beriicksich-
tigung von unterbrechenden Prioritdten von vornherein vorsieht.

Nachfolgend eine Aufstellung verschiedener Methoden.

bl) Knotenweise Zerlegung

Im Falle offener WSNe mit Markoff-Eigenschaften nimmt man an,
daB die Ankunftsprozesse in den einzelnen Stufen Poisson-
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prozesse sind und somit eine knotenweise Analyse mit Hilfe
der in den Abschnitten 3.1.2-3 zusammengestellten Ergebnisse
erfolgen kann. Dieses Verfahren wird u.a. in [Wong, sauvé 82]
angewendet.

b2) Erweiterte Mittelwertanalyse [Chandy, Lakshmi 83, Bryant,

Krzesinski, Teunissen 83]

Dieses ist ein entsprechendes Verfahren fiir geschlossene WSNe.
Es beruht auf der Mittelwertanalyse [Reiser, Lavenberg 80]

und beriicksichtigt Prioritdtsdisziplinen durch Berechnung der
mittleren Verweilzeiten in den einzelnen Priorit&tsstufen auf
der Basis der Mittelwertformeln aus den Abschnitten 3.1.2-3.
Demzufolge sind auch hier indirekt die Ankunftsprozesse im
WSN als Poisson-Prozesse angenocmmen.

b3) Aggregierungsverfahren [Sauer, Chandy 75, Chow, Yu 83]

Die in den o.g. Arbeiten vorgeschlagenen Aggregierungsverfah-
ren sind vorwiegend fiir geschlossene WSNe mit einer Priorit&ts-—
stufe und exponentiell verteilten Bedienungszeiten geeignet.
Mit ihnen wird eine Reduzierung des Zustandsraumes durch Klas-
senzusammenfassung und anschlieBender Anwendung des Norton-
Theorems erreicht, so daf die Gleichgewichtsgleichungen geldst

werden kdnnen.

b4) Approximation durch separable WSNe [Reiser 76, Sevcik 77,

Kaufman g2]

Grundidee dieser Methode ist die Ersetzung einer jeden R-klas-
sigen Prioritdtsstufe im WSN, welche vom Typ */M/1/PRE oder
*/M/1/NONPRE sei, durch jeweils R einklassige BSen vom Typ
°/M/1 (Bild 3.2). Im Falle, daf das gegebene WSN ansonsten
h&chstens BSen der Typen 1-4 enthdlt, entsteht auf diese Wei-
se ein separables WSN. Zur Beriicksichtigung der Auswirkﬁngen,
welche die Prioritdtsabfertigung in den BSen auf die Verweil-
éeiten der betroffenen Anforderungen hat, sind die Bedienungs-
raten “Ir der Ersatzmodelle gegeniiber denen im gegebenen WSN

um einen konstanten Faktor Cir gemés

B. o = p, _-c., , (Ogcirél; i=l,...,N; r=l,...,R), (3.2.9)
reduziert. Die o.g. Arbeiten unterscheiden sich in der Wahl
des Faktors c,_.

ir

In [Reiser 76, Sevcik 77] ist fiir den Fall R=2 und unterbre-

chende Priorititen

c (1 - pil), (i=1,...,N), (3.2,10)

i2 T

gesetzt. Als Motivation fiir diese Wahl kann man anfiihren, dag

i) l—pil dem fiir die Bedienung von Anforderungen der Klasse 2
zur Verfligung stehenden Anteil an Bedienungskapazitidt ent-
spricht,

ii) hir/(l—oir) die mittlere Komplettierungszeit fiir Anfor-
derungen zweiter Klasse ist und damit eine Art mittlerer

Bedienungszeit zu sein scheint.

Gerade das letzte Argument wird jedoch in [Kaufman 82] wider-
legt, wo fir unterbrechende Prioritdten

Bild 3.2: "Zerlegung" eines zweiklassigen Warteschlangenmodells mit

Prioritdtsabfertigung



- 66 -

i2 = P{X.>0] R e (3.2,11)
i2

und flir nichtunterbrechende Priorititen

r{x.,>0, X..>0, s=2}
177 #4270 .
¢jp =1 - — p{xi;>o} ro sl N, (3.2,12a)
P{X.,>0, X,.,>0, s=1}
= _ i1”7 7 Pin vt L
cyp =1 FTX,,>0] , (i=l,...,N), (3.2,12b)

gesetzt ist. Diese Formeln wurden aus Betrachtungen iiber die
Modelle M/M/1/PRE und M/M/1/NONPRE gewonnen und haben wegen
der a priori nicht bekannten Wahrscheinlichkeiten zunichst

nur theoretische Bedeutung. In seinem Tagungsbeitrag weist
Kaufman jedoch auf die bevorstehende Verdffentlichung einer
Approximationstechnik zur Bestimmung der Reduktionskoeffizi-
enten hin. Ein &hnliches Problem besteht auch bei einer Wahl
der Cir nach (3.2,10), da bei geschlossenen WSNen die Aus-
nutzungen fi1 nur dann separat berechnet werden kdnnen, wenn
alle BSen vom Typ +/M/1/PRE sind. In [Sevcik 77] ist zur L&-
sung dieses Problems eine Iterationsmethode vorgeschlagen wor-
den. Um bei spdteren Diskussionen auf die beiden Verfahren
leicht Bezug nehmen zu kénnen, wird in Ubernahme der Notation
aus [Kaufman 82] von der "reduced occupancy approximation"

(r o a) gesprochen, wenn eine Wahl der Cirp nach (3.2,10) statt-
findet und von der "modified reduced occupancy approximation"”
{m-r o a), wenn die Gleichungen (3.2,11) bzw. (3.2,12a-b) an-
gewendet werden. Unter dieselbe Kategorie f&llt ein in Kapitel
5 spdter behandeltes, neu vorgeschlagenes Verfahren, mit dem
eine deutliche Verbesserung der approximativen Ergebnisse er-

zielt werden kann.

AbschlieBend sei noch erwdhnt, daB in [Uspenski, Dowling 79]
eine Analysemethode fiir ein CSM mit unterbrechenden Priorité&-
ten in der CPU beschrieben ist, welche sich nicht in die hier
vorgenommene Klassifizierung einordnen 1&8t. Das Verfahren
besteht aus zwei Folgen von Einzelschritten, die jeweils em-

pirisch getroffene Festlegungen enthalten. Im ersten Teil wird
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ohne Berilicksichtigung der Prioritdten ein Schétzwert fir die
mittlere Zykluszeit errechnet, welcher dann durch wiederholte

Korrekturen eine Verbesserung erfdhrt.
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4. EINSTUFIGE WARTESCHLANGENMODELLE MIT PRIORITATEN

Nachdem der Schwerpunkt in den vorangegangenen Kapiteln auf
der Erl&uterung von Begriffen und der Zusammenstellung von
Ergebnissen aus der Warteschlangentheorie gelegen hat, werden
im nun folgenden Teil der Arbeit neue Verfahren zur Analyse
von Markoffschen WSNen mit Prioritdten vorgestellt. Die Grund-
lage fiir diese Verfahren bilden verschiedene neu entwickelte
einklassige Ersatzmodelle fir mehrklassige Prioritdtsmodelle
Durch Anwendung der Ersatzmodelle kann man das zu untersuchen-
de WSN entweder in ein BCMP-Netz lberfithren oder in ein WSN,
das mittels des o.g. Momentenverfahrens von Kiihn analysierbar
ist. Ziel dieser Vorgehensweise ist, das komplexere Problem
durch Zerlegungsverfahren auf einfachere, beherrschbare Teil-

probleme zuriickzufiihren.

Zur Rechtfertigung der in den beiden letzten Abschnitten die-
ses Kapitels vorgestellten Ersatzmodelle seien einige Betrach-
tungen liber die Verteilungen der Zustdnde und der Ausgangsab-
stdnde in einstufigen Prioritdtsmodellen vorausgestellt. Dabei

wird stets von zwei Prioritdtsklassen ausgegangen.

4.1 Warteschlangenmodell M/M/1/PRE

4.1.1 Zustandsverteilungen

Das Hauptziel der Betrachtungen in diesem Abschnitt ist, durch

das Studium der Randverteilungen

©

p(m) := P{x;=m} = 2 plmn),  (meN), (4.1,1a)
n=0
und
p,(n) := P{X,=n} = 2, p(m,n),  (new ), (4.1,1b)
m=0

geeignete Hinweise zur Konstruktion von einklassigen Ersatz-

modellen zu gewinnen.
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Summiert man in den Gleichgewichtsgleichungen (3.1,8a-d) iiher

alle n und beriicksichtigt die Normierungsbedingung

2 Z p(m,n) = 1, (4.1,2)

m=0 n=0

so folgt nach einigen Umformungen:

0

Alpl(m-l)-(A1+p1)p1(m)+plpl(m+l), (m21), (4.1,3a)

o
[

= -A1p1(0)+p1p1(1). (4.1,3b)

Die gewdhnliche Differenzengleichung (4.1,3a) mit der Randbe-
dingung (4.1,3b) hat die rekursive L&sung

pl(m) P1Py (m-1), (m21), (4.1,4a)

p; (0) 1 -0 (4.1,4Db)
fir welche man auch

p,(m) = oT(l-pl>, (m20), (4.1,5)

schreiben kann. Dieses Ergebnis iberrascht nicht, da bei un-
terbrechenden Prioritdten die Verh&dltnisse fiir die erste
Klasse mit denen in einem Warteschlangenmodell M/M/1 mit An-
kunftsrate kl und Bedienungsrate My ibereinstimmen.

Wird in den Gleichgewichtsgleichungen (3.1,8a-d) iber alle m

summiert, so erhdlt man in gleicher Weise:

Azpz(n—l)—kzpz(n) = uzp(O,n)-uzp(O,n+l), (n2l), (4.1,6a)
A2p2(0) = yzp(O,l). (4.1,6Db)

Aus diesen Gleichungen folgt die Beziehung
p,(n) = 0;'p(0,n+1), (n20), (4.1,7)

deren Gililtigkeit man durch Einsetzen in (4.1,6a-b) sofort be-
stitigen kann. Damit ist das Problem, eine geschlossene L&-
sung flr die Randverteilung pz(n) zu finden, darauf zuriickge-

fiihrt, die Verbundwahrscheinlichkeiten p(0,n) zu bestimmen.
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Im Anhang 1 ist hierfiir ein Verfahren angegeben, welches der
iblichen Methode, zuerst die Verbundverteilung p(m,n) auszu-
rechnen und dann iber m zu summieren, hinsichtlich des Bedarfs
an Rechenzeit und Speicherplatz liberlegen ist.

Ein sehr viel interessanterer Aspekt ergibt sich jedoch, wenn

man in (4.1,6a-b) die folgenden Umformungen vornimmt

- 1y p(0,n) p(0,n+1)
0 xzpz(n 1) [x2+p2 pz(n) pz(n)+u2 pz(n+1) p2(n+l), (n21),
0 = plo, 1) gy,

= "Aypy(0)+u, p,(1) P2

Definiert man nun

u;(n) = c,(n)ep,,  (m21), (4.1,8a)

(0,n)
¢, (n) := ROV (n21), (4.1,8b)

2 pz(n)
so folgt
* *

0 = Azpz(n~1)—(k2+p2(n))p2(n)+u2(n+l)p2(n+1), (n21),(4.1,9a)

*
0 = =x,p,(0)+u, (1)p,(1). (4.1,9b)

Diese Gleichungen beschreiben die Zustandsverteilung in einem

Warteschlangenmodell M/M/1 mit Ankunftsrate XZ und zustandsab-
*

hdngiger Bedienungsrate pz(n). Es gilt dann

A

pz(n) pz(n—l), (n21). (4.1,10)

cz(n)u2
Nachfolgend einige

Eigenschaften der Koeffizienten c2(n):

i) Aus der Definition bedingter Wahrscheinlichkeiten (Glei-
chung (4.1,8b)) folgt sofort

cy(n) = P{X1=01X2=n}, (nzl). (4.1,11)

Hierzu ist die Formulierung

cz(n) = P{Anforderunq der Klasse 2 in Bedienung |

n Anforderungen der Klasse 2 im Modell}

(4.1,12)
dquivalent.
ii) Wegen (4.1,11) gilt die Relation
0 g cz(n) s 1, (nzl). (4.1,13)

Die Koeffizienten bewirken demnach eine zustandsabhdngi-
ge Reduktion der Bedienungsrate Hy und werden daher im
folgenden auch als (zustandsabhd@ngige) Reduktionskoeffi-
zienten bezeichnet.

iii) Fir den "Mittelwert" der Reduktionskoeffizienten gilt

- . 1
g, = 2;% c,(n)py(n) = p, fir c,(0)0, (4.1,14)
was man durch Ausrechnen der Summe leicht verifiziert. Im

Falle der Vollast, (pl+92=1), folgt insbesondere
c, = 1-01. (4.1,15)

Die in diesem Abschnitt hergeleiteten Beziehungen fir die Zu-
standsverteilungen der ersten und zweiten Klasse wurden auch
numerisch bestdtigt und motivieren zusammen mit den Ergebnis-
sen fiir das Modell M/M/1/NONPRE zu den in Abschnitt 4.3 be-
sprochenen einklassigen Ersatzmodellen. Flir das Versténdnis
des folgenden Abschnitts ist schlieBlich noch anzumerken, daf
die obigen Ergebnisse ihre Gililtigkeit auch dann behalten, wenn

endliche Speicherkapazitdten s, und S5 vorliegen.

4.1.2 Blockierungswahrscheinlichkeiten

In diesem Abschnitt wird fir den Fall endlicher Speicherkapa-
zitdten sy und s, auf ein effizientes Berechnungsverfahren der

mit Bl und B2 bezeichneten Blockierungswahrscheinlichkeiten
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der Klassen 1 und 2 eingegangen. Gemdf ihrer Definition aus
Abschnitt 2.4 gilt fiir diese Grdfen

By

P{X, =s +1}, (4.1,16a)

=s,}. | (4.1,16b)

Hierin bezeichnet Xr' (r=1,2), die Anzahl von Anforderungen
der Klasse r im Modell M/M/l-sl,sz/PRE. In der Beziehung fiir
B2 ist vorausgesetzt, da8 auch im Falle der Bedienung einer
Anforderung zweiter Klasse, deren Warteplatz fiir die Dauer der
Bedienung nicht neu belegt werden darf. Dadurch ist bei einer
Unterbrechung die M8glichkeit des Zurilickspeicherns gesichert.

Zum Verstdndnis der weiter unten angegebenen Formeln zur Be-

stimmung der Blockierungswahrscheinlichkeit B2 sel ein leicht
zu Uberpriifender Zusammenhang zwischen den Zustandswahrschein-
lichkeiten p(x) im Modell M/M/l-s und den Zustandswahrschein-

lichkeiten p(x) im Modell M/M/1 angegeben:

]

p(x) = %égl, o= 9. pix). (4.1,17)
x=g+2

Diese Beziehung behdlt ihre Gliltigkeit auch bei zustandsab-
hidngigen Bedienungsraten und begriindet zusammen mit den Er-
gebnissen des vorhergehenden Abschnitts sowie der bekannten

Formel flir die Blockierungswahrscheinlichkeit im Modell M/M/1

-sq mit konstanten Raten Myr Xl die folgenden Gleichungen:

l—pl sl+l

B1 = —_—E;:E'p ’ (4.1,18a)
1—01
p(sz)
B, = 105 (4.1,18b)
2
52+1
1-0, = 2: P, (x,). (4.1,18c)
2 - 272
x2—0

Gemeinsam mit dem vorher erwdhnten Algorithmus zur Bestimmung

der Zustandswahrscheinlichkeiten pz(xz) steht damit ein neues
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Berechnungsverfahren fiir die Gréfe B, zur Verfiigung, das der
herk&mmlichen Methode, zuerst die Verbundverteilung p(xl,x2}
auszurechnen und {liber diese geeignet zu summieren, iiberlegen

ist.

4.1.3 Ausgangsprozesse

Die Untersuchung und Beschreibung von Ausgangsprozessen mit-
tels aﬁalytischer Methoden hat sich als sehr schwierig erwie-
sen, und es lberrascht daher nicht, daB sich die diesbezlig-
lichen Kenntnisse fiir das Modell M/M/1-PRE im wesentlichen

auf die beiden folgenden Ergebnisse beschrinken:

i) Der Ausgangsprozef der ersten Klasse ist ein Poisson-Pro-
zefl. Da fiir die erste Klasse Verhdltnisse wie im Modell
M/M/1 vorliegen, folgt dies sofort mit dem bekannten Theo-
rem von Burke [Burke 561.

ii) Aus [Kelly 79] kann man entnehmen, daf im Falle My = M,
der von den Anforderungen beider Klassen erzeugte allge-
meine Ausgangsprozef ein Poisson~-ProzeB ist und daf der
Ausgangsprozefl der zweiten Klasse kein Poisson-Prozef ist.

Im folgenden werden nun zwel MOglichkeiten zur approximativen

Bestimmung des Variationskoeffizienten c der Ausgangsab-

D2

stédnde TDZ diskutiert. Beide Methoden beruhen auf der Anwen-

dung der weiter oben angegebenen Beziehung (3.1,5), welche

einen Zusammenhang zwischen den Variationskoeffizienten Cpr
Cy und ¢p im Modell GI/G/1 herstellt. Sie unterscheiden sich

*
in der Wahl der Grdfe Cpor

* . .
einer "virtuellen Bedienungszeit" TH2 bezeichnet sei. Diese
*

H2 ist so zu charakterisieren, daB die

Unterbrechungszeiten der ersten Klasse eine mdglichst gute

womit der Variationskoeffizient

neu eingefiihrte ZV T

Berlicksichtigung finden.

Aufgrund der letztgenannten Forderung erscheint es sinnvoll,

*
T =T

.1,19
H2 c2 (4.1,19a)
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zu setzen, woraus wegen (3.1,13a-b) sofort die Beziehungen

h
* * 2
h2 i= E[THz]— sz;, (4.1,19b)
* * 0y
0y 3= hz}\z = 'i—_:p—l', (4.1,19c)
h, »
*2 R e
cpa =1+ 2 R, ooy (4.1,194)

folgen. Die Komplettierungszeit TC2 flir eine Anforderung zwei-
ter Klasse ist in Abschnitt 3.1.2 erl&8utert worden. Durch
sinngemdBes Einsetzen von (4.1,19c-d) in (3.1,5) errechnet
man nun leicht

TR e (4.1,20)

Dabei wurde beriicksichtigt, daB der Variationskoeffizient Ca2

gleich eins zu setzen ist, da der Strom ankommender Anforde-

rungen als Poisson-Prozef vorausgesetzt ist.

Ein interessanter Aspekt ergibt sich, wenn man die Beziehungen
* * *
fiir die GrdSen h2’ 0y und 42 in die Gleichung (3.1,2a) ein-

setzt. Letztere geht im Falle cp = 1 in die exakt geltende

Pollaczek-Khinchin-Formel filir die mittlere Wartezeit im War-
teschlangenmodell M/G/1 {iber. Es folgt dann nach kurzer Rech-
nung

x by o ) P
W2"

(1—01)-(1—01—02)'1—01 * (T=p, )~ (1-0,-0,)

. (4.1,21)

Fir p1+p2=1 ist pz/(l—pl)=1, und durch Vergleich von (4.1,21)
mit (3.1,9) erkennt man:

Wy =W fir +

5 0y py = 1. (4.1,22)

Diese durch eine sehr einfache Rechnung gewonnene Erkenntnis
stimmt mit dem Ergebnis von Kaufman {iberein (siehe Abschnitt

3.2.3), welcher in [Kaufman 82] festgestellt hat, daB die
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mittlere Komplettierungszeit nur fiir den Fall der Vollast mit
der Zeit libereinstimmt, die eine Anforderung zweiter Klasse
als ihre mittlere Bedienungszeit empfindet, wenn sie die Un-
terbrechungszeiten durch die erste Klasse "nicht bemerkt".

Auch die Beziehung (4.1,15) aus Abschnitt 4.1.1 liefert diese
Erkenntnis.

Der zweite Ansatz zur Approximation des Variationskoeffizien-

ten Cp2 lautet
h* h2 (4.1,23a)
= . a
2 1—01 4 ’
* ey
Py = l_pl ’ (4.1,23b)
h,p
*2 _ 11
Chpy = 1+ 2 E;B; - (4.1,23c)

Er ist so gewdhlt, daB sich das erste Moment fiir die Wartezeit
und die Verweilzeit beim Einsetzen der Gleichungen in die
Pollaczek-Khinchin-Formel jeweils richtig reproduziert. Es

* *
gilt also W, = W, und f2 = f2. Einsetzen von (4.1,23b-c) in

(3.1,5) ergibt fiir Cpy = 1:
h PP
B, =12t 2 o (4.1,24)
2 (1-pq)

Bei einer Diskussion der beiden Approximationen ist zundchst
einmal festzustellen, daf sowohl (4.1,20) als auch (4.1,24)
die Ungleichung

D2 2 1 (4.1,25)

liefern. Dies ist eine richtige Beschreibung des Sachverhalts,
daB wegen der grdBeren "Streuung" der virtuellen Bedienungs-
zeiten die VFen der Ausgangsabstédnde TD2 hyperexponentiellen
Charakter haben. Um eine fundiertere Beurteilung der Approxi-
mationsformeln vornehmen zu k&nnen, wurde deren Tauglichkeit

mit Hilfe von Simulationsstudien {iberpriift. Einige Ergebnisse
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sind in der Tabelle 4.1 wiedergegeben. Zur Unterscheidung der
Verfahren ist dort von der "c t a" (completion time approxi-

mation) die Rede, falls (4.1,20) angewendet wurde und von der
"f t a" (flow time approximation), falls (4.1,24) angewendet

wurde. Diese Abkiirzungen werden auch im weiteren Verlauf der

Arbeit beibehalten.

Bei Betrachtung der Ergebnisse sieht man, daB die fta
der cta fast immer {iberlegen ist. Das letztgenannte Ap-
proximationsverfahren versagt offenbar in den Fillen wo die
mittleren Bedienungszeiten der zweiten Klasse wesentlich klei-
ner sind als diejenigen der ersten Klasse. Hieran erkennt man
auch, da8 nicht nur die Auslastungen py und 0, alleine einen
wesentlichen EinfluB auf die Giite der Approximationen haben,
sondern auch das Verh#ltnis hl/h2 (vgl. auch [Kaufman 8217).
Aus diesem Grunde sind bei den in dieser Arbeit zu findenden
Ergebnissen die Parameter Xl’ AZ’ h1 und h2 stets getrennt
angegeben.

SchlieBlich ist festzustellen, daB fir den in der Praxis oft

vorliegenden Fall h1§ h2 der Variationskoeffizient c nur re-

D2
lativ wenig von eins abweicht und der Ausgangsprozef dann nd-

herungsweise als Poisson-ProzeB angesehen werden kann.

4.2 Warteschlangenmodell M/M/1/NONPRE

4.2.1 Zustandsverteilungen

Dem Abschnitt 4.1.1 filir das Modell mit unterbrechenden Prio-
ritdten entsprechend dienen auch die nachfolgenden Untersu-
chungen der Randverteilungen pl(m) und pz(n) dem Ziel, Hinwei-
se zur Konstruktion einklassiger Ersatzmodelle zu finden. Da-
bei ist zu bemerken, daf die zur Erreichung des Ziels angewen-
dete Vorgehensweise im Falle endlicher Speicherkapazitdten Sy
und S5 Ergebnisse liefert, die zu den hier vorgestellten &Equi-
valent sind. Von dieser Tatsache wird wieder im ndchsten Ab-
schnitt Gebrauch gemacht, wo es um die Berechnung von Blockie-
rungswahrscheinlichkeiten geht. Die Wahrscheinlichkeiten pl(m)
und p,(n) sind durch die Gleichungen
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Approximation des Variationskoeffizienten po der Ausgangsabstdnde T

Tabelle 4.1:

Klasse im Warteschlangenmodell M/M/1/PRE
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py(m) := 2 p(mn,1) + 3, p(m,n,2) + §g p(0,0,0), (m20),
n=1

(4.2,1a)

p,y(n) = E i pi{m,n,1) + 20 p(m,n,2) + GOn p(0,0,0), (n20),
m= m=
(4.2,1b)

definiert, wobei vereinbart sei, daf p(m,n,1)=0 flir m=0 und
p(m,n,2)=0 fiir n=0 gelte. Dariiber hinaus erweist es sich als
niitzlich, die Abkirzungen

00

pl{m,+,s) := 2: p(m,n,s), (m20; s=1,2), (4.2,2a)
n=0
pl+,n,s) := 2: p{m,n,s), (n20; s=1,2), (4.2,2b)
m=0
einzufiihren.

Wird in den Gleichgewichtsgleichungen (3.1,18a-i) iber n sum-

miert, so liefert eine umfangreichere Rechnung:

3

APy (m=1)-Ap(m) = p; 2o plm,n,1)-p 2;% p(m+l,n,1), (m2l),

n=0
(4.2,3a)
Alpl(O) = My E: p(l,n,1). (4.2,3Db)
n=0
Hieraus folgt der Zusammenhang
p (m) = Dil°p(m+1,',1), (m20), (4.2,4)

dessen Giiltigkeit man durch Einsetzen in (4.2,3a-b) leicht be-
stitigt. Im Gegensatz zum Modell M/M/1/PRE, wo die entspre-
chende Gleichung (4.1,7) einen wertvollen Ansatz zur effizi-
enten Bestimmung der Randverteilung pz(n) lieferte, ist die
Berechnung der Wahrscheinlichkeiten p(m,*,1) hier nicht so
leicht méglich, so daB man die Randverteilung pl(m) besser
mittels der Formel (3.1,19) bestimmt. Die Beziehung (4.2,4)
spielt jedoch eine wesentliche Rolle bei der im ndchsten Ab-

schnitt besprochenen Methode zur Approximation von Blockie-
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rungswahrscheinlichkeiten.

In diesem Abschnitt interessieren die folgenden, durch ein-

fache Erweiterungen und Umformungen gewonnenen Gleichungen

_ L pim,-,1) p(m+l,-,1)
0 —xlpl(m 1) [x1+u1 pl(m) pl(m)+”1 pl(m+1) pl(m+1), (mz21),

0 = —Alpl(0)+u191lLiLll

pl(l) pl(l).

Mit Hilfe der Definitionen

uI(m) := cl(m)‘pl, (m21), (4.2,5a)
c (m) = Eémfé§ll, (mz1), (4.2,5b)
1
wird daraus:
* *

0 = Alpl(m—l)—(xl+p1(m))pl(m)+u1(m+1)pl(m+l), (m21),
(4.2,6a)
0= —x1p1(0)+p;(1)p1(1). (4.2,6b)

Diese Gleichungen sind wieder sofort als die Gleichgewichts-

gleichungen eines Warteschlangenmodells M/M/1 mit Ankunfts-

*

rate kl und zustandsabhdngiger Bedienungsrate ul(m) zu iden-
tifizieren, und es gilt

pl(m) = E—T%T——-pl(m—l), (mz21). (4.2,7)

11y

vVor der Zusammenstellung einiger Eigenschaften der Gr&f8en
cl(m) werden nun ohne weiteren Kommentar die entsprechenden
Beziehungen filir die zweite Klasse angegeben:

[oo] [o]
Azpz(n—l)—)\zpz(n) =y Z p(m,n,2)-;.x2 z_: plm,n+1,2),
m=0 m=0
(n21), (4.2,8a)
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)

A0y (0) = p, 3;% p(m,1,2)

p{-,n+l,2), (n20),
*
uz(n) = cz(n)'uz, (n21),

(n) := plr,n,2) (n21),

€ py(n) ’

2

* *
0 = Azpz(n-l)—(xz+u2(n))p2(n)+p2(n+1)p2(n+l),

*
0 = -A,p,(0) + My (1)py (1)

Eigenschaften der Koeffizienten crigr), (r=1,2)

i) Es gelten die alternativen Schreibweisen

1. Klasse:

P{Xl=m, X,>0, s=21}
c,(m) =1 - . (m21),
1 P{X,=n] m
c (m) =1 - P{x2>o, s=21xl=m}, (m21),
¢ (m) = P{S=11X1=m}, (m21).
2. Klasse:
P{X1>O, X,=n, s=1}
c,{n) =1 - = . (n21)
2 P{Xz—n}
cy(n) =1 - P {x,>0, s=1!x2=n}, (n21)
c,(n) = P{s=zlx2=n}, (nzl) .

ii) Aus i) folgen die Schranken

0 < cl(m) <1,

(4.2,8Db)

(4.2,9)

(4.2,10a)

(4.2,10b)

(néi),

(4.2,11a)

(4.2,11b)

(4.2,12a)

(4.2,12Db)

(4.2,12c)

(4.2,13a)

(4.2,13b)

(4.2,13c)

(4.2,14)

A
—
.

0 < c2(n) < (4.2,15)

Demnach bewirken die Koeffizienten cr(xr) auch in diesem
Falle eine zustandsabhidngige Reduktion der Bedienungsra-
ten M-

iii) Fiir die "Mittelwerte” der Reduktionskoeffizienten rechnet

man aus:

cy = 3;% cl(m)-pl(m) =0 fiir cl(O) = 0, (4.2,16)

©

c,y = 3;; cz(n)'pz(n) =0, flir c2(0) 0. (4.2,17)

Abschliefiend seien noch die im Anhang 1 hergeleiteten Glei-

chungen

Py (AytHy)P, (R)=p, A, P, (1) = (A+u,)p(0,n+1,2)-A,p(0,n,2),

(n21), (4.2,18a)

92(A2+u2)92(0) = (A+u2)p(0,1,2), (4.2,18b)

notiert, welche eine effiziente Berechnung der Randverteilung
pz(n) iber die Wahrscheinlichkeiten p(0,n,2) erlauben. Ein Ver-
fahren zur Bestimmung der letzteren ist ebenfalls im Anhang 1
angegeben.

4.2.2 Blockierungswahrscheinlichkeiten

Fiir das Warteschlangenmodell M/M/l-sl,sz/NONPRE mit endlichen

Speicherkapazitdten = und s, sind die Blockierungswahrschein-

2
lichkeiten Br der Klasse r, (r=1,2), durch die Gleichungen

B, = P{(Xl=s1+1, s=1)u(X, =s,, s=2)}, (4.2,19a)

B, = P{(x2=s2+1, s=2)u(X,=s,, s=1)}, (4.2,19b)

bestimmt, in denen ir die Anzahl von Anforderungen der Klasse
r in diesem Modell angibt. Wird beriicksichtigt, daf die Be-
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ziehungen (4.2,4) und (4.2,9) auch fiir das Modell mit endli-
chen Speichern (Kennzeichnung der Zustandswahrscheinlichkei-

ten durch ~) giiltig sind, so folgt:
B, = (1+p))py(sy) = pyBy(sy-1), (4.2,20a)
B, = (1+02)p2(52) 02p2(52—1). (4.2,20Db)

Mit den Uberlegungen aus Abschnitt 4.1.2 wird schlieBlich:

1
By = -0, [(1+p)py + oypy(sy-1) ], (4.2,21a)
1
%2 7 1, [(1+0,)p, + pppy(s,-1) ], (4.2,21b)
s_+1
X
-0, = 2: p (x), (r=1,2). (4.2,21¢)
x_ =0
X

Damit steht auch im Falle unterbrechender Priorit&ten ein effi-
zientes Verfahren zur Berechnung der Blockierungswahrschein-

lichkeiten B1 und B2 zur Verfiigung.

4.2.3 Ausgangsprozesse

Auch beim Warteschlangenmodell M/M/1/NONPRE erweist sich die
analytische Untersuchung und Beschreibung von Ausgangsprozessen
als auBerordentlich schwierig. Als vermutlich einziges exaktes
Ergebnis ist zu nennen, da8 der allgemeine Ausgangsproze$ im
Falle gleicher Bedienungsraten fiir beide Klassen ein Poisson-
ProzeB ist. Wegen dieses Mangels an Informationen wurden in
[schmitt, Carl 83] u.a. eine Reihe von Simulationsstudien zur
Ermittlung der VFen bzw. Variationskoeffizienten fir die Aus-
gangsabsténde TDI’ TD2 und TD durchgefiihrt. Wenngleich weder
VFen noch die daraus ableitbaren Momente Abh&ngigkeiten er-
fassen, welche zwischen den Bedienungsenden von Anforderungen
verschiedener Klassen bestehen, so sind sie doch ein wesentli-
ches Hilfsmittel zur Charakterisierung der verschiedenen Aus-
gangsprozesse. In Tabelle 4.2 sind einige Ergebnisse fir die

Variationskoeffizienten €p17 Cp2 und p zusammengestellt.
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Tabelle 4.2: Simulationsergebnisse fiir den Variationskoeffizienten der Ausgangsabstdnde der

verschiedenen Klassen im Warteschlangenmodell M/M/1/NONPRE.
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Bei einer Diskussion der Ergebnisse ist zunichst festzustel-

len, daB die Zeitspannen T in allen Fdllen als (A1+A2)—expo—
nentialverteilt angesehen werden k&nnen (c =1). Entsprechen-

des gilt in etwas abgeschwdchter Form fiir dle Ausgangsabstdn-
de T D1 der ersten Klasse. Hier macht sich fir hl—O 5e h2 eine

leichte Tendenz zur hyperexponentiellen VF bemerkbar (c 1>
Von den Zwischenzeiten TD2 kann man nur in den Fdllen h2—2'h1
und (mit gewissen Einschrinkungen) h2-h1 annehmen, daf sie in
guter Ndherung A p~exponentialverteilt sind. Fiir h2-0 5¢ h ist
die Beschrelbung durch eine H2—Verte11ung besser, wie elnge—

hendere Untersuchungen gezeigt haben.

Es sei zum AbschluB bemerkt, daB verschiedene Versuche, die

Variationskoeffizienten Cpy und Cpo in einer &hnlichen Weise
zu approximieren, wie dies im Abschnitt 4.1.3 fir unterbre-

chende Priorité&ten erfolgte, zu keinen befriedigenden Ergeb-
nissen gefiihrt haben.

4.3 Einklassige Ersatzmodelle mit zustandsabhingiger

Bedienungsrate

Das flr die Belange dieser Arbeit wichtigste Ergebnis der Un-
tersuchungen iiber Zustandsverteilungen in Markoffschen Warte-
schlangenmodellen mit Prioritdtsabfertigung ist, das man fiir
jede Klasse jeweils ein Modell des Typs M/M/1 angeben kann,
dessen Zustandswahrscheinlichkeiten mit den im Priorit&tsmo-
dell gililtigen Wahrscheinlichkeiten pr(xr) flir die Zusténde X
der Klasse r, (r=1,2), identisch sind. Die im allgemeinen zu-
standsabhidngigen Bedienungsraten u:(xr) kdénnen sowohl fiir un-
terbrechende als auch fiir nichtunterbrechende Priorititen in

der einheitlichen Form

*
pr(xr) cr(xr)-pr, (xr€N; r=1,2), (4.3,1a)

I

e (x) P{Anforderung der Klasse r in Bedienung|
X Anforderungen der Klasse r im Modell},

(xreN; r=1,2), (4.3,1Db)

geschrieben werden, was durch Vergleich mit den vorher gege-
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benen Darstellungsweisen leicht zu bestdtigen ist. Insbeson-
dere liefert (4.3,1b) bei unterbrechenden Prioritdten fiir die

erste Klasse das Ergebnis cl(xl)zl.

Obwohl die Beziehungen (4.3,la-b) unter der Voraussetzung von
Poisson—Ankunftsprozessen hergeleitet wurden, motivieren sie
auch bei nichtmarkoffschen Ankunftsstrémen zu der Zerlegung
eines zweiklassigen Warteschlangenmodells mit Priorititsabfer-
tigung in zwei einklassige Warteschlangenmodelle ohne Priori-
tétsabfertigung entsprechend Bild 4.1. Diese Vorgehensweise
wird in Abschnitt 5.2.1 des nichsten Kapitels noch deutlich
untermauert werden. '

u?(x,l = e {x, by,

¢, (x )= P {Anforderung der Klasse r in Bedienung |

x, Anforderungen der Klasse r im Modell} ,

{(x€N; r=12).

Bild 4.1: Ersatzmodelle mit zustandsabhdngig reduzierten Bedienungsraten
fir ein zweiklassiges Warteschlangenmodell mit Prioritdtsabfer-

tigung (PRE oder NONPRE)
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In logischer Weiterfilhrung der weiter oben angegebenen Be-
zeichnungen r oa und m-r o a wird das hier vorge-
stellte neue Zerlegungsverfahren als sdroa (state

dependent reduced occupancy approximation) bezeichnet.
Bemerkungen

i) Fiir Poisson-Eingangsprozesse liefern nach [Muntz 721
die Ersatzmodelle auch stets Poisson-Ausgangsprozesse.
Nach den vorher angegebenen Ergebnissen fiir Ausgangs-
prozesse in Prioritdtsmodellen wird hieran deutlich,
daB die Bquivalenz der Ersatzmodelle im allgemeinen nur
in Bezug auf die Zustandsverteilungen gesichert ist.

i1) Obwohl den Verfahren r oa, m-r o a und

sdroa sehr unterschiedliche Beobachtungen zugrunde
liegen, bestehen zwischen diesen Verfahren Zusammenhénge.
Letztere werden durch die nachfolgende Aufstellung der
im Falle unterbrechender Prioritdten gililtigen Formeln
fiir die Reduktionskoeffizienten verdeutlicht.

m-r o a : cy = BT%,50
PTX =x, ’ (xzzl)

Erginzend ist festzustellen, daB auch bei unterbrechen-
den Prioritdten das Verfahren m-r o a in das Verfah-
ren sdroa iibergeht, wenn man die in den Glei-
chungen (3.2,12a-b) jeweils in Z&hler und Nenner auf-
tauchenden Ausdriicke X1>0 bzw. X2>0 durch X1=x1 bzw.
X2=x2 ersetzt. Die dort im Zusammenhang mit WSNen vor-
kommenden Indices i wurden hier aus Griinden der Uber-

sichtlichkeit weggelassen.

iii) Die Koeffizienten cr(xr), (r=1,2), sind & priori unbe-

kannt. D.h., man muBf filir ihre exakte Bestimmung erst das
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Prioritdtsmodell selbst analysieren (vgl. auch m-r o a ).
Bei Anwendung der einklassigen Ersatzmodelle zur Analyse
von WSNen, werden daher die Reduktionskoeffizienten durch

geeignete Verfahren gegebenenfalls approximiert.

iv) Die Formeln aus den Abschnitten 3.1.2 und 3.1.3 fiir die
mittleren Verweilzeiten fl und f2 sind auch flir die Exr-
satzmodelle gliltig. Dieses folgt aus der Gleichheit der
Zustandsverteilungen und mit Littles Gesetz.

4.4 Einklassige Ersatzmodelle mit konstanter Bedienungsrate

Die teilweise sehr guten Ergebnisse, welche die Approxima-
tionsverfahren cta und fta aus Abschnitt 4.1.3

flir den Variationskoeffizienten Sp2 bei unterbrechenden Prio-

. ® gL . ) ® ‘/ u p
cta:  p, = (1-p)em, ; Cuy = 1.2ﬁ-r_—‘5‘-

fta: i = (1-p)ew, :©  cf, = 1*2—-—&1—%
—_ 1 P2

Bild 4.2: Ersatzmodelle mit konstanten Bedienungsraten fiir ein zweiklassi-

ges Warteschlangenmodell mit unterbrechenden Prioritédten
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ritdten liefern, waren Anlaf fiir die Konstruktion der Ersatz-
modelle nach Bild 4.2 . Dabei wurde davon ausgegangen, daf die
Griinde fiir die Wahl der Variationskoeffizienten cgz auch fir
nichtmarkoffsche Ankunftsprozesse ihre Gliltigkeit behalten.
Diese Annahme ist filir die Methode cta, WO c* =cc2 ge—

H2

setzt ist, sogar richtig, da der Variationskoeffizient c vom

c2
Typ des Ankunftsprozesses der zweiten Klasse unabhingig ist,
wie ein Blick in den Beweis der Gleichung (3.1,13b) zeigt

(siehe z.B. [Schassberger 73]).

Die Ersatzmodelle dieses Abschnitts sind darauf zugeschnitten,
mit Hilfe des weiter oben skizzierten Momentenverfahrens von
Kihn eine Analyse von WSNen mit unterbrechenden Prioritdten

vornehmen zu k&nnen.
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5. WARTESCHLANGENNETZE MIT PRIORITATEN

Hauptgegenstand dieses Kapitels ist die Beschreibung neu ent-
wickelter Analyseverfahren fiir WSNe mit Priorit&ten. Von die-
sen WSNen sei gefordert, daB sie auBer BSen der Typen °/M/1/PRE
und/oder +/M/1/NONPRE h&chstens noch solche der im Kapitel 3
definierten Typen 1-4 enthalten diirfen. Bei offenen WSNen
sollen auBerdem die externen Ankunftsstrdme Poisson-Prozesse
mit konstanten Ankunftsraten sein. Obwohl den folgenden Be-
trachtungen wieder das Vorhandensein zweier Prioritdtsklassen
zugrunde liegt, bieten sich in dieser Hinsicht Verallgemei-
nerungsmdglichkeiten an, auf die an gegebener Stelle hinge-

wiesen werden wird.

5.1 Offene Warteschlangennetze

5.1.1 Zustandsanalyse eines seriellen Warteschlangenmodells

mit nichtunterbrechenden Prioritéten

Dieser Abschnitt enthdlt in knapper Form die Methodik fiir das
Aufstellen und L&sen der Gleichgewichtsgleichungen, die den
stationdren Zustandsprozef des in Bild 5.1 dargestellten se-
riellen Warteschlangenmodells M/M/1/NONPRE + °/M/1/NONPRE
beschreiben. Schon bei einer solch einfachen Netzstruktur tre-
ten die wesentlichen Probleme auf, welche bei einer exakten

Modellanalyse in vielen F3llen zu bewdltigen sind.

Die ersten Schwierigkeiten bereitet das Aufstellen der Gleich-
gewichtsgleichungen und riihren daher, daf zur Beschreibung der
Modellzustinde sechs Variablen bendtigt werden. Diese sind in

dem 6-Tupel
(X977 Xyp0 Syr Xppr Xpp0 Sp)

zusammengefaft. Darin geben die Komponenten X (Xire NO;
i=1,2; r=1,2), an, wieviele Anforderungen der Klasse r sich
in der BS i befinden. Die Gr&fen s., (s;€ {0,1,2}), kennzeich-

nen wie im Abschnitt 3.1.3 ob bzw. durch welche Klasse die BE



NONPRE NONPRE
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Bild 5.1: Serielles Warteschlangenmodell M/M/1/NONPRE + */M/]1/NONPRE mit

zwel Prioritdtsklassen

in der BS i belegt ist. Die Menge aller méglichen 6-Tupel bil-
det den (abzdhlbaren) Zustandsraum E des allgemeinen Zustands-
prozesses. Eine geschlossene Darstellung des zugehdrigen {Uber-
gangsgraphen, wie etwa bei den einstufigen Prioritdtsmodellen,
ist hier nicht mdéglich. Um dennoch eine gewiése Anschauungs-
hilfe zu haben, hat es sich als sinnvoll erwiesen, eine Klas-
seneinteilung des Zustandsraumes vorzunehmen und filir jede
Klasse repridsentativ einen Ausschnitt aus dem Ubergangsgraphen
aufzuzeichnen, wie dies in Bild 5.2 exemplarisch gemacht wurde.
Solch ein Ausschnitt enthidlt jeweils einen Reprédsentanten der
betrachteten Klasse sowie alle Zustdnde, die fiir diesen er-
reichbar sind (maximal vier) bzw. von denen aus er erreichbar
ist (maximal sechs). Fiir weitere Einzelheiten zur Klassenein-
teilung des Zustandsraumes sei auf den Anhang 2 dieser Arbeit
und auf [Schmitt, Schneider 82] verwiesen.

Wegen der Komplexitdt der Gleichgewichtsgleichungen im Falle
des vorliegenden Warteschlangenmodells erscheint es als ein
aussichtsloses Unterfangen, mit einer der bekannten Methoden
eine geschlossene Form der Losung fiir dieses System gekoppel-
ter, partieller Differenzengleichungen zu finden. Deshalb ist
man darauf angewiesen, das dazu &quivalente homogene, lineare
Gleichungssystem numerisch zu l&sen. Letzteres umfaft aufgrund
der unendlich vielen Zustdnde auch unendlich viele Gleichungen

zur Bestimmung der Zustandswahrscheinlichkeiten. Man setzt da-
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1, x 1, x_ +1, x 1
Xpps X4l 1o %05 Xo0s 1! KT Xype e Xt Koo
A u
X11+1’ X1p0 Lo Xo1s Xppo 1 012 1 %)y Xyp0 Loxo 71 X0 1
011 Y1
X > Xppe o X0 X051
My Ho2
-1, X X Py X .+1, 2
X1y 1, 12 L Xo10 Xgp0 1 012 Mo e Mi2e L, Xayr %ot
- X 1§ My, M +
Xy s X7l 1 X0 Xops 1 Mz Xy Xpge 1s x4, xp ), 1
- 1 + X -1
x11+1’ X190 1, %1 1, X227 X110 %10 1, 2, 21> %o 1
2 >
X, 02 2, X, 1, X, 2 2, X,p 21

Bild 5.2: Ausschnitt aus dem Ubergangsgraphen fir den allgemeinen Zustands-

prozeB im Warteschlangenmodell M/M/1/NONPRE > */M/1 /NONPRE

her Gblicherweise

P{X11>x X S

. ~ . . RN
117 X127% 00 S17510 Xp10%y00 Xp00%,,, Sy=s,) = 0,

(s;€ {o,1,2}, i=1,2).

Die Begrenzungswerte ﬁir hdngen von den Auslastungen Pir in
den einzelnen Stufen ab und werden z.B. so gewdhlt, daB die
aus den Zustandswahrscheinlichkeiten berechneten mittleren
Wartezeiten er in der BS 1 hdchstens um ein vorgegebenes

€ >0 vom richtigen Wert WL abweichen. Dabei ist ﬁ1r=§2 an-

r
zunehmen. Definiert man nun

L := @ax{%ir}, (i=1,2; r=1,2),
i, r

so folgt damit fiir die Anzahl C der im Gleichungssystem zu be-
riicksichtigenden Zustandswahrscheinlichkeiten




v 4812 4 4L 41,

C = 4L
Flir L=20 erhdlt man z.B. C=707281. D.h., es wdre ein lineares
Gleichungssystem mit dieser Anzahl von Unbekannten zu 1&sen.
Dieses scheitert u.a. an der dblicherweise zur Verfiligung ste-
henden Speicherkapazitit der Rechenanlagen. Im Rahmen der
Arbeit [Schmitt, Schneider 82] wurden die Zustandsgleichungen
daher nur flir L=12 mittels des GauB-Seidel-Verfahrens (siehe
z.B. [Tdrnig 79]) geldst. Diesem Wert flir L entsprechen
C=97969 zu berechnende Zustandswahrscheinlichkeiten.

Einige Resultate fiir die mittleren Verweilzeiten fr=f1r+f2r’
(r=1,2), im gesamten Modell, welche durch die hier skizzierte
Vorgehensweise erzielt wurden und im numerischen Sinne als
exakt gelten, sind zusammen mit approximativ giiltigen Werten
in der Tabelle 5.1 angegeben. Das den Nisherungsergebnissen
zugrunde liegende Verfahren ist in Abschnitt 5.1.3 beschrie-
ben. Zu den Ergebnissen selbst sei an dieser Stelle lediglich
bemerkt, daf die numerische Methode nur bis zu einer jeweili-
gen Auslastung der BEen von maximal 60 % (Fall 7) Ergebnisse
liefert, bei denen die mit ihr berechneten mittleren Warte-
1r ab-
weichen. Fiir hShere Auslastungen wire die Grége L entsprechend

zeiten Glr um weniger als 1 % von den exakten Werten w
zu erhdhen.

Ein Resumee der aus diesem Beispiel gewonnenen Erkenntnisse
zeigt, daB die besprochene Methode zur numerisch exakten Ana-
lyse von offenen WSNen mit Priorititen zwei grundlegende Pro-
bleme enthdlt:

i) Das Aufstellen der Gleichgewichtsgleichungen ist schon bei
einfachen Strukturen sehr miihsam und nur schwer auf Fehler

zu lberpriifen.

ii) sind die Gleichgewichtsgleichungen bekannt, so ist man zur
Bestimmung der L&sung auf numerische Methoden angewiesen.
Deren Einsatz erfordert die Bereitstellung einer immens
hohen Anzahl von Speicherplitzen im Rechner.
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Tabelle 5.1: Numerische Ergebnisse fiir die mittleren Verweilzeiten fl und f2 im seriellen Warteschlan-

genmodell M/M/1/NONPRE + */M/1/NONPRE. Die Niherungswerte wurden mit dem Verfahren m s d r o a

berechnet.
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zu i) Das erste Problem kann durch automatische Generierung
der Gleichgewichtsgleichungen geldst werden (siehe
[Herfort, Miiller-Clostermann 83]).

zu ii) Zur LOsung des zweiten Problems, das vor allem bei
offenen WSNen eine grofe Rolle spielt, bietet es sich
an, die im linearen Gleichungssystem berlicksichtigten
Zustandswahrscheinlichkeiten bei geniigend hoher Aus-
nutzung nicht nur flir grofe Xipr sondern auch fir
kleine X, 2u vernachldssigen. Damit wilirde nur die
"Hauptmasse" der Wahrscheinlichkeiten eingerechnet.
Fiir eine Einrechnung des durch die Vernachlédssigung
entstandenen Fehlers kann man ein Ergebnis aus
[Takahashi 81] heranziehen. Dort wird u.a. gezeigt,
daf die Zustandsverteilung im Warteschlangenmodell
G/G/1 (G jeweils vom Phasentyp) fiir geniigend grofe
Zustandszahl x gegen eine geometrische Verteilung
strebt.

Beide hier angedeuteten Verbesserungsmdglichkeiten erfordern
jedoch bei entsprechender Vielfdltigkeit der zugelassenen
Netztypen einen ungemein hohen Programmieraufwand, der ihre
Brauchbarkeit in Frage stellt. Wegen des Mangels anderer
exakter Verfahren ist dieses wohl der Hauptgrund filir die Ent-
wicklung von Approximationsmethoden filir die mathematische

Bnalyse von WSNen mit Priorité&ten.

5.1.2 Ein approximatives Momentenverfahren

Das nachfolgend erliuterte Approximationsverfahren ist nur im
Falle unterbrechender Prioritdten anwendbar und macht von den
einklassigen Ersatzmodellen des Abschnitts 4.4 Gebrauch. Es

liefert in erster Linie Mittelwerte flir die Verweilzeiten im

Netz und enthdlt zwei Hauptschritte:

Schritt 1: Ersetzung aller BSen mit unterbrechenden Priori-
titen durch Ersatzmodelle nach Abschnitt 4.4
(f t a oder c t a).
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Schritt 2: Analyse des so entstandenen WSNes ohne Prioritdts-

klassen mit Hilfe des Momentenverfahrens von Kihn
[Kihn 79].

Als einfaches Beispiel werde das serielle Warteschlangenmodell
aus dem vorhergehenden Abschnitt jetzt fir unterbrechende
Prioritdten betrachtet. Es gelte fiir dieses Modell die Kurz-
bezeichnung M/M/1/PRE » +/M/1/PRE.

Die Durchfiihrung des ersten Schrittes liefert das WSN nach
Bild 5.3, welches zwei offene Ketten E1 und E2 enthdlt. Das
zu einer Kette gehdrende Teilnetz ist jeweils fiir sich analy-
sierbar (Schritt 2). Hier interessiert vor allem die Analyse
des Teilnetzes fir die zweite Klasse. Mit den Ergebnissen der
Abschnitte 3.1.1 (Gleichungen (3.1,2a-b), (3.1,3), (3.1,5))
und 4.4 (Bild 4.2) lauten die Gleichungen zur Bestimmung der
mittleren Verweilzeit fz:
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Bild 5.3: Ersatz-Warteschlangennetz fiir das zweiklassige, serielle Warte-

schlangenmodell M/M/1/PRE ~+ */M/1/PRE
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Es ist zu bemerken, daB bei WSNen mit allgemeiner Struktur der
Schritt 2 noch weitere Rechnungen erfordert, die im Zusammen-
hang mit Verzweigungen im Netz vor allem das Problem der Zer-
legung und Uberlagerung von sogenannten Erneuerungsprozessen

betreffen. Hierzu sei jedoch auf [Kiihn 79] verwiesen.

Die Bilder 5.4a-c enthalten verschiedene Kurven, welche mit
dem Momentenverfahren berechnet wurden. Zum Vergleich sind zu-
sdtzlich einige Simulationsergebnisse eingetragen. Bei den ge-
w8hlten Parametern zeigt sich, daB die f t a -Methode der

bzw.

¢ t a -Methode ungefdhr gleichwertig ist, wenn hi1=h

hil=0.5~hi2, (i=1,2), gilt. Fir hi =2h.

1

i2

liefert die

i2

fta-

Methode jedoch bis auf den Bereich, in dem eine sehr hohe Ge-
samtauslastung der BEen vorliegt, die wesentlich besseren Re-
sultate. Insgesamt gesehen iliberraschen die teilweise relativ
grofen Abweichungen gegeniiber der Simulation. Diese waren auf-
grund der Uberwiegend guten Ergebnisse bei der Approximation

des Variationskoeffizienten c (siehe Tabelle 4.1) nicht un-

D2
bedingt zu erwarten.

Die Nachteile des Momentenverfahrens gegeniiber der im n&dch-
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Mittlere Verweilzeit f2 = fl2 + f22 in Abhdngigkeit von der Gesamtankunftsrate A

Bild 5.4:

M/M/1/PRE = */M/1/PRE. Analyseverfahren:

Modell:



sten Abschnitt vorgestellten Analysemethode liegen vor allem
in der oft etwas schlechteren Genauigkeit der Ergebnisse,

dem gréBeren Rechenaufwand und in der Tatsache, da8 keine
nichtunterbrechende Prioritdten berilicksichtigt werden k&nnen.
Dennoch ist anzunehmen, da8 bei zukiinftig zu entwickelnden
Analyseverfahren flir Prioritdten mit beliebigen VFen fiir die
Bedienungszeiten Uberlegungen eine Rolle spielen, die eine
Charakterisierung der stochastischen Prozesse durch die bei-

den ersten Momente der betreffenden ZVen zum Ziel haben.

5.1.3 Approximation durch separable Warteschlangennetze

Das letzte in der vorliegenden Arbeit vorgestellte Analyse-
verfahren fiir offene WSNe mit Priorit&ten basiert auf den im
Abschnitt 4.3 beschriebenen Ersatzmodellen mit zustandsab-
hdngigen Bedienungsraten. Deren Anwendung in einem WSN, das
den zu Beginn dieses Kapitels genannten Voraussetzungen ge-

*
niigt, fihrt zu einem separablen WSN mit N >N BSen.

Als ein einfaches Beispiel betrachte man das serielle Warte-
schlangenmodell aus Abschnitt 5.1.1, welches durch die vor-

geschlagene Zerlegung der Prioritdtsmodelle in das Ersatz-

Bild 5.5: Ersatz-Warteschlangennetz fir das zweiklassige, serielle Warte-

schlangenmodell M/M/1/NONPRE - =*/M/1/NONPRE
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WSN nach Bild 5.5 libergeht. Wiren darin die durch die Glei-
chungen (4.3,la-b) definierten zustandsabhdngigen Bedienungs-
raten “Ir(xir) = cir(xir)'pir, (i=1,2; r=1,2) bekannt, so
kénnten die unbekannten Zustandswahrscheinlichkeiten mit Hilfe
des BCMP-Theorems leicht berechnet werden. Das verbleibende
Problem besteht demnach in der Bestimmung der Koeffizienten
cir(xir)’ die jeweils selbst durch eine bedingte Wahrschein-
lichkeit definiert sind. Da jedoch eine exakte Berechnung der
Reduktionskoeffizienten nicht mdglich erscheint, ohne vorher
die Gleichgewichtsgleichungen zu 16sen, sind sowohl hier bei
den offenen WSNen als auch im Abschnitt 5.2.3 bei den ge-
schlossenen WSNen N&herungsannahmen zu treffen, die eine ap-

proximative LOsung des Problems ermdglichen.

Bei den offenen WSNen besteht der Niherungsansatz darin, in
jeder BS i den Ankunftsprozef einer jeden Klasse r als Poisson-—
Prozef mit Parameter Air anzunehmen. Die Ankunftsraten Air

