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ABSTRACT

During the busy hours, telephone traffic can be des-
cribed as a stationary, stochastic birth and death process.
From numerous measurements it is well known that the arriving
intervals of the calls and also their holding times have a
negative exponential distribution.

For calculating the number of trunks or switching devices
to which such a "pure chance traffic" is offered, many exact
and approximate solutions are known.

In long distance networks, and sometimes also in large
local networks, a connection between two subscribers is often
not switched via a predetermined route; there are alternate
routing facilities in one ore several exchanges. According
to a stored program, at first the most economical (usually
the shortest) route is hunted. If an idle trunk is not
available in this group, the call is overflowing to the so-
called second route. Calls which can not be switched via the
second route, too, may possibly be offered to a third route
etc. and at last to a final route.

Thus, the traffic overflowing to the second routes, third
routes etc, consists only of those traffic peaks which can not
be handled by the groups hunted before. Such overflow traffic
has statistical properties differing remarkably from those of
the pure chance traffic offered to a first route. In particu-
lar, the variance of overflow traffic is greater than in
case of pure chance traffic.

The number of trunks in the various groups should be
dimensioned according to economic points of view and pro-
viding a certain grade of service. A usual index for the
grade of service is the loss probability of the final route.

In dimensioning such groups with offered overflow traf-
fic, exact methods can mostly not be applied because the nu-~
merical solution of such systems would need to much storage

capacity (linear equations with 10°...10%% and more unknowns).
Approximate methods suitable for practical application are

well known [1, 2, 12, 14, 16, 22, 23, 24, 26, 34, 35].

The topic of this paper is the ex-
tension of the range of exact and nearly exact methods for
the loss calculation of overflow systems and furthermore the
checking of the accuracy of the known approximation methods
by means of the new exact methods developped.

After a short survey in chapter II, chapter III deals
with overflow systems with groups of full availability. The
exact loss probabilities of secondary groups are compared with
approximate values according to the wellknown ERT-method. In
case of two separate overflow traffics (or an overflow traffic
and a pure chance traffic) offered to a secondary group, the
actual loss probabilities of these individual
traffics in the secondary group are calculated.

Chapter IV is concerned with overflow systems, in which
the primary group (first route) or the secondary group
(second route) has limited availability. For systems with
a primary group of limited availability, an exact solution is
achieved by means of a system of 2 1(n2+1) linear equations.
If the blocking probability function & (x) of the primary
group is known (or a sufficiently accurate approximation), the
number of equations can be reduced to (nq+1) . @2+4). In
systems with a full available primary group and a secondary
group of limited availability, an analytic solution of the
loss probability as a function of the group sizes, the availa-
bilities, the blocking probabilities and the offered traffic
is derived. With this method, even overflow systems of this
kind having larger trunk groups can be calculated with
high accuracy.



Finally in chapter V overflow systems are treated, in
which both, primary and secondary group, have limited availa-
bility. Ideal gradings (according to A. K. Erlang) as well
as non-ideal gradings usually applied in practical systems
are considered. Here, an exact calculation is only possible
by the solution of large sets of linear equations.

Comparing the exact calculations for limited availability
with approximate ones according to the RDA-method it can be
seen, that the RDA-method, which is solely applicable in
practice, is sufficiently accurate and that it yields loss
probabilities which tend a little to higher values, i. e.
to the safe side.
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I

UBEESICHT

In den fur die Dimensionierung der Schaltglieder und
Leitungsbundel des offentlichen Fernsprechnetzes interessie-
renden Hauptverkehrszeiten kann der Fernsprechverkehr als
ein stationdrer, stochastischer Geburts- und Sterbeprozess
beschrieben werden. Aus zahlreichen Messungen ist bekannt,
dass die am Eingang eines Netzknotenpunktes eintreffenden
Anrufe in sehr guter N&herung eine negativ expcnentielle
Abstandsverteilung aufweisen. Ferner ist bekannt, dass die
7 Belegungsdauern in guter Naherung negativ exponentiell um
h ihren Mittelwert verteilt sind. Flir die Berechnung von
Schaltgliedergruppen oder Leitungsbindeln, denen ein der-
artiger "reiner Zufallsverkehr" angeboten wird, sind aus
der Literatur zahlreiche exakte LOsungen und Ndherungsver-

> HilfsgroBen

N N = < ¢ n 5 3 < #

i

d Boole'sche Hilfsvariable fahren bekamnt.

Im Fernverkehr, teilweise auch in grossen Ortsnetzen,
wird jedoch eine Verbindung zwischen Anrufer und Gerufenem
in der Regel nicht auf einem a priori festgelegten Weg durch
das Fernsprechnetz hergestellt. Vielmehr wird in einem oder
mehreren Netzknotenpunkten im Zuge des Verbindungsaufbaus
eine sogenannte "alternative Leitweglenkung" durchgefihrt.

> X LT O » R N Iy

Indices (bei den GrdBen A,B,R,Y,D,T,u,x,k,g,6,U,p)

Erster Index: Zentrale Steuerglieder verarbeiten die in der Ortskennzahl
1 Primarbundel (im Ortsverkehr in den vorderen Ziffern der Rufnummer) lie-
2 Sekundarbiindel gende Zielinformation derart, dass nach einem vorher be-

stimmten Programm zunichst der wirtschaftlichste (in der
Regel der kiirzeste) Weg zum Zielort abgesucht wird. Kann in

Zweiter Index:

1 bezliglich Primérbindel I
2 bezliglich Primérbiindel II dem Leitungsbiindel dieses Weges keine freie Leitung gefun-
str nach dem Streuwertverfahren berechnet den werden, so sorgt die Steuerung dafiir, dass der betreffen-
soll Sollwert de Anruf diesen "ersten Querweg" U ber 1 duf t und ver-
R reale Mischung sucht, eine freie Leitung eines zweiten Querweges zu finden.
1D ideale Mischung Flinhrt auch dieser Versuch nicht zum Erfolg, so kann unter Um-
standen ein dritter Querweg usw., schliesslich ein L e t z t-

(i) hochgestellt Nr. der Ndherungsl®sung in Abschnitt V.4.8

*  hochgestellt fiktive Hilfsgrofe w e g abgesucht werden.
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Der auf Zweitwege, Drittwege usw. iiberlaufende Verkehr
besteht also nur aus jenen Verkehrsspitzen, welche von den
zuvor abgesuchten Wegen nicht verarbeitet werden kdnnen.
Derartiger Uberlaufverkehr hat statistische Eigenséhaften,
die von jenen des an die Erstwege angebotenen reinen Zufalls-
verkehrs stark abweichen. Insbesondere ist die Varianz die—
ser Uberlaufverkehre oft wesentlich grosser als jene von Zu-
fallsverkehr.

Die Leitungszahlen der verschiedenen Biindel werden auf-
grund von Wirtschaftlichkeitsbetrachtungen fiir einen bestimm-
ten Ausnutzungsgrad in der Hauptverkehrsstunde bemessen /26,
30, 31/. Der Ausnutzungsgrad ist eine Funktion des Verkehrs-
angebots (der Anrufintensitédt), der Leitungszahl des betrach-
teten Biindels, der vollkommenen oder unvollkommenen Erreich-
barkeit der Leitungen beim Absuchvorgang und der vorgeschrie-
benen Verlustwahrscheinlichkeit, mit der ein Anruf keine
freie Leitung erreicht. Als Nebenbedingung muss hierbei be-
achtet werden, dass eine bestimmte Verkehrsgiite in der Haupt-
verkehrsstunde einzuhalten ist. Das Ubliche Mass fiir die Ver-
kehrsglite ist die Verlustwahrscheinlichkeit, mit der ein An-
ruf auf dem Letztweg keine freie Leitung erreicht, das ist
die Wahrscheinlichkeit, dass der Anrufende Besetztzeichen
erhdlt und seinen Anruf spdter wiederholen muss.

Flir die Bemessung derartiger Bindel, die ganz oder teil-
weise durch "Uberlaufverkehr" gespeist werden, kdnnen streng
exakte Bemessungsverfahren in der Regel nicht angewandt wer-
den, weil deren numerische Auswertung die Leistungsfdhigkeit
heutiger Datenverarbeitungsanlagen iibersteigt (lineare Glei-
2...10%0
rungsverfahren mit einer fiir die Praxis ausreichenden Genau-
, 12, 14,

chungssysteme vom Rang 10 und dariber hinaus). N&he-
igkeit sind aus der Literatur bereits bekammt /1, 2
16, 22, 23, 24, 26, 34, 35/.

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist es, den Bereich
exakter oder nahezu exakter Verfahren fiir die Berechnung der
Verlustwahrscheinlichkeit von Systemen mit Uberlaufbindeln

- 14 -

zu erweitern und die Genauigkeit bekannter Ndherungsverfah-
ren anhand der neu entwickelten Ldsungen zu iiberpriifen.

Nach einer Ubersicht iiber die Problemstellung in Kapi-
tel II wird in Kapitel III das Uberlaufproblem fiir Biindel
mit vollkommener Erreichbarkeit (kurz: vollkommene Biindel)
behandelt. Die exakt berechnete Verlustwahrscheinlichkeit
eines Sekund&rbiindels wird verglichen mit den Ndherungswer-
ten, die mit dem in der Praxis lblichen Streuwertverfahren
erhalten werden. Daruber hinaus werden die Teilverluste be-
rechnet, wenn sich das Gesamtangebot an das Sekund&rbindel
aus einem Uberlaufrest einerseits und einem Zufallsangebot
andererseits oder aus zweil verschiedenen ﬁberlaufangeboten
zusammensetzt.

Kapitel IV behandelt Uberlaufsysteme, bei denen das
Primdr- oder Sekundidrbiindel mit unvollkommener Erreichbar-
keit abgesucht wird. Bei Systemen mit unvollkommen erreich-
barem (kurz: unvollkommenem) Primérbiindel wird eine exakte
Losung durchgefﬁhrtnmit Hilfe eines linearen Gleichungs-
systems vom Range 2 1'(n2+1). Ist flr das Primdrblndel die
Sperrwahrscheinlichkeit G(x) exakt bekannt (ideale Mischung)
oder existiert eine ausreichend genaue N&herungsfunktion
hierfir, so lasst sich das Gleichungssystem reduzieren auf
den Rang (nl+1)'(n2+l). Bei Systemen mit vollkommen. erreich-
barem Primdrbindel und unvollkommen erreichbarem Sekundidr-
bindel wird eine geschlossene LOsung fir die Verlustwahr-
scheinlichkeit als Funktion von Blindelgrdssen, Erreichbar-
keiten, Sperrwahrscheinlichkeit und Verkehrsangebot herge-
leitet., Damit werden auch ﬁberlaufsysteme dieser Art mit
grosseren Blndeln einer sehr genauen Berechnung der Verlust-
wahrscheinlichkeit zugdnglich.

Schliesslich werden in Kapitel V Uberlaufsysteme behan-
delt, bei denen sowohl Primarblindel als auch Sekund&rblindel
unvollkommen erreichbar sind. Dabeil werden einerseits "idea-
le Mischungen" (nach A. K. Erlang), andererseits die in der
Praxis liblichen "realen Mischungen" betrachtet. Eine exakte
Berechnung der Verlustwahrscheinlichkeit ist hier nur auf dem
Weg lber die LOsung grosser linearer Gleichungssysteme moglich.
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Der Vergleich der exakten Rechnungen mit Ndherungswerten
nach dem Streuwertverfahren zeigt, dass das fiir die Praxis
allein anwendbare Streuwertverfahren ausreichend genau ist
und Verlustwahrscheinlichkeiten liefert, die etwas zu hoch,
das heisst auf der sicheren Seite liegen.
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II
AUFGABENSTELLUNG

II.1. Struktur eines Uberlaufsystems

In Fernwdhinetzen mit Leitweglenkung, wie zum Beispiel
im Landesfernwahlnetz der BRD, stehen fiir die Herstellung
einer Fernverbindung meist mehrere alternative Wege vom Ab-
gangsort zum Zielort zur Verfiigung. Diejenigen Rufe, welche
auf dem kiirzesten Weg (Querweg) wegen Mangels an freien
Sprechwegen nicht vermittelt werden kdnnen, "laufen dann
iber" auf Leitungsbiindel, welche liber einen oder mehrere
Umwege zum Ziel filhren. Zwischen dem (ersten) Querweg und
dem Letztweg werden in vielen Fdllen noch weitere Leitungs-
blindel (zweiter, dritter Querweg usw.) abgesucht. In Bild 1
ist das Beispiel eines Netzknotenpunkts mit einer Serien-
schaltung von funf ersten Querwegen, zwei zweiten Querwegen
und einem Letztweg dargestellt.

N
erste _KE 5(_@%@%
b

Querwege
l ldv lv

S~

Zweite t{F} qu}
Querwege

i l v
Letztweg {H}-

N’

Bild 1: Beispiel fiir das Uberlaufsystem einer Fernvermitt-
lungsstelle mit dreistufiger Serienschaltung von
Bilindeln
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Die Bindel (B) , , © , @® , B stellen direkte

Querwege zu den Zielorten A...E dar. Die Bilindel () , C)
stellen direkte Querwege nach Zielort F bzw. G dar un 4
gleichzeitig "zweite Querwege" iliber F nach A oder B bzw.
iUber G nach C oder D oder E. Ist zum Beispiel im Querweg
C) ebenfalls momentan keine freie Leitung erreichbar, so
konnen Anrufe nach A oder B oder F iiberlaufen auf den
"letzten Weg" (:) und werden in dem Fernwahlknotenpunkt H
des Netzes lber einen oder mehrere Abschnitte nach A bzw.
B bzw. F weitergeleitet. Anrufe nach dem Zielort H haben
in diesem Beispiel keine Alternative.

Im folgenden werden der Ubersichtlichkeit halber nur
Systeme mit zweistufiger Serienschaltung behandelt. Syste-
me mit drei- und mehrstufiger Serienschaltung kdénnen prin-
zipiell stets nach denselben Verfahren exakt oder ndherungs-
weise berechnet werden.

Ein Ausschnitt aus einem zweistufigen Uberlaufsystem
ist in Bild 2 skizziert.

C) Ludwigsburg

Stuttgart

Kirchheim/Teck

Bild 2: Ausschnitt aus einem zweistufigen Uberlaufsystem
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‘Fliir Rufe von Ulm nach Ludwigsburg (bzw. von Ulm nach Kirch-

heim/Teck) stehen jeweils eigene Querwege (direkte Leitungs-
bindel) zur Verfiigung. Wenn eine Verbindung iber die Quer-
wege nicht moglich ist, kdnnen die ERufe auf dem Letztweg
Uber Stuttgart durchgeschaltet werden. Die zu diesem Uber-
laufsystem gehdrende Gruppierung ist in Bild 3 dargestellt.

Uitm
A

.

direkt nach

direkt nach
Ludwigsburg

Kirchheim/Teck

nach Stuttgart

(und Gber Stuttgart
nach Ludwigsburg
und Kirchheim/Teck)

Bild 3: Gruppierung zu dem in Bild 2 dargestellten Uberlauf-
system

Filr grundsétzliche Untersuchungen ist es gunstig, zu-
nichst einfache Anordnungen mit nur e i n e m Primirbin-
del zu betrachten (s. Bild 4).

A

!

Primarbilndel

17

Sekundiarbindet

I

Bild 4: Einfache Zweistufen-Gruppierung
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Hierbei sind mehrere Fdlle zu unterscheiden. Jedes Biindel
kann vollkommen oder unvollkommen erreichbar sein. Bei den
Bindeln mit unvollkommener Erreichbarkeit ist ausserdem
zwischen ideal gemischten und nicht ideal gemischten Biin-
deln zu unterscheiden.

Flir einige Fdlle dieser einfachen Zweistufengruppie-
rungen sind schon exakte Ldsungen bekamnnt, fiir andere noch
nicht. Bild 5 zeigt dies in einer Ubersicht.

Primar- unvollkommen funvolikommen
Bindel volikommen |erreichbar, erreichbar,
Sekun- erreichbar Mischung Mischung
darbindel nicht - ideat ideal

vollkommen
erreichbar

/////////%
% I 7

VAN

V.2

unvollkommen
erreichbar,
Mischung
nicht -~ ideal

Y4

unvolikommen
erreichbar
Mischung
ideal

V4

Y2
7

/1Y

schraffiert:

nicht schraffiert:

Losung bekamnt

neue Losung

Ziffern = Abschnitt der Arbeit, in dem
das betreffende System behan-
delt wird

Bild 5: Einteilung der Zweistufengruppierungen

Die schon bekannten exakten LOsungen werden kurz erliutert.
Flir die anderen Anordnungen werden exakte Losungen herge-
leitet.

- 20 -

Bei Systemen mit mehreren Prim&rblindeln gibt es eine
Vielzahl verschiedener Kombinationen aus vollkommen bzw.
unvollkommen erreichbaren Prim&r- oder Sekundirbiindeln.
Sie werden nicht alle einzeln behandelt, konnen jedoch
prinzipiell stets mit den hier angegebenen Verfahren be-
rechnet werden, wenn die Speicherkapazitdt und Stellen-
zahl des verfligbaren Rechners ausreicht.

Die numerischen Ergebnisse nach exakten Methoden wer-
den verglichen mit jenen Werten, die man nach bereits be-
kannten N&herungsverfahren erhdlt.
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II.2. Anrufprozess und Verkehrsablauf in einem Biindel

Als mathematisches Modell wird Zufallsverkehr erster
Art vorausgesetzt:

Die Wahrscheinlichkeitsdichten fir den Einfall eines
Rufes bzw. fir das Enden einer Belegung sind konstant, das
heisst Einfalls- und Endeprozess sind unabhingig von der
Vorgeschichte. Die Einfallsabsténde wie auch die Belegungs-
dauern sind deshalb negativ exponentiell verteilt. Angebo-
tener Zufallsverkehr erster Art wird auch als "reiner Zu-
fallsverkehr" oder als "Poisson-Angebot" bezeichnet.

Dieses Modell stellt, wie aus vielen Messungen im In-
und Ausland bekamnt ist, eine sehr wirklichkeitstreue Nihe-
rung dar flir alle Fernsprechwdhlvermittlungsstellen der
offentlichen Netze. Da hier die Anzahl q der potentiellen
Verkehrsteilnehmer (Verkehrsquellen) viel grdsser ist als
die Leitungszahl n aller betrachteten Abnehmerbiindel (g>n),
hat der Belegungszustand der einzelnen "Quelle" praktisch
keinen Einfluss auf die Anrufintensitdt A.

Es ist im folgenden zweckméssig, die Zeit auf die mitt-
A.tm
ist dann betragsgleich mit der mittleren Anrufdichte Cp -
Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Enden eines Ru-
fes ist 1
5 —_— —
tm
Durch die Normierung der Zeit auf die mittlere Belegungs-

dauer tm wird also die Wahrscheinlichkeitsdichte fir das
Enden einer Belegung

lere Belegungsdauer tm zu normieren, Das Angebot A = ¢

E =1

Denkt man sich das betrachtete Leitungsbiindel zur Zeit
t = 0 vollig frei und "schaltet" zu diesem Zeitpunkt den
Verkehr ein, so ergibt sich zunZchst ein Einschwingvorgang,
der durch ein System von Differentialgleichungen beschrie-
ben werden kamnn, welche unter Beriicksichtigung der Anruf-
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dichte Cp und der Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Endigen
bestehender Belegungen aufgestellt werden kdnnen. In /32/
wurde gezeigt, dass das System nach der Zeit von drei bis
vier mittleren Belegungsdauern praktisch in den stationdren
Zustand, der durch zeitinvariante Wahrscheinlichkeiten ge-
kemmzeichnet ist, Ubergeht ("statistisches Gleichgewicht").
In diesem Zustand kann jede Anordnung durch ein System von
Differenzengleichungen beschrieben werden. Die Intensitét
des Verkehrs in einem Blindel wird zwar im Laufe eines Tages
schwanken, ist jedoch wdhrend der Hauptverkehrszeit prak-
tisch konstant, das heisst, der Verkehr ist wihrend dieser
Zelt weitgehend stationdr. Fiir diese Hauptverkehrszeit je-
des Tages milssen auch Koppelanordnungen und Leitungsbiindel
dimensioniert werden.

Im folgenden werden deshalb alle Anordnungen fir den
Fall des stationéren Verkehrs untersucht. Das "statistische
Gleichgewicht" ist eine von A. K. Erlang eingefiihrte Kurz-
bezeichnung fir den mathematischen Ansatz, welcher den Ge-
burts- und Sterbeprozess bei stationdrem Verkehr beschreibt.




- 23 -

I11
VOLLKOMMEN ERREICHBARE BUNDEL IN UBERLAUFSYSTEMEN

IIT.1. Uberlaufsysteme mit zwei vollkommen erreichbaren
Bilindeln

Eine Gruppierung, die aus zwei vollkommen erreichbaren
Blindeln besteht, ist in Bild 6 dargestellt.

ny Primarbindel

Il

n, Sekundarbindel

- -
R R

Bild 6: Gruppierung mit zwei vollkommen
erreichbaren Biindeln

An ein Primérbilindel von ny Leitungen wird der Zufalls-
verkehr A angeboten. Der Verkehrsrest Rl, der von diesem
Biindel nicht aufgenommen werden kann, lauft iiber auf ein
Sekundarbiindel mit n, Leitungen. Der Verkehrsanteil, der
auch im Sekund&rbiindel nicht durchgeschaltet werden kann,
wird als Verkehrsrest R2 bezeichnet.

Unter der Verlustwahrscheinlichkeit (kurz "Verlust") B
eines Bindels (bzw. einer Koppelanordnung) versteht man den
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auf den angebotenen Verkehr bezogenen Verkenhrsrest des Biin-
dels. Der Verlust B, im Primdrbiindel ist also

1
_ R (1)
By = A
fiir den Verlust im Sekunddrbindel gilt
R,
B, = =% (2)
2 R,
und der Gesamtverlust Bges der Gruppierung ist
RE '
Bges = 'A_‘ (3)

ITTI.1.1. Verlustwahrscheinlichkeit und Gleichzeitigkeitsver-
teilung im Primdrbindel

Der Verkehr (und damit auch die Verlustwahrscheinlich-
keit) im Primdrbiindel ist wegen des Poisson-Anrufprozesses
(Poisson-Angebots) unabhingig von der Struktur und Verkehrs-
belastung der sekunddren Koppelanordnungen und Biindel. Die
Verlustwahrscheinlichkeit eines Prim&rbiindels kann deshalb
stets ohne Berlicksichtigung des Sekundidrbiindels berechnet

werden.

Flir ein vollkommen erreichbares Primdrbilindel mit ny
Leitungen und dem angebotenen Verkehr A erhdlt man fiir sta-
tiondren Verkehr die Verlustwahrscheinlichkeit B1 nach der
Erlang'schen Verlustformel /6, 29/. Zum besseren Verstidndnis
der folgenden Kapitel wird die Herleitung von A. K. Erlang
kurz wiederholt:

Die Wahrscheinlichkeit, dass in einem vollkommen er-
reichbaren Primirbiindel mit n, Leitungen gerade Xy Leitungen
belegt sind, sei mit p(xl) bezeichnet (Oéxfénl). Diese Wahr-
scheinlichkeiten p(x,) sind wegen des Poisson-Angebots zeit-
invariant. Betrachtet man ein Zeitintervall 4t 0, so wird
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nach dem Prinzip von der Erhaltung des statistischen Gleich-
gewichts /6/ die Wahrscheinlichkeit, dass ein Zustand {xl}
(d.h. "x1 Leitungen belegt") in einem Zeitintervall At ent-
steht, gleich gross wie jene Wahrscheinlichkeit, dass dieser
Zustand im Zeitintervall At verschwindet. Oder anders ausge-
drickt: Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Zustand {xl} im Zeit-
element At in den Zustand {x1+1} Ubergeht, ist gleich der
Wahrscheinlichkeit, dass im Zeitintervall At der Zustand
{x1+1} in den Zustand {xl} Ubergeht. Die Wahrscheinlichkei-
ten flr mehr als ein Ereignis im Zeitelement At sind klein
von hoherer Ordnung in At und verschwinden deshalb fiir At-=> 0,

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Zustand {xl} im Zeit-
element At durch einen neuen Buf in den Zustand {x1+1}uber—
geht, ist (bis auf Glieder hdherer Ordnung in At):

P(x): ca At

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Zustand {x1+1} im Zeitinter-
vall At durch das Enden einer der (xq+ 1) Belegungen in den
Zustand {xl} Ubergeht, ist

P(X;+1)(x,+1)-& At
Man erhalt deshalb nach dem Prinzip des statistischen Gleich-

gewichts (siehe oben) das folgende System von Differenzen-

gleichungen flr die Wahrscheinlichkeiten p(xl):

p(X1)'CA'At . p(X1+1)‘(X1+1)‘6‘At

) (4a)
Xp = 0,1, ..., n-1
Mit & = —%— ergibt sich hieraus
m
P(x) e = Py +1)0a+1) L
Xxp= 0,1, ...,
und mit Cptty = A
Ap(xi) = (4+1)plxq+1) (o)

)(1 = 011; "';n"—7
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(Wenn man die Zeit auf die mittlere Belegungsdauer normiert
(CA*A,E';l), so ergibt sich die Gleichung (4a) direkt in der
Gestalt von Gleichung (4b).:) Aus Gleichung (Lb) erhilt man

p(x+1) = d “P(x)

X941

(4e)
X1= 0,7),,_}”1

Diese Beziehung stellt eine Rekursionsformel fiir die Zustands-
wahrscheinlichkeiten p(xl) dar. Ausserdem gilt die zusdtzliche
Bedingung, dass die Summe aller Wahrscheinlichkeiten p(x

)
1
gleich eins ist:

Ny
Zp(x1) = 1 (4d)
X =0

Die AuflSsung des Gleichungssystems (ke,d) ergibt

p(x) = = 0 = Ot (s

g§=0

Die Verlustwahrscheinlichkeit B1 ist bei Zufallsverkehr gleich
der Blockierungswahrscheinlichkeit der erreichbaren Abnehmer-
leitungen, also hier gleich der Wahrscheinlichkeit P (nl),
dass alle ny Leitungen belegt sind:

Nyl
B7 = n71 = En1(A) (6)

Diese Beziehung (6) wird als Erlang'sche Verlustformel bezeich-
net und mit En (A) abgekiirzt.
1
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Der Verkehrsrest Bl ist

R1 = A37 = AEn4(A) (7)

ITI.1.2. Verlustwahrscheinlichkeit und Gleichzeitigkeitsver-
teilung im Sekundérbiindel

Bei der Berechnung des Verlusts B, im Sekundarbilindel
kann man davon ausgehen, dass das Primérbindel und das Se-
kunddrbiindel zusammen wieder ein vollkommen erreichbares
Bindel darstellen. Man wird also den Gesamtverlust Bge
ebenfalls nach der Erlang'schen Formel (6) berechnen:

S

FCALL)
_ _ (ng +ng)!
Bges = E(n1+n2)(A) B nytny A (8)

X—;.l
X9=0

Damit ergibt sich der Verkehrsrest H2 zu

R, = A Bges (9)
und der Verlust B2 im Sekundérbiindel
2 R, A- B, B,
oder
5 = Emmeny(4) (10)
: En, (A)
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Die Bestimmung der Gleichzeitigkeitsverteilung p(xz)
im Sekundédrbiindel ist schwieriger, weil diese von der Ver-
teilung p(xl) im Prim&rbindel abhéngig ist. Wenn im Sekun-
dérbilindel X, Leitungen belegt sind, kdnnen gleichzeitig im
Primdrbiindel 0, 1, 2, -eeny Leitungen belegt sein. Demnach
ist

]
P(x2) = Epm&), Xg = 0,1, ..., M (11)

=0

Dabei ist p(xl,xz) die Wahrscheinlichkeit, dass im Primdr-
blindel gerade Xy Leitungen und im Sekundarbilindel Xy Leitun-
gen belegt sind.

Nach dem Prinzip des statistischen Gleichgewichts er-
hdlt man flr diese Zustdnde p(xl,xz) ein System von
(n1+1)'(n2+1) linearen Gleichungen folgender Form:

P(x,%) (& A+xi+x,) = P{x~=1,%) 8-A
+ P(X,%-1) A
+ p(x1+1txz)'(x1+7)’5 (12a)

+ p(x,0+1) - (%+1)C

X1 = 0,7) ey h.,
XZ = 0,7, vy '72
Dabei ist

X =1, wenn x1+x2<r11+m2 , sonst ® = O
B =1, wemn X, #0, sonst B =0
=1, wenn Xy =14 und xz#o,sonst =20
8 =1, wenn x<ny sonst &= 0
£ =1, wenn x40, sonst § =0
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Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten p(x,,x,) ist gleich II1.2.1. Exakte Berechnung
eins:
n n Zu jedem der (n2+1) im Sekundirbilindel méglichen Bele-
1 2 gungszusténde gibt es im Primérbindel I jeweils (n11+1) )
§ § P(X,%) = 1 (12b)

mégliche Belegungszustidnde und dazu im Prim#rbiindel II je-
weils (n12+1) mogliche Zusténde. Dieses Problem fiihrt also
auf ein lineares Gleichungssystem vom Rang Rg = (n11+1)
Von Brockmeyer wurde eine geschlossene LSsung des Glei- "(ny5+1) -(ny+1) der folgenden Form:
chungssystems (12a,b) angegeben /7/. Damit ist auch die
Gleichzeitigkeitsverteilung p(xz) im Sekundirbiindel bekannt.
Ein anderer LOsungsweg wurde von Chastang eingeschla-
gen /9/. Chastang 18st dieses Gleichungssystem mit Hilfe von = Tohy P (Xp-l% X )
erzeugenden Funktionen.

Xy=0 X=0

(a-Ay+ BAgy + Xgg+Xg+x3 ) = P ( Xy Xp9,%2 )

+ 6,'A12’ P Xy ,Xp=1,% )

+ (GAy+nhy)-plxy X ,%-1)
: . + B xq+1) P | X
III.2. Uberlaufsysteme mit mehreren Primérbiindeln vollkom- ( xn ) P (x ¥ %

(13a)

mener Erreichbarkeit + R Xp+1)- D%y , X+l % )

. . X+
Wie schon erwdhnt, haben in der Praxis oft mehrere Pri- + A ( Xy + 1 ) P (Xﬂ » X2, % 1 ))
mérbiindel ein gemeinsames Sekunddrbiindel (s. Bild 7).
Xy = 0,7,... y Ny
Aqy A
l l Xig = 0,71,..., N
X2 = 0, 1 ) van n2
Primar- n n Primar-
biindel I n 12 bindel I
lR lR Dabei ist p(xyq,X;,,%,) die Wahrscheinlichkeit, dass im
1 2 s : . o
! ! Primérblindel I gerade x Leiltungen, im Primé&rbindel II
. 11
n Sekundar- gerade x,, Leitungen und im Sekunddrbiindel X, Leitungen
2 bindel!

belegt sind. Fiir die Grossen &, 3 ,.... A gilt

o
l Rat l Raz

[}
-

wenn xll+x2< n11+n2 s anderfalls ®& = 0
B =1, wenn Xyp*X,< ny,4n,, enderfalls B =0
Bild 7: Uberlaufsystem mit zwei Primirbiindeln ¢ =1, wenn X112 0, anderfalls p = 0
d =1, wenn X;,>0 , anderfalls ¢ = 0
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€ =1, wemn xy4=n,,; und X,>0 , anderfalls & = 0
n =1, wenn Xx,,=n,, und X, >0 , anderfalls n =0
Y =1, wenn X11%0yq anderfalls % = 0
X =1, wenn X o<, anderfalls X = 0
A =1, wemn X, <n, anderfalls N = 0

Flir die Summe aller Zustandswahrscheinlichkeiten p(xll,xlz,xz)
gilt ausserdem

Ny Nyy n

Z Z Z P( X, %2,%) = 1 (13b)

Xﬂ=0' xnaa X2=O

Eine geschlossene LOsung ist hierfir noch nicht bekannt; je-
doch konnen derartige Systeme auf elektronischen Digitalrech-
nern numerisch geldst werden.

Allerdings wurde dieses Verfahren bisher noch nicht zur
Berechnung von Gruppierungen nach Art von Bild 7 beniitzt,
sondern nur zur nidherungsweisen Berechnung des Verlusts von
nicht verschrédnkten Mischungen /2/. Deshalb werden hier ei-
nige Gruppierungen nach Bild 7 untersucht.

Zur numerischen Berechnung derartiger Gleichungssysteme
mit hohem Rang verwendet man zweckmissig iterative Methoden.
Besonders geeignet ist das sogenannte Uberrelaxationsverfah-
ren /8, 18, 36/. Bei diesem Verfahren braucht man nicht die
ganze Matrix des Gleichungssystems zu speichern (Rg2 + Rg
Speicherplédtze ! ), sondern nur die Ndherungswerte fiir die
Unbekannten (Rg Speicherplédtze). Allerdings miissen damm die
einzelnen Elemente der Matrix jedesmal neu berechnet werden,
wenn sie im Lauf der Rechnung bendtigt werden. Da die Zahl
der Speicherplédtze eines Digitalrechners begrenzt ist, kann
man mit dem Uberrelaxationsverfahren wesentlich unfangrei -
chere Systeme 10sen als mit Eliminationsverfahren.

Fir die in Bild 7 gezeigte Gruppierung erhdlt man mit
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"~ den Angeboten

Ay o= .8 Erl., A, = 6 Erl.,
und den Leitungszahlen
Py = 7, myp = b, omp =5

die Werte

9 2,465 Erlang, Ry, = 1,364 Erlang
By = 0,9566 Erlang, Ry, = 0,9711 Erlang
R R .
21 22 7
B = === = 138,80%, B = === = 34 47F
21 Rll 22 R21
R + R
B, = 3_21—;-3’22 = 36,49%
11 12

Diese Werte werden in Abschnitt III.2.2. mit jenen aus Ndhe-
rungsverfahren verglichen.

II1.2.2. Das Streuwertverfahren filir Blindel vollkommener Er-
reichbarkeit

Da unvollstédndige Serienschaltungen vollkommen erreich-
barer Blindel in der Praxis h&dufig vorkommen, wurden geeignete
Nédherungsverfahren dafiir entwickelt. Am genauesten ist das
sogenannte Streuwertverfahren /1, 35/. Dieses geht davon aus,
dass der auf das Sekundirbiindel iiberlaufende Summenverkehr B
in seinen statistischen Eigenschaften erheblich abweicht von
einem Zufallsverkehr gleichen Mittelwerts, dass er aber ande-
rerseits in guter N&Zherung durch einen anderen Uberlaufverkehr
mit gleichem Mittelwert ﬁ (erstes Moment) und gleicher Varianz V
(zweites Moment) ersetzt werden kann. Anstelle der Varianz V
verwendet man in der Praxis zweckm@ssig den sogenannten Streu-
wert D =V - R (s. Bild 8). Wegen A = V fiir Poissonprozesse
ist bei Zufallsverkehr der Streuwert D = O.
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>
>
>

e
O
ps)]
(w)]

~

n, _ M

! !

R2 R2

Bild 8: Prinzip des Streuwertverfahrens: die verschiedenen
' Primérbiindel werden ersetzt durch ein (fiktives)
Ersatz-Primirbiindel mit dem gleichen Uberlaufver-
kehr (R, D)

Beim Streuwertverfahren berechnet man nun zundchst die
auf das Sekunddrblindel iiberlaufenden Verkehrsreste Rll und

B12 und die zugehdrigen Streuwerte D und D12’ Diese er-

11
h&dlt man nach der Formel

A
= _ - R (1%)
D [n+1+A~R ]

Diese Beziehung wurde von Wilkinson und Riordan /35/ und
von Bretschneider /1/ hergeleitet; ein neuer, vereinfachter
Beweis wurde von Herzog erbracht /13, 16/.

Da Mittelwert und Varianz von statistisch unabhdngigen
Zufallsvariablen je additiv sind /11/, erhdlt man den

T

gesamten an das Sekundirbiindel angebotenen Verkehr (R, D)
aus

D

Dy + Dy (15)
Ry + Rz (16)

=
i

(und entsprechend bei mehreren Primsrbiindeln).

Nun ersetzt man die verschiedenen, in Wirklichkeit vor-
handenen Primérbilindel durch e i n (fiktives) Ersatz-Primér-
blindel mit n* Leitungen und einem Angebot A*, das denselben
Summen-Uberlaufverkehr (ﬁ, D) liefert (s. Bild 8). Der Ver-
lust im Sekunddrbiindel kann damit sehr einfach bestimmt wer-
den nach der in Abschnitt III.1. beschriebenen Methode fir
Uberlaufsysteme mit nur e i n e m Primdrbindel.

Bei dem in Abschnitt III.2.1 berechneten Beispiel der
in Bild 7 gezeigten Gruppierung erhilt man mit dem Streuwert-
verfahren filir den Verlust im Sekund&rbiindel

Bastr = 37,173

Der exakte Wert fiir den Verlust im Sekunddrbiindel ist (s.Ab-
schnitt I1I1.2.1)

B = 36,49%.

IIT.2.3. Vergleich der exakten Werte mit Ergebnissen nach
dem Streuwertverfahren

Durch zahlreiche Verkehrstests (Simulation von Anruf-
prozess und Biindeln auf Digitalrechnern /28/ ) wurde ge-
zeigt, dass man mit dem Streuwertverfahren gute Ndherungs-
werte erh@lt. Es liefert jedoch nur einen Wert fiir den pau-
schalen Verlust des gesamten Uberlaufverkehrs im Sekundir-

bindel B, = 21+ 22 ynd macht keine Aussage iber die Ver—
Ryp+Byp

luste B21 = RZl/Bll bzw. B22 = B22/R12 der einzelnen Uber-

laufreste Ry, bzw. Ry5. Der nach dem Streuwertverfahren be-
rechnete Wert sttr wird jedoch oft auch als Naherung fiir
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die Werte 821 und 322 beniitzt.

Im folgenden werden exakte Werte filir den pauschalen
Verlust 82 und flir die Einzelverluste le bzw. B22 mit dem
Naherungswert BZStr nach dem Streuwertverfahren verglichen.

Die Abweichung der Einzelverluste von dem pauschalen
Verlust wird um so sté@rker sein, je mehr sich die iliberlau-
fenden Verkehrsreste beziiglich ihrer hdheren Momente unter-
scheiden. Deshalb soll zundchst der in dieser Hinsicht ex-
treme Sonderfall untersucht werden, dass ein Uberlaufverkehr
und ein Zufallsverkehr einem gemeinsamen Biindel angeboten
werden (s. Bild 9).

Ay Aq2
nﬁ —— (n12-'-' O)
&wm¢ !

R21 R 22

Bild 9: Sekunddrbiindel, dem ein Uberlauf-
verkehr (Rll'Dll) und ein Zufalls-
verkehr (AIZ) angeboten wird

In den Diagrammen in Bild 10 sind fiir eine solche Grup-

pierung die Einzelverluste B, = RZl/Rll und B,, = RZZ/Alz ,
B21"%20 -

der pauschale Verlust B2 = ﬁII:KIE und die N&herung BZStr

nach dem Streuwertverfahren in Abhdngigkeit von dem relativen
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e
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7
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5 ¥ Bos
/ 747///
_ .
7 = B,
015 Pig 7
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e
Z B,
oloUMe==—" " | T e
0 05 10 Dy 5 20
1
Bild 10: Einzelverluste B21 bzw. B22, Pauschalverlust

82 und N&herungswert BZStr nach dem Streuwert-
verfahren flir ein Uberlaufsystem nach Bild 9
mit R11=A12= 2,23 Erlang (oberes Diagramm) bzw.
Biy=As, = 3,76 Erlang (unteres Diagramm) und

mit n, = 10 Leitungen
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Streuwert Dll/Rll dargestellt. Hierbei wurde eine Leitungs-
zahl n, = 10 im Sekundirbiindel zugrunde gelegt. Ausgehend
von einem Verlust von B2 = 1% (oberes Diagramm) bzw. B2 =

11 = B2 =
11 = 0) sind je-

=A
11
konstant gehalten wird, der. Streuwert D11 aber durch Ver-

104 (unteres Diagramm) fiir Zufallsverkehr (mit R
2,23 Erl. bzw. Ryq = Agp = 3,76 Erl. und D
weils 'die Verluste aufgetragen, die entstehen, wenn R 12

grossern der Leitungszahl ny erhcht wird.

Aus diesen Diagrammen (Bild 10) ist ersichtlich, dass
das Streuwertverfahren einen guten Ndherungswert fiir den
pauschalen Verlust B2 im Sekundérbiindel liefert. Dagegen

kOnmnen die Einzelverluste B bzw. B unter Umstédnden stér-

21 22
ker von diesem Wert abweichen, wobei der Verlust des Zufalls-
verkehrs kleiner ist als der pauschale Verlust, der Verlust

des Uberlaufverkenrs dagegen grosser:

By = By = Bysir

B22

IN

B, =~ DBsy

Bei der Dimensionierung von Leitungsblindeln besteht oft
die Vorschrift, dass der Verlust, den ein Zufallsverkehr ins-
gesamt erféhrt, einen bestimmten Wert nicht iberschreitet,
z.B. B= 1%. Bei Gruppierungen nach Art von Bild ¢ muss dann

insbesondere der Verlust B des Zufallsverkehrs A12 diese

22
Bedingung erfiillen.

Dimensioniert man also n, mit Hilfe des Streuwertverfah-

2

rens so, dass B so ist der Verlust B22 des Zu-

2str = Baso11’
fallsverkehrs A12 kleiner als der vorgeschriebene Wert B

(siehe Bild 10). Dies gilt nicht nur fir den betrachtete5501l
Fall, sondern allgemein, und zwar aus folgendem Grund:

Das Streuwertverfahren beriicksichtigt in jedem Fall die
Tatsache, dass die Verlustrufe des streuwertbehafteten Ver-
kehrsanteils grosser sind als Blockierungszeit-proportional.
Die Vernachlédssigung der Momente dritter und hoherer Ordnung
bewirkt lediglich, dass diese Verlusterhohung nicht streng
exakt beriicksichtigt wird. Da die Verlustrufe des anteiligen

Zufallsangebots stets zeitproportional, das heisst

- 38 -

CVVAZ‘p(nZ) sind, ist der Verlust des Zufallsverkehrs in
jedem Falle kleiner als der nach dem Streuwertverfahren

berechnete wWert BZStr‘

Umgekehrt wird der Verlust’le des Uberlaufverkehrs
(D=0) stets grdsser sein als der Pauschalverlustwert 52
und als sttr' Diese Ungenauigkeit des Streuwertverfahrens
kann in Kauf genommen werden: Der Gesamtverlust Blges =
Bll-B12 des Verkehrs A11 ist in allen Fdllen kleiner als
der zuldssige Wert 825011 (Bll = Hll/All ist der "Verlust"
des Verkehrs A11 im Prim&rbiindel) .

Die Anwendung des Streuwertverfahrens liefert also be-
zliglich Blges wie auch bezliglich B22 Verlustwerte <B
heisst auf der sicheren Seite.

2 das

Bei Gruppierungen mit zwei Primérbiindeln (s. Bild 7)
liegen die Verhdltnisse dhnlich. Damit man hier die Verlust-
werte bei verschiedenen wWerten Dll/Rll bzw. DlZ/HIZ besser
miteinander vergleichen kann, ist es fir die Rechnung niitz-
lich, die Gruppierung nach Bild 7 etwas abzuwandeln, so
dass es moglich ist, ausser den iiberlaufenden Verkehrs-
resten Rll bzw. 812 auch e xa k t e Werte fur die zuge-
horigen Streuwerte Dll bzw. D12 vorzugeben. (Bei den Grup-
pierungen nach Bild 7 bzw. Bild @ miisste hierzu jeweils zwi-
schen zwel Werten D bei verschiedenen Leitungszahlen des be-
treffenden Primdrbiindels interpoliert werden).

Nach einem Vorschlag von Bretschneider /2/ kamm man
dies mit einem zus&tzlichen Angebot Ail bzw. AiZ erreichen
(s. Bild 11), das zwar dem betreffenden Primirbindel ange-
boten wird, dessen Verkehrsreste Ril bzw. Hiz jedoch nicht
auf das Sekundidrbiindel iiberlaufen.

Im folgenden wird eine andere Ldsung angegeben, welche
es ebenfalls erlaubt, exakte Wertepaare Rll’Dll bzw. HlZ'DIZ
vorzuschreiben: Ausser den Verkehrsresten Rll bzw. le wer-
den dem Sekunddrbiindel zusidtzliche Zufallsverkehre A
A,, angeboten (s. Bila 12).

71 bzw.




R117 D‘I1 R12/D‘l2 !

[ i
1 ,D11 R12 ,D12

na

Voo

R21 R22

Bild 11: Uberlaufsystem mit zusitzlichen Angeboten

Ail bzw. Aiz an die Primirbiindel
A11 AZ1 AZZ A12
My, P
l v v l
R\H,Dﬂ Riz Drz
2\ V
RH/Dﬁ R12 ,D12
n2

! !

R21 R22

Bild 12: Uberlaufsystem mit zusdtzlichen Zufallsange-

boten A bzw. A an das Sekunddrbilindel

Z1 Z2
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Man bestimmt dann die Paare (All’nll) und (A12’n12)
so, dass der Streuwert des Uberlaufverkehrs den vorge-
gebenen Wert Dll bzw. D12 hat und der Verkehrsrest Bil
bzw. Riz selbst etwas kleiner als der Sollwert sind
(a u f gerundete Werte nl,nz). Den fehlenden Betrag
addiert man als Zufallsverkehr AZl bzw. AZZ'

Die Unterschiede der Ergebnisse nach diesen Methoden
gem&ss Bild 11 und 12 sind sehr klein. Sie haben ihre Ur-
sache in den Momenten hdherer Ordnung der Verkehrsreste
Rll bzw. BIZ’ die sich hier geringfiigig voneinander un-
terscheiden. (Die Werte in den Diagrammen in Bild 13 wur-
den nach dem in Bild 11 dargestellten Verfahren berechnet).

In den Diagrammen in Bild 13 sind die Einzelverluste
B,, bzw. B,y (oberes Diagramm) sowie der pauschale Ver-
lust B2 und der N&herungswert BZStr nach dem Streuwertver-
fahren aufgetragen (unteres Diagramm) fiir eine Gruppie-
rung nach Bild 7 bzw. Bild 11 (mit n, = 5 Leitungen). Die
Verluste sind hier,&dhnlich wie bei dem Diagramm in Bild 10,
in Abhdngigkeit vom r e l a t i v en Streuwert Dll/Bll
dargestellt, jedoch mit dem relativen Streuwert DlZ/Blz
als Parameter. (Das Diagramm in Bild 10 stellt einen Sonder-
fall der Diagramme in Bild 13 dar fiir D12/R12 = 0). Die
uberlaufenden Verkehrsreste Rll und R12 wurden (wie in
Bild 10) gleich gross gewdhlt und konstant. gehalten

(R = 2 Erlang).

117812

Aus Bild 13 ist zun&chst wieder ersichtlich, dass das
Streuwertverfahren einen guten Ndherungswert filir den pau-
schalen Verlust im Sekund&rbiindel liefert. Ausserdem sieht
man, dass die Verluste der einzelnen Uberlaufreste im all-
gemeinen hiervon abweichen. Dabei erfinhrt der Uberlaufrest
mit dem grosseren relativen Streuwert D/R den hdheren Ver-
lust.

Wenn die Verkehrsreste Rll und R12 nicht gleich sind,
liegen die Verhdltnisse &hnlich. Die exakte Rechnung zeigt,
dass in den meisten Fdllen auch bei ungleichen Verkehrs-
resten (R11 * BlZ) derjenige Verkehrsrest das Sekundarbiindel
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Einzelverluste 521, 822

0,4

W" /
03 —* =05~

B,,Bast .-—""’—',_——w-"”"——d

0,2
— B
- —'stv
01
o} 05 Dy 10 15
Ri

Pauschalverlust B, und N&herungswert B
nach dem Streuwertverfahren

2Str

Bild 13: Verlustwahrscheinlichkeiten B21, Boos B2 und
BZStr in Abhdngigkeit des relativen Streuwerts
DM/B11 mit DlZ/Rlz als Parameter filir ein Uber-
laufsystem nach Bild 7 bzw. Bild 11 (mit

R11 = R12 = 2 Erlang und n, = 5 Leitungen)

- b2 -

mit der grosseren Verlustwahrscheinlichkeit absucht, wel-
cher den grdsseren relativen Streuwert besitzt. Dies wird
nun an zwel Beispielen gezeigt:

a) Einem Sekunddrbiindel mit 12 Leitungen werden zwei Ver-
kehrsreste

- K,y = 3 Erlang, Dy = 2,4
Bi, = 1 Erlang, 12 = 1,6
also insgesamt
Byp * Byp = 4 Erlang, Dy, +D;, =4

angeboten. Die relativen Streuwerte dieser Verkehrsreste
sind

=)
=)

1
1

l
&

= 1,6

-

-
jee)

N

Der Verkehrsrest 311 mit dem grosseren Mittelwert hat also
in diesem Fall den kleineren relativen Streuwert:

[}
i
.
[N

)
Bip

=]
I
N

11

Flir dieses Beispiel erhdlt man die Verlustwerte

By, = 1,4324 B,, = 3,330%

w
N

1
22

|

= 0,430

w

Der pauschale Verliust 82 im Sekundédrbilindel ist
B2 = 1:907%

Nach dem Streuwertverfahren erhdlt man hierfiir den N&he-
rungswert

Bostr = 1,57%
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b) An ein Sekundirbiindel mit 12 Leitungen werden wieder
(wie in Beispiel a) zwei Verkehrsreste

Ry = 3 Erlang, Ry = 1 Erlang

mit einem Gesamtstreuwert D11+D12 = 4 angeboten, jedoch
mit den Einzelstreuwerten

D 3,4286 und D 0,5714

11 7 12 <

Der Verkehrsrest R11 mit dem grosseren Mittelwert hat al-
so in diesem Beispiel auch den grdsseren relativen Streu-
wert:

. D12

11 Bi2

Man erhdlt dann die Verlustwahrscheinlichkeiten

By, = 1,961% , By, = 1,265%
und damit
B
§§l = 1,551
22

Der pauschale Verlust im Sekunddrbiindel ist

B 1,787%

2 =
Nach dem Streuwertverfahren erhdlt man hierfiir wieder den
Nadherungswert

Bogip 1,57%
Das Verh&dltnis der Verluste B,, und B,, wird also in erster
Linie von den zweiten Momenten D11 und D12 bestimmt. Der
Einfluss hoherer Momente ist nur gering.

Wenn jedoch die relativen Streuwerte Dll/R11 und
DlZ/RIZ nur geringfiligig voneinander abweichen, kamn auch
der Fall eintreten, dass der Einfluss der hOheren Momente
uberwiegt.

Dies wird am Beispiel eines Sekundérbiindels mit 12 Lei-
tungen gezeigt, dem die Verkehrsreste

B,y = 3,5 Erlang, Dy, = 3, 54
Ry, 0,5 Erlang, Dy» 0,46

- Ay

angeboten werden, wobei wieder

B + B = D

12 + D = 4

11 11 12
ist. Die relativen Streuwerte sind

D

]

= =1,011 ua 2 - o,
11 12
also
Dy Do
Fo= Ll og=
11 12

Flir das dritte Moment, die Schiefe S eines Verkehrsrests,
gilt

Fir die Verteilung von Uberlaufverkehr hinter einem voll-
kommen erreichbaren Biindel ist von Bretschneider ein Rechen-
algorithmus angegeben worden, mit dem die Schiefe berechen-
bar ist /5/. Ausserdem hat Bretschneider als weitere Kenn-
grosse noch die Unsymmetrie

T = S-3D-R (170)

definiert /5/. Diese Definition ist zweckméssig, weil sie

analog zu D(V=0)

"

0
auch den Wert

0

T(V=0)

liefert. Ferner zeigt Gleichung (17b), dass bei gegebenen
Parametern R und S die Unsymmetrie T mit wachsender Varianz
V = (R + D) abnimmt.

In dem hier betrachteten Beispiel erhdlt man fir die
Unsymmetrien der Verkehrsreste Rll und 812 die Werte

Ty, = 2,589 , Ty, = 0,632

beziehungsweise fir die relativen Unsymmetrien

T 7
L - 0,740 22 - 1,264
11 12



s

Fiir die Verlustwahrscheinlichkeiten 821 und B22 ergeben
sich die Werte

By, = 1,655%4 und By, = 1,802%

In diesem Beispiel hat also der Verkehrsrest Hll den klei-
neren Verlust, da er zwar einen grosseren relativen Streu-
wert, aber eine kleinere relative Unsymmetrie besitzt.
(Die beiden Verlustwahrscheinlichkeiten unterscheiden sich
in diesem Beispiel allerdings nur geringfligig).

Der Pauschalverlust B2 im Sekundarbilindel ist in diesem
Fall

B2 = 1,673%,

widhrend man mit dem Streuwertverfahren wieder denselben
Naherungswert

Bostr = 1,57%

erhalt.

Die geringe Abhidngigkeit der Verlustwahrscheinlichkeit
vom dritten Moment (beziehungsweise von der Unsymmetrie T)
des angebotenen Uberlaufverkehrs zeigt auch Bild 14.

1,5 1

10

AL TILAA: | S
T12 / R12 l
05
1,0 15 20 25

Bild 14: Der Einfluss der Unsymmetrie T auf
die Verlustwahrscheinlichkeit

_ L6 -

Hier ist die Relation 1321/}322 zweier an das Sekunddrbiindel
angebotenen Restverkehre aufgetragen iber dem Quotienten
der relativen Schiefen (TlZ/Rlz):(Tll/Bll). Beide Ver-
kehrsreste haben hier -stets den gleichen relativen Streu-
wert D/R = 1.

Zusammenfassung: Aufgrund obiger Untersuchungen ist er-
sichtlich, dass die Verlustwahrscheinlichkeiten in einem
Sekundéarbiindel hauptsidchlich von den zweiten Momenten der
angebotenen Verkehrsreste abhingen und nur geringfiigig von
Momenten hdherer Ordnung beeinflusst werden.

Mit dem Streuwertverfahren erhdlt man deshalb stets
einen guten N&herungswert fir den pauschalen Verlust B2
im Sekundédrbiindel.

Die Teilverluste B21 und B22 der einzelnen Verkehrs-
reste weichen im allgemeinen von diesem Wert 82 ab. Dabeil
erfdhrt in den meisten Fdllen jener Verkehrsrest, welcher
den grosseren relativen Streuwert hat, auch den grdsseren
Verlust.

Wenn jedoch die relativen Streuwerte der angebotenen
Verkehrsreste nur wenig voneinander abweichen, kann der
Einfluss der hoheren Momente iliberwiegen, so dass unter
Umsté@nden der Verkehrsrest mit dem grdsseren relativen
Streuwert den kleineren Verlust hat. Allerdings liegen
dann die Werte der Verlustwahrscheinlichkeiten so nahe
beieinander, dass der Unterschied allenfalls von theore-
tischem Interesse sein kann.
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IV

UBERLAUFSYSTEME MIT BUNDELN VOLLKOMMENER UND UNVOLLKOMMENER
ERREICHBARKEIT

IV.1. Unvollkommen erreichbares Primérbiindel mit "realer"
Mischung und vollkommen erreichbarem Sekundidrbiindel

In Bild 15 ist eine Gruppierung dargestellt, die aus
einem unvollkommen erreichbaren Primirbiindel und einem voll-
kommen erreichbaren Sekundirbiindel besteht. Bevor diese

unvollkommen erreichbares
kK <n Primarbindel mit realer
(d.n. nicht -idealer) Mischung

vollkommen erreichbares
}k2=n2 Sekundarbindel

Bild 15: ﬁberlaufsystem mit unvollkommen erreichbarem,
nicht-ideal gemischtem Primdrbiindel und voll-
kommen erreichbarem Sekundarbiindel

Gruppierung ndher untersucht wird, soll im folgenden Ab-
schnitt die Verlustberechnung bei unvollkommen erreichbaren
Biindeln kurz erl8utert werden.
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IV.1.1. Der Verlust im unvollkommen erreichbaren Primir-
blindel

Bei unvollkommen erreichbaren Biindeln ist die Erreich-
barkeit k kleiner als die Leitungszanl n, das heisst von
den n vorhandenen Leitungen werden beim Eintreffen eines
Rufes jeweils nur k abgesucht. Die Zuordnung der n Abneh-
merleitungen zu den jeweils k Suchstellungen der einzelnen
Zubringerteilgruppen bezeichnet man als Mischung. Es gibt
eine Vielzahl verschiedener Prinzipien, nach denen solche
Mischpléne entworfen werden konnen. Eine Ubersicht der
wichtigsten Mischungstypen findet sich in /33/.

Ein Beispiel einer sehr unkomplizierten Mischung mit
n = 10 Leitungen, g = 4 Zubringerteilgruppen und der Er-
reichbarkeit k = 4 ist in Bild 16 dargestellt.

},)

g=4 Zubringer-
teilgruppen

G «Q|»
+— «|>
- a|>
+— a|»

Bild 16: Einfache Mischung mit 10 Leitungen
und der Erreichbarkeit k = 4
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Der Typ einer Mischung wie auch deren Ausfiihrung im Einzel-

fall hat unter Umsténden grossen Einfluss auf den Verlust.

Dies muss bei einer exakten Verlustberechnung beriicksichtigt

werden.

Ob ein Ruf eine freie Leitung erreicht, hédngt im all-
gemeinen nicht nur von der Zahl der belegten Leitungen ab,
sondern auch davon, welches Belegungs-"Muster" gerade im
Mischungsplan besteht. Fur eine exakte Berechnung geniigt es
also im allgemeinen Fall nicht, das System durch die pau-
schalen Zustandswahrscheinlichkeiten p(x) zu beschreiben,
sondern es miissen auch noch die einzelnen Belegungsmuster
unterschieden werden.

Fiir den Zustand "x aus n Leitungen belegt" gibt es (g)
mogliche Belegungsmuster. Insgesamt sind also

S -

Belegungsmuster mdglich. Die streng exakte Berechnung des
Verlusts in einem unvollkommen erreichbaren Biindel mit n
Leitungen fiihrt deshalb auf ein lineares Gleichungssystem
vom Rang 2%, Nur bei speziellen Mischungen l8sst sich die-
ser Rang aufgrund von Symmetrieeigenschaften mehr oder we-
niger reduzieren.

Bei einer exakten Berechnung des Verlusts muss auch
die Absuchdisziplin beriicksichtigt werden. Man unterschei-
det:

- Die je Zubringerteilgruppe erreichten k Leitungen wer-
den geordnet, von einer definierten Nullstellung aus
abgesucht.

- Geordnetes Absuchen von der in einer vorangehenden Be-
legung benutzten Suchstellung aus (undefinierte Null-
stellung) .
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Zuf8llige Absuchfolge aller erreichbaren k Ausginge
(k! verschiedene, zufdllig benutzte, moégliche Absuch-
folgen).

Die Fdlle des geordneten Absuchens ohne definierte
Nullstellung kommen in der Praxis seltener vor. Sie k&n-
nen ausserdem (durch Umzeichnen) in allen sinnvollen Mi-
schungen auf den allgemeineren Fall des geordneten Absu-
chens mit Nullstellung zuriickgefiihrt werden.

Deshalb wird im folgenden immer vorausgesetzt, dass
die Mischungen von einer definierten Nullstellung aus ge-
ordnet abgesucht werden.

Numeriert man die Leitungen einer Mischung in belie-
biger Beihenfolge, so kann man die Mischung als Matrix M
mit dem allgemeinen Glied ms,j beschreiben (s = 1..k,

j = 1..g). Fir das Beispiel der in Bild 16 gezeigten Mi-

schung ist die zugehSrige Matrix in Bild 17 dargestellt.

A
ST e
A A A A
3 § § 3
Lyl e
1 2 3 4
1 2 3 4
5 5 [ S 1
SIS 5 5 6 6
7 8 9 © M =

Bild 17: Darstellung der Mischung als Matrix
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Der Belegungszustand einer Leitung Nr. i werde nun
durch eine Boole'sche Variable zy gekennzeichnet. Dabei
bedeute
0 : Leitung Nr. i ist frei und
1 : Leitung Nr. i ist belegt.

Z.
1

Z.
1

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Leitungen Nr. 1,2,... n
in bestimmten Belegungszustinden 23y Zpy .-+ Z, sind,
sei p(zl, Zoy eee zn).

Nach dem Prinzip von der Erhaltung des statistischen
Gleichgewichts (Stationaritdt des Verkehrs) ist die Wahr-
scheinlichkeitsdichte, dass ein bestimmtes Belegungsmuster
{x}y_, gekennzeichnet durch seine n Variablen Z;, ver-
schwindet (durch Endigen einer Belegung oder durch einen
neuen Ruf) gleich der Wahrscheinlichkeitsdichte, dass die-
ses Muster entsteht. Ein Muster {x}v kann aus Mustern mit
(x +1) belegten Leitungen durch das Ende einer Belegung
entstehen oder aus Mustern mit (x -1) belegten Leitungen
durch einen neuen (erfolgreichen) Ruf.

wenn man berlicksichtigt, dass die Mischung von einer
Nullstellung aus geordnet abgesucht wird (in Bild 16 bzw.
Bild 17 von oben nach unten), so erhdlt man 20 Gleichungen
folgender Form, die jeweils fiir eines der 21 Belegungsmu-
ster deren Wahrscheinlichkeitsdichte flir Verschwinden
(linke Seite) oder Entstehen (rechte Seite) angeben:

[Zzt +—Z(1—Wzms,)]. 0(2). 22, 20)

(=1 =1 S=1
n
= E(7—2[)‘p(21,22)...)2[_1,7)z£+1)"*;zl’))
(=1

g

k
.é_ E p(ZhZz, Zm 0' Zm +1; vor ;Zn) ]TZ
1 S=1
1 8=

Zi= a,1 far (= 1)2,

(18a)
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Das Produkt s = 1... ¢ erstreckt sich jeweils Uber
die ersten @ Suchstellungen einer der g Spalten der Ma-
trix M. Die Summation ¢ = 1...k erfasst alle Belegungs-
muster je Zubringerteilgruppe (Spalten der Matrix M), bei
welchen die ersten € Suchstellungen belegt sind.

Ausserdem gilt die Summenbedingung

(18b)
E E E P(21,Z3,-,2Zn) =1

‘—" 22—0

Zur Loésung derartiger Gleichungssysteme (18a,b) auf
elektronischen Digitalrechnern verwendet man zweckméssig
das Uberrelaxationsverfahren (s. Abschnitt III.2). Aus

den Wahrscheinlichkeiten p(z zn) fir die ver-

z
1) 2’ ey
schiedenen Belegungsmuster erhdlt man den iiberlaufenden
Verkehrsrest R durch Addition all jener Anrufe, die in

ihrer Zubringerteilgruppe keine freie Leitung erreichen:

‘—Z ZZ Z-I-I“ZmSJ P(21,23,...,2n)

=1 Zy= =0 Zy=0¢ Zn=0 s=1 (19)

Der Verlust B1 in diesem Biindel ist

SZ Z Z Z TrzmsJ P(Z1,2;,..,2Zp)

J=1 Z1=0 2Z3=0 2Zp=0 §=1 (20)

Von G. Bretschneider wurden Verluste fiir Bindel mit
bis zu ¢ Leitungen berechnet /3/. Die entsprechenden
Gleichungssysteme haben maximal 29 = 512 Unbekannte. Auf
dem Rechner TR4 der Universitdt Stuttgart kénnen jetzt
Bindel mit bis zu 14 Leitungen berechnet werden. (Die
entsprechenden Gleichungssysteme haben bis zu 21 =
16 384 Unbekannte).

Flr ein unvollkommen erreichbares Biindel mit n = 10
Leitungen und der Erreichbarkeit k = 4 und mit der in
Bild 16 bzw. Bild 17 gezeigten Mischung erhdlt man z.B.
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bei einem Angebot von A = 8 Erlang die Werte den Verlust vdllig analog zu IV.1.1 berechnen, wenn man

B, = 21,0771% beide Biindel (Primdrblindel und Sekund&rbiindel) als e i n e
fir den Verlust und Mischung behandelt. Der Rang des Gleichungssystems ldsst
8, = 1,686167 Erlang sich aber reduzieren, weil im vollkommen erreichbaren Sekun-

flir den iberlaufenden Verkehrsrest. dérbiindel die Unterscheidung der einzelnen Belegungsmurslher

{xz}y irrelevant ist. Es missen dann im Primirbiindel 2
Belegungsmuster und im Sekundirbiindel nur (n2+1) Zustidnde
unterschieden wer*denr.1 Das zu 1l6sende Gleichungssystem hat

. i +
IV.1.2. Der Verlust im Sekundérbiindel dann noch den hang 2 1»(n2+1) (statt 2111 nz) )

Bei Gruppierungen, die aus einem unvollkommen erreich- Die Leitungen des unvollkommen erreichbaren Primir-
baren Primdrbiindel und einem vollkommen erreichbaren Sekun- bindels seien wieder durchnumeriert (wie in Abschnitt
ddrbiindel bestehen (s. Bild 15 bzw. Bild 18), kdnnte man Iv.1.1, s. Bild 17), so dass die Mischung als Matrix Il =
I LI || dargestellt werden kann. Die Wwahrscheinlicnkeit,
A dass die Leitungen Nr. 1,2, ey in den Belegungszustén-
— den z

10 Zor veey an sind, dass ausserdem im Sekundirbiin-

del gerade X5 Leitungen belegt sind, heisse

plz., 25, «v., 2_ ; X,). Dam gilt bei der angenommenen
1 2 ny 2 ”

Stationaritdt des Verkehrs:

+—— >
4— >
4+— Q>
4+— «al|»

e e e i g k
unvolikommen Zi+ %+ (1-00)-A+o A -4 2m. . ) ' 0(21,25,..., 21
L e |2 2o 0T zm, )] oz
K < n, Primarbindel J=1s=
mit realer i
7%4 Mischung = § (7"2(') 'D(Z,, 22)...12[_7)7,Z[+1'...‘Zn1,'X2)
(=1
o+ (1_a).(x +1). ( . (218.)
l l l l 241) P(21, 2,000, 2, 5 Xp* 1)
A g ke
v A .
R *g T[stj p(27)z21"'fzm9'—1:012m +1;---,Zn.,;'x2)
1 < g 2 8)
) j=1 @=1 s=1
g K
A .
vollkommen + B g E -]szs,j "p(ZI)ZZ;'";Zm ) X2_7) )
n, - erreichbares J=1 §=1
Sekundadrbindel
l X2 = 0,1,...,n
Re Zi = 0,1 fur ( = 1,2,...,m

Bild 18: Unvollkommen erreichbares, real gemischtes Primir-
blindel mit vollkommen erreichbarem Sekunddrbiindel
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Dabei ist
o =1 falls X, = 1,, andernfalls A
3 1 falls x, > 0 , andernfalls (3

,
0.

]
]

2

Diese Gleichungen koénnen folgendermassen interpre-
tiert werden:

Die wahrscheinlichkeitsdichte, dass ein Belegungs-
zustand verschwindet (durch Enden einer Belegung oder
durch Entstehen einer neuen Belegung im Primdr- oder
Sekundarbiindel)

ist gleich der Wahrscheinlichkeitsdichte, dass er
entsteht durch Ende einer Belegung im Frimérbilndel,

plus der Wahrscheinlichkeitsdichte, dass er ent-
steht durch Ende einer Belegung im Sekundérbiindel,

plus der Wahrscheinlichkeitsdichte, dass er entsteht
durch eine neue Belegung im Primé&rbiindel

nlus der wWahrscheinlichkeitsdichte, dass er entsteht
durch eine neue Belegung im Sekundarbiindel.

Ausserdem gilt die Summenbedingung

1 1 n
5.3 Sotm e -1 o

Z21=0 22=0 Zn1=0 X=0

Mit Hilfe der Wahrscheinlichkeiten p(z.l,zz,...,znl H xz)

kann der Erwartungswert CV der pro Zeiteinheit im Fri-
mérbiindel und Sekundirbindel erfolglosen Anrufe und damit
auch der Verkehrsrest RZ berechnet werden:

Z Z Z Z p(z1,2y,... Zn,'”z)-n-zmsj

i=1 2,0 z,=0 z =1
! 2 0 (22)

Fiir den vom Primérbiindel auf das Sekunddrbiindel iber-
laufenden Verkehrsrest Bl erhdlt man entsprechend

ny k-y

1 1
E E p(2;,2,... Zn,»Xz).]TstJ

i=1 2,=0 z,=0 zp=0 x=0 s=1
o2 Mo (23)
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Der Verlust im Sekundirbiindel ist

_ R (2)
B, = )
der Verlust im Primérbindel
R

By = 7 (1)

Zur Berechnung des Verlusts im Prim&rbiindel braucht also
nicht noch ein weiteres Gleichungssystem (nach Abschnitt
IV.1.2) aufgeldst zu werden.

Fiir das Beispiel der in Bild 18 gezeigten Gruppie-
rung mit einem unvollkommen erreichbaren Frimirbindel mit
n, = 10 Leitungen und der Erreichbarkeit k= 10 und mit
einem vollkommen erreichbaren Sekund@rbilindel mit n, = 10
Leitungen erh&lt man bei einem Angebot von A = 8 Erlang
die werte

R, = 1,686167 Erlang, B, = 21,0771%
RZ = 0,002324 Erlang, B2 = 0,1378%
ges = 0,0291%

IV.1.3. Die Gleichzeitigkeitsverteilungen

Ist das Gleichungssystem fir die Zustandswahrschein-
lichkeiten geldst, so kdnnen die Gleichzeitigkeitsvertei-
lungen

P(x1) = Pa(X1) = Z Z Z Z?‘(’ﬁ) P(21,25,,2Zn5%) ,

2;=0 z,=0 2z,= 0 x=0
M
r(x;) =1, wenn E Zi =% , (24)
(=1
m

0, wenn E Zi X

(=1

*(x)



und

1 1 1
(25)
p(x) = pa(x2) = Z Z--‘ZP(ZMZL'“)ijxz)

Z7=0 22'-:0 Zn,‘—'o

leicht berechnet werden.
Flir das oben behandelte Beispiel (s. Bild 19) erhidlt

man
p,( 0) = 0,00056961 p,( 0) = 0,27741220
pl( 1) = 0,00455684 pZ( 1) = 0,26915343
p,( 2) = 0,01822736 p,( 2) = 0,19613737
p,( 3) = 0,04860630 p,( 3) = 0,12272892
p,( 4) = 0,09721261 p,( 4) = 0,06808437
p;( 5) = 0,15393842 p,( 5) = 0,03561256
p,( 6) = 0,19660099 p,( 6) = 0,01710734
p,( 7) = 0,20118032 p,y( 7) = 0,00771k28
p,( 8) = 0,15984253 p,( 8) = 0,00328827
p;( 9) = 0,09079821 p,( ) = 0,00133561
p;(10) = 0,02846682 p,(10) = 0,00052567

IV.2. Ideal gemischtes, unvollkommen erreichbares Primir-
blindel mit vollkommen erreichbarem Sekund&arbiindel

Wie in Abschnitt IV.1.1 erwdhnt, l&sst sich der hohe
Rang der linearen Gleichungssysteme zur Berechnung der
Verlustwahrscheinlichkeit und der Gleichzeitigkeitsver-
teilung in Mischungen nur reduzieren, wenn man Mischungen
mit besonderen Symmetrieeigenschaften betrachtet. Die
klassische Losung dieser Art ist die sogenannte ideale
Mischung nach A.K.Erlang /6/.

Im folgenden wird ein Prim&rblndel mit idealer Mi-
schung vorausgesetzt.
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IV.2.1. Der Verlust im ideal gemischten Primérbiindel

In der Mischung des Frim@rbindels werden auf den k1 .
Suchschritten einer Zubringerteilgruppe jeweils kl Xon den
insgesamt n, Leitungen abgesucht. Hierfilir gibt es (ki) Mog-~
lichkeiten.

Bei einer idealen Mischung werden alle diese (ﬁl) Mog-
lichkeiten genau einmal verwirklicht. Die ideale Mischung
besteht also aus (ii) Zubringerteilgruppen. wWwegen dieser
hohen Zahl von Zubringerteilgruppen ist die ideale Mischung
in der Praxis oft nicht ausfilhrbar. Sie ist jedoch wichtig
fur theoretische Untersuchungen, weil sie mit einer geschlos-
senen Formel exakt berechnet werden kann. Ausserdem konnen
die Verlustwerte bei idealen Mischungen als Ndherungswerte
flur gewisse nicht-ideale Mischungen verwendet werden.

Unter der Sperrwahrscheinlichkeit 6’(x1) einer Mischung
versteht man die Wahrscheinlichkeit, dass ein eintreffender
Ruf keine freie Leitung findet, wenn gerade X1 Leitungen be-
legt sind. Bei der idealgn Mischung sind im Zustand “x1 Lei-
tungen belegt; von den (kl) vorhandenen Zubringerteilgruppen
stets genau (kl) "gesperrt". Die Sperrwahrscheinlichkeit bei
der idealen Mischung ist also

(26a)

&(x;) =

Die Gegenwahrscheinlichkeit zu G (xl) nennt man die Durch-
lasswahrscheinlichkeit f&(xl):

pia) = 1-6(x), (z6e)

Xq = 0,7,...}

N4

Unabhéangig von der Frage der gleichen oder ungleichen
Wahrscheinlichkeiten fur die einzelnen Belegungsm u s t e r
eines Zustands {xl} gelten (26a) und (26b) immer, da sie auf
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dem relativen Anteil gesperrter Zubringerteilgruppen und
nicht auf Wahrscheinlichkeiten fiir die Belegungsmuster be-
ruhen. Es miussen deshalb nur die (nl+1) Zusté&nde unter-
schieden werden.

Fiur die Zustandswahrscheinlichkeiten p(xl) erhdlt man
deshalb nach dem Frinzip von der Erhaltung des statisti-
schen Gleichgewichts ein System von nur (n1+l) linearen
Gleichungen:

Da+apfn)]pla) = aA ula-1)-pla-1)

2'7a
+ B (qe1)ply), BT
X1 = 0)7) ceey nq
Dabeil ist
® =1, falls X, * o, andernfalls « = 0, und
3 =1, falls X, # 1y, andernfalls {3 = 0.

Die Aufldsung dieses Gleichungssystems ergibt bei Beriick-
sichtigung der Summenbedinguneg

(27p)
E pig) = 1
X1=0
die Beziehung
X X-1
%,—‘ M(u)
() = — 40 (282)
p ! M AE &-1
1+ FT mlu)
E=1 u=a

und damit den Verlust

n, )
Bi = > plx)-Sx) (260)
:k,'
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Die Formel (28a,b) wird als "Erleng'sche Interconnections-
formel" bezeichnet /6/.

IV.2.2. Der Verlust im Sekundirbindel

Wwenn der von einer idealen Mischung (mit ny Leitungen
und der mrreichbarkeit kl) iiberlaufende Verkehr einem voll-
kommen erreichbaren SekundZrbiindel (mit o Leitungen) ange-
boten wird (s. Bild 19), ernhflt man (vgl. IV.2.1) ein System

von

unvollkommen erreich-

k,<n, bares Primarbindel
mit idealer Mischung
br,
JE—— vollkommen
n, p——— erreichbares

Sekundiarbindel

Bild 1¢: Unvollkommen erreichbares, ideal gemischtes
Frimirbindel mit vollkommen erreichbarem Se-

kundirblindel

(n1+1)~(n2+1) linearen Gleichungen flr die Zustandswahr-

scheinlichkeiten p(xl,xz). Die Wahrscheinlichkeit, dass

der Zustand {Xl’xz} verschwindet (durch Ende einer Belegung
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im Primdr- oder Sekundérbiindel oder durch Einfallen eines
Rufes) ist gleich der Wahrscheinlichkeit, dass dieser Zu-
stand entsteht (durch Enden einer Belegung im Primirbiin-
del im Zustand {x1+1,x2} bzw. im Sekundédrbiindel im Zustand
{xl, x2+1} , oder durch Eintreffen eines neuen Rufes im Zu-
stand {Xl'l’ x,} bzw. im Zustand {xl, xz-l} ):

[X1 +xg + oA + (7—0()-A*/4(X1)]‘P(X1)X2)
= B-(x+1) - p(x+1,% )
+ - () p

(
+ A (x-1) - p(
+ &-AG( X)) p(x %1,

Xp ) Xp+1) (29a)
1

X —7, Xq )

X; = O, 1) ey n1
Xy = 0,1, cery ny
Dabei ist
o =1, falls Xy # 10, , andernfalls o = 0
B =1, falls x, *n andernfalls 3 = 0
’ 1 1 ’
r =1, falls X, >0, andernfalls = 0
é =1, falls X, >0 , andernfalls & = 0.

Ausserdem gilt die Summenbedingung

Ny n.
E E p(xHXQ) =1 (29v)
X, =0 X2=O

Der Gesamtverlust Bges ist gleich der Wahrscheinlichkeit,
dass ein Ruf sowohl im Primdrbiindel als auch im Sekundir-

bindel keine freie Leitung erreicht:

n
Bges = Zp(xqmz)@(m) (30)

X =k
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"Fiir den Verkehrsrest R2 erhdlt man hiermit:

N
R = "Zpbﬁ,nzr 6(x) o)

X1=k1

Der Verlust im Sekundirbiindel ist:

Ry (2)

B 2 = Rq

Beispiel: Fiur ein ideal gemischtes Primérbiindel von n =10
Leitungen mit der Erreichbarkeit k1 = 4 und ein voll-
kommen erreichbares Sekunddrbilindel von n, = 10 Leitungen
erhdlt man bei einem Angebot von A = 8 Erlang die Werte

B, = 19,9382% , By = 1,59506 Erlang
B, = 0,1278% , R, = 0,00204 Erlang
Bges = 0,0255%

IV.3. Vollkommen erreichbares Primirbilindel mit unvollkom-
men erreichbarem Sekund&rbiindel mit realer Mischung

Ein Beispiel fiir eine Gruppierung mit einem vollkommen
erreichbaren Primdrbilindel und einem unvollkommen erreich-
baren Sekund&rbilindel mit realer Mischung ist in Bild 20 dar-
gestellt. In dem vollkommen erreichbaren Primédrbiindel sind
(n1+1) verschiedene Belegungszusténde zu unterscheiden. Da
das Sekund&rbiindel unvollkommen erreichbar und nicht-ideal
gemischt ist, muss man dort die einzelnen Belegungsmuster
unterscheiden. In Abschnitt IV.1.1 wurde gezeigt, dass es
bﬁi einem unvollkommen erreichbaren Bilindel mit n, Leitungen
2 2 verschiedene Beleguggsmusber gibt. Es ergibt sich also
ein System von (n1+l)-2 2 linearen Gleichungen.

Bei der Aufstellung des Gleichungssystems ist zu be-
riicksichtigen, dass bei einem neu einfallenden Ruf immer
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vollkommen

0, erreichbares
— Primarbindel
L] ® L] °
unvollkommen erreich-
k<n bares Sekundiarbindel

2~ 2
W mit nicht-idealer Mischung
bw,

Bild 20: Vollkommen erreichbares Primérbiindel mit
unvollkommen erreichbarem Sekund&rbiindel
mit realer Mischung

eine Leitung im Primarbiindel belegt wird, wenn X<y ist;
nur wenn alle Leitungen des Primérbilindels belegt sind

(x1 = nl), kann eine Leitung im Sekundérbiindel belegt
werden. Man erhdlt dann Gleichungen folgender Art:

ny ' g
[x,+§2i+(1-oc)~A+a.%. E -n-zm :] p(x; 21,23, an)

i=1 J=1
= (1-0()~(x,+1)-p(x1+1,‘ 21/22)...) an)

N
+ § (1-20)-P(X1; Z1,22,005Zi3, 1, Zisty o, Z ) (32a)

(=1
+ B-A-p(x=1; 24, 25,...,2Zn,)

g Kk e
A § . .

+ Q-g— . st_,j P(X1, 21)22,.”)2”,%].—1,0) ngljﬂ,---,znz))

_ 64 -

Dabei ist
¥ =1, wenn ¥, =n, , sonst X=0,
R =1, wenn X, ¥ 0 , sonst B=0,
zms 5= 1, wenn Koppelpunkt (Matrixelement) mg 3
b ’

belegt ist.

Die Grissen z; ... zp, sind die Belegungszusténde der ein-
zelnen Leitungen des Sekund@rbiindels, M = ﬂm Jllist die
Matrix der Mischung des Sekundidrbiindels (w1e 1n Abschnitt
IV.1.1 beschrieben). Der Zustand eines Elements Mg j wird

5

wieder mit zms 3 bezeichnet.
’

Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten muss gleich eins

sein:
E E E E p(x’l; 27)22y"' an) =1 (320)
z=0 z;= zn—O X9=0

Derartige Gleichungssysteme werden zweckmissig mit dem
Uberrelaxationsverfahren (s. Abschnitt II1.2.1) geldst. Aus
den auf diese Welse erhaltenen Wahrscheinlichkeiten

ergibt sich der Verkehrsrest R, auf

p(x;; 2z, Zoy eeey Zpo) P
einfache Weise durch Summation aller erfolglosen Anrufe:

g 1 1k

1
(33)
R2 = % Z § coe § Trzm&j'p(nﬁ21)22)"')Zf)2)

I=1 /=0 220 2p0 s=1

Der auf das Sekundarbiindel liberlaufende Verkehrsrest
By ldsst sich leicht nach der Erlang'schen Formel (6) be-
rechnen:

R, = A'En1(A) (7)

Der Verlust im Sekund&rbiindel ist dann

Ry (2)
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Fir das in Bild 20 gezeigte Beispiel mit den Lei-
tungszahlen n, = 10, n, = 10 und der Erreichbarkeit k, = 4
im Sekund&rbilindel erhidlt man fir ein Angebot von A = 8
Erlang folgende Ergebnisse:

R, = 0,973 Erlang By = 12,1661%
B, = 0,009§5 Erlang Bges = 0,120639%
B, = 0,992%

IV.4, Vollkommen erreichbares Primérbindel mit unvollkom-
men erreichbarem Sekundérbiindel mit idealer Mischung

Bel Gruppierungen mit einem vollkommen erreichbaren
Primérblindel und einem unvollkommen erreichbaren, ideal ge-

mischten Sekundérbunde% (s. Bild 21) braucht man im Sekun-
darbiindel nicht alle 2 2 Belegungsmuster zu unterscheiden,

voltkommen

A
m, — erreichbares
-— Primarbinde
IR,
unvollkommen erreich-

k,<n bares, ideal gemisch -
tes Sekundarbiindel
be,

Bild 21: Vollkommen erreichbares Primdrbiindel mit

unvollkommen erreichbarem Sekundidrbiindel
mit idealer Mischung
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sondern nur die (n2+1) mdglichen Belegungszustdnde. Der
Grund dieser Vereinfachung liegt darin, dass bei "idealer
Erlang-Mischungen" die Sperrwahrscheinlichkeit jedes Zu-
stands {x} musterinvariant ist. Ausserdem sind im Primir-
blindel jeweils (n1+1) Zustdnde zu unterscheiden. Man er-
h8lt also ein System von (n1+1)-(n2+l) linearen Gleichun-
gen filir die Belegungszustinde.

Derartige Systeme konnte man, ausgehend von den Dif-
ferenzengleichungen zweiter Ordnung, welche sich aus der

. Statlonaritédtsbedingung fiir den fliessenden Verkehr erge -

ben, mit Hilfe des Uberrelaxationsverfahrens lésen. Im
folgenden wird jedoch gezeigt, dass auch geschlossene LO-
sungen fir die Gleichzeitigkeitsverteilung und die Verlust-
wahrscheinlichkeit hergeleitet werden kénnen.

IV.4.1. Aufstellung der zweidimensionalen Zustands-
gleichungen

Es sei p(xl, x2) die Wahrscheinlichkeit, dass im Pri-
marblindel x; Leitungen und im Sekundérbiindel X, Leitungen
belegt sind. Nach dem Prinzip des statistischen Gleichge-
wichts ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Zustand {xl,xz}
verschwindet gleich der Wahrscheinlichkeit, dass er ent-
steht.

Der Zustand {xl, xz} kann verschwinden durch Ende ei-
ner Belegung im Primérbilindel oder im Sekunddrbiindel oder
durch einen neuen Anruf. Falls im Primirbindel x1<-nl Lei-
tungen belegt sind, wird ein neuer Ruf stets im FPrimirbin-
del durchgeschaltet. Nur wihrend des Zustends {nl, x2< nz}
kann ein neu einfallender Ruf eine Leitung im Sekund&rbiin-
del belegen.

Die Entstehung eines Zustandes {xl, xz} kann durch
Enden einer Belegung in den Zustinden {x1+1, xz} oder
{xl, x2+1} erfolgen oder durch Einfallen einer neuen Be-

legung im Zustand {xl—l, xz} . Die Zusténde {nl, xz}kénnen
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ausserdem durch eine neue Belegung im Sekunddrbiindel aus
den Zusténden {nl, xz-l} entstehen.
Mit der Sperrwahrscheinlichkeit

(:22) (34a)
()

bzw. der Durchlasswahrscheinlichkeit

6(%) =

%)
pig) = 1- 600 (54e)
erhdlt man deshalb Gleichungen folgender Form:
(X1+Xy+A) - P(x1,Xy) = (X+1) P+ 1, % )
+ & (Xp+1)-p(Xs , Xp*1)
(35a)
+ B ApOg1,% )
Xy = 0,7) oo, 1
X = 0/ 1) sy n2
[+ Apbal pln) = wlo+1)plng ,x+1)
+Apnrx )
(350)
+ FAuG=-1) 0 (m ) x-1) ,
X2 = O) 7) vee n2
Dabei ist
X =1, wemn X5 * n, , sonst O = 0 ,
B =1, wem x, # 0 , sonst B=0,
=1, wemn X, # 0 , sonst = o .
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Ausserdem gilt die Bedingung, dass die Summe aller Zu-
standswahrscheinlichkeiten p(xl, x2) gleich eins ist

n N,

Z Zp(xy,xz) = 1 (35¢)

X=0 X=0

Die Beziehungen (35a) und (35b) stellen zusammen ein
System von nl.(n2+1) + (n2+1) = (n1+1)'(n2+1) linearen
Gleichungen dar. Diese Gleichungen sind jedoch nicht von-
einander unabhéngig. Man erhdlt irgendeine Gleichung von
(35a) oder (35b), indem man alle ilbrigen Gleichungen von
(35%5a) und (35b) addiert. Wenn man also eine beliebige Glei-
chung von (35a) oder (35b) weglé&sst und stattdessen die Be-
ziehung (35c¢) hinzunimmt, so hat man ein inhomogenes System
von (nl+1)'(n2+1) linear unabhéngigen Gleichungen, aus dem
sich die (n1+1)-(n2+1) Zustandswahrscheinlichkeiten
P (Xl’ xz) berechnen lassen. Es wird sich als zweckmissig
herausstellen, die Gleichung (35b) fiir X, = 0 nicht zu be-
niitzen.

Damit sich die Schreibweise etwas vereinfacht (Wegfall
der Koeffizienten &, 3, x), seil definiert, dass die Wahr-
scheinlichkeiten filr alle nicht existierenden Zusténde
gleich Null sind. ks sei also

D(X1,X2) = 0 fir x4 < 0,
Xy < 0,
X3 > Ny,
Xy > Ny,

Die Gleichungen (35a) und (35b) gehen dann iiber in
(x+X+A) Pl,x2) = (4+1)p(4+1, % )
+(X+1)p(X , Xp*1) (362)
+ A-p(X-1,% ),

X = 0,7, Ny-1,
x2 = 0;1,...,”2
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binden. In Bild 23 ist Gleichung (36a) dargestellt fiir

(x2#1)p(ny ,%+1) Xg =4, x, = 3.

[n,+x2+A~;4 (x,)]~p(n,,xz)

2
+ A-p(m-1,% ) :
(36Db) n,
+Apu(x=1)-p(ny , x3-7),
X = 0,7,..., n, :
3
IV.4.2. Graphische Darstellung der Zustandsgleichungen x2 2
Um zu einer geschlossenen Ldsung flr p(xl,xz) sowie 1
B2 zu kommen, werden zunidchst die Gleichungen (36a,b) auf
ein eindimensionales Gleichungssystem reduziert. 0 1 2 3 4 ny
Die Zustandswahrscheinlichkeiten D(Xl’XZ) kann man
X, —
sich auf einem Gitter angeordnet denken (s. Bild 22). 1
Bild 23: Darstellung der Gleichung (36a) fiir
n, Xy = 4, X, = 3
. In Bild 24 sind weitere Beispiele fiir Gleichung (362)
T eingezeichnet, darunter auch die Sonderfille Xy = 0,
3 X, = 0 und x, = n
2 2 2°
X2 P(3,2)
2 )
1
0] 1 2 3 4 - ny
X, —p 3
Bild 22: Anordnung der Zustandswahrscheinlich- x, 2
keiten p(xl,xz) auf einem Gitter 4
Die Gleichungen (36a) und (36b) stellen Beziehungen 0 1 o 3 4 n

zwischen zwel, drei oder vier solcher p-Werte dar und
% . . . 5 X, ———b
konnen in diesem Gitter durch kleine Graphen angedeutet 1

werden, die die entsprechenden Punkte miteinander ver- Bild 24: Darstellung von Gleichung (36a)
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Der Ubersichtlichkeit halber sind in Bild 24 nicht alle
vorkommenden Gleichungen nach (36a) dargestellt.

Die Gleichungen (36b) lassen sich auf &hnliche Wei-
se durch Graphen darstellen, die jedoch (wegen Xy = nl)
immer am rechten Rand des Gitters liegen (s. Bild 25).

Bild 25: Darstellung von Gleichung (36b)

IV.4.3. Reduzierung auf ein eindimensionales Gleichungs-~

system

Es sollen zunidchst alle Wahrscheinlichkeiten p(xl,xz)
als Funktion von p(O,xz) dargestellt werden.

Betrachtet man die oberste Zeile des Gitters in Bild
24, so sieht man, dass (links oben) zwischen den Werten
p(0, n2) und p(1, n2) eine Beziehung besteht. Nach Glei-
chung (36a) ist fiir Xy = o, X, = n,

(ny+A) p(0iny) = p(1,nz)

oder in vereinfachter Darstellung

p(1,n) = cbﬂzynz'p(o'nz) (372)
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(Die allgemeine Form der dreifach indizierten Konstan-
ten ¢ wird weiter unten angegeben, s. Gleichung (39) ).

Ausserdem besteht eine Beziehung zwischen p(0, n2),
p(1, n2) und p(2, nz). Nach Gleichung (36a) ist flir
Xy = 1, Xy = N,
(1+na+A)-p(1,ny) = 2-p(2,n,) +A-p(o,ny)
Mit (37a2) ergibt sich hieraus
(1+Nn2%R) Conyn,-0(0,N2) = 2:p(2,n,)+A-p(0n;)
oder
= 1. +4)- - Al-p(o,n,)
p(z)n2) - 2 (1+n2 ) C7,n2:n2 pig,n2
oder in vereinfachter Schreibweise
P(2,n2) = Cynuny P(0,02) (37b)

Mit Hilfe der Beziehung (37b) ldsst sich also auch der
wWwert p(2, n2) durch p(0, n2) ausdriicken. F&hrt man so
fort, sc kann man auch die ibrigen werte p(x

19 n2) fir

X¥; = 3 ... n, der Reihe nach durch p(o0, nz) ausdriicken:

P(x,n2) = Cxpinpin, - P(0,02) (37¢)

Damit sind die p-Werte am oberen Rand des Gitters (s.
Bild 24) als Funktionen der Wahrscheinlichkeit p(C, n
an der linken oberen Ecke ausgedriickt.

)

In der zweiten Zeile des Gitters liefert Gleichung
(36a) eine Beziehung zwischen p(0, nz), p(0, n2~l) und
w(1, n,-1):

(ny=1+A) - p(0,n=1) = p(1,n,=1) + ny-p(0,ny)
oder in abgeklirzter Schreibweise
P(7, ny=1) = Cippg ppr P(0,N27) (574)

* Cing1,n, p(0,ny)
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Der Wert p(1, nz—l) ldsst sich also durch die Werte

p(0, n2—1) und p(O, nz) ausdriicken. Auf die gleiche Wei-
se lassen sich die Werte p(xl, nz-l) fir x;, =2 ... ny
durch die Werte p(0, nz-l) und p(0, nz) ausdriicken:

p(xy, np=1) = Cx,,ny-1, ng-1P(0, Np=T)

* Cxynpmty 0y, plo,ny) (37e)

und so fort.

Allgemein kann man alle wWerte p(xl, x2) durch die
Werte p(0, XZ) ausdriicken, welche die linke Berandung
des Gitters darstellen. Jeder Wert D(Xl’ x2) ist eine
Funktion der Werte

p(0, x,),
n(0, x, + 1),
p(0, Xy * 2),

D(O, nz)

(dabei konnen einige Terme wegfallen, und zwar dann, wenn
X, *t X,<n, ist). Man erhdlt allgemein

Ny
p(xg,%) = _S_ Cx, x,E " P(0,E)
(38)
E=X
Xy = 1) 2, ..)n1 )

Die Konstanten c konnen allgemein durch fol-
Xl! Xzig
gende Gleichung ausgedriickt werden (s. Anhang):

_ 5% ,
CX11X2vE - (—1) * (52) Sf,x'1+x2‘§ J (39)

X1 = 7,2’..,)"71
Xy = 011)...)’72

-7

wobeil

L AT v r-1+4v (40a)
Snm - (m-ﬁ!.( v ) )
V=0

ist, oder ausgeschrieben
-1 -
A" Am r am-2 r+1 r-1+m
Som = o +(m-1)1'(1)‘“ m _2‘)p'( 2 )* ot (T ), (4ob)

mr =0

Der einfachen Schreibweise wegen sei ausserdem definiert,
dass

Srm = 0 far m< 0 oder r<o

Mit (38), (39) und (40a) bzw. (40b) kamn man die Zustands-
wahrscheinlichkeiten p(xl, x2) folgendermassen darstellen:

M2
D(X1,X2) = E (_1)5“"2_(52)‘55/)(1*)(2‘5,p(olg) (51)
§=X

X = 1)2,...)7')1
Xy 0,1 )

’

Diese Gleichung gilt auch noch im Falle Xy = 0. Der Beweis
fir Gleichung (41) kann leicht durch Einsetzen in Glei-
chung (36a) gefihrt werden /7/ (s. Anhang).

Wenn die werte p(O0, XZ) am linken Rand des Gitters
bekarmt sind (s. Abschnitt IV.4.4), lassen sich alle iib-
rigen Zustandswahrscheinlichkeiten p(xl, X2) nach Glei-
chung (41) berechnen. Die Zahl der Unbekannten ist damit
von (n1+1)-(n2+1) reduziert auf (n2+1).
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IV.4.4, Darstellung der Werte p(xl, x2) durch den Wert
p(0, n,)

Bis jetzt wurden nur die Gleichungen nach (36a) ver-
wendet (Zustédnde mit x1<‘n1). Die Gleichungen (36b) stehen
noch zur Verfligung. Im folgenden wird gezeigt, dass sich
die Werte p(o0, xz) - und damit nach Gleichung (41) alle
Zustandswahrscheinlichkeiten p(xl, x2) - mit Hilfe von
Gleichung (36b) als Funktion von p(0, n2) ausdriicken las-

sen.
Nach (36b) ist
[A-;,L(xz)-»n,+x2]-p(n,,x2) = (x+1)-p(ny | Xp+1)
+ A 'p(n1'1) X )
+A-u(x-1)p(n ,%-1) ,
X2 = 0) 1, cery nz
oder

A-p(x=1) p(ng, xp-1) = [A'f‘-(xz)*‘ ”1+X2]'P(”1,Xz)
- A‘p(ﬁ7—7,X2) (42)
= O+1)-p(Ng,xp%1)
Xg = 0,7,..-, 02

Mit Gleichung (41) erhdlt man hieraus

N2
At (x=1) ‘Z("’)E_Xz‘!(qu)‘Sg,n1+x2-1-§ - p(0,%)
£

= Xp~1

Ny
B> 0 (5 Sgmergeg - P10
E=xy

(43)
N2
= A D DR L ) Se g g PLOE)

E=Xx;

N
X,
- (er1) ZH)E XZ'(Xfﬂ)'SE,"r*xz”'E - p(0)
E=X+1

Xp = 0,1,..., N
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Die letzte Summe in Gleichung (43) &ndert sich nicht,

werm man ihre untere Grenze §2+1 in x, abédndert, da fiir
= g = (2 = i

& = x, der Faktor (xz41) = (x349) = O wird. Wemn man von

der Summe auf der linken Seite der Gleichung (43) das

Glied fir & = (xz—l) abspaltet und ferner alle vier Sum-

men dieser Gleichung zusammenfasst, so erhdlt man:
N2
PlOx=1) = A#(xw;s 'Z(-”E-XQ'P(%)'
Xp=1,My F=%

. ([,U(Xﬂ) ’ (xf—v)'(f(z)] A 'SE,"'7+X2" -5 (4ha)
+ [A-,u (x3) +ny *Xz]'(i)'sf,m“z -5

E
* (Xz*‘”'(x2+1)'55,n1+xw-5) ’
X2 = (0),7,2,...,”2

Da die Gleichungen (36a) und (36b) nicht linear unab-
hédngig sind, kann eine beliebige von diesen Gleichungen un-
beriicksichtigt bleiben. Es ist zweckméssig, die Gleichung
(36b) bzw. (4i4a) fir X,
hung (36b) bzw. (44a) wird also nur fir X, = 1, 2 ... n,

= 0 nicht zu benutzen. Die Bezie-

verwendet. Die weggelassene Gleichung fir X, = 0 ist in
dem Gitter in Bild 25 in der rechten, unteren Ecke einge-
zeichnet. Diese Gleichung wird im folgenden nicht mehr auf-

gefihrt.
Ersetzt man in Gleichung (44a) X5 durch (x2+1), SO er-
hidlt man n
1 E-Xp-1
0,%3) — g =7 p(OE).
70( X2 A'/A(XZ)'S)(z,n,

E=Xy+1

( {“(Xz)'(ﬁé)“(xfﬂ)] TA S npexg-g
(44b)

+[A'}" (1) + Ny X5t 1]' (xfﬂ)'sé’, Ny+Xg+1-§

*+ (X2+2)'(xf+2)'55,n1*xz*2‘§) J

X, = 0,7, .0, N1
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Die Polynome Sr i erfiillen mehrere Beziehungen, unter
’
anderem die Gleichungen (45) und (46), die sich mit Hilfe

der Definition dieser Polynome (40) leicht verifizieren
lassen /4/:

Srm = 5r,m~1 + Spoa,m (45)

(A+r+m=1)-Sym.g = mSpm +A-Srm-2 (46)

Die Beziehung (45) wird sich spiter bei der numerischen
Rechnung als sehr niitzlich erweisen. Mit Hilfe von (46)
kann die Gleichung (44b) etwas umgeformt und vereinfacht
werden. Setzt man r = § und m = ny Xy 2 -E, so er-
hZlt man mit Gleichung (46) fiir den zweiten Ausdruck in
der grossen Klammer in Gleichung (44b)

[A‘# (p*+ 1) +ng+ xp+ 7]' Se npxgst - &

= Ao (1) Sg njexger -k (47)

+(A+ngext1) - Sg paxye1-€

[

- A-G(xy+7) " Sg pyaxye1-E
+(n1+X2+2—-E)'S£I N+ X+ 2-& 4+ A'SE/”“XZ_E

Ausserdem ist im dritten Ausdruck in der geschweiften Klam-
mer in Gleichung (44b)

(Xz*z)'(x§+2> = (5'X2‘1)'(xf*1) (48)

Damit erhdlt man aus Gleichung (4hb)
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Ny
1 E-Xo~1
p(0,x0) = ————0—— > (<17 "F . p(0,§)-
A’“(X2)'SX2,I’)1 E=xp+1

[ anbe) () S nog-e
- AG(x*1) (xj1>'5§}n7+x2+1—§

&
+ <n1+1) '(x2+1)'5¢',n1+x2+2—€] )

X2 = 0)7)..,}")2"1
oder
N2
1 - Xy 1
P(OX) = ——— (5727 plog) -
X2/n1 §=X2+1

[ ( 52)’55,n1+x2—e

(49)
Glot1) (&
) ‘(X2+7)'S§,n,+x2+1_§
I’)1+1 - E .
A (%) (x2+1) SE,V?1+X2+2-E] )

X2 = 0,1}‘..',72‘1

Mit der Abkirzung

S
Gx/z = ——S—X-;—r-r . [ (x) ° 52) n1+x_z

G(x+1) z
M) ‘(X”)' SZ; Ny+xX41-2 (50)
Ny +1 z
m— .<X+1)‘ SZ,V)1+X+2—2]
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kann man die Gleichung (42) in vereinfachter Form dar-
stellen:
Ny

PlOX) = D axgp(0E) (51a)

E=X+1

Ausgeschrieben hat das Gleichungssystem (51a) die Gestalt

p(0,ny-1) = ap,3n, -PON; )
P(0,n;2) = Qn,3p,-1P(0,n2=1) + Anyog p, ~P(4N; )
P(0,n33) = Qny3,n,-2'P(0,N372)+ Any-g, nyoq P(ON2-1)
(51b)
+an2'3,n2 'p(oan )
p(0,0) = QgqP(01) =0y P(02)+ ... + g, D(GR)

Mit Hilfe dieses Gleichungssystems ist es nun einfach, die
Werte p(o0, x2) durch den wert u(0, n2) auszudriicken:

(o, n2-1) kann mit Hilfe der ersten Gleichung von (51b)
direkt angegeben werden. Mit diesem wert ergibt sich

v(0, n2—2) direkt aus der zweiten Gleichung von (51b),

und so fort., Man erhdlt auf diese wWeise

p(0,ny-1) = bn2~1 ~p(0,ny)
p(0,n2) = bp,5 0(0,M) (522)
p(0,0) = by - p(0O,ny)
Definiert man noch
bn = 1

2
und nimmt zu (52a) noch die Gleichung

p(o,ny) = bp, - p(0,n)
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hinzu, so gilt

p(0, %) = bxg‘}D(o/”z) ) (52v)
Xy = 0,7,...M
wobel
an = 1 )
bpy-1 = Ay, ny
b%ﬁ= Any-2,ny * Any-2,np-1"dny-1,n, (53a)
bn2-3 = a,,2_3, ny, + Gn2_3‘n2_, . 002-7, hy
+Qny-3, Ny-2 '(002-2,n2+dn2-2,n2°1 ’ an2-1,n2) 2
oder allgemein
n, Ny & N2
by, = ZGXLZ‘:'ZGZ';,ZZ'ZGZZIZS. 'Zazw-7,2w
Z1= X+ Zy=Zy+] 23=2Z,4 Zyw=Zw-1+1 (53b)
fur X3 = 0,7,..,ny,=1
mt w = Np-x;

In Gleichung (53b) sind all jene Summen, bei denen die un-
tere Grenze den wWwert n, ubersteigt, gleich eins zu setzen.
Mit Hilfe der Gleichungen (41) und (52b) lassen sich nun
alle Zustandswahrscheinlichkeiten p(xl, x2) durch den Wert
p(0, n2) ausdriicken:

Ny
p(x1,x3) = 10(0,"’2)-§Mg'xz'(é)'bs'sg,xwxz-% b (L)
£=X

X, = 0,4,...)n,
Xy = 0,1,.00, M
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Damit sind die wahrscheinlichkeiten p(xl, x2) ausgedriickt
allein als Funktion der bekannten Parameter X1y X5, Ny,
n,, k2’ A und der vorlaufig noch unbekannten wahrschein-
lichkeit p(0, n2).

IV.4.5. Geschlossene Losung fir die Zustandswahrscheinlich-

keiten p(x b'd

1’ 2)

Mit der Beziehung (54) sind die Zustandswahrschein-
lichkeiten p(xl, XZ) bis auf den Faktor (0, nz) festge-
legt. Nachdem hierzu die Gleichungen (36a) und (36b) bzw.
(35a) und (35b) bereits ausgeniitzt wurden, bleibt zur Be-
stimmung dieses Faktors p(0, n2) noch die Summenbedingung
(35¢), die besagt, dass die Summe aller Zustandswahrschein-
lichkeiten p(xl, x2) den Wert eins ergibt. Man kann also

nach Gleichung (54) alle Werte p(x xz) bis auf den Fak-

’
tor p(o0, nz) berechnen und diesen ;elbst aus Gleichung
(35¢) .

Der wert p(o0, nz) ldsst sich jedoch noch einfacher
bestimmen, wenn man beriicksichtigt, dass ausser der Sum-
menbedingung (35c¢) auch noch die Gleichzeitigkeitsvertei-
lung pl(xl) im Primarbindel bekannt ist. Nach der Frlang-
Formel gilt

pi(x) = ——— , X = 00, (5)

A
X7 ! So, x ..
pib) = o - fm (59
]
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Andererseits ist

na

pr(x:) = pO,X) x5 = 01, .., Ny (56)
X2=0

Mit den Gleichungen (5), (55%) und (56) ergeben sich dann
folgende - gegeniiber der Gleichung (35c) einfachere -
Summenbedingungen

_52__" S
p (X = X4 X = ~_3Qﬁ.
1(X1) P(X1,Xz) S0 ) (57)

X3=0
Xp = 0,1,..., n

Man kennt also nicht nur die Summe aller werte p(xl, xz)
nach Gleichung (35c¢), sondern auch die Teilsummen nach

Gleichung (57). Wenn man in Gleichung (57) X, = 0 setzt,
so erhdlt man die einfache und fiir die weitere Rechnung

am besten geeignete Bedingung

N2

S
§P(0/X2) = —S~°—"— (58)
X2=0 1/”1

und wegen SO,O = 1

N2
1 1
p(0) = EP(O,Xz) = 3 = 7 (59)
Xo= 0 N ! AS
E!
g=o0
Mit Gleichung (52b) erhdlt man hieraus
n
p(0,n2) §2b !
2] Xy T %)
Xo=0 : AE (60)
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Der Wert p(o0, n2) ist also

1
nq € Ny

( AE—!).(ZbX2>

E=0 X=0

Damit ist das Gleichungssystem (35a,b,c) geldst.

Fur die Zustandswahrscheinlichkeiten p(xl, x2) ergibt
sich also, kurz zusammengefasst, nach Gleichung (54) und
Gleichung (61)

P(Oznz) =

na
D ()72 (£ ) -be Sy xyusyesg
E=x
P(x1,%;) = 2 n J (62a)
S%n1'2 bE
=9
X; = 0/7/...)")4
X2 = 0,7, ..., m

oder mit den Gleichungen (5) und (59)

Ny
Z(—1)E~X2‘ ()(Ez) ) b§ Ss} X1+Xz—E
§=X

P, %) = Pq(xq) e ,
A% S b (620)
W; 3
E=0
x1 = 0,7‘ ey n.,
X2 = 01,..., m
Dabei ist
ATV ey (40a)
Srm = o (), am =0

v=0
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ausserdem
ny Ny Ny N2
bg = 2 q€,27’z A2q,22° azz,zs""'z Azywa,zw
21=E+7 22=21+1 23=22+1 ZW=ZW-1+1 ( Sjb")
fur & =0,7,... n-1
mit w = n-¥
und
= 1
bn2

(In Gleichung (53b) sind alle jene Summen gleich eins zu
setzen, bei welchen die untere Grenze grosser ist als der
wert n,). Hierbei ist

(_7)Z°X—7 2
a = —————— S —_
X, Z Sx)n,, l: (X> 2, M+X—-z
G(x+1) /z (50)
T T k) '(x+1)'52,n,+x+7-z
m+1 1z
A~,ZK(X) '(x+7).SZ,n1+X+2—2]
mit
X2
(i2)
G (xy) = (nz) (34a)
ka
und
wln) = 1-6(x) (34b)

IV.4.6. Verluste und Verkehrsreste

Der Verlust im Primdrbiindel ergibt sich nach der Er-
lang'schen Formel (6) zu
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B, = Ep,(A) '

der vom Primarbilindel auf das Sekundirbiindel iiberlaufende
Verkehrsrest Rl ist

Ry = AB; =.AEp(4) (7)

Den vom Sekunddrbiindel nicht verarbeiteten Verkehrsrest
R2 erhdlt man durch Addition aller derjenigen Teile des
Angebots, die sowohl im Prim&rbindel als auch im Sekun-
dédrbiindel alle erreichbaren Leitungen belegt vorfinden:

Ny
R, = A ‘ZG(”)' p(M, %) (63)

X=k

Fiir den gesuchten Verlust B2 im Sekundarbiindel erhidlt man
damit

Ry 1

n
= — — ) . )4'
B2 R'p En1(A) )(ZT(G<X2) p(nhxz)‘ (64)
2" R

IV.4.7. Numerische Auswertung und Ergebnisse

Die Gleichung (62) stellt eine explizite Formel fir
die Zustandswahrscheinlichkeiten p(xl, xz) dar. Sie ist
numerisch leicht auszuwerten, wenn die Polynome Sr,m
(Oér*énz, Oéménl) und die Werte bg(oeg/_—nz) bekannt
sind.

Die Polynome Sr,m konnte man nach der Definition
(40a) berechnen. Ginstiger ist es jedoch, wern man die
Beziehung (45) verwendet.

Die Werte S/ , sind bekannt, denn nach (40) 1ist fir
’
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S = ——Ao . (r—1) = 1 r 2o
rno = o 0 )
;Die Werte S

0 lassen sich leicht rekursiv berechnen. Nach
b
Gleichung (40

m
) erhdlt man fiir r = 0O

Sqm = T ) m = 0 (65a)
~oder
A (65b)
Som = 4 Som-1 , m >0

Dann lassen sich alle librigen Werte S, m mit Hilfe der Be-
2

ziehung (45) durch die Addition von zwei schon bekannten

Werten berechnen, zum Beispiel der Reihe nach

51'1 , 51’2 ;e Sl’nl s
SZ,l , 82,2 y eee SZ,nl ,
Sn2,1 ’ Sn2,2 oottt No,ny .

Fir die Berechnung der Werte Sr,m ist also {ausser fir
r = Q) jeweils nur eine einzige Addition erforderlich /6/.
Fiir die Berechmung der Grossen bg verwendet man
zweckm&ssig anstelle der expliziten Darstellung (53b) die
Gleichungen (51b) und (52a). Es lassen sich dann mit Hilfe
der Beziehung (51b) alle Werte bg der Reihe nach direkt
berechnen, da die jeweils bensdtigten Werte alle schon vor-
her bestimmt wurden.

Beispiel: Flr eine Gruppierung mit einem vollkommenen Pri-
marbindel von n, = 10 Leitungen und einem ideal gemisch-
ten Sekunddrbiindel mit n, = 10 Leitungen und der Erreich-
barkeit k, = 4 erhdlt man bei einem Angebot von A = 8 Er-
lang die Werte




p(0, 0)

p(0, 1) =

p(0, 2)
p(0, 3)
p(0, 4)
p(0, 3)
p(0, 6)
p(0, 7)
p(0, 8)
p(0, 9)
p(0,10)

py( 0)
ny( 1)
o, 2)
py( 3)
py( )
py( 3)
py( 6)
b, (0 7)
py( 8)
py( 9)
v,(10)

= 3,35741850-

5,71147723.
1,36920208-
3,47343165-

= 817“’3030?6 .

2,10220933
4,64918935-
9,01472698-
1,42848040-
1,63676042-
1,01340044 -

0,53106025
0,21965296
0,11922839

= 0,06515401

0,03434341
0,01721326
0,00809573
0,00348749
0,00131021
0,00038652
0, 00006776
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10‘4

10”
1072
1076
1077
1077
1078
1077
1077
1o-10

10-1t

p(nl, Q)
p(n,, 1)
p(n,, 2)

p(ny, 3)
p(ng, %)
p(ng, 5)
p(ng, 6)
p(ng, 7)
p(n,, 8)

p(n,, 9)
p(nl,lo)

G( o)
G( 1)
G( 2)
G(3)
G(#)
G( 5)
G( 6)
6 (7)
G ( 8)
G(9
G (10)

0,02745662
0,02980710
0,02443275
0,01717170
0,01080976
0,00621989
0,00328629
0,00157226
0,00065225
0,00021174
0, 00004069

0, 00000000

= 0,00000000

0, 00000000
0, 00000000

= 0,00476120

0,02380952
0,07142857
0,16666667
0,33333333
0,60000000
1, 00000000

Mit den Gleichungen (6), (63) und (64) ergibt sich dann

jse)
L[}

w
|

0,9733 Erlang

12,1661%
0,1081%

R
B

2
2

0,008652 Erlang
0,8889%

Die hierbei ndtige Rechenzeit von 1 sec ist um den Fak-

tor 35 kleiner als bei iterativer Rechnung mit Hilfe des

Belaxationsverfahrens.
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IV.4.8. Ausdehnung des Verfahrens auf Sekunddrbiindel mit
beliebiger nicht-idealer Mischung

Da das in Abschnitt IV.4.1 bis IV.4.7 beschriebene
Verfahren zur Berechnung von Gruppierungen mit vollkommen
erreichbarem Primirbiindel und 1 d e a 1 gemischtem Se-
kundérbiindel bei der numerischen Rechnung ohne Iteration
auskommt und deshalb sehr wenig Rechenzeit bendtigt, er-
hebt sich die Frage, ob man mit diesem Verfahren auch Grup-
pierungen mit nicht-ideal gemischtem Sekunddrbiindel exakt
berechnen kann. Dies ist prinzipiell moéglich, wemn man fiir
die betrachtete "reale" Mischung deren exakte Sperrwahr-
scheinlichkeit(sﬁ(xz) ebenfalls kennen wiirde. Im allgemein-
sten Fall ist
GR(XZ) =f (nz, k,, X,, statistische Eigenschaften des

Uberlaufverkehrs).
Dabel ist Gf#}{) als Erwartungswert Ulber alle Belegungs-
muster {XZ}V , Oé\’é(xz) zu verstehen. Diese Sperrwahr-
scheinlichkeit GR(XZ) ist aber im allgemeinen Fall exakt
nur berechenbar iiber die in Abschﬁitt IV.3 behandelte
Losung eines Systems von (n1+1)-2 2 Zustandsgleichungen.

Das in IV.4.1 bis IV.4.7 beschriebene Verfahren muss
daher flir r e @ 1 e Mischungen ausgehen von N&herungsver-
fahren zur Beréchnung von Gﬁ(xz). Nachstehend werden ver-
schiedene LOsungen fiir die n&herungsweise Berechnung von
<33(x2) hergeleitet und kritisch verglichen.

Losung 1:

Es wird die Sperrwahrscheinlichkeit GID(XZ) einer
idealen Mischung als Ndherung fir GR(xz) benutzt. Die
Gilite dieser Naherung hdngt jedoch sehr von den speziellen
Eigenschaften der betrachteten Mischung ab und kann unter
Umsté&nden verhdltnismdssig grob sein. Dies gilt besonders
bei Mischungen, die aus technischen Griinden stark verein-
facht sind (zum Beispiel kleines Mischungsverhdltnis, nur
begrenztes Ubergreifen und normierte Staffelung oder
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0'Dell-Mischung ohne ﬁbergreifen). Flir die in Abschnitt
IV.3 behandelte Gruppierung (s. Bild 20), die bei einem An-
gebot von 8 Erlang nach exakter Rechnung gemdss Abschnitt
IV.3 den Verlust

B, = 0,9916%

aufweist, erh@lt man den N&herungswert
(1) _ 186y (1) =
By ' = 0,8889% .....C " (x,) = Gp(x,)

Der relative Fehler des Verlustes Bél) ist in diesem Fall

—F T = -10,4%.

Losung 2:

Eine bessere N&dherung fir GR(XZ) erhdlt man, wenn man
die exakte Sperrwahrscheinlichkeit der betrachteten Mischung
fir jenen angebotenen Z u f a 1 1 sverkehr berechnet, bei
dem sich im Sekundirbiindel derselbe Verlust BZ einstellt wie
im Fall einer exakten Berechnung des Gesamtsystems aus Fri-
mldr- u n 4 Sekunddrbindel. Dieser Vergleich ist zunichst
nur von theoretischem Interesse, da diese exakte Berechnung
nur in den seltensten F&llen numerisch auf heutigen Digital-
rechmern ausfilhrbar ist; die NdherungslOosung ist in diesen
F&dllen selbstredend nicht mehr interessant. Die nachfolgend
beschriebenen Verfahren benilitzen jedoch denselben Grundge-
danken.

Der LOsungsweg verlduft wie folgt:

Zundchst wird, beginnend mit einem Schétzwert flir das
Zufallsangebot A(z) die Verteilung p(x,) aus der Losung der
Zustandsgleichungen gerechnet, wobel A%Z) solange iteriert
wird, bis sich der Wert B_ ., (hier = 0,9916%4) eingestellt
hat.

Anschliessend werden aus dieser - fiir angebotenen
Z u f al 1l sverkehr exakten - Verteilung p(xz) mit Hilfe
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des bekannten rekursiven Ansatzes

p(x* 1) (x+1) = A(Q)‘P(Xz) . G}gZ)(Xz) (66)

die Sperrwahrscheinlichkeiten<3,(2)(xz), 0 $x2£=n2, be-
rechnet. Mit dieser Néherung;GR%Z)(x?) flir die Sperrwahr-
scheinlichkeit erhdlt man nach dem Verfahren in Abschnitt

IV.4.7 den Ndherungswert
8L2) = 1,0000%

anstelle des (hier noch exakt berechenbaren) Wertes B2 =
0,9916%. Der relative Fehler des Naherungswertes B22 be-
tragt in diesem Beispiel nur noch

Losung 3:

Diese LOsung ist anwendbar fir jene Fdlle, in denen
das betrachtete, real gemischte Sekundarbiindel £ U r
sich allein und flir angebotenen Z u f a 1 1 s~
verkehr noch exakt berechenbar ist (nzélﬁ je nach Grosse
der Datenverarbeitungsanlage, also 2 2 Zustandsgleichun-
gen) .

Der exakte Verlust B2 fur den vom Primérblndel ange-
botenen Uberlaufverkghr (Bl,Dl) sei nicht mehr exakt be-
rechenbar ( (n1+1)-2 2 Zustandsgleichungen!).

Losungsweg:

Das wertepaar (Bl’Dl) des vollkommen erreichbaren
Primdrblndels wird wie Ublich exakt berechnet. Mit Hilfe
des Streuwertverfahrens fiir unvollkommene Biindel /12, 14,
22, 23, 24/ wird nun ein erster Ndherungswert fiir gz er-
rechnet (vergleiche Abschnitt V.1.2). Fir das Wertetripel
(nz, kZ’ %2) wird unter Berilcksichtigung des Typs der be-
trachteten realen Mischung mit Hilfe der MPJ-Verlustfor-
mel und deren Anpassung an verschiedene Mischungstypen /15/
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ein zu gg gehdrender Angebotswert A(j) iterativ berechnet.

Flir dieses Angebot A(B) und die individuellen Daten der
Sekundérmischung wird nunmehr die Verteilung p(xz) exakt
berechnet (kein Iterationsverfahren auf einen Wert Bsoll)'
Unbeschadet der (in der Regel sehr kleinen Differenzen zwi-
schen exaktem "Zufalls-Verlust" und "MPJ-Verlust" werden
aus dieser Verteilung p(xz) wie bei Losung 2 aus dem re-
kursiven Ansatz flir stationédren Verkehr die Sperrwahrschein-
lichkeitenﬂSR(B)(xz) flir angebotenen Zufallsverkehr e x a k t
berechnet. Es folgt dann wieder der Rechnungsgang nach Ab-
schnitt IV.4.7 fiir das Gesamtsystem (Primérbiindel + Sekun-
dédrbiindel) .

In unserem Beispiel erhdlt man zunichst

B3 = 1,053% (exakt 0,9916%).
Der relative Fehler dieses Werts ist

(3)

B - B

_2__.5____2. = 6,15%_
2

Der Wert BEB) ist also noch nicht so genau wie jener mit
Hilfe des (meist nicht greifbaren) exakten wertes B, be-
rechnete Ndherungswert Béz)

gehend von ng das Verfahren mit BéB)—> gz erneut anwendet,

in Losung 2. Wenn man aber, aus-

erhdlt man den - sehr genauen - Ndherungswert
8{3) = 1,000%
mit einem relativen Fehler von nur

(3)
B - B

2 2 ;
.__§E_~_ = 1’755'

)

Weitere Iterationsschritte Bé3—>gz sind mdglich und kdnnen
(zun Beispiel bei grdsseren Biindeln oder schlechterer Uber-
einstimmung BZuf,ex<F>BMPJ ) eventuell noch kleine Verbesse-
rungen bringen. Das Verfahren konvergiert auf einen Wert Bz,

der sehr nahe beim exakten Wert liegt.
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Mit diesem Verfahren kann also flir kleinere Sekunddr-
bilindel (n2é518) auf einfache Weise ein sehr guter Ndherungs-
wert fir den Verlust B2 von nicht-ideal gemischten Sekun-
darblindeln gerechnet werden (n2=;18 entspricht einem linea-
ren Gleichungssystem vom Range 2, das auf einer s e h r
grossen DVA gerade noch 10sbar ist).

Losung 4:

Diese LOsung ist anwendbar fiir grossere Sekundirbiin-
del, deren Verteilung p(xz) auch fiur angebotenen Zufalls-
verkehr numerisch nicht mehr exakt berechenbar ist (nX10
...18). Bei der Berechnung der Verlustwahrscheinlichkeiten
von grosseren Sekunddrbindeln kann deshalb auch fir ange-
botenen Zufallsverkehr nur ein N & h e r un g s wert
GB(M)(XZ) fir die Sperrwahrscheinlichkeit gesucht werden.
Die einfachste N&herung ist wieder die Sperrwahrscheinlich-
keit GID(XZ) der idealen Mischung. Dieser Ansatz fiihrt auf
die Losung 1, welche den Verlust oft etwas unterschitzt.

Eine Verbesserung erhdlt man, wenn man die Sperrwahr-
scheinlichkeitGR (Xg> fir angebotenen Zufallsverkehr
(AZuf = Rl) nach einer (empirischen) N&herungsformel von
R. Kirsch /17/ bestimmt. Bei dieser Ndherung wird die
Sperrwahrscheinlichkeit wie bei einer idealen Mischung
berechnet, jedoch nicht mit der tatsidchlichen Erreichbar-
keit k,,
Man erh&lt dann filir die Sperrwahrscheinlichkeit

(i)
()

Dabei gilt fir die effektive Erreichbarkeit

sondern mit einer "effektiven" Erreichbarkeit k*.

(&)
Gp () = ) X2 = 0,7,...,n, (67a)

- 4
K* = kz—c1-(k2—5).”2—”2"2—-(%—62-\lk2-€ ), (67v)

k2 > 6
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Speziell fiir vereinfachte Normmischungen, wie sie
bei der Deutschen Bundespost verwendet werden, ist durch
Vergleiche zwischen Rechnung und zahlreichen Verkehrs-
tests bekammt /17/, dass

+— >

¢, = 1,26
und Cy, = 0,32.

Da beil dieser Ndherung (67a,b) die Sperrwahrschein-

& > n, =36
lichkeit GH( gusser von n,, k2 und X, auch noch von dem - .

zundchst noch unbekannten -~ Verkehr Yzim Sekundérbiindel

abhéngt, ist zur Berechnung von.GH(u)(xz) eine Iteration
erforderlich.

Fiir ein Zufallsangebot AZuf (hier AZuf = El) wird zu- l R,
néchst flir das Sekund&rbindel a 1 1 e i n nach der MPJ-
Formel ein Ndherungswert E fir den Verlust und damit eine
Naherung YZ = AZuf' (1-%) fir den Verkehr bestimmt. Mit
diesem Wert Yglésst sich nach (67a,b) die Sperrwahrschein- ® e o © & 0o 0 0o © ° o o
lichkeii;ggu)(xz) berechmen und hieraus ein verbesserter
Wert B. Dieser Wert flr den Verlust B kann als Ausgangs- }f§f§f€f€f€f€%€f§%€f€%€
wert flUr den nidchsten Iterationsschritt verwendet werden.

Dieses Naherungsverfahren fiir die Berechnung der

Soerrwahrscheinlichkeit(SH(Q)(XZ) konvergiert sehr rasch. kz: 10
Schon beim dritten Iterationsschritt dndert sich der Wert 60

n., =
B meist um weniger als 0,01% (relativ). 2
Die Glite dieser Ndherung fur GS(xZ) bei der Berech- [_1:§4ngzj/’<;/1/1/i/‘
nung des G e s am t systems aus Primédrbindel und Sekun- D

dérbindel wird nun am Beispiel eines grosseren Sekundir-

blindels untersucht, wie es in der Praxis des Gfteren vor-

Lrrrrrrr

kommen wird. Die betrachtete Gruppierung ist in Bild 26 /// ///////

dargestellt. JT]
Dem Primérbiindel mit n, = 36 Leitungen wird ein Zu-

fallsverkehr von A = 64,2 Erlang angeboten. Von diesem l R,

Bilindel 18uft ein Verkehrsrest By = 29,1 Erlang (mit einem
relativen Streuwert Dl/Bl = 0,995) auf ein Sekundirbiindel

mit n, = 60 Leitungen und der Erreichbarkeit k2 = 10 uber. Bild 26: Uberlaufsystem mit vollkommen erreichbarem
Die Mischung dieses Sekundirbindels stellt eine sogenannte Prim&rbilindel und unvollkommen erreichbarem
"vereinfachte Normmischung" dar, wie sie z.B. bei der Sekundédrbindel ("Normmischung")

Deutschen Bundespost verwendet wird.
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Ein Verkehrstest (mit 200.000 Rufen) ergab den Ver-
lustwert

B, = 0,573%

mit einem Vertrauensintervall von + 12% (relativ).

Fir den Ndherungswert Bél) (bei Verwendung der Sperr-
wahrscheinlichkeit GID(XZ) der idealen Mischung, siehe
oben) erhdlt man

BLY = 0,506%
Dieser Wert liegt noch innerhalb des Vertrauensintervalls
und hat gegeniiber dem Testwert eine relative Abweichung

von

2 - _11,5%.

) (mit Verwendung der Sperr-

Filir den Ndherungswert Bé
wahrscheinlichkeit,GR(Q)(XZ), siehe oben) erhdlt man den
Wert

5 (4)

> = 0,540%

mit einer relativen Abweichung vom Testwert von

(4)
B - B
2 _ 2 . _¢,7%.

B2
In einem weiteren Beispiel wird nun nochmals die in
Bild 26 dargestellte Gruppierung betrachtet, jedoch bei
einem Angebot von A = 80 Erlang.
Fir diesen Fall ergab eine Simulation (mit 200.000
Rufen) den Verlust

B, = 7,50%

mit einem Vertrauensintervall von + 5,73%.
(1)

Flir die N&dherung B, (bei Verwendung der Sperrwahr-
scheinlichkeit GID(XZ) der idealen Mischung) erhdlt man

den Wert
B(Zl) = 6,3“‘5%,
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der einen relativen Fehler von -15% hat und ausserhalb des
Vertrauensintervalls liegt.
Verwendet man dagegen die Sperrwahrscheinlichkeit
Gﬁ( )(xz), so erhdlt man den sehr genauen Ndherungswert
b)

(&) _ ”
By, ' = 7,520%,

der vom Simulationswert B, nur um 0,26% abweicht.

Mit dem in L&sung 4 beschriebenen Verfahren ldsst
sich also fir Anordnungen gemdss Bild 26 auch die Ver-
lustwahrscheinlichkeit grdsserer Sekundérbiindel, wie sie
in der Praxis h&ufig vorkommen, auf einfache Weise sehr
genau berechnen. Das Verfahren (4) wird lberall dort von
Nutzen sein, wo fiir die Entwicklung neuer Vermittlungs-
systeme genauere Angaben iiber die Verkehrsleistung von
Uberlaufanordnungen erwinscht sind, als sie mit den bis-
herigen (fiir die Praxis ausreichenden) N#herungsverfahren
erzielt werden konnen.
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UBERLAUFSYSTEME MIT UNVOLLKOMMEN ERREICHBAREN BUNDELN

V.1. Real gemischtes Primérbiindel mit real gemischtem
Sekundérbiindel

V.1.1. Exakte Verlustberechnung

Die Serienschaltung zweier unvollkommen erreichbarer
Biindel mit nicht-idealer Mischung ist eine Gruppierung,
die in der Praxis sehr hdufig vorkommt. Ein sehr einfa-
ches Beispiel fiir eine solche Gruppierung zeigt Bild 27.

A

— — Primarbindel

"o
o W

|

Sekundarbinde

3 X
N

Bild 27: Real gemischtes Primdrbiindel mit real
gemischtem Sekundédrbilindel

Diese Gruppierung besteht aus einem Primérbilindel mit
ny = 8 Leitungen und der Erreichbarkeit kl = 3 sowie aus
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einem Sekunddrbiindel mit n, = 6 Leitungen und der Erreich-
barkeit k2 = 4. Die Zahl der Zubringerteilgruppen ist
g =4,

Der Verlust Bl in dem nicht-ideal gemischten Primdr- .
blindel bzw. der auf das Sekund&rbiindel iiberlaufende Ver-
kehrsrest Rl lasst sich nach dem in Abschnitt IV.1.1 be-
schriebenen Verfahren berechnen.

Bei der Berechnung des Gesamtverlusts Bges bzw. des
vom SekundZrbindel nicht aufgenommenen Verkehrsrests R2
kann man von der Tatsache ausgehen, dass die Mischung des
Primérblindels und die Mischung des Sekundirbiindels zusam-
men als e i1 n e Gesamtmischung mit n = n,+n, Leitungen
und der Erreichbarkeit k = k1+k2 betrachtet werden konnen,
wie dies in Bild 28 dargestellt ist.

‘ ety ’ L] * L] o

e L —

e 9

| — —

1 ety [ —

L . 3

‘ t—_...._fl L s ]
Ot
R e

|,

Bild 28: Darstellung der beiden Mischungen als
e 1ne Gesamtmischung

Fir diese Gesamtmischung kann der Verlust Bges bzw.

der Verkehrsrest Bz ebenfalls nach dem in Abschnitt IV.1.1
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beschriebenen Verfahren bestimmt werden. Der Verlust B2 Die dabei auftretenden Bilindel sind aber so gross,
im Sekundédrbiindel ist damm dass eine exakte Verlustberechnung (s. Abschnitt v.1.1)
im allgemeinen nicht mdglich ist. Ein guter Naherungswert
B, = .;?_ (2) fiir den Verlust derartiger grdsserer Sekunddrbiindel kann
1 jedoch leicht mit Hilfe des Streuwertverfahrens fiir un-
. . vollkommene Biindel von U. Herzog und A. Lotze berechnet
Fir die in Bild 28 gezeigte Grupplerung erhdlt man werden /12, 14, 16, 22, 23, 24/. In diesem allgemeineren
bei einem Angebot von A = 8 Erlang die Werte Verfahren ist das Streuwertverfahren flir vollkommene Biin-

del (s. Abschnitt ITII.2.2) als Sonderfall enthalten.

B, = 33,5506% By = 2,6840 Erlang : :
82 = 11,423 % BZ = 0,3066 Erlang ) Mit dem Streuwertverfahren flr unvollk?mm?ne Blindel
B = 3,8325% konnen auch Gruppierungen mit mehreren Primarbindeln be-
ges rechnet werden (s. Bild 29 links). Zur Bestimmung des
Bei der Berechnung des Ges?gfigg}usts muss nach Ab- A A As A¥
schmitt IV.1.1 ein System von 2 linearen Gleichun- l l , l l
gen aufgelost werden. Wie schon in Abschnitt IV.1.1 er-
wahnt wurde, konnten bisher wegen der begrenzten Speicher-
kapazitdt der Rechner nur Mischungen mit bis zu © Leitun- Ki1,P4g Kiz,Niz K33 k¥, n*
gen berechnet werden /10/. Auf der Rechenanlage TE4 ist
es jetzt mbglich, Mischungen mit bis zu 14 Leitungen zu l l
bereclmen. Die Leitungszahlen, flir die exakte Verlustbe- l
rechnungen noch durchgefiihrt werden konnen, sind also \ Rn;Dn Rm;Dm Ry3,D13
verhdltnisméssig klein. Dies erkldrt die Tatsache, dass v I
dieses Verfahren zur Bestimmung des Verlusts in unvoll- R,D R,D
kommen erreichbaren Sekund&rbiindeln bisher praktisch : l l
nicht angewandt wird.
Bin Vergleich mit dem in der Praxis heute Ublichen kz n 8 k,,n B
Streuwertverfahren findet sich auf Seite 101. 12 2 22 2
} !
V.1.2. Das Streuwertverfahren fir unvollkommene Bindel R, R,

Biid 29: Ersatz von drei unvollkommen erreichbaren Primidr-
blindeln mit den Angeboten All’ A12 und A13 durch
eine unvollkommen erreichbare "Ersatz-Prim&rmi-
schung" mit einem Angebot A*, der Leitungszahl
n* und einer Erreichbarkeit k* € n*, welche den
gleichen liberlaufverkehr (R, D) an ein unvoll-
kommen erreichbares Sekunddrbindel (nz, ks, BZ)

Die Berechnung des Verlusts von unvollkommen er-
reichbaren Sekundérbiindeln mit nicht-idealer Mischung
kommt in der Praxis haufig vor, besonders bei der Bemes-
sung von Fernsprechnetzen mit Leitweglenkung /16, 25,
26, 30/.

anbietet
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Verlusts im Sekundidrbiindel (mit n, Leitungen und der Er-
reichbarkeit k2) sucht man zundchst ein (unvollkommen er-
reichbares) Ersatz-Primirbiindel mit dem Ersatzangebot A,
der Erreichbarkeit k* und der Leitungszahl n*, welches den
gleichen Uberlaufrest R und den gleichen Streuwert D lie-
fert; wie die verschiedenen, in Wirklichkeit vorhandenen
Primdrblindel zusammen (s. Bild 29). Bei geeignetem Mi-
schungsverhdltnis dieser Ersatz-Primdrmischung kann man
sie zusammen mit der Mischung des Sekundirbiindels als

e ine Gesamtmischung mit (n*+n2) Leitungen und der Er-
reichbarkeit(k*+k2) betrachten. Flr diese Gesamtmischung
kann man den Verkehrsrest BZ wie Ublich berechnen. Es ist

R, = A" Bges (68)
Damit ist auch der Verlust B2 des Sekundérbiindels bekannt

R
3

‘Flir die in Bild 28 gezeigte Gruppierung erhidlt man nach
dem Streuwertverfahren

Exakte Rechnung nach Seite 64

D, = 1,31
R, = 0,369 Erlang R, = 0,3066 Erlang
B, = 13,74% By, = 11,423%

Diese Nédherungswerte stimmen gut mit den exakten Werten
uberein.

V.2. Ideal gemischtes Primidrbiindel mit ideal gemischtem
Sekund&rbiindel

In Bild 30 ist eine Gruppierung dargestellt, die aus
einem ideal gemischten Primirbindel mit n; Leitungen und
der Erreichbarkeit k1 und aus einem ideal gemischten
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Sekunddrblindel mit n2 Leitungen und der Erreichbarkeit k
besteht.

2

ideal gemischtes

Primarbiindel

ideal gemischtes

Sekundiarbiinde

Bild 30: Ideal gemischtes Primirbiindel mit
ideal gemischtem SekundZrbiindel

Wie in Abschnitt IV.2 gezeigt wurde, gilt fiir die
Sperrwahrscheinlichkeit Gl(xl) im ideal gemischten Pri-
marbilindel

X3
(k)

G1(x1) = T 0,7, -y M (70a)
1
(k)
und fir die Durchlasswahrscheinlichkeit ul(xl)
X)) = 1 =Gl x = 01,..,n, (70b)

Entsprechend gilt flr die Sperrwahrscheinlichkeit 62(x2)
im Sekunddrbiindel
X2
()

Gy(xp) = -F;- , X = 0,1,..n (71a)
ka
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und fiir die Durchlasswahrscheinlichkeit Gz(xz)

/12(X2) = 1 - 62()(2) ) Xz = 0,1,...,”2 (71b)

Um ein ideal gemischtes Prim&r- und Sekundirbiindel
ungleicher Erreichbarkeit und/oder ungleicher Leitungszahl
in Serie zu betreiben, mlissen beide Blindel die einheitli-
che Zubringerteilgruppenzahl

]

9 = g9 () (&) (72)

erhalten. Damit ist auch bei ungleichen Teilverkehrsresten
Rll"'Rl g sichergestellt, dass im Sekundé&rbilindel allen
o1

n
(Ei) Untergruppen - aus je(kg) Zubringerteilgruppen, wel-

che dieselben Abnehmerleitungen in derselben Reihenfolge
absuchen - derselbe Teilrestverkehr angeboten wird. Dann
ist der Gesamtverlust B2 exakt mit nachstehendem Verfah-
ren berechenbar.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass im Primérbiindel
gerade xl‘Leitungen und im Sekundédrbiindel X, Leitungen be-
legt sind, heisse p(xl,xz). Nach der Stationaritatsbedin-
gung erhdlt man dann mit den Beziehungen (70a,b) und
(71a,b) ein System von (n1+1)-(n2+1) linearen Gleichungen
folgender Art:

[x,+ xg+ A (1= 65(x) 6, (X2)>] Px, %)

- (xy+1) - P(X+1,%,)

Il

+ Br(xa+1) - p(xy,%+1) (732)

+ A (0=1) p(x9-1, x;)
+ A- (5'61()(1) ‘}12()(2‘7)' p(x,,x2-1) )

X, = 0,1,-”,’)1
Xy = 0,7,..., ny
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" Dabei ist
o =1, falls X <ny , sonst X =0 ,
3 =1, falls x,<n, , sonst 3=0,
¢ =1, falls x1> 0 , sonst T= o,
é =1, falls x,>0 , sonst §=0 .

Ausserdem gilt die Bedingung, dass die Summe aller Wahr-
scheinlichkeiten p(xl,xz) gleich eins ist:
] N,

b
P X)) = 1 (73b)

X1=0 X2=0

Der Verlust B, im Primérbilindel ergibt sich nach der
EIF-Formel (6a,b) (s. Abschnitt IV.2.,1) zu

A% Xq-1
o L (0
B 4=0 .5, (%)
X1=k A
T F T mw
E=1 U=20
Damit ist auch der Verkehrsrest R1 bekannt:
R, = AB, (75)
Der Verkehrsrest B2 wird
M Ny
Ry = A'E § P(x1,%2) - 61(x1)-G2(xp) (76)
X1=k1 X2=k2

Damit erh@lt man flir den Verlust B2 im Sekunddrbindel

n, n:

R, 1
B, = ﬁ = BTZ Zp(x,,xz)-51(x1)‘62(xz) (77)

X1= kn, XZ= k2
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und fiir den Gesamtverlust B

ges
N hy
Bges = %‘ = Z_ ZP(X1,X2)'51(X1)'62(X2) (78)
X1'—"k1 Xz:kz

Die Verluste bei solchen Gruppierungen mit ideal ge-
mischtem Primdrbiindel und ideal gemischtem Sekunddrbiindel
wurden von G. Bretschneider numerisch berechnet /4/.

Beispiel: Fir eine Gruppierung mit den Leitungszahlen

n; = 10 und n, = 10 und mit den Erreichbarkeiten ky = 4
und k2 = 4 erhdlt man bei einem Angebot von A = 8 Erlang
die Werte

Ry = 1,595 Erlang R, = 0,015163
B,y = 19,9382% B, = 0,9506%
ges = 0,1895%

Eine n&herungsweise Verlustberechnung des Sekundér-
bindels nach dem Streuwertverfahren /12, 14, 16, 22, 23,
2L/ liefert zu Rl den Streuwert

D, = 0,916

1
ferner

BZ = 0,0295 B

> =‘l,857b

V.3. Eeal gemischtes Primarbiindel mit ideal gemischtem
Sekundérbiindel

In diesem Abschnitt werden Gruppierungen untersucht,
die aus einem nicht-ideal gemischten Primarbiindel und aus
einem ideal gemischten Sekunddrbiindel bestehen. Bild 31
zeigt eine derartige Gruppierung.

Die Sperrwahrscheinlichkeit Gé(xz) im Sekundarbiindel

(2

Golx)) = —— ) Xg = 0,1,...,My (71a)
(R)
ky

ist
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A
91:4
"
L L3 L] L _“_——-‘—-I—-—I————-—-'
. oy g:g1.92 |

----- 7 T
ideale 9 :92'91 | n
Mischung | Kz, N2

' R,

Bild 31: Nicht-ideal gemischtes Prim&rblindel
mit ideal gemischtem Sekundérbiindel

{s. Abschnitt IV.2.1). Fiir die Durchiasswahrscheinlich-
keit U, (x,) im Sekund&drbiindel gilt

Palxp) = 1-6300) , X = 0,1,...n, (71Db)
Die Verlustwahrscheinlichkeit des Sekund&rbiindels kann
aber nur dann mit dem unten beschriebenen Verfahren exakt
berechnet werden, wenn allen Zubringerteilgruppen des Se-
kundédrbindels derselbe Teil-Uberlaufverkehr angeboten
wird. Die Zubringerteilgruppen des Primdrbiindels und Se-
kundéarbindels missen deshalb vervielfacht und entspre-
chend kombiniert werden, wie dies in Abschnitt V.2 be-
schrieben wurde:

Die Zubringerteilgruppenzahlen, die das Primérbindel
und das Sekundérbiindel hZtten, wenn sie je fir sich allein
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betrieben wilirden, seien mit gi bzw. gé bezeichnet. Die tat-
séchliche Zubringerteilgruppenzahl der Gruppierung ist dann

g g1+ 92 (79)

Wegen

i n2 (8
0)
92 (k)
(s. Abschnitt V.2) ist also die Zubringerteilgruppenzahl

g = a(i) (81)

In der in Bild 31 gezeigten Gruppierung ist g = 4,

Bei der Berechnung des Verlusts in derartigen Gru8§ie—
rungen muss man im real gemischten Primérbilindel alle 2
moglichen Belegungsm u s t e r unterscheiden, jedoch im
ideal gemischten Sekundirbiindel nur die (n2+1) verschie-
denen Belegungsz u s t & n d e. Es ergibt sich deshalb ein
System von 2 l-(n2+1) linearen Gleichungen.

Die Leitungen des Primérbiindels seien wieder numeriert
(wie in Abschnitt IV.1.1, s. Bild 17), so dass die Mischung
als Matrix M = "ms,j“ dargestellt werden kann. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass die Leitungen Nr. 1,2,... ny des Pri-
mérbindels in den Belegungszustidnden Zys Zpy see Zp sind
und dass im Sekundarblindel gerade X5 Leitungen belegt sind,
werde mit p(zl, Zoy wee Zy o x2) bezeichnet. Dabei bedeutet
(wie in Abschnitt IV.1.1) z, = 0, dass die betreffende Lei-
tung frei ist, und zy = 1, dass die Leitung belegt ist
(1éi£n1).

Aus der Bedingung, dass das Verkehrsangebot A und damit
auch der in den Biindeln fliessende Verkehr Yl bzw. Yz sta-
tiondr ist, erhdlt man dann folgende Gleichungen:
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™ C 9k
1
!: Ez(+x2+A<(1—|:1—§1,—-E (1—Trzmslj)]-6'2(x2))]-p(z1, Z3, Zny; %2)
(=1 Jj=1 s=1
Ny
= § (1=2)-p( 24, 22,..,Zic1, 1, Ziw1,--- 20, [ X2)
(=1
+ (7‘0‘)'()(2*7)'p(zhzZ;"'/zm3x2+1) (82a)
H Ky
-+ § § T[stl p(21)22) sz] 7102"73)"7! 2n1)X2)
A gk
+ /3-,(12()(2"1)~ —gT . E -,szslj-p( 21’22)...)2'«,1 ; X2—1))
J=1 §=1
X2 = 0,7,..., n2 ;
zi = 01 far A( = 1,2,..., N
Dabei ist
o =1, wenn X, =n, , sonst ® =0,
=1, wenn X, >0 , sonst 3=0.

Die Summe aller 2 1-(n2+1) Wahrscheinlichkeiten
p(zl, Zoy e znl; x2) muss gleich eins sein:

1

1 1 n,
Z ZZ Zp(z7'22)”';zn1jx2) = 1 (82p)

21=0 Zp=0 2Zpz0 X3=0

Mit Hilfe dieser Wahrscheinlichkeiten p(zl, Zoy o2y i x2)
lasst sich nunmehr der Verkehrsrest RZ berechnen. Man
erhdlt

K
E E E E chz(x2 p(z,,zzj z,,“xz).".zm”
i=1 Z4= 022 Zn 0X2—K2 §=1

(83)
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Auf die gleiche Weise erhdlt man fiir den Verkehrsrest Rl

25 5 5.5 Semmaeznnilting

=1 21=0 2,0 2p=0%=0

Damit ist auch der Verlust B1 im Prim&rbilindel bekannt

R
B, = (1)
! A

und der Verlust B2 im Sekundérbilindel

Ry (2)
B, = =2
R
sowie der Gesamtverlust Bges
B _ R (3)
ges A
Beispiel: Flr ein Primarbiindel von n, = 10 Leitungen mit

der Erreichbarkeit kl = 4 und der in Bild 31 gezeigten
Mischung und fur ein ideal gemischtes Sekundarbiindel mit
der Erreichbarkeit k, = 4 und n, = 10 Leitungen erhdlt
man bei einem Angebot von A = 8 Erlang die exakten Werte

By = 1,686167 Erlang R, = 0,017284 Erlang
B, = 21,0771% B, = 1,0251%
Bres = 0,2161%

Die Zahl der Zubringerteilgruppen ist gemdss (81) bei die-
ser Gruppilerung

g=4 - (1) = su0

Die N&herungsberechnung nach dem Verfahren der MPJ-Formel
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/19, 20, 21/ in Verbindung mit dem Streuwertverfahren

liefert
R, = 1,73 Erlang R, = 10,0390 Erlang
B, = 21,6% B, = 2,25%
ges = 0,488%

V.4, Ideal gemischtes Primirbindel mit real gemischtem

Sekundarbindel

Die Gruppierungen, die in diesem Abschnitt behandelt
werden, bestehen aus einem ideal gemischten Primarbiindel
und aus einem real gemischten Sekundarbiindel. In Bild 32
ist eine einfache Gruppierung dieser Art dargestellt.

A

!

9

ideale
Mischung

| =,

Bild 32: Ideal gemischtes Primdrbiindel mit
real gemischtem Sekunddrbiindel
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Fir die Sperrwahrscheinlichkeit (5(x1) des Primir-
bindels gilt (s. Abschnitt IV.2.1):

(%)

k (70a)
Gi(x) = P J X = 0,7, ., M,
(k
und fir die Durchlasswahrscheinlichkeit
Mp(x) = 1-G{x) , x; = 0,1,..,1 (70b)

In der Rechnung wird vorausgesetzt, dass an jede Zu-
bringerteilgruppe des Sekundidrbiindels derselbe Teil-Uber-
laufverkehr angeboten wird. Deshalb miissen die Zubringer-
teilgruppen von Primarbilindel und Sekund&drbindel (wie in
Abschnitt V.3 beschrieben) gevielfacht und so angeordnet
werden, dass alle mdglichen Kombinationen einer Zubringer-
teilgruppe des Primérblindels mit einer Zubringerteilegruppe
des Sekundarbiindels gerade einmal vorkommen.

Die Gruppierung (s. Bild 32) hat dann die Zubringer-
teilgruppenzahl

g = g9 = (¥)g (85)

Die Leitungen des Sekundédrbilindels seien durchnumeriert,

so dass die Mischung des Sekundarbindels als Matrix
M o= |mg | dargestellt werden kamn (s. Abschnitt IV.1.1).
Die Belegungszustande der Leitungen des Sekundérbiindels
seien mit 2y, Zpy ees Zy bezeichnet. Dabei bedeutet zy =
dass die Leitung Nr. i belegt ist, und z, = 0, dass sie
gerade frei ist (1éi_én2).

Die Wahrscheinlichkeit, dass im Primdrblindel x4 Lei-
tungen belegt sind und dass die Leitungen Nr. 1, 2, ... n

des Sekunddrbiindels in den Belegungszusténden Zy92Z50 0002y
2
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sind, heisse p(xl; Zy, Zoy ees znz).
Fur stationres Angebot wird dann der Geburts- und
Sterbeprozess des Verkehrs durch ein lineares Gleichungs-

n
system vom Eang (n1+1)-2 2 folgender Form beschrieben:

n2 92 k2
[X-, + % Z; +A‘U7(X1)+ ——~G1(X1) ;(7 -]szsj p(XU 27) 22}..,,2,-'2)
(=1 Jj=1 8§=1

= (1-9)-(q*1) p(g*1; 2, 2,,..., Zn,)

N2
+ 5(1—25)-;00(7,' 21,2, 2i1,1,2Zis1,,2n, )
=7 (86a)
+ A 'A‘P(1(X7‘1) : p(X1—7 ; Z», 22),.- Zn2)
‘A &y
+ 61()(1); E llzmsj p(XUzhzZl 7-m -~1/02m 4‘1/ an)
=1
X, = o,1,...,n1 )
z¢= 0,1 fur  =12,...m
Dabel ist
X =1, wenn Xy =10y, sonst ® = 0
B =1, wenn x;, #0 , sonst B =0,
Zn = 1, wenn Koppelpunkt (Matrixelement) mg j
SsJ belegt ist, andernfalls Zy =0 !
s,

Ausserdem gilt fiur die Summe aller Wahrscheinlichkeiten

p(xy5 24, 25, «o. znz) die Bedingung

7
ZZ Z}__pm,z,,zz,.,. zp,) = 1 (86D)

24= 022 DZn-o x=0
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Zur Losung derartig grosser Gleichungssysteme sind
iterative Methoden am besten geeignet, insbesondere das
{verrelaxationsverfahren (s. Abschnitt IIT.2.1). Aus den
so gewonnenen Werten fiir die Wahrscheinlichkeiten lisst
sich die Zahl der Verlustrufe pro Zeiteinheit und damit

der Verkehrsrest B, bestimmen:

Ry= Z Z Z Z 251 (1) pla; 29,2 -2, T[stj

J—1 Z’ 0 22—0 Zn =0 X1—k1
(87)

Der Verlust Bl im ideal gemischten Prim&rbiindel bzw. der
Verkehrsrest Bl kann nach der Erlang'schen Interkonnek-
tionsformel (28a,b) bzw. (74) berechnet werden:

X',-"
n, ~ 1 T[#1
= ) (74)
i Zk g & o1l
e ]§7'113U1@0
‘E= i
R = A-B (75)

Man erhdlt damit fiir den Verlust B2 im Sekunddrblindel
B, = 3= (2)

und fur den Gesamtverlust Bges

R
ngs = Tz (3)
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‘ Beispiel: Bei einer Gruppierung mit n, = 10 Leitungen und

der Erreichbarkeit k, = 4 im Primérbindel und mit einem
Sekundérbilindel von n, = 10 Leitungen mit der Erreichbar-
keit k, = 4 mit der in Bild 32 gezeigten Mischung erhilt
man fir ein Angebot von A = 8 Erlang die Werte

B, = 19,938% R, = 1,595 Erlang
B, = 1,0787% R, = 0,0172 Erlang
—_— 0,215%

Die Zahl der Zubringerteilgruppen ist bei dieser Gruppie-
rung
(19

N . b4 = 840 .

g:
Das in der Praxis der Deutschen Bundespost kinftig ange-
wandte neue Verfahren in Verbindung mit dem Streuwertver-
fahren /12, 14, 16, 22, 23, 24/ liefert folgende Werte

B, = 21,724 R, = 1,738 Erlang
B, . = 2,66% B, = 0,0463 Erlang
Bges = 0,333%
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Vi

ZUSAMMENFASSUNG

Es wurden Systeme mit einfachem ﬁberlauf, bestehend
aus je einem Primérbiindel und einem Sekunddrbiindel, unter-
sucht. Die hierflir angewandten Rechenverfahren konnen prin-
zipiell auch fir Systeme mit mehrfachem Uberlauf benutzt
werden, soweit dies die Speichergrdsse der verfiigbaren Di-
gitalrechner zuldsst. Flr alle Kombinationen aus vollkommen
erreichbaren Bindeln und ideal bzw. real gemischten unvoll-
kommen erreichbaren Bindeln werden exakte Ldsungen angege-
ben und, soweit erforderlich, mit N&herungsverfahren ver-
glichen.

Die bekannte Ldsung filir die Berechnung des Pauschalver-
lustes von Sekund&rbiindeln vollkommener Erreichbarkeit, de-
nen entweder zwei Uberlaufverkehre hinter vollkommen erreich-
baren Prim&rbiindeln oder auch ein zus8tzlicher direkter Zu-
fallsverkehr angeboten wird, konnte erweitert werden. Ausser
dem Pauschalverlust werden auch die Verlustwahrscheinlich-
keiten der einzelnen Teilangebote mit Hilfe von Iterations-
verfahren exakt berechnet.

Wahrend bisher filir Systeme mit grosserer Leitungszahl
die bereits bekannten N&herungsldsungen nur durch die Simu-
lation des Verkehrs auf Digitalrechnern iiberpriift werden
konnten, ist es jetzt in vielen F&dllen mdglich, auch eine
Nachpriifung mit Hilfe exakter numerischer Verfahren durch-
zufihren. Insbesondere kann auch die Verlustwahrscheinlich-
keit grosserer real gemischter Sekund&rbiindel hinter voll-
kommen erreichbaren Primérbilindeln mit einem exakten nume-
rischen Verfahren berechnet werden, wenn die Sperrwahrschein-
lichkeit G (xp, kj, n,» Ry, Dl) unter Beriicksichtigung des
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Mischungstyps hinreichend genau approximiert werden kamm.
Es konnte gezeigt werden, dass dies durch eine geeignete
Anwendung des in /17/ fiir Zufallsverkehr entwickelten Ver-
fahrens méglich ist.
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ANHANG  (2zu Abschnitt IV.4.3, Gleichung (41) )

Es ist zu beweisen, dass

N2
Pia) = DO (-1 (E) Sg g P0OE)  (B1)
£=Xp

die folgende Gleichung erfiillt:

Ga*xa+A)-p(X1,%) = (Xp1)-p(x+1,%; )
+(X#1)-p(X  ,%241)
+  Ap(q-1,% ),

(36a)

Xy = 0, 7)... , =1
Xy = 0,7,...,’72

Beweis:

Durch Einsetzen von Gleichung (41) erhdlt man fiir die
linke Seite der Gleichung (36a)

L

(X3 +X3+A)- p(x,%;)
(87)

[}

2
Oa+x+A)D (-1 (£ )-Se y g P(0F)
2 , X tX—§

E=x,
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Fiir die rechte Seite von Gleichung (36a) erhdlt man mit
Gleichung (41)

Ny
R= (xo1) D (0572 (£ )Spsponger-g - P(OE)

E=X,

)
+ (x241) Z("’)szq' (xf,q) 'Sglx1+x2+7—§ “p(0,€) (88)
E=X2+1
N2

F-X
+ A Z(‘ ) 2(2 )’Sg,x,+x2—1—g ‘p(oE)
§=x;

Die untere Grenze der zweiten Summe in Gleichung (88) kann

auf & = x, erniedrigt werden, da (,°%,) = 0 ist. Mit der
Beziehung 2

(x+1) '(xf#) = (§-x) (Z)

erhdlt man dann

N2
R = D (%) p08): [(xre1) Sg syoyer-5
e ~(8-%) - Sg, x;+x,41 -

+ A 'Sg, X +X2'7-€]

oder

&)
- £X% (&
R -E-ZX(-']) 2 (xz).p(o,s’).[(x,+x2+1—;).55,x1*,(24_; (89)
: A 'SE,X1+X2'7‘€]
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Bezeichnet man den Ausdruck in der eckigen Klammer in
Gleichung (89) mit K', so gilt

N
- Z(-f)?‘XZ-(i)-n(o,s')- R’ (90)
£=x

und

[(X7+Xz*7‘5)‘Sg,x,+x2+1-§ + A‘Sg,x,+x2—1-g] (91)

Setzt man der Ubersichtlichkeit halber

Xptxpr1=& =m (92)

so erhdlt man

’ _— . .
R" = m SE,”) + A Sg/m_z (93a)

Mit der Definitionsgleichung (40a) filir die S-FPolynome ergibt
sich hieraus '

m
) 5 1+v AM-v-2 1+v
R 0 )+AZ(m~v-2)’ ()
oder
) N A"V ety
R'=m) oz (50
v=0
m-2 m=yeq (931)
A E-1+v
+ vao(m v-1). (mv1)l'( )
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Die zweite Summe in Gleichung (93) &ndert sich nicht, wenn
man die obere Grenze auf (m - 1) erhdht. Man erhdlt dann
(etwas umgeformt)

R = m._,A;_)’Z + m.m L”’i.(s-vw)

! {m-v)!
v=1
m-1 -v-1
% [(m—1+5} (V+€)] V_,),'(E—\ZW)

oder

v . Am v £-1+
R = (m 1)/ mZ(m V)' ( v V)

1
* (- 7+§>Z<“Z’ S (1) o

Am-v

(m-v)!
v=1

(veg-) (£720Y

Die dritte Summe in Gleichung (94) 1ldsst sich mit der Beziehung

(v+&-1)- (5 2+vy o v-(g'z,'”)

weiter umformen. Man erh8lt dann mit Gleichung (40a)

m-~-v-1 _
R' = (——,n 5t AZm ‘2,” o (5 oY)

+(m 7+§) {.’m1
m

-v-1 7.
D v ()

v=1
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oder

, m-v-1 .
R = A (m v' AZ(m -v)- ’}m_v), (577+)

+ (m-1+§)- Sglm57

(95)

Die obere Grenze der Summe in Gleichung (95) kann auf
(m - 1) erniedrigt werden. Dann ergibt sich

y Am 1 Am v-1 E-1+v
R= 4 (m-1 Z(m v-1)! (57)
-+ (m“1+5) Sg’m_o,

oder

Rl

m-v-1 v
AZ?m v-1)! (g-7+ ) + (m-1+8) ’55 m-1

Mit Gleichung (40a) erhdlt man

R’ A-Sg g + (M=1+E)-5g 4

It

oder
R)

(A+m_1+€)'55’ m-1
Mit Gleichung (C2) ergibt sich hieraus
! .
R' = (a+x+A) S xix-t (96)

Setzt man Gleichung (96) in Gleichung (90) ein, so erhilt
man fir die rechte Seite der Gleichung (36a)

hy
R = (X1+X2+A)Z_('7)¥~xz’()i)“S{;'/xﬁxz_s'p(olg) (97)
E=x
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Aus den Gleichungen (87) und (97) folgt

L = R

Die Formel (41) erfiillt also die Gleichung (736a)
beweisen war.

’

was zu







