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Abstract

I. General

This paper deals with the calculation of overflow systems with a
finite number of sources and full available groups. Such systems are
widely used in telecommunication networks, By 951 traffic sources
(each with the calling rate otyj) a finite source traffic is offered to
a primary trunk group consisting of 04 trunks. A further primary
group has n, trunks and q,, sources with the calling rate 0(12,
(In the general case, more than two primary groups can exist)., Calls
which can not be switched in these primary groups are overflowing to
a secondary group with n, trunks; calls which can not be switched in
the secondary group are lost (and cleared out of the system, according

to the model "lost calls cleared").

II. Exact calculations

An exact, analytic solution is derived for systems having only one
primary group. Along this method the variance of the overflow traffic

behind a primary group can also be calculated.

Furthermore, an exact method for the calculation of overflow systems
with two primary groups (as shown in fig.1) is presented. This method

is, however, only practicable in case of "small" systems,

III, Simulation programs

For investigating the variance of the overflow traffic behind a
primary group with a finite number of sources, a simulation program
has been established., A further simulation program enables the de-
termination of the loss probabilities in overflow systems with an
arbitrary number of primary groups, These simulation programs can

also be applied to overflow systems with groups of limited availability

(see section V).

IV. Approximation methods

Regarding the limited number of sources, practicable approximate
formulae for the overflow traffic R behind a primary group and for the
variance V of this overflow traffic in case of an "infinite secondary

group" (i.e. a secondary group with n, = g - ny trunks) are given.

For the calculation of large overflow systems (with two or more
primary groups), an approximate method is derived which regards the
mean as well as the variance of offered overflow traffic. For systems
with a large number of traffic sources, this method approaches the well-
known equivalent random theory (ERT-method) which holds for an infinite
number of sources. In the new method, the ERT-method is contained
as a special (limiting) case. Therefore the method presented here could

be looked at as an "ERT-method for finite source traffic".

For reasons of the finite number of sources, this method is a
little more complicated than the ERT-method, but the basic idea is the

same. In principle, the method presented proceeds as follows:

a) First, the overflow traffic parcels offered to the secondary
group and the corresponding variance values are calculated
under the assumption that the real secondary group is replaced
by a fictitious secondary group with zero loss probability (i.e,

with n, = aqp, + a1 - Py - D, trunks).

b) Then, a fictitious primary growp (with n* trunks and q* sources

of call intensity 0(*) is searched such that the overflow traffic

offered to the fictitious secondary group has the same mean and

variance as in case of the various (really existing) primary

groups.

c) Now the overflow system consisting of the fictitious primary
group and the real secondary group (with n, < ?1'2 trunks) is
considered. For this system the loss in the secondary group is

calculated, This loss value turns out to be a good approximation
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of the loss in the (in fact existing) secondary group of the

given system.

The above mentioned methods are demonstrated in examples,
A comparison shows that the results according to the presented
approximation method ("ERT-method for finite source traffic") are

in good agreement with exact calculations and with simulation results.

V. Preliminary investigations for the calculation of overflow systems

with groups of limited availability and a finite number of sources

The exact and approximate methods presented in section II and
section IV are valid for overflow systems consisting of full available
groups. It is obvious to extend these methods to overflow systems with

groups of limited availability.

Preliminary investigations for the calculation of such overflow
systems with groups of limited availability and a finite numer of sources
have been carried out, whereas a detailed study of this subject would be

beyond the scope of this paper.

As an exact calculation of overflow systems with groups of limited
availability is practically not feasible, the investigation of such systems
must be based on simulations. It is convenient that the simulation
programs described in section III can also be applied to overflow systems

with groups of limited availability.

Section V contains preliminary investigations for approximation
formulae for mean and variance of the overflow traffic behind groups of
limited availability in case of offered finite source traffic, Furthermore,
an approximation method for the calculation of the loss probabilities of
overflow systems with groups of limited availability and a finite number
of sources is proposed which regards the means as well as the variance
of offered overflow traffic. This method represents a generalization of

the ERT-method for finite source traffic which is derived in section IV,
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I. Allgemeines

In vielen Vermittlungsnetzen mit Widhlbetrieb kdnnen die
Anrufe lber mehrere alternative Wege durchgeschaltet wer-
den: Trifft ein neuer Ruf ein, so wird dieser zunichst
einem direkten Leitungsbilindel, dem sogenannten Primirbiin-
del, angeboten. Wenn hier keine freie Leitung erreichbar
ist, lduft der Ruf liber auf einen (meist lédngeren und daher
teureren) Umweg, das sogenannte Sekundirbiindel.

Bei der Berechnung der Verlustwahrscheinlichkeit solcher
Uberlaufsysteme muss man berilicksichtigen, dass der an das
Sekundérbiindel angebotene Uberlaufverkehr andere statisti-
sche Eigenschaften hat als Zufallsverkehr, Wegen seiner
grosseren "Spitzigkeit" verursacht ein Uberlaufverkehr (der
sich aus mehreren Verkehrsresten und Zufallsangeboten zusam-
mensetzen kann) hohere Verluste als ein Zufallsverkehr
gleichen Mittelwerts.

Fiir den Sonderfall, dass die Zahl der Verkehrsquellen
sehr gross gegeniiber der Zahl der Leitungen ist (im Grenz-
fall unendlich viele Verkehrsquellen), das heisst fiir soge-
nannten zufallsverkehr 1. Art (ZV1) oder Poisson-Angebot,
stehen exakte und ndherungsweise Verfahren zur Verlustbe-

rechnung bei solchen Uberlaufsystemen zur Verfligung

/1, 2, 4,5 7,8, 9, i1, 15, 16, 17, 18, 21, 22, 23, 24/,
Eine exakte Verlustberechnung ist grundsidtzlich moglich,
fihrt jedoch auf lineare Gleichungssysteme von oft sehr
hohem Rang. Mit Digitalrechnern lassen sich kleinere Uber-
laufsysteme berechnen; dagegen steigt bei Systemen, die in
der Praxis vorkommen, die Zahl der Gleichungen meist so
stark an (zum Beispiel $>104), dass auch auf modernen Digi-
talrechnern eine Auswertung nicht mehr durchfiihrbar ist.
lan ist dann auf Ndherungsverfahren angewiesen. Am genaue-
sten ist das sogenannte Streuwertverfahren fiir vollkommen
bzw., unvollkommen erreichbare Biindel (ERT- bzw. RDA-Verfah-
ren) /1, 9, 11, 24/,



Das Streuwertverfahren geht davon aus, dass der auf das
Sekundirbiindel iliberlaufende Summenverkehr R in seinen
statistischen Eigenschaften erheblich abweicht von einem
Zufallsverkehr gleichen Mittelwerts, dass er aber anderer-
seits in guter Niherung durch einen anderen Uberlaufver-
kehr mit gleichem Mittelwert R (erstes Moment) und gleicher
Varianz V (zweites Moment) ersetzt werden kann. Anstelle
der Varianz V verwendet man in der Praxis zweckmidssig den
sogenannten Streuwert D = V - R (siehe Bild 1). Wegen

A = V fiir Poissonprozesse ist bei Zufallsverkehr der Streu-
wert D = O,

11 T2 —— n

Bi10Dqg Rlz'Dlg :

i
(w]]
o]}
ol

Bild 1: Prinzip des Streuwertverfahrens: die verschiedenen
Primdrbindel werden ersetzt durch ein (fiktives)
Ersatz-Primdrbiindel mit dem gleichen Uberlauf-
verkehr (R, D)

Beim Streuwertverfahren berechnet man nun zunidchst die
auf das Sekunddrbiindel lberlaufenden Verkehrsreste Hll und
312 und die zugehOrigen Streuwerte D11 und D12' Diese er-

h&lt man beil vollkommen erreichbaren Biindeln nach der
Formel

7 2
D = e —— R I
B (ni7-427) ] R (1a)
bzw,
2
D = p R (1b)
wobei
4
p = [ B (ner-arm) (1e)

Die Beziehung (la) wurde von R. I. Wilkinson und
I. Riordan /24/ und von G, Bretschneider /1/ hergeleitet;

ein neuer, vereinfachter Beweis wurde von U. Herzog er-
bracht /8, 11/.

Bei unvollkommenen Biindeln mit der Erreichbarkeit k
ldsst sich der Streuwert nach der Beziehung

k
D = p R - (2)

berechnen. Diese Formel wurde von A. Lotze und U. Herzog
hergeleitet /7, 8, 9, 11, 15/.

Da Mittelwert und Varianz von statistisch unabhéngigen
Zufallsvariablen je additiv sind /11/, erhdlt man den ge-

samten an das sekundarbiindel angebotenen Verkehr (§, 5) aus
R = R77+ R'IZ

D = Dy *+Dpp

(und entsvrechend bei mehreren Primdrbindeln) .



Nun ersetzt man die verschiedenen, in Wirklichkeit vor-
handenen Primirbiindel durch ein (fiktives) Ersatz-
Primérbilindel mit n* Leitungen und einem Angebot A%, das den-
selben Summen-Uberlaufverkehr (R, D) liefert (siehe Bild 1).
Damit ist das Problem auf die Berechnung des Verlusts in
einem Uberlaufsystem mit aur einem Primirbiindel zuriickge-~
fiihrt, die ihrerseits durch zweimalige Anwendung von bekann-
ten Formeln fiir Zufallsverkehr 1l0sbar ist,

Fir den allgemeineren Fall endlich vieler Verkehrsquellen,
also fur Zufaellsverkehr 2. Art (Z2v2) sind bis jetzt noch
keine Verfahren zur Berechnung des Verlusts in Uberlauf-

systemen bekannt.

In dieser Arbeit werden nun Uberlaufsysteme mit voll-
kommen erreichbaren Biindeln bei ZV2 untersucht.

Kapitel II behandelt exakte Verfahren,

In Abschnitt II.1. wird zunidchst (zum besseren Verstdnd-
nis der folgenden Abschnitte) die schon bekannte Berechnung
der charakteristischen Verkehrsgrdssen fiir ein einzelnes,
vollkommen erreichbares Biindel kurz wiederholt.

In Abschnitt II.2. folgt dann die Herleitung neuer, ge-
schlossener, exakter Formeln fir die VerkehrsgrSssen von
ﬁberlaufsystemen, die nur aus einenmn vollkommen
erreichbaren Primé&rbindel und einem vollkommen erreichbaren
Sekund&rbiindel bestehen. Hierbei wird unter anderem auch
die Varianz von Uberlaufverkehr exakt berechnet.

In Abschnitt II.3. wird die exakte Berechnung von Uber-
laufsystemen mit zwel Primdrbiindeln behandelt. Dieses Ver-
fahren kann auf dem Digitalrechner TR4 bei Systemen mit bis
zu etwa 40 Leitungen ausgewertet werden., Fiir die Untersuchung
grosserer Systeme wurde ein Simulationsprogramm erstellt.
(Dieses Programm ist auch fir Systeme mit unvollkommen er-
reichbaren Biindeln verwendbar.)

-8 -

Die verwendeten Simulationsprogramme werden in
Kapitel III beschrieben,

Kapitel IV enth&dlt Ndherungsverfahren fiir die Berech-
nung von Uberlaufsystemen mit vollkommen erreichbaren Biin-
deln bei ZV2,

In Abschnitt IV.1. wird gezeigt, dass man bei ZV2 -
&hnlich wie bei ZV1 - den Verlust im Sekundidrbiindel in
guter Nidherung mit einem Zwei-Momentenverfahren (Streu-
wertverfahren) berechnen kann, das heisst, wenn man ausser
dem Mittelwert des angebotenen Uberlaufverkehrs nur noch
seine Varianz berilicksichtigt. (Dabei werden die exakten
Verfahren nach Kapitel II mitbeniitzt.) Diese Methode stellt
eln "Streuwertverfahren fiir ZV2" dar, das auf dem gleichen
Prinzip beruht wie das Streuwertverfahren bei ZV1. Da je~
doch die exakte Berechnung von Mittelwert und Varianz des
Uberlaufverkehrs bei ZV2 (im Gegensatz zu ZV1) sehr kompli-
ziert ist, werden in den Abschnitten IV.2., und IV.3. ein-
fache Ndherungsformeln fiir diese beiden Grdssen hergeleitet.
In Abschnitt IV.4. wird mit Hilfe dieser Niherungsformeln
ein vereinfachtes Streuwertverfahren fiir ZV2 entwickelt
und mit exakten Werten (und mit Ergebnissen nach dem Ver-
fahren von Abschnitt IV.1,) verglichen.

Kapitel V enthdlt Vorarbeiten fiir ein spdteres For-
schungsvorhaben zur Bemessung von Uberlaufsystemen mit
Bindeln unvollkommener Erreichbarkeit. Eine exakte Berech-
nung ist zwar hier im Prinzip ebenfalls mdglich; sie liesse
sich jedoch in diesem Fall selbst auf sehr grossen Digital-
rechnern nur bei sehr kleinen (in der Praxis nicht inter-
essanten) Systemen durchfilhren. Stattdessen wurden Ver-
kehrssimulationen durchgefiihrt und erste Ansidtze fiir
Ndherungsldsungen untersucht.



Nach einigen grundsdtzlichen Betrachtungen in Ab- 11. Exakte Verlustberechnung
schnitt V.1, folgt in Abschnitt V.2, eine Ubersicht iiber
die verwendeten Simulationsprogramme. In den Abschnitten
V.3. und V.4, werden dann Niherungsformeln fir den Uber- ) II.1. Die charakteristischen Verkehrsgrdssen eines voll-
laufverkehr unter unvollkommen erreichbaren Biindeln und kommen erreichbaren Bindels bei ZV2
fiir seine Varianz behandelt,

In Bild 2 ist ein einzelnes, vollkommen erreichbares
Bliindel mit n Leitungen dargestellt. Es sind

-l

Bild 2: Vollkommen erreichbares Biindel mit ZV2

q Verkehrsquellen vorhanden, von denen jede die Anrufdichte o
hat (das heisst wdhrend der mittleren Belegungsdauer tm im
Mittel o Rufe startet), solange sie frei ist. Die Belegungs-
dauvern seien negativ exponentiell um ihren Mittelwert tm
verteilt., Dann gilt fiir die Endedichte

id
€ Tm (3)
Zur Vereinfachung der Schreibweise wird im folgenden tm
als Zeiteinheit definiert; damit gilt

|
N

tm (4)

6 =

=

(5)
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Die q Verkehrsquellen erzeugen einen ZV2 mit dem (zu-
ndchst unbekannten) Mittelwert A, der dem Bundel angebo-
ten wird. Vom Blindel wird der Verkehr Y aufgenommen., Die-
jenigen Rufe, welche nicht durchgeschaltet werden kdnnen
(weil sie alle Leitungen belegt vorfinden), bilden den
Verkehrsrest

R = A -V¥Y (6)

Unter der Verlustwahrscheinlichkeit (kurz: Verlust) B
versteht man die Wahrscheinlichkeit, dass ein eintreffender
Ruf nicht durchgeschaltet werden kann, Es gilt

B8 = — (7)

Dagegen bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit, dass alle
n Leitungen belegt sind, als Blockierungswahrscheinlich-
keit E:

£E =
rn) )

Flir das Angebot A gilt
A = «(g-Y) (9)

das heisst, das Angebot (= Zahl der eintreffenden Rufe pro
Zeiteinheit) ist gleich der Anrufdichte ™ mal der Zahl der
im Mittel freien Quellen (g - Y). Ausserdem erhidlt man fir
den Verkehrsrest noch die Beziehung

R = x £E-(g-n) (10)

das heisst, der Verkehrsrest (Zahl der Verlustrufe preo
Zeiteinheit) ist gleich der Wahrscheinlichkeit E, dass alle
Leitungen belegt sind, multipliziert mit der Anrufdichte W
je Quelle und der Zahl der in diesem Zustand freien Quel-
len (q - n),

- 12 -

Aus Gleichung (9) ist ersichtlich, dass bei ZV2 - im
Gegensatz zu ZV1 - das Angebot A vom Verkehr Y und damit
von der Leitungszahl abhdngt, also nicht konstant ist,.

Die Gleichzeitigkeitsverteilung in dem betrachteten
Biindel ohne Uberlauf und damit auch die Werte A, B, E, B
und Y kdnnen nach "Erlang's Bernoulli-Formel" /3/ berech-
net werden. Zum besseren Verstdndnis der folgenden Ab-
schnitte wird hier deren Herleitung nach A. K. Erlang kurz
wiederholt,

Die Wahrscheinlichkeit, dass in dem Blindel mit n Lei-
tungen gerade x Leitungen belegt sind, sei mit p (x) be-
zeichnet (0 € x € n). Der Zustand "x Leitungen belegt"
wird im folgenden mit {x} bezeichnet.

Betrachtet man ein Zeitintervall 4t —» 0, so wird nach
dem Prinzip von der Erhaltung des statistischen Gleichge-~
wichts die Wahrscheinlichkeit, dass ein Zustand {x} (das
heisst "x Leitungen belegt") in diesem Zeitintervall 4t
entsteht, gleich gross wie jene Wahrscheinlichkeit, dass
dieser Zustand im Zeitintervall 4t verschwindet. Oder
anders ausgedriickt: Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Zu-
stand fx} im Zeitelement A4t in den Zustand {x + 1}
Ubergeht, ist gleich der Wahrscheinlichkeit, dass im Zeit-
intervall At der Zustand {x + 1} in den Zustand {x}
Ubergeht. Die Wahrscheinlichkeiten filir mehr als ein Ereig-
nis im Zeitelement At sind klein von hoherer Ordnung in

A4t und verschwinden deshalb fir 4t -> O,

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Zustand {x} im Zeit-
intervall At durch einen neuen Ruf (von einer der q - X
freien Quellen) in den Zustand {x + 1} ibergeht, ist (bis
auf Glieder hdoherer Ordnung in At)

rix) o (g-x)- At
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Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Zustand {x + 1} im
Zeitintervall At durch das Enden einer der (x + 1) Bele-
gungen in den Zustand {x} ibergeht, ist

P(x+7)- (x+7). & - At

Man erhdlt deshalb nach dem Prinzip des statistischen
Gleichgewichts (siehe oben) das folgende System von linea-
ren Gleichungen flir die Wahrscheinlichkeiten p (x):

P& (q-x)-At = p(x+q) (x+1) E-at

(11a)
X = 079...,n-1
Mit
7
& = i
ergibt sich hieraus
)O(X)'O(-fm‘(q-)() = p+1) (x+1),
X = 0,7,...,n-A4

Wenn man die Zeit auf die Belegungsdauer tm normiert
(tm = 1), so erhidlt man

o - . - ) ,
(9-x)- p(x) (x+7) o (x+7) (110)
X= 0,4,..., n-7
oder
}36x+40 = _Eilfljgii_ .}o(x)
X+ g (11c)

X = 04...,n-1

- 14 -

Diese Beziehung stellt eine Rekursionsformel fiir die
Zustandswahrscheinlichkeiten p (x) dar. Ausserdem gilt

die zusdtzliche Bedingung, dass die Summe aller Wahr-
scheinlichkeiten gleich eins ist:

n
2 px) = 7 (114d)
X=0

Die Aufldsung des Gleichungssystems (llc, d) ergibt
7Y, <X
(7))«

S (et

E=0

Px)

X 0., hn

Diese Gleichung (12) ist als "Erlang's Bernoulli-Formel"
bekannt., Die Blockierungswahrscheinlichkeit E, das heisst

die Wahrscheinlichkeit p (n), dass alle n Leitungen belegt
sind, ist damit

9). "

n
Z_ (q & (13)
&
§=p
Aus Gleichung (10) folgt hiermit fiir den Verkehrsrest

(10)
R = E o (g9-n)
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Fiir das Angebot A erhiZlt man aus den Gleichungen (6) und

(9)

A = x_ (q+7?) (14)

7+«

Den Verkehr Y kann man als mittlere Gleichzeitigkeit der
Belegungen im Biindel berechnen:

n
y = § x-p &) (15a)
X=0

Er lédsst sich jedoch noch einfacher aus Gleichung (4) be-
stimmen:

Y = 4-R (15b)

Nach Gleichung (7) lidsst sich schliesslich der Verlust
_ R
5 = 7

bestimmen,
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IT.Z2. ﬁberlaufsysteme mit einem vollkommen erreichbaren
Primdrbindel

I1.2.1. Die Gruppierung

Ein Uberlaufsystem, das aus zwel vollkommen erreichbaren
Blindeln besteht, ist in Bild 3 dargestellt.

n, Primédrbiindel (PB)

Sekunddrbiindel (SB)

Bild 3: ﬁberlaufsystem mit zwei vollkommen erreichbaren
Blindeln

Es sind q Verkehrsquellen vorhanden; jede Quelle hat die
Anrufdichte ™, solange sie frei ist. Der Verkehrsrest Bl'
der vom Primdrblindel nicht aufgenommen wird, liuft iiber auf
ein Sekundédrbiindel mit n, Leitungen. Der Verkehrsanteil,
welcher auch im Sekunddrbiindel nicht durchgeschaltet werden
kann, wird als Verkehrsrest B2 bezeichnet,
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Unter der Verlustwahrscheinlichkeit (kurz "Verlust") B
eines Biindels (bzw. einer Koppelanordnung) versteht man den
auf den angebotenen Verkehr bezogenen Verkehrsrest des Biin-

dels, Der Verlust B1 im Prim8rbiindel ist also

R, (16)

_82 = - (17)

Ry
Bges = A (18)

IT.2.2. Das Angebot A und der Verkehrsrest R2

Bei der Berechnung des Angebots A und des Verkehrs-
rests RZ kann man davon ausgehen, dass das Primirbiindel und
das Sekunddrbiindel zusammen ebenfalls ein vollkommen erreich-
bares Biindel (mit n; + n, Leitungen) darstellen, Die Ver-
kehrsgrdssen fiir dieses Gesamtbiindel kann man deshalb nach
dem in Abschnitt II.1.1. angegebenen Verfahren berechnen.

Man erhdlt dann nach Gleichung (13) die Gesamtblockierungs-
wahrscheinlichkeit

( q 'an4+/72,
Ny +N
Eges = p(m+m) = ,,71,,22 . (19)
7). o
=0
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Der Verkehrsrest R, ist nach Gleichung (10)
Ry = E_qes s (g-ny-hy) (20)

Damit erhdlt man fiir das Angebot A den Wert

A = 2. (g«Ry) (21)

7+ X

Fir den gesamten Verkehr

ergibt sich nach Gleichung (15b)
Y = A-R, (22)

Flir den Verlust Bges der aus Primdrbiindel und Sekunddrbiindel

bestehenden Anordnung erhidlt man

- R
Bges = L (18)

Das Angebot A und der Verkehrsrest 82 konnen also (unter
anderem) auf diese Weise sehr einfach berechnet werden.

Dagegen ist die Berechnung des Verkehrsrests Bl viel
schwieriger. Dieser Verkehrsrest R1 hédngt ausser von o,
q und ny auch noch von der Leitungszahl n, ab. Deshalb kann
er nicht mit Hilfe von Erlang's Bernoulli-Formel (12) be-
rechnet werden, denn diese Formel gilt in bezug auf das
Primdrbiindel nur fir n, = 0.

Eine exakte Formel fiir den Verkehrsrest Rl wird in den
folgenden Abschnitten hergeleitet.



Anmerkung:

Bei 2ZV1 ist - im Gegensatz zu ZV2 - die Berechnung von
Rl sehr einfach: Der Verkehrsrest Rl ist im Falle von ZV1
unabhédngig von n, und kann deshalb nach der
bekannten “Erlang'schen Verlustformel" bestimmt werden.

I1.2.3. Die zweidimensionalen Zustandsgleichungen

Wenn im Primirbiindel gerade Xq Leitungen belegt sind,
kdnnen gleichzeitig im Sekund#drbiindel o, 1, ..., n, Leitun-
gen belegt sein. Die Wahrscheinlichkeit, dass im Primir-
bindel gerade X4 Leitungen und im Sekunddrbiindel X, Leitun-
gen belegt sind, werde mit p (xl, xz) bezeichnet.

Nach dem Prinzip des statistischen Gleichgewichts ist
die Wahrscheinlichkeit, dass ein Zustand {xl, xz} ver-
schwindet gleich der Wahrscheinlichkeit, dass er entsteht.

Der Zustand {Xl’ x2} kann verschwinden durch Ende ei-
ner Belegung im Primdrbiindel oder im Sekundirbiindel oder
durch einen neuen Anruf. Falls im Primérbiindel Xy < n, Lei~

tungen belegt sind, wird ein neuer Ruf stets im Primirbiin-

del durchgeschaltet. Nur wihrend des Zustands {nl, X, < nz}

kann ein neu einfallender Ruf eine Leitung im Sekundarbun-
del belegen,

Die Entstehung eines Zustandes {Xl’ 2} kann durch
Enden einer Belegung in den Zustidnden {x + 1, 2} oder
{ X1s Xy + 1 } erfolgen oder durch Einfallen einer neuen
Belegung im Zustand {x -1, xz} . Die Zustédnde {nl, 2}
kdnnen ausserdem durch eine neue Belegung im Sekundédrbiindel
aus den Zustidnden {nl, X, ~ 1} entstehen. Man erhilt des-
halb ein Gleichungssystem folgender Form:
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Pl X) [ G0 #kpen] = plg=1 k) A4 [G-la=7)-x ]

+p X3+, xy) - (x,+7)

(23a)
P Ky, X*1)  yo- (X2 7),
X7 = 0,4,---, /)7"4}
X2 = 0/ /’/ ey ,?2 J
Py, %) [5%lg-m)+n ] = pinqax)- o [a-i-1)-x)

+p (g, %p-1) - I« [9-n, Oy-1)]
Py, X01) g (xava)

X2 =0, 7,..., 7, (23b)
wobel
A = 1, wenn x4 > (0, sonst B =0
¥ =1, wemn X, £ 1n,,sonst y = 0
d =1, wenn x, > 0, sonst J = 0.

2

Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten p (Xl’ x2) ist gleich
eins:

(23c)

Z Zp(x@/b) = 1
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Damit sich die Schreibweise etwas vereinfacht (Wegfall
der Koeffizienten f3, Y und J in Gleichung (23a)), sei
definiert, dass

pls,%) = 0 fir :4 < Z (24)
2 <
X2 > Mm

Die Gleichungen (23a) und (23b) gehen dann iiber in

Y x2)+ [% (§-%1-%;) +x,4X3] = p(xr1, %) -ot-[q~(x,~7)'XJ]
+p gt X))+ (xp47)

+p (g X*1) - (X247)

(25a)
X7 = 0,7, Mm=-1,
XZ = 0,’7,...} /72,
P ) [ @gnx)tm=x] = p(n;1,x) o [q-(0-1)-% ]
+p(ng, Xy 1) - [q =1y (xp=1)]
(25p)

+p {n,,/,rzm). (x9+1),

wobei

y =1, wenn X, < n,, sonst ¥ = 0,

_ 22 _

Im folgenden wird eine geschlossene Losung fiir das
Gleichungssystem (25a, 25b, 23c) hergeleitet. Dazu werden
zundchst erzeugende Funktionen eingefiihrt (Abschnitt
II.1.2.4). Damit lassen sich die Gleichungen (25a, b) auf
ein eindimensionales Gleichungssystem reduzieren (Ab-
schnitte II.1.2.5 bis II1.1.2.8), aus welchem sich dann die
allgemeine Formel fiir die Zustandswahrscheinlichkeiten
he) (xl, x2) ableiten ldsst (Abschnitte II1.1.2.9 und II,1.2.10).

II.2.4, Einfiihrung erzeugender Funktionen

Die erzeugenden Funktionen fiir die Zustandswahrschein-
lichkeiten p (x4, X,) selen folgendermassen definiert /12/:

F({) = 6{})(4’7/*2)} = Z P(x1,X2)'t 7 ) 26)

X,,:o

wobei die Variable t (0 £ t £ 1) eine reine Pachengrosse
darstellt. Die Zahl der Belegungen ¥, im Sekundérblindel ist
hier als Parameter zu betrachten. Fiir diese erzeugenden Funk-
tionen gelten folgende Beziehungen:

G {C‘,D(nyz)} = ¢ Q {p(x7,x2)} (27)

G {ps (g X2)+ Py (x7+%2)} G{p(x,x)f+ Gip, (7%} (28)

]

G{p(xf”; Xz)} t'G{P(X1/X2 )} + p(-1,%) (29a)
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-1
Gf{ptrk x)} = zk-G{p(xW}+%P(-k+%>'f", (302)

k= 42 . X%
G {x; ply X )} = ac%— G{ptxk )} (31a)

G {(x,,+4).p(x1+4/ Xz)} = a%{- G {p(x,;, Xq )} (32a)
G { (ka0 Pl 2} = 2 % G {pler,12)} ~ Pty x2) (33a)

Berilicksichtigt man, dass wegen Gleichung (24)
rs,x) = o Gr X, < O

aG

ist, und schreibt man zur Abkiirzung ausserdem G' statt it

so erhdlt man fiir die Gleichungen (29a) bis (33a)

G{pxi~1,%)) = tG{pxs,X3)} (29b)

G { plrs-k, x3)} tha{px,x)} (30b)

/(‘ = 0/4, ree ) X»t

Gl pea )} = t6'{plax)} (510)
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Gl plpin)f = 6 {p(x, x2){ (32b)

2 ’
Gforn)plgin)} = 26" {plan) (330)
Diese Beziehungen werden in den folgenden Abschnitten ver-

wendet .

II.2.5. Berechnung der Werte p (xl, n2) als Funktion des
Werts p (O, n2)

Setzt man in Gleichung (25a) Xy = Ny, SO erhalt man mit
Gleichung (24)

)O(x,/nz)'[a-(q~%—n2)+x1+n2] = px~1n3)a[g-(x-1) -1, ] ve)
(3ka
+p(x,,+1/n2)- (x,+1)

oder umgeformt

0‘?"”)'}0["'7*/9 m) = [xy4ny+a (g-x,-n, ) P (x4 1;) (34D)

- o [g-n, “(X7‘4),]'}9(X7‘4/ n)

Diese Gleichung wird nun mit Hilfe der erzeugenden Funktio-
nen (26) transformiert.

Die erzeugende Funktion fiir den Ausdruck auf der linken
Seite von Gleichung (34b) ist nach Gleichung (32b)

G’{p(X4/X2}}
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Der Ausdruck auf ‘der rechten Seite von Gleichung (34Db)
hat wegen der Beziehungen (27), (28), (29b), (31b) und
(33b) die erzeugende Funktion

[ngroc(q-ny)- G{py ny)§ + (1-2) ¢ &' {plxs,72)}
- o (g )t G {play 1) + 2t G {px, n)}

Aus Gleichung (34b) folgt somit die fiir die erzeugende
Funktion G {‘p (Xl’ nz)} die Beziehung

G'{playn)f = [ ny+w(g-m) G{pteyn)}
+ (2-0) G {plxyn,)} (352)
=« (§-1) ¢ G p ey )}
+ o t%. 6/{700,7/ ,,2)}

und weiter mit Gleichung (26)

Foe) = [hyec(9-n)] Fl&) + (1-0)- € F'(€) (35b)

- X (g-1y) t (L) + & EFCRE)

oder

_.__doz({).[//-(zt-a()'t-o('fz] = F&) [0 +a:(9-2)- £(5-1) ],

also

d;;({) S (A-t)-(reat) = F(E) [py+ o (g-m)-(1-¢)]  (36)
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Dies ist eine lineare, homogene (und damit separierbare)

Differentialgleichung erster Ordnung fiir die erzeugende
Funktion F (t).

Aus Gleichung (36) folgt

aF(t) _  hyro-(9-m)-(71-¢)

F(¢) (4.,(5).(440(.1{) - alt (37)

und hieraus durch integrieren

- ¢
hJFeo] = ny- ?3{‘){737&'5 * € (9-1)- M;—id% (38)

Zerlegt man den Ausdruck unter dem ersten Integral der
Gleichung (38) in Partialbriiche, so lisst sich die Inte-

gration leicht durchfiinren. Nach einigen Umformungen er-
gibt sich

ol-hy
(Q" 1+l )
_ (1+:t) (39)
wlFO = n|en =

Da die Konstante Cn, und demit ihr Vorzeichen noch unbe-
stimmt ist, kann die Betragsbildung in Gleichung (37) unter-

bleiben. Die gesuchte erzeugende Funktion hat deshalb die
Form

9- of -2
(rvat) A+t 4o
FGO) = G6i{pta,m)} = Cn- - 7 (+0)
C’7‘t) 7+
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Damit ist nun die erzeugende Funktion der Wahrschein-
lichkeiten p (xl, n2) bekannt. Nun ist der Ausdruck fiir
die Wahrscheinlichkeiten p <X1' n2) selbst zu berechnen,
welcher zu der erzeugenden Funktion nach Gleichung (40)
gehdrt (Riicktransformation).

Zu diesem Zweck wird die rechte Seite von Gleichung (40)
in eine Reihe entwickelt (nach Potenzen von t). Nach dem
binomischen Satz gilt

o0
(reat)’ = D () «e¢” (1)
X =0

und
< = —AEXY X
- P _ Ot Xy
T ) = D A = > (V) e
(”'f)‘ xX=0 X=0

o-n

Aus Gleichung (41) folgt fiir 1 = q - TR

die Beziehung

-h © ‘
0Hdi)@_%£) =‘2l(W';%%).dnp (43)

xX=0

n

Nach Gleichung (42) gilt fir i = r—=
x
n2 0
T P 4h
(4_.{) - E (4+u :-fx)_z‘x (44)

X=0
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Setzt man die Gleichungen (43) und (44) in Gleichung (40)
ein, so ergibt sich

o0 _3‘_’1& o0
G[p(X1//)2)} = Gy, Z (‘7 X»rv-ok),d“.'{") /Z (ﬂ-’%’f— —Z-ﬁ,\'),t’)
¥=0

X=a0
(45)
Setzt man zur Abkirzung
ol 1y
a = (9,7 ). «F (héa)
und
N
bX = (,-,7;-4-#,\')
X ]
(46b)

so geht Gleichung (45) {iber in

Glplaym)f = Cp,- (xéax-t*}(i bet" ) (47)

xeo0

oder, wenn man die Summen multipliziert,

Cﬂz' [aabo‘é”‘ (aob4"aqbo)‘f4
g, bt a, bt ayb,) 20 ]

G {P (xs, ’)z)_f

oder

Z ad x (48)

Xm0 e-o
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Andert man in Gleichung (48) den Summationsindex x ab in

¥y, 80 erhdlt man

fod X
SEpeumt = > (o> ay o4, )€
X,:o ;.o

Andererseits ist nach Gleichung (26)

o0
X
Z P(xq, 1y) ¢

X=0

6‘[’naﬁ,ﬁb)}

Durch Vergleich der Gleichungen (49) und (50) folgt

Xq
p(X4j ﬂz) = C”Z- E QA’4-f . éf
E-0

und mit den Gleichungen (46a, b)

X4

- -4+ &
o) = e > (1) 8 (B )
&-0

Nun wird die Abkiirzung

Trm (4,9) = i ‘7’;_««) ™. (#= 4+'z)
7 <o

(49)

(50)

(51)

(52a)
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eingefiihrt, Der Einfachheit halber wird im folgenden das

Argument (d, g) weggelassen:
T = T (%9)
Ausserdem sei definiert:

rm = O far  m <o
ocler r <o

Fir m = O folgt aus Gleichung (52a)

Mit Gleichung (52a) erhdlt man aus Gleichung (51)

p(X4/ h2) = C”2~ 7;—72,,\/’,

(52b)

(53)

(54)

(55)

Nun ist die Konstante ¢y,_ zu bestimmen. Dazu setzt man in

Gleichung (55) x; = O:
P(ol "72) = an'7;)2,o'

Mit Gleichung (54) folgt hieraus
Cny = P(4m,)

Setzt man dies in Gleichung (55) ein, so erhdlt man

(56)
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fir die Wahrscheinlichkeiten p (x n2) den Ausdruck

1!
Plyn) = plorm) Tp (57)

mit Tnz, X1 nach Gleichung (52a).

Damit sind die Wahrscheinlichkeiten p (Xl’ n,) als

)
2
Funktion des Werts p (0, n2) dargestellt.

Fir die erzeugende Funktion folgt aus den Gleichungen (40)

und (55)
)(9- %)
chhz‘uz,n} = Cp,- (7+ad - (%8a)
(7-¢) T
bzw, mit Gleichung (55)
oA
(9~
6Lptam) - plomy. 22D (58
b-e)
oder allgemein
7,.55
AR
o) (59)
6{T%xi = ¢ =
(/l-—ﬁ) T+ol
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Hieraus folgt mit der Beziehung (30b)

9 - XF
(44_0‘.{) e
OfTmay = okt

L
C7-¢) 77

k=04 x

Diese Beziehung wird spiter verwendet.

(60)

1I.2.6. Berechnung der Werte p (xl, n, - 1) als Funktion

der Werte p (O, n, - 1) und p (O, nz)

Setzt man in Gleichung (23a) X, = n

P (%1, 19-7) [% (F-x- 1% #7) X4 Ny ]

= P (X1 My =1) -4 [G=Chp=a) ~(13-1)]
P (X4*//, n, "7)' (X,,+/J)

P (X4 12). b,

oder umgeformt

AW*A)}QCmﬁZKb”d = [}?*’k”7*“Y?"ﬁ'*&f%&zfﬂaiﬂfi)
& [9=Ocra) = (P2=2)]- p (Ko=) Py-1)
—’k‘f7(kﬁl$)

o - 1, so erhdlt man

(61a)

(61b)
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Geht men nun - wie im vorigen Abschnitt bei Gleichung (34b) -
iber zu den erzeugenden Funktionen, so erhdlt man ent-
sprechend

G'{pCy ny-1)f = [(n-2)+ o (g-(ma-)]. 6oy mr1)} + (-a)-€ 6fp ey )}
=& [9- ()] € 6 {plryny-a)} ¢ b 6 Py my)}

= hy- G {plxs,m)f (6a)
2a

oder umgeformt

&6 [ppen [(er (040]

6
= G{p(x.,/n2—4)}-[(l72-4)+o(~(9-(nz-4))—d-(q-(nz-zr))-t] (620)

- Ny G {P(X»r, hz)}

wobei die erzeugende Funktion G { P (xl, n2)} , das heisst
der letzte Term in Gleichung (62b) nach Gleichung (58b) be-
kannt ist. Gleichung (62b) stellt eine lineare, inhomogene
Differentialgleichung erster Ordnung in G {'p (xl, n, - 1)}
dar. Um diese Differentialgléichung zu 1l6sen, integriert man
zuerst die zugehdrige homogene Differentialgleichung

gt— G{P(X»f/ hzﬁzr)} : [(4—t)~(4+o<£)] (63)

= G{P(ty )} [(nya) « 2(q-(ny=1))-(1-€) ]

(welche den Ausdruck n, + G {.p (xq, xz)} nicht enth#lt).

Man erhdlt (analog zur Integration der Differentialgleichung (36))

_ o (M=)
T +ol
3¢ (44-0(!‘) (64)
G*{plxyr-1)} =< Cny-a"” P27

(1-¢) T+
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Durch Variation der Konstanten erhdlt man fiir die Losung
der inhomogenen Differentialgleichung (62b)

_ o ()72'4)
(1+at) e (65)

Pig =7
(1-t) FF<

G{pCy )] = Cppa -

Gleichung (65) wird nun in die Differentialgleichung (62b)

eingesetzt. Dies fiihrt nach einer Zwischenrechnung auf die
Beziehung

o-(na-1)

T
(%C/;;-7 (f) A (44*0('6) e . (4./_0([,),(4.{) = -y Gfp(x"/nl)j (66)

(4-¢) A+

Mit Gleichung (58b) folgt hieraus

-(nNy~7) n
fo- 2= 41 +(9- 722

o > - (1) (672)
olé Cnf/’ ({) - nz p{q nZ) [ 473( - ( 32.;0(7 "7)]
(7-¢)
und nach Umformung
AL > @) = -nyplon)- —7 (670)
ae “nyma (2- ¢ (74 755)
(r-¢) - (74alt)
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Durch Integration ergibt sich

* -7
- —p : ot (68)
Chyea (¥ 2 p(a,ng)f (2- 725 7+ %5)
(7-¢) . (4-/-0({)

Die Ausfilhrung der Integration fiihrt auf die Gleichung

* ¢
Cnye (&) =~y poM)- = = * nyeg (69)
(7-2¢) % - ) TF

(Die Richtigkeit von Gleichung (69) 1lisst sich leicht durch
Ableiten und Vergleich mit Gleichung (67b) zeigen.) Mit
Gleichung (69) folgt fiir die erzeugende Funktion

G { P (xl, n, - 1)} aus Gleichung (65)

u(f72~7)
Y
y (1+o#¢
G{p(x,,/n,~4)j = C”z_‘7 ’ )’72‘7
(1-¢) T+ oL
— ANy (?O)
a1+
(7+lE,
=My plony ). ¢ - L2 )7&
(7-¢) 7*

Damit ist die erzeugende Funktion der Wahrscheinlichkeiten
p (Xl’ n, - 1) bekannt, Nun ist noch die Riicktransformation

durchzufiihren,
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Setzt men in Gleichung (70) die Beziehungen (59)

(fir r = n, - 1) und (60) (fir k =1, r = nz) ein, so er-

hdlt man

G {plx, nz-’/)} = g 6{7';4-"/*2 f (71a)
=1 plom ). 6{7/‘72,&—4,;

und weiter mit den Beziehungen (27) und (28)

6Lpla, nema)] = Gz Ty, "”2'/0(4’72)'/;2/,-4} (71b)

Hieraus folgt direkt

p(X«r, ¥3~a) = an,,{' 7;72'4/X4 (72)

"’5'p(qu)'7%z,xr4

Zur Bestimmung der Konstanten an -1 setzt man in Glei-

chung (72) x; = 0:

rie ’72"7) = an-/l ’ 7;72-/5 0 (73a)

-y plon,). 7;;2/-4

Nach der Definition (53) ist

=0
T,

ferner ist nach Gleichung (54)

7/_72—4,0 =
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Damit wird nach Gleichung (71a)

b
Cn2—4 - p(o/ n2-4) (73 )

Mit Gleichung (73b) ergibt sich aus Gleichung (72)

Pxrym-1) = p(Qn1)-Tp 4 x,

(74)
—nZF(o’”‘?) '7;)2//\/7 -1

Die Wahrscheinlichkeiten p (xl, n, - 1) sind damit als

Funktion der Werte p (O, n, - 1) und p (O, n2) dargestellt.
(Die Grossen T, _ 1, x, und T,

5 _ 1 $ind in Gleichung
(52a) definiert))

20 X

II.2.7. Berechnung der Werte p (xl, n

> - 2) als Funktion
der Werte p (0, n

5 = 2), p (0, n, - 1) und p (0, n

2)
Fir x, = n, - 2 erhdlt man aus Gleichung (23a)
p (%1, 12-2) [ (q-x-1p42) # 2y 1p-2]
= pX=1,13-2) & [ Q- (xg=1) - (13-2)] (75)

+ Lt 13-2) - (x#a)
+P(x1, ny-1) - (Nz-7)

Geht man- - wie oben (siehe Gleichung (62a) ff.) - zu erzeu-

genden Funktionen iber, so erhdlt man entsprechend
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2 G [Pty ny-2)} (1) (roatt)

= G{ (1,02} -2+t (q-(ny2)(r-e)]  (76)
~2-7) G {P(xy ny-1)}

Bei der Integration dieser inhomogenen Differentialglei-
chung bestimmt men - wie oben - zundchst die Losung der zuge-
hdrigen homogenen Differentialgleichung und dann durch Varia-
tion der Konstanten die Ldsung der inhomogenen Differential-~
gleichung (76). Die erzeugende Funktion G {p (xl, n, - 1)}
in Gleichung (76) ist dabei nach den Gleichungen (71a) und
(73b) bekannt. Man erhdlt dann die erzeugende Funktion

0‘(’72‘.?)
Credd) T TAv
74
G {pleym-2)f = Cpya - oY)
(1-¢) T+ oL
D((’?z-7)
¢ d{)?’m—
- . - . . 4+
~(Ny77)- plom=1) - ¢ =2 (77)
(”'f) A+ of
oMy
(ny-7) (7+dt) T
(- +
+——2—5——2——~)9(0/’72)‘f2' 7
(’/*t) 2=y

Die Riicktransformation mit Hilfe von Gleichung (60) ergibt

PO, 7)) = Cpop - Tps x,
= (12-1)- PO 11 Tppyeg, xye (78)

+('272).p(0,’72)’7;72/&_2
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Hieraus folgt mit den Gleichungen (53) und (54) fiir Xy =0
Chy-2 = p(0,72-2) (79)
Aus Gleichung (78) ergibt sich hiermit
pPxyny2) = pon-2) - Th 5 x,
-(024_7)'}9(0’,72—7)‘7;)2"’/"’7‘7 (80)

() P Ty

Damit sind die Wehrscheinlichkeiten p (xl, n, - 2) durch
die Werte p (O, n, - 2), o (0, n, - 1) und p (O, nz) ausge-
driickt.

II.2.8. Bestimmung der Werte P (Xl’ x2) als Funktion der

Werte p (0O, x2)

Betrachtet man die Gleichungen (57), (74) und (80), so
stellt man fest, dass sich die Zustandswahrscheinlichkeiten
P (xl, nz), D (Xl' n, - 1) und p (xl, n, - 2) durch die
Formel

i

é’-
Pl = > (O (E)T, L heE) (8D

£=x3

darstellen lassen, Im folgenden wird nun bewiesen, dass

Gleichung (81) fiir alle X, gilt (0 = X, € nz).
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Zundchst wird gezeigt: wenn Gleichung (81) fiir (x2 + 1)

gilt, dann gilt Gleichung (81) auch fiir X5,

Nach Gleichung (59) und Gleichung (81) ist die zu
p (xl, x2) gehdrende erzeugende Funktion

72 r- £
&
6LpOyn)l = D ()5 () plog) 7 O (a2
F=xy (1-¢) 774

Nach Voraussetzung gilt Gleichung (81) fiir (x2 + 1); dann
gilt fiir die zu p (xl, X, + 1) gehdrende erzeugende Funktion
nach Gleichung (82)

s

) 7= 7ol
. . - (83)
G{P(X'r/f"z*”)} = § (‘7)5—(&*4)' Xzf’l)‘ )9(12 £) ff @ 4)' .(4—#(.{—)4'—
Eaxy47 (1-¢ ) T¥&

Die Zustandsgleichung fiir die Wahrscheinlichkeit P (xl, X
lautet nach Gleichung (25a)

5)

PO, %) [4:(g-x-15) vhr005] = p(ay-7, 1), (9~ (15-7)-1 ]
P(x#7,%) (xy41) (25a)
+P(x7,%47) " (xy+2)

Fihrt man nun die erzeugenden Funktionen nach Gleichung (26)
ein, so erhdlt man (nach Unformung) analog zu den Gleichun-
gen (36), (63) und (76) die Beziehung

o
56 iP0y,0)] 1ty (re0d) = GLplg, 1)} [xa+x@@-x) (7-¢)] -
84)
" 0247) 6 {plxy , xe0)]
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Als Losung fiir die hierzu gehdrende homogene Differential-

gleichung erhdlt man entsprechend

9_ D(Xz
2+ (85)
* odd
6 fpia )} = cny 2L
(1-¢) 1+

Durch Variation der Konstanten c; erhdlt man fiir die inhomo-

gene Differentialgleichung (84) d%e Losung

o
()| T
* 240l
G {p(x'f/"z)} = C)(2 ) —= (86)
(1-6) T
Mit Gleichung (84) ergibt sich hieraus
X2
-7 (87)
o * (r-2) 1+ L
& o) = - (). ey G { p(x,%47)}
(7+at) 7

Setzt man Gleichung (83) ein, so erhdlt man

x&_ o 202
ik A

)’72 9

&-(r7) E-0G11)  (rpotd
L =_(xl+7)-§ 7 ~(X§7)-p(er)-f . () —
E=x341 1ty 7% “ a7

(88)

oder

z‘f'— (Xy+1) ot

M2
£t
& (== (10 Z(_,I) 2 )'(xﬁ’f)'p(q £) / R Z) P Y

Exprt (1¢at) 7T (r-¢)

(89)
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Die Integration von Gleichung (89) ergibt

o (£-X3)
. N2 o PR n“)' 7ok
E - s T+
C/‘i({)’-‘ Cxl"‘ ("/) zéyi))o(or‘g)t P 72— i-xl (90)
&7 (1-¢) ¥

(Die Richtigkeit dieser Integration lisst sich leicht zeigen
durch Ableiten der Gleichung (90).)

Aus den Gleichungen (86) und (90) erhdlt man fiir die erzeugen-
de Funktion G {p (xl, x2)} den Ausdruck

XX
T4a
¢
Giptmn)} = Cn - (7+at) =
(7-¢) T#& (91)
Ny £ 9_::§

* D TR ) po eyt Lrent)
&=x0+7 (1-¢) X

Nach Gleichung (60) gehdren zu dieser erzeugenden Funktion

die Zustandswahrscheinlichkeiten

m
E-x
p(/\’,,/,\’z) = C/\'Z. 7;21/\’74.; ) 2‘ (X{)'p(o/&—)gl,\?+,\’2~g (92)
&=xy#q

Zur Bestimmung der Konstanten ¢y, setzt man Xy = O und er-

h&lt mit den Gleichunger (53) und (54)

P(0,xXy) = Cx 7 + O
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Damit geht Gleichung (92) iiber in

2

% &y : 4

poon) = O VT E) Ty P08 O
=%

Dies stimmt {iberein mit Gleichung (81),

Damit ist gezeigt: wenn Gleichung (81) gilt fir (x, + 1),

dann gilt Gleichung (81) auch fiir X,; Gleichung (81) gilt
aber fir

X, = m,

X, = n, - 1,

X = n, - 2
Also gilt Gleichung (81) auch fiir

X, = n, - 3,

Xy = n, - 4,

das heisst fiir alle X5 (0= x

Damit sind nun in Gleichung (81) bzw. in Gleichung (94) alle
Zustandswahrscheinlichkeiten p (xl, xz) als Funktion der
Werte p (0, x2) dargestellt.

II1.2.9. Darstellung der Werte p (xl, X,) durch den Wert
p (0, n,)

Bls Jjetzt wurden nur die Gleichungen nach (25a) verwendet
(Zustdnde mit %y < nl). Die Gleichungen (25b) stehen noch
zur Verfiligung. Im folgenden wird gezeigt, dass sich die

U TH T

Werte p (0, X,) - und damit nach Gleichung (81) alle Zu-
standswahrscheinlichkeiten p (xl, xz) - mit Hilfe von Glei-
chung (25b) als Funktion von p (o, n2) ausdriicken lassen.,

Nach Gleichung (25b) ist

[ryexye (91 )y ] plny, xy) = o [ 9-=1)-x3] (01 43)
+d{b'”%‘6§'42])b(ﬂb*3~0
+ O}*ﬁkpéaUJQﬁU

/) ey 172 ’

wobel y = 1, wenn X, <1 sonst ¥ = 0

2’

oder

%[9-n-Ce7)] o (17, 457) = [P 223 #2-(G-ry~20) 4] p(ny 1)
“X[G- (1) -x3 ] p(ny-1 xy)
S (atr1)-plhg, ) (95)

Xo= O,4, ..., Ny .

7

Mit Gleichung (94) erhilt man hieraus

72
Exn+7
o(-(q-/77—)(2+4) Z(*”) : '()(2{7)'75;;,71,,(2,7_5.‘}9/‘??)

& =7

7,
[ 22eg-nyi) ] -ZM) T2 (&) Tg nyryg P(2F)
;;Xz (96)
(91,447 '{ZX(""}M& ' (Xf)'7;/2~7+ﬁ-f'p(”’?)
"
- (x2+7)5-=x2i-:)?-x2-1 (o) TP (1)

Xy = 07, ...
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Die letzte Summe in Gleichung (96) dndert sich nicht, wenn

- L6 -

2
man ihre untere Grenze X, 1 in X, abdndert, da fiir & = X, 7 E (—q)F"Xz'ip(o £)
0 : ’
der Faktor (%) = (xzqu = 0 wird. Wenn men von der p(ox2) «(9-n=2)Tc,  p, &= K+
Summe auf der linken Seite der Gleichung (96) das Glied fir
& = (x2 - 1) abspaltet und ferner alle vier Summen dieser

Gleichung zusammenfasst, so erhdlt man:

. (o(- (C]-h.,w\’z)'[(g)" (xzfv)] 7;,/77*,\3-5

"y . +[n7+,\/24//+d~(9-/?1—/\’2'4)"‘5]‘(xzi)'En,ﬁxzwl—f (97D)
7 -X2
P (6X-1) 1)" Cp(ok)-
Ao T
% (q-ny-Xy*7) Y10 Eox + (x+2) - (x,f"a)'_f;-‘,n,a‘xz*z-é’) /
/&
‘(0('(9‘/77-zb+7)'/—(x2§7) (X2)]‘7§;/71'/‘X2"7“f X2 = 0,41 .y 172-4
#lryrgra (gmn )il (é)'-]é:'”f“"'ff e wobei 4% = 1, falls x, <n, - 1, sonst ¢ = 0
=1 2 CP2 b -
+ (X +7)- (Xzé'_]).@”?“:?*%g ) , Mit der Abkiirzung
X = (0),4,2 ..., n X
: T a,, = T w(9-n)-[(Z)-(:E) T
;2 - (?‘”4"\’)'7":} 2] 4 X X+ 2,Nrx-2
(98)

+[/71~,c)( +q # A (q-/?,,—»\‘-4)ﬂ19’]~ (Xf4)'7;//77+,\q7_z

Da die Gleichungen (25a) und (25b) nicht linear unabhingig
sind, kann eine beliebige von diesen Gleichungen unberiick-
sichtigt bleiben, Es ist zweckmidssig, die Gleichung (25Db)
bzw. (97a) fir X, = 0 nicht zu benutzen. Die Beziehung (25b)
bzw. (97a) wird also nur fiir X, =1, 2 ... n, verwendet,

Diese Gleichung wird im folgenden nicht mehr aufgefiihrt.

+ (x+2)- (xfz)'7z-,n7+x+2—z) ’

wobei 1% = 1, wenn x ¢ n, - 1, sonst 4}’= 1

2

Ersetzt man in Gleichung (97a) X, durch (x2 + 1), so
erhdlt man

kann man die Gleichung (97b) in vereinfachter Form darstellen:

72
r(gkx;) = § a, ¢ POE) (992)
é"x)\ﬁ?
X2= Gy 1g-7
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Ausgeschrieben hat das Gleichungssystem die Gestalt

parz1) = G 1p PO )

P (60272 = Oy, prPOn1) + %y-2,m, PON)

PO3) = Gy y PO + sy p g PORF1)  (gopy
+ 0”2"3/,72 'p(oznZ)

p(90) = A PO1)+ . plg2) + .+ %n, P(ON,)

Mit Hilfe dieses Gleichungssystems ist es nun einfach, die
wWerte p (0, xz) durch den Wert p (O, n2) auszudriicken:

p (O, n, - 1) kann mit Hilfe der ersten Gleichung von (99b)
direkt angegeben werden. Mit diesem Wert ergibt sich

p (0, n, - 2) direkt aus der zweiten Gleichung von (99b)
und so fort. Man erhdlt auf diese Weise

p(O, ’?2'4) = b02-4 ‘)9(0,'72)
pl(Ony-2) = bp,-a P lary) (100a)
»(0,06) = b, - plon)

Definiert man noch
b = 4
Ny

und nimmt zu (100a) noch die Gleichung

p(Gny) = bp, P(on;)
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hinzu, so gilt

P(o%2) = by ploan)
(100b)
X = 212,.. g
wobei
an = 4)
bn2-4 = of)r"l, )
by 5 = Q.. + - q,
Na-2 N2-2,m % 9ny-2 py-1 ORI (101a)
brp-3 = Inpegmy rp=3,m=1"%ny-1 n,
+Gpy . . :
757 3,N9-2 (an2~21,72+cr,72_21,72_7 0’72’/”2)/
Ooder allgemein
M2 ) 72 72
OXz = ; 25,2, 'E %125 'E qu'Z,;. .z w7120
Zy = X047 29 2,47 L3 =25+7 2., =2, *7
7°% 2 -
7 37 W (101Db)

r Xy = 0., hyaa

mt w = Py=ky

In Gleichung (101b) sing all jene Summen, bei denen die un-
tere Grenze den Wert n, libersteigt, gleich eins zu setéen.
Mit Hilfe der Gleichungen (81) und (100b) lassen sich nun
alle Zustandswahrscheinlichkeiten o] (Xl’ x2) durch den Wert
p (0, n,) ausdriicken:
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72
&-X
pOs,x) = P(OP) D 1) () b Te g+ (102)
&=X;

Damit sind die Wahrscheinlichkeiten p (Xl’ x2) ausgedriickt
allein als Funktion der bekannten Parameter Xy, %5, Dy, N,
q,a und der vorldufig noch unbekannten Wahrscheinlichkeit
p (0, nz).

II.2.10. Geschlossene LOsung fir die Zustandswahrschein-
lichkeiten p (xl, XZ)

Mit der Beziehung (102) sind die Zustandswahrscheinlich-
keiten p (xl, xz) bis auf den Faktor p (O, nz) festgelegt.
Nachdem hierzu die Gleichungen (25a) und (25b) bzw, (23a)
und (23b) bereits ausgeniitzt wurden, bleibt zur Bestimmung
dieses Faktors p (O, nz) noch die Summenbedingung (23c),
die besagt, dass die Summe aller Zustandswahrscheinlichkei-
ten p (xl, x2) den Wert eins ergibt. Man kann also nach
Gleichung (102) alle Werte p (xl, x2) bis auf den Faktor
p (O, n2) berechnen und diesen selbst aus Gleichung (23c).

Der Wert p (O, n2) ldsst sich jedoch noch einfacher be-
stimmen, wenn man beriicksichtigt, dass Primirbiindel und
Sekundédrblindel zusammen wieder ein vollkommen erreichbares

Biindel darstellen. In diesem Gesamtbiindel kann nach Gleichung

(19) die Wahrscheinlichkeit p (nl, nz) direkt berechnet wer-
den:
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4 Py 1.
_ ("1"‘/72) co T2
/0(04,”2) -

2 (3)«"

2=0

Andererseits ist nach Gleichung (57)

pryny) = plon)-T, (104)
oder
plom) < R07:7)
P2,

und mit Gleichung (103)

(nydpy ) - a2

plor) = 5 (105)
7+ P
Tan 0 2 ()"
=0

Damit ist das Gleichungssystem (25a, 25b, 23c) geldst.

Fir die Zustandswahrscheinlichkeit p (Xl’ x2) ergibt sich

also, kurz zusammengefasst, nach Gleichung (102) und Glei-
chung (10%)

g ). 1M 2
(’77+')2) o« ,Z("’)E-Xz‘ (é)b

p(’kf/’\’z) = 7 T
7D t $hrn-E (106)
Tomy 2 (347 £

274 (103)
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Dabel ist
m o ¥ r
Z-:m = Z (? T TTrw ) o(m-’z‘(’woz _/"‘?) (52a)
- = m-n n
und
2 & N2 N2
és" = .;_ A2, 2 %122 2 223" - ZC_ZZW-WZW
22807 Zp=247  23=2y+7 2y =2, ,* (107)

mit w = m-&

(In Gleichung (107) sind alle jene Summen gleich eins zu
setzen, bel welchen die untere Grenze grdsser ist als der

Wert n2.) Hierbei ist

Z-X—4

a, = ) . ("('(?"’4"")'[(5) ) (xf1)/'7},n,+x-z

“G-r) Ty,

+ [ 1y rhia *& (0-ry-x-7) D] (W Z,) - 7:2: Py rXt -2
2
+ (x+2) (xi2)- 7;/ PNy 4X+2-2 )

(98)
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IT.2.11, Verluste und Verkehrsreste

Aus den Zustandswahrscheinlichkeiten p (xl, x2) lasst
sich auf einfache Weise die Gleichzeitigkeitsverteilung im
Primdrbilindel

2
Py (X7) = § r(X7,%) (108)
)(2=0

und die Gleichzeitigkeitsverteilung im Sekundirbiindel

lZ] (
109)
p2(x2) = §P(X4//\’2)
Xy=0
berechnen.
Flir den Verkehr Y, im Primédrbiindel ergibt sich
" (110)
g = 2 X7 05 (xs)
X7=0

Aus den Gleichungen (20) und (21) ist das Angebot A sowie
der Verkehrsrest BZ bekannt. Damit erhdlt man den gesuch-
ten Verkehrsrest

Ry = A-% (111)

und den Verkehr im Sekundirbiindel

% = Ry- R, (112)
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Die Verlustwahrscheinlichkeit B, im Primédrblindel und die
Verlustwahrscheinlichkeit 52 im Sekunddrbiindel ergeben sich
dann mit den Gleichungen (16) und (17)

R, (16)
T
5 - 2
2 Ry (17)
wihrend der Gesamtverlust Bges schon aus den Beziehungen

(18), (19), (20) und (21) bekannt ist:

Bes ) (18)

IT.2.12, Der Verkehrsrest und dessen Varianz hinter einem
Primérblindel beim Modell LCH

Bisher wurde in dieser Arbeit fiir den Anrufprozess das
"Modell LCC" (lost calls cleared) zugrundegelegt, Bei die-
sem Modell nimmt man an, dass ein Ruf, der nicht durchgeschal-
tet werden kann, ohne Einfluss auf das System ist, das heisst,
die rufende Quelle wird in diesem Fall sofort wieder frei.

Dagegen nimmt man bei Modell LCH (lost calls held) an,
dass Rufe, die in dem betrachteten Primérbiindel keine freie
Leitung belegen konnen, in einem nachfolgenden Sekundirbiin-
del mit Sicherheit durchgeschaltet werden. Fiir diese Modell-
vorstellung ist bisher keine exakte Ldsung bekannt.
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Im folgenden wird ein vollkommen erreichbares Primir-
bindel mit n, Leitungen betrachtet, dem ZV2 angeboten wird,
wobel lberlaufende Rufe dem Modell LCH entsprechend in ei-
nem Sekundérbundel eine Leitung belegen. Dies entspricht
der in Bild 4 gezeigten Anordnung:

fo=ad-mn

Bild 4: Verkehrsangebot nach dem Modell LCH

Dabei ist das Sekunddrbiindel so gross, dass kein Ruf verlo-
ren geht (n2 = 4 - n, Leitungen).

Der Verkehrsrest RLCH in der Gruppierung nach Bild 4
ldsst sich nach dem in den Abschnitten II.2.1. bis II.2.11.
hergeleiteten Verfahren berechnen. Er kann sich unter Um-
stédnden sehr stark von jenem Verkehrsrest Bl unterscheiden,
der im Fall n, =0 (Modell LCC) entstehen wiirde.

Die Varianz des Verkehrsrests RLCH ist demnach das zweite
Moment der Gleichzeitigkeitsverteilung im nachfolgenden
Sekunddrbliindel mit n, = q - ny Leltungen. Da sich diese Ver-
teilung ebenfalls nach dem in den Abschnitten II.2.1. bis

II.2.11, nergeleiteten Verfahren berechnen lasst, kann da-
mit auch die gesuchte Varianz
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70 (113)
V= D (6-%) ni%)

X2=0

berechnet werden,

II1.2.13. Numerische Auswertung und Ergebnisse

Die Gleichung (106) stellt eine explizite Formel fiir
die Zustandswahrscheinlichkeiten p (xl, xz) dar. Sie ist
numerisch leicht auszuwerten, wenn die Polynome T &

b
< <
(0=r = ny,, 0<m < nl) und die Werte b§ (0= & € n2)
bekannt sind.

Die Polynome T, o kénnte man nach der Definition (52a)
’

berechnen, Ginstiger ist es jedoch, wenn man die Gleichun-
gen (34b) und (57) verwendet.

Nach Gleichung (57) gilt fiir die Werte p (xl, n2) die Be-
Ziehung

p (X, M) = )"(‘3"’2)'7/—72,)% 7)

Andererseits erfilillen diese Werte p (Xl’ n2) die Gleichung
(34D) :

(X #1) pOgrgny) = [Xg#0y +&(§-Ny=Xa)] plxs, 1) (114)
o [G-ny=(xs-1) ] - P(X3~7, 712 )
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Mit Gleichung (57) erhidlt man hieraus

(Xr#1)-p(812) Dy xpen = [ #ng* ¢ (9-1yXs) ] p(6r2) T, x,

o[ 9-My-(e1)] plon): 7/.72/x,—4

oder

(X7+4)- 472;,\’1#// = [X7+}’72+ - (9"/72_X4)]; 7/-72/X7 (115)
- [ G-11y = (xy-1)] - 7/;2, X, =1

Dies gilt fiir beliebige Werte Xys Dy, O, Q. Also ist allge-
mein (n2 > r, X, = m

(m*/’)'/_r,,m/, = [merealg-m-r)] 7., (116)

~Lgr-tm-1)] T

Nach Gleichung (54) ist fiir m = 0

1%0 = 4

Ausserdem ist nach Gleichung (53)

7 =
/-7

Mit diesen Anfangswerten und der Rekursionsformel (116) las-
sen sich alle bendtigten Werte T, [ auf sehr einfache Weise
berechnen, zum Beispiel der Reihe nach
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75/4 / 7;,2 J - ’ 75,’77 J
T 7

' . 7
%1 0 1,2 Y1

Fiir die Berechnung der Gréssen'bf verwendet man zweck-
méssig anstelle der expliziten Darstellung (101b) die Glei-
chungen (99b) und (100a), Es lassen sich dann mit Hilfe der
Beziehung (99b) alle Werte b; der Reihe nach direkt berech-
nen, da die jeweils bendtigten Werte alle schon vorher be-
stimmt wurden.

Fiir dieses Berechnungsverfahren wurde ein ALGOL-Programm
erstellt.

Beispiel 1:

Als Beispiel wird ein Uberlaufsystem nach Art von
Bild 3 (Seite 16) untersucht. An ein vollkommen erreichbares
Primdrbilindel mit n, = 10 Leitungen wird von gq = 30 Quellen,
die jeweils die Anrufdichte o = 0,6 haben, ZV2 angeboten.
Der Verkehrsrest Rl, der von diesem Primédrbiindel nicht ver-
arbeitet werden kann, lduft {iber auf ein vollkommen erreich-
bares Sekundirbiindel mit n, = 10 Leitungen,

Mit diesen Werten ergibt sich nach Gleichung (20) der vom

Sekunddrbiindel nicht verarbeitete Verkehrsrest

R, = 0,004960 Erlang .
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Ausserdem erhdlt man nach Gleichung (21) fiir das Angebot
den Wert

A = 11,2519 Erlang.

Nun werden die Zustandswahrscheinlichkeiten P (xl, xz)
mit Hilfe der Gleichungen (106), (107), (52a) und (98) be-
rechnet., Dann wird nach Gleichung (108) die Gleichzeitig-
keitsverteilung 2 (xl) bestimmt. Hieraus ergibt sich nach
Gleichung (110) der Verkehr im Primidrbiindel

Y, = 8,4056 Erlang.

Damit erhdlt man mit Gleichung (111) den auf das Sekundir-
blindel iliberlaufenden Verkehrsrest

R

1 2,8463 Erlang

und weiter den Verkehr im Sekundirbiindel

Xz = 2,8413 Erlang.

Nach den Gleichungen (16)- und (17) ergibt sich der Verlust
im Primdrbindel

By = 0, 2530
und der Verlust im Sekundirbiindel
B2 = 0,001743,

Fiir den Gesamtverlust erhilt man schliesslich nach Glei-
chung (18) den Wert

Bres =  O,0004408.

Damit sind alle interessierenden Verkehrsgrodssen berechnet,
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Beispiel 2:

In einem zweiten Beispiel wird der Verkehrsrest RLCH nach
dem Modell LCH (siehe Abschnitt II.2.12,) berechnet, welcher
hinter einem Primdrbiindel von n, = 10 Leitungen entsteht,
wenn diesem von q = 20 Quellen der Anrufdichte & = 0,6 zZV2

angeboten wird.

Nach dem Modell LCH belegen die hinter dem Primirbiindel

Uberlaufenden Rufe eine Leitung in einem (verlustlosen) Sekun-

ddarbiindel mit n, = q - n; = 10 Leitungen (siehe Bild 4).
Entsprechend wie im Beispiel 1 erhdlt man das Angebot

A

1}

7,5000 Erlang,

den Verkehr im Primirbiindel

7,0181 Erlang

1
und den gesuchten Verkehrsrest (wegen n, = q - nl) zu
Bioy = Y, = 0,4819 Erlang.

Ausserdem erhdlt man mit den Gleichungen (109) und (113)

fir die Varianz dieses Verkehrsrests R CH den Wert

Li

v 0, 6740,

#
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II.3. Uberlaufsysteme mit zwel vollkommen erreichbaren
Primdrbiindeln

In der Praxis kommt es oft vor, dass mehrere Primirbiin-
del ein gemeinsames Sekunddrbiindel haben. Bild 5 zeigt ein

&ay &9,
Primdr- p—— n e — Primar-
Bindel I 1 12 Biindel II
1 Byg l By,
n, Sekundir-
Biindel
Byy Boo

Bild 5: Uberlaufsystem mit zwei Primdrbiindeln

solches Uberlaufsystem mit zwel vollkommen erreichbaren
Primdrbiindeln, Diesen Primirbiindeln mit nyq bzw. n;, Lei-
tungen wird von aqq bzw. d2 Quellen ZV2 angeboten. Dabei
wird vorausgesetzt, dass die Anrufdichte *,, der Quellen-
gruppe dq4 und die Anrufdichte (Xlz der Quellengruppe 445
denselben Wert 0511 = 0(12 = & haben, (Der Fall &,y + 0(12
wirde nur eine kompliziertere Rechnung, aber keine grund-
sédtzliche Erschwernis bedeuten,) Die Verkehrsreste R11 und
812 dieser Primidrbiindel laufen auf das gemeinsame Sekundidr-
blindel {iber.
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Die Zahl der momentan belegten Leitungen im Primirbiin-
del I sei mit Xq4 bezeichnet (0 £ X4q € 1y4), die Zahl der
Belegungen im Primirbiindel II sei Xqp- Ausserdem seien im
Sekunddrbiindel gerade X, Leitungen belegt. Diese Zahl von
X, Belegungen im Sekundirbiindel setzt sich zusammen aus X51
Belegungen von der Quellengruppe dq1 und Xoo Belegungen von
der Quellengruppe 41,5 es ist also

X2 = X24 +X22 (117)

Dieser Belegungszustand sei mit {x

110 X1p, Xpys Xpp § be-
zeichnet,

Wegen x, € n, ist nach Gleichung (117)

Xy *+ X22 %= M2 (118)

Bei einer beliebigen Anzshl von Belegungen X5q kann also
X5, nur die Werte

annehmen, also (n2 - Xy t 1) verschiedene Werte, Die Gesamt-
zahl der moglichen Belegungszustdnde im Sekunddrbiindel ist
deshalb

7o
(772+47) (742
E (”2-*21*7) = ._ﬁL__E____JL
X270
In jedem dieser (n2 + 1) - (n2 + 2)/2 Belegungszustidnde des

Sekundédrbiindels kdnnen ausserdem im Primirbindel I

0 é-xll =1y Leitungen und im Primidrbiindel II O < x £n

12 12
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Leitungen belegt sein, Insgesamt sind also bei der
Berechnung eines solchen Uberlaufsystems

(n11 + 1) - (n12 + 1) . (n2 + 1) . (n2 + 2)/2 verschie~
dene Belegungszustinde zu unterscheiden,

Die Wahrscheinlichkeit, mit welcher der Zustand

{‘Xll’ X155 X5y, X,,} auftritt, heisse p (X110 X1, Xops Xp5).
Nach dem Prinzip des statistischen Gleichgewichts erhdlt man

fir diese Zustandswahrscheinlichkeiten o) (Xll’ X105, Xy, x22)
ein System von (n11 + 1) . (n12 + 1) - (n2 + 1) - (n2 + 2)/2

linearen Gleichungen folgender Form:

(X7 %1235+ Xy + 4B (Qgy ~X31=X51) + X Y(q, ’*?9""1’2)/')0("'77/"’72”57/*27)
= I (xpy#1) - P( Xy #4, X170, X27 , Xp5 )
+E(Xgpt1)  pXgg, Mpt1 X271, %23 )

+ 8 Ogr¢1) p(x, xp ) X21%1, % )

8 Ogar) Plxi, Xy, Xy Xp 41 )

0 [qy = (Xpr7)-Xag - P(Xpy-1, X0y, X34 , %22 )

wt [, ~Cn-1)-X] P, Xp-4, X27, %29 )

K'X'[qﬂ - Xg1 = (o) p(x37 X102 /X217, X33)

N[ =Xy O )] P(X31, Xoy, X249, X23-1)

(119)

X = O, 7,0cy Ny,
X12. = 0,7, Nyp
Yor = O 1,..., Ny,
Y2 = O, Na-Xyy



- 63 -

]
Ju

, X9 = ngy und Xo1 > 0, n

wobei
B =1, wenn x4, + Xpy + Xpp ¢ Dyq * 1y, sonst B=0
F =1 " Xt Xy ¥ Xpp <my, tong, r=20
g =1, X19 < Myq, " d=0
€ =1, " x5, <ngy, " &=0
=1, " X+ x5 <7y, " =0
n=1," x50, " n=0
'lﬂ:l, " Xy, 20, " d=0
X X=0
A A=0

[}
[N

, X1p = Nyp und Xop >0, "

(Falls Qp1 € nyy t 1, bzw, 9y, < By, + n, ist, kommen die-

Jjenigen Zustidnde {Xll’ Xips Xpp, Xpo] mit

X + X

11 21 2 991

oder

X2 ¥ X5 > qyp

nicht vor; die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten
P (xll’ X105 Xpq, x22) fir diese nicht auftretenden Zustinde
sind dann gleich null.)

Flir die Summe aller Zustandswahrscheinlichkeiten gilt ausser-
dem

Ny=Xaq

" P
Z Z ZZ P (Xas 1 %12 1 X210 ,%22) = A4 (120)

Xey= O Ngg=0 X500 Kpq=0
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Zur numerischen Berechnung derartiger Gleichungs-
Systeme mit hohem Rang verwendet man zweckmdssig iterative
Methoden. Besonders geeignet ist das.sogenannte Uberrela-
Xationsverfahren /13, 25/. Bei diesem Verfahren braucht man
nicht die ganze Matrix des Gleichungssystems zu speichern,
sondern nur die Ndherungswerte fiir die Unbekannten. Aller-
dings miissen dann die einzelnen Elemente der Matrix jedes-
mal neu berechnet werden, wenn sie im Lauf der Rechnung be-
notigt werden, Da die Zahl der Speicherplédtze eines Digital-
rechners begrenzt ist, kann man mit dem Uberrelaxationsver-
fahren wesentlich umfangreichere Systeme 1dsen als mit
Eliminationsverfahren.

Aus den Wahrscheinlichkeiten p (xll’ Xy0s Xpq, x22) ldsst
sich leicht der Verkehr Yll im Primdrbiindel I und der Ver-
kehr 112 im Primirbiindel II berechnen:

Py D My myxy,

% = Z Z Z Z_ Xy P Cctr, K12 K21 43) (121)

X11=0 X72=0 X:H=0 X22=O

e Dyy o Plp-xy,

Y = Z Z Z Z X12'p5*77/"72/"'21vX22) (122)

X =0 X350 X=0 Xpa=0

Entsprechend erhdlt man fiir den von der Quellengruppe d14
herriihrenden Verkehrsanteil Y21 im Sekund&rbiindel

Mo Py Ny my-Xy,

7 = Z Z Z Z ’5?7')0()(71,"'72"\’21,"99) (123)

Xy=0 Xp=0 X%;=0 X5 =0
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und fiir den von der Quellengruppe 40 herriihrenden Ver-
kehrsanteil I22 im Sekundérbilindel

Do Py Ty Ny-xy4

% = Z Z Z Z X22'P(X14;X12;X24,X22) (124)

X11=0 X33=0 Xq=0 X39=0
Der gesamte Verkehr im Sekundirbiindel ist
% = Y%t Yo (125)

Flir das Angebot A11 an das Primdrbiindel I ergibt sich

Aﬂ = « (?14— )44 = ){'M) (126)

und entsprechend fiir das Angebot A12 an das Primdrbindel II

A72 = - (912— )(’2 - >/22 ) (127)

Fiir die einzelnen Verkehrsreste (siehe Bild 5) erhdlt man

(128)
pﬂ = A14 - ){M
Ry = An- Y, (129)
'Q24 = "‘711 - %1 (130)

Rog = Ry =Yy (130)
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Hieraus lassen sich die Verlustwahrscheinlichkeiten

B - Ry,
77 Azq
im Prim&rbindel I und
B R
72 = -
Aza

im Prim&rbiindel II berechnen, ausserdem die Verlustwahr-

scheinlichkeit B21 des Sekundérbiindels beziiglich des Uber-

laufverkehrs Rll

Ra

B =
27 ., (132)

und die Verlustwahrscheinlichkeit B22 beziiglich des Uber-
laufverkehrs R12

R
By, = Tjj (133)

Fir den pauschalen Verlust 82 im Sekunddrbiindel ergibt sich

B. - Rag + Ry (134)
2 Riz + Ryo

Flir dieses Berechnungsverfahren wurde ein ALGOL-Programm
erstellt,
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Beispiel 3:

Fiir ein Uberlaufsystem nach Art von Bild 5 (Seite 60) mit zwei
Primédrbiindeln von My =Ny, = 10 Leitungen, einem Sekundar-
biindel von n, = 4 Leitungen und mit Q1 = 940 = 20 Quellen
der Anrufdichte ™ = 0,6 erhdlt man

die Angebote
A11 = A12 = 7,5112 Erlang,

die Verkehrswerte

111 =Y, = 7,0240 Erlang,
Y =Y, = 0,4575 Erlang,
Yz = 00,9151 Erlang,

die Verkehrsreste

Ryy = By, = 0,4874 Erlang,

By = R,y = 0,02986 Erlang und
die Verluste

Byy = Byp = 6,489 %,

Byy = By, = B, = 6,126 %,
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I11I. Simulationsprogramme

I1II.1. Varianz von Uberlaufverkehr

Fiir die Berechnung der Varianz von Uberlaufverkehr hinter
vollkommen erreichbaren Biindeln bei endlicher Quellenzahl
wurde in Abschnitt II.2,12, eine exakte, geschlossene LOsung
hergeleitet. Dieses Verfahren ist besonders geeignet flr die
Berechnung kleiner Systeme.

Flir die Niherungsberechnung grosserer Systeme muss das
in Kapitel I bzw., Kapitel IV beschriebene Zwei-Momenten-
Verfahren verwendet werden., Dazu ist es nftig, auch fir
grosse Systeme eine Ndherung fiir den Uberlaufverkehr R und
seine Varianz V zu finden, Zur Kontrolle dieser in Kapitel IV
behandelten Ndherungen wurde ein Simulationsprogramm flr die
Bestimmung der Varianz erstellt.

Die Varianz V eines Verkehrsrests R, der hinter einem
(Primdr-) Bilindel von n; Leitungen iberléduft (siehe Bild 6),
ist definiert als das zweite Moment der Gleichzeitigkeits-
verteilung in einem verlustlosen Sekunddrbiindel, dem dieser
Uberlaufverkehr angeboten wird. Das Sekunddrblindel muss also
n, = q - n, Leitungen haben.

fp=a-my

Bild 6: Gruopierung fiir die Bestimmung der Varianz
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In dem Simulationsprogramm wird. zundchst die Gleich-
zeitigkeitsverteilung im Sekundidrbiindel, das heisst die
Wahrscheinlichkeiten Py (x2), bestimmt, Hieraus wird dann
der Verkehrsrest

Mo
R = Z X2 22 (%)

XQ"O

sowie die gesuchte Varianz

Na
2
vV = 2 (X2-R)% oy (x3)
X2=0
berechnet.
Anmerkung:

Mit diesem Simulationsprogramm Nr. 1 lidsst sich auch die
Varianz von Uberlaufverkehr hinter unvollkommen
erreichbaren Primirbiindeln bestimmen (siehe Abschnitt V.2.).

III.2. Uberlaufsysteme mit mehreren Primirbindeln und
einem Sekunddrbiindel

In Abschnitt II.3. wurde ein exaktes Berechnungsverfahren
fir Uberlaufsysteme mit zweli Primdrbindeln und einem gemein-
samen Sekunddrbiindel hergeleitet (siehe Bild 5, Seite 60).
Die numerische Auswertung dieser exakten Methode ist je-
doch nur bei kleinen Systemen mdglich.
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Fir Uberlaufsysteme mit grosseren Biindeln wurde deshalb
ein weiteres Simulationsprogramm Nr, 2 erstellt.

Mit diesem Programm lassen sich nicht nur Uberlaufsysteme
mit zwei Primdrblindeln und einem Sekundarbiindel untersuchen,
sondern auch solche mit mehreren Primirbiindeln.

Anmerkung:

Dieses Simulationsprogramm Nr. 2 lisst sich auch fiir
Uberlaufsysteme mit mehreren unvollkommen
erreichbaren Primirbiindeln und einem unvollkomn-

men erreichbaren Sekundidrbiindel verwenden (siehe Ab-
schnitt v.,2,).
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IV, Ndherungsverfahren

IV.1. Berechnung von Uberlaufsystemen mit Beriicksichtigung
des ersten und zweiten Moments des angebotenen
Uberlaufverkehrs und Vergleich mit exakten Werten

Im folgenden wird ein Zwei-Momenten-Verfahren zur Berech-
nung der Verluste Byy» B1ps ..., Byy und B, sowie der Be-
lastungen Yii0 Yios -vey Y,; und X, von Uberlaufsystemen mit
mehreren Primdrbiindeln hergeleitet. Dabei werden die Uber-
laufverkehre durch ihre ersten Momente (Mittelwerte) und
durch ihre zweiten Momente (Varianzen) charakterisiert;
hohere Momente werden nicht betrachtet.

Bei diesem Verfahren werden die verschiedenen, in Wirk-
lichkeit vorhandenen Primirbiindel durch ein fiktives Ersatz-
Primdrblindel ersetzt, welches einen Uberlaufverkehr gleichen
Mittelwerts und gleicher Varianz liefert wie die tatsidchlich
vorhandenen Primérbilindel zusammen. Damit wird das Problem
auf ein Uberlaufsystem mit nur einem Primidrbindel zurickge-
fithrt, das sich nach dem in Abschnitt II1.2. hergeleiteten
Verfahren exakt berechnen lasst.

Die verschiedenen Rechenschritte des Verfahrens werden
nun im einzelnen beschrieben, und zwar der Ubersichtlich-
keit halber anhand eines Uberlaufsystems mit nur zwei Pri-
mirbiindeln (siehe Bild 7).

Das Verfahren ist jedoch allgemein bei Systemen mit beliebig
vielen Primdrbiindeln anwendbar.
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®3110919 ¥120990
0yq P
1 B,V 1 ByoiVyo
/
N
l R,V
)

Bild 7: Uberlaufsystem mit zwei Primdrbiindeln

Schritt 1: Mittelwert und Varianz der iiberlaufenden Ver-
kehrsreste

Zuerst sind die liberlaufenden Verkehrsreste bei ZV2 sowie
deren Varianzen zu bestimmen. Dabei ist zu beachten, dass
der Mittelwert Ali des an Primdrbiindel Nr. i angebotenen
Verkehrs und damit auch der Verkehrsrest Rli von dem (zu-
nachst unbekannten) Verlust B2 des Sekunddrbiindels abhidngt.
Deswegen ist diese Berechnung von Uberlaufsystemen von
endlicher Quellenzahl erheblich aufwendiger als
im Fall unendlicher Quellenzahl (ZVv1), wo sich die iiberlau-
fenden Verkehrsreste sehr leicht berechnen lassen (siehe
auch Kapitel I.).



Die Varianz eines Verkehrsrests ist nur definiert, wenn
dieser Verkehrsrest auf ein verlustloses Sekundidrbiindel
iiberlauft,

Es 1ist also zundchst jener Verkehrsrest gll zu bestim-
men, der auf ein eigenes, verlustloses Sekunddrbiindel mit
Oy = qqq - n,, Leitungen iberlaufen wiirde (siehe Bild 8)

110991 %2197

Bl S

l RyV1 L B12:V12

~ ~
Do1= 911~ Py No2=Q2- 1y

Bild 8: Mittelwert und Varianz der uberlaufenden Verkehrs-
reste

sowie die zu diesem Uberlaufrest gehorende Varianz $11 (alle
mit dem Zeichen ~ versehenen Grdssen beziehen sich auf den
Fall des verlustlosen Sekundérbiindels)., Dies ist leicht mog-
lich mit dem in Abschnitt II.2., insbesondere in Abschnitt
II1.2.12. beschriebenen exakten Verfahren.

Entsgzechend berechnet man den Mittelwert ﬁlz und die
Varianz V12 Jenes Verkehrsrests, der vom Primirbﬁndel II auf
ein eigenes, verlustloses Sekunddrbilindel mit n
uberlaufen wirde (siehe Bild 8).

22 T %12 T Py
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Schritt 2: Berechnung des Gesamt-Uberlaufverkehrs

In einem zweiten Schritt wird der Fall betrachtet, dass
die beiden Uberlaufverkehre ﬁll und §12 auf ein gemeinsames,
verlustloses Sekundirbiindel mit ﬁz = ﬁ21 + H22 Leitungen,

s 2 L s 33
das heisst mit N, = dyq + dyp = Byq - o, Leitungen iiberlau-
fen (siehe Bild 9).

%1095 %12:995
niq — j—— Ryo
l Bi1oVqg 1312"’12
N /
—V
l Ry, ¥y
1,

Bild 9: Der Summen-Uberlaufverkehr

Da in diesem gemeinsamen Sekundirbiindel keine Verluste
auftreten, beeinflussen sich die Gleichzeitigkeitsverteilun-
gen der Verkehrsreste ﬁll und g12 im Sekundidrbindel nicht:
Sle sind voneinander unabhingig (wie bei der Anordnung nach
Bild 8 mit getrennten Sekunddrblindeln). Mittelwert und
Varianz dieser Verteilungen (die in Schritt 1 berechnet
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wurden) dlirfen deshalb je fiir sich addiert werden. Somit

ergibt sich fiir den Summen-Uberlaufverkehr ﬁ der auf das

1)
gemeinsame, verlustlose Sekunddrbiindel iberlduft

fad
p4 = 7\744 * K

~ .
und fiir die Varianz V1 dieses Summen-Uberlaufverkehrs

\—/4 =V * Wy

Schritt 3: Das Ersatz-Primédrbilindel
. [ad &

Nachdem nun der Summen-Uberlaufverkehr (Bl' Vl) nach
Schritt 2 bekannt ist, sucht man ein Ersatz-Primirblindel
(mit n* Leitungen und g* Quellen mit der Anrufdichte oc*),
von dem ebenfalls der Verkehrsrest (R Vl)
lustloses Sekund&rbiindel mit n2 = d4q + 4y, - Nyy
Leitungen iiberlduft (siehe Bild 10).

auf ein ver-

- My

[V , q»)(

Bild 10: Das Ersatz-Primidrbindel
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Das Wertetripel (n*, g*, *) bestimmt man auf folgende
Weise:

Da das Sekundirblindel mit Hz Leitungen verlustlos sein
Soll, gilt

* *, 0 = *_
GT = Ay = Gyt Gyt g (135)

Ist die Leitungszahl n* des Ersatzblindels gegeben, so lidsst
sich die Ersatz-Quellenzahl g* nach Gleichung (135) berech-

nen.

Man geht nun von einem Schidtzwert flir die Leitungszahl n*
und einem Schétzwert fiir die Anrufdichte & * aus, Damit
lasst sich nach dem in Abschnitt II&Z. beschriebenen Verfah-
ren der zugehdrige Uberlaufverkehr ﬁ{ berechnen. Man variiert
nun die Anrufdichte «&X* so, dass dieser Uberlaufverkehr -
R* gerade den vorgeschrlebenen Wert R annimmt, Die Varianz Vi,
die sich zu diesem Wert Rf = Hl erglbt wird jedoch im all-
gemeinen nicht mit V1 libereinstimmen.

Deshalb wird in einer weiteren Iterationsschleife die

o
{ den Wert V

annimmt (eventuell ist dabel zwischen zwel ganzzahligen

Leitungszahl n* so variiert, dass die Varianz v 1

Werten von n* zu interpolieren).

Damit ist nun das Wertetripel (n*, g%, & *) so bestimmt,
dass von diesem Ersatz-Primdrbiindel der gleiche Verkehrs-
rest (%} = %1, %{ = %1) auf ein verlustloses Sekundarbiindel
mit n, Leitungen Uberlduft wie von den beiden tatsdchlich

vorhandenen Primidrbiindeln zusammen (siehe Bild 10).
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Schritt 4: Der Verlust im (tatsichlich vorhandenen)
Sekundidrblindel

Sowohl bel der Gruppierung mit zwei Primirbiindeln nach
Bild 9 als auch bei der Gruppierung mit nur einem Ersatz-
Primdrbindel nach Bild 10 13uft ein Uberlaufverkehr auf ein
verlustlosesNSekundészndel von 52 Leitungen Ubef; Die
Mittelwerte Fl bzw, ﬁ{ und die Varianzen Vl bzw. V{ der
Gleichzeitigkeitsverteilung im Sekundérbiindel sind in beiden
Fdllen jeweils gleich. Denkt man sich die (fiktive) Lei-
tungszahl 52 auf die tatsichliche Leitungszahl n, des Sekun-

dérblindels verkleinert (siehe Bild 7 bzw. Bild 11), so ist

"4 3 3 R q*
— n*
—
| o
ny

D

Bild 11: Bestimmung des Verlusts im Sekundirbiindel

dieses nicht mehr verlustlos: In der Ersatzanordnung nach

Bild 11 entsteht ein Verkehrsrest Ré. Dieser Rest R¥% kann

2
als Ndherungswert fiir den tatsichlich entstehenden Verkehrs-

rest R2 (siehe Bild 7) verwendet werden.
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Der Verkehrsrest ﬁi ist ein Ndherungswert fiir den bei
der tatsidchlichen Anordnung (siehe Bild 7) iiberlaufenden
Verkehrsrest El’ der dem Sekunddrbindel angeboten wird.

Damit erhdlt man fiir den Verlust B2 im Sekundidrbiindel den
Wert

p-)é
B ~ B * - -‘2
2 2 R_’*‘

Schritt 5: Bestimmung der Angebote und Verkehrswerte

In einem fiinften Schritt sind nun noch die Angebote an
die Primdrblindel sowie die Verkehre in den Primdrbindeln zu
bestimmen, die ja bei ZV2 vom Verlust im Sekundédrbiindel ab-
hingen. Um jedoch zum Beispiel das Angebot A11 des Primir-
blindels I zu berechnen, bendtigt man nicht nur den pauscha-
len Verlustwert B, bzw, Bf des Sekunddrbiindels, sondern auch
den Verlust 821, den der Verkehrsrest Bll im Sekunddrbiindel
erfdhrt. Uber diesen Teilverlust 821 sagt das Zwei-Momenten-
Verfahren nichts aus. (Dies gilt auch fiir das bekannte Streu-
wertverfahren (ERT-Verfahren) bei zZvi,)

Die Angebote an die Primdrbindel lassen sich jedoch be-
stimmen, wenn man annimmt, dass

Bay = By = B

ist, und dass ausserdem die Aufteilung des tatsdchlichen Ver-
kehrsrestes ﬁl in die Einzelreste Rll und R12 gleich ist wie
im Fall des verlustlosen Sekunddrbilindels, das heisst
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Ry _ Ry (1358)
R, R '

Rr2 - Rya (135b)
2 Ry
oder
A _ (1368)
R, = é” R, 3
7
- Pu 3
Rz = %7 K (136b)

Man erhdlt dann fir die vom Sekunddrbiindel nicht verarbeite-

ten Verkehrsreste

Rz (137a)

Ror = B2-Ry = R+ —=

]

| R
Roy = By Ryy = Ry % (137b)

1

Flir das Angebot A11 gilt

A = %1 (9~ X—r-yﬂ) ’ (138)

und ausserdem ist

Rar = Au=Y% - %, (139)
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Setzt man Gleichung (139) in Gleichung (138) ein, so erhidlt

man

Ay = %y (G, ~ Ay #Ry,)

und hieraus analog zu Gleichung (14)

Lo
n = e (911 % Raq )

>
|

Flir das Angebot A ergibt sich entsprechend
. 12 23

%72
A12 7 » . (Q72 * ?29)

7+«

Damit ldsst sich nun auch der Verkehr in den Primidrbiindeln

berechnen:
yyq = Ay, - ?’/’(

y12 = As-Ry

Der Verkehr im Sekundidrbiindel ist

Damit sind die Angebote A11 und A12’ die Verkehrswerte Yll’
112 und Y2 sowie der Verlust 52 im Sekunddrbindel bestimmt.
Die gute Ubereinstimmung zwischen diesen Ndherungswerten

und den Ergebnissen der exakten Berechnung zeigt das nach-

folgende Beispiel.
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Beispiel 4:

Um die Ergebnisse nach obigem Zwei-~Momenten-Verfahren
mit exakten Werten vergleichen zu kénnen, wird nun das in
Beispiel 3 (Seite 67) exakt berechnete Uberlaufsystem
(mit nyq =0y, =10, n, =4, q; = 43, = 20 und & = 0,6)
mit Hilfe des Zwei-Momenten-Verfahrens berechnet.

Fir dieses System erhidlt man nach dem Zwei-Momenten-
Verfahren die Verkehrsreste

R1 = Bi

]

0,970

und

BZ ~ Ré

0,0537

Damit ergibt sich fiir den Verlust B, im Sekunddrbindel der
Wert

B, = BY = 5,54 %
Die Rechnung in Beispiel 3 ergab den exakten Verlustwert
B, = 6,13 %

Die Naherung BE stimmt also gut mit dem tatsdchlichen Ver-
lust B, liberein. Die relative Abweichung betrdgt 9,7 %. Sie
kommt daher, dass beim Zwei-Momenten-Verfahren nur die ersten
beiden Momente (Mittelwert und Varianz) des Uberlaufverkehrs
berlicksichtigt werden, die hdheren Momente (drittes, viertes
Moment usw.) jedoch vernachldssigt werden. Diese Abweichung ist
etwa von gleicher Grdsse wie beim Streuwertverfahren (ERT-
Methode) fiir unendliche Quellenzahl.

Aus diesem Beispiel und weiteren Kontrollrechnungen ist
ersichtlich, dass die Genauigkeit}des hergeleiteten Zwei-
liomenten-Verfahrens fiir endliche Quellenzahl etwa gleich gut
ist wie die des bekannten und in der Praxis oft angewandten

Streuwertverfahrens fiir unendliche Quellenzahl, Mit dem

beschriebenen Zwei-Momenten-Verfahren lassen sich also Uber-
laufsysteme mit endlicher Quellenzahl und vollkommen erreich-
baren Blindeln mit einer fiir die Praxis ausreichenden Gensuig-

keit berechnen,

Flir die Ubrigen Verkehrsgrdssen erhdlt man mit den in
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Schritt 5 angegebenen Formeln folgende Ergebnisse (ver-

gleiche Seite 78 ff):

Boy

Biq

Boy

Ay

Y1

1

Diese N&herungswerte werden in Beispiel 5 (Seite 89) mit

exakten Werten verglichen.

5,54 %
0,485

0,0268

0,916

Erlang
Erlang
Erlang
Erlang

Erlang
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IV.2. Ndherungsweise Berechnung des Verkehrsrests Rl
bei vorhandenem Sekund&drbiindel (n2 =q - nl)

Bei dem in Abschnitt IV.1, beschriebenen Zwei-Momenten-
Verfahren fiir endliche Quellenzahl muss mehrmals - als Teil-
aufgabe - der von einem Primdrbiindel auf ein Sekundirbindel
iberlaufende Verkehrsrest Rl (siehe Bild 12a) berechnet wer-

den.

q %, q"

oy —_— o
l R, l Rl' l R]

o2
e
a) b) c)

Bild 12: Naherungen fiir den Verkehrsrest Ry

a) Der tatsdchliche Verkehrsrest By

b) Nidherungsverfahren mit reduzierter Anrufdichte o
c) Ndherungsverfahren mit reduzierter Quellenzahl q"
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Dies ist mOglich mit dem in Abschnitt II.2. hergeleiteten
exakten Verfahren., Fiir die praktische Anwendung des Zwei-
Momenten-Verfahrens ist diese exakte Berechnung von Rl
Jedoch im allgemeinen zu aufwendig. Deshalb wird im folgen-
den ein Ndherungsverfahren zur Bestimmung dieses Uberlauf-
verkehrs Rl hergeleitet. (Eine entsprechende Niherung fiir
die Varianz enthdlt Abschnitt IV.3,)

Bei dem in Bild 12a dargestellten Uberlaufsystem bieten
g Quellen, je mit der Anrufdichte &, ihre Rufe einem Pri-
marbiindel von n, Leitungen an. Der Mittelwert A dieses
angebotenen Verkehrs ist nach Gleichung (21)

24
T+X

(g+ Ry) (21a)

b
(

(Der Verkehrsrest R, ldsst sich leicht nacn Gleichung (20)

bestimmen.) Fir die niherungsweise Berechnung von R, wird

1
nun ein einzelnes Biindel betrachtet, welches ebenfalls n,
Leitungen und q Quellen hat. Die Anrufdichte o dieser

Quellen sei jedoch gerade so gross, dass das Angebot den-

selben Wert A hat wie bei dem Uberlaufsystem nach Bild 12a:

A = (gt R) = (7t R]) (210)

Die Anrufprozesse bei den beiden betrachteten Biindeln in
Bild 12a und Bild 12b sind zwar nicht gleich, aber sehr dhn-
lich: in beiden F&dllen wird einem Biindel mit ny Leitungen
von g Quellen ein Verkehr mit dem Mittelwert A angeboten.
Eine Untersuchung zeigt, dass auch die Verkehrsreste gut
miteinander ibereinstimmen (siehe Bild 13). Der Verkehrs-
rest Bj (nach Bild 12b) ist also ein guter Naherungswert

fiir den gesuchten Verkehrsrest R,.
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6
Vs
TP/fr/. h1= 10
ny =g-n,
3
7 —
Q 170 20 30 4o

exakte Werte

— — — Niherungswerte

Bild 13: Niherungswerte fiir Rl

Bei einem welteren Niherungsverfahren geht man auch von
einem einzelnen Biindel mit ny Leitungen aus (siehe Bild 12c),
welchem ebenfalls ein Verkehr mit dem Mittelwert A angeboten
wird, Dieses Angebot A wird durch q'' Quellen mit der Anruf-
dichte o erzeugt. Dieses Verfahren arbeitet also mit einer
reduzierten Quellenzahl q'', widhrend das Verfahren nach

Bild 12b auf einer reduzierten Anrufdichte o beruht.

Bei diesem Verfahren nach Bild 12¢ erhilt man einen Ver-
kehrsrest Ri', der ebenfalls einen sehr guten Niherungswert
fir Rl (siehe Bild 12a) darstellt. In vielen Fillen ist
dieses Verfahren sogar noch genauer als das Verfahren nach
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Bild 12b. Da jedoch bei dem Verfahren nach Bild 12¢ im
allgemeinen zwischen ganzzahligen Werten g'' interpoliert
werden muss, wird hier im folgenden das Verfahren mit re-
duzierter Anrufdichte nach Bild 12b angewandt., Fur dieses
Verfahren wurde ein ALGOL~Programm erstellt.

IV.3. Naherungsweise Berechnung der Variangz

In Abschnitt II.2, wurde ein exaktes Verfahren fir die
Berechnung der Varianz hergeleitet. Da dieses Verfahren
fiir die praktische Anwendung des Zwei-Momenten-Verfahrens
oft zu aufwendig ist, wird in diesem Abschnitt eine Nihe-
rungsformel fiir die Variangz aufgestellt,

Die Bestimmung der Varianz setzt nach Abschnitt II.2.12.
ein verlustloses Sekundirbiindel voraus (siehe Bild 4). Das
Angebot A ldsst sich deshalb nach Gleichung (140) berechnen:

A = =,

T+ (140)

Nun bestimmt man nach Gleichung (la) den Streuwert D
hinter einem Biindel mit ny Leitungen, dem ZV1 mit dem glei-
chen Mittelwert A angeboten wird. Einen (empirischen) Ndhe-
rungswert VT)fur die Varianz bei ZV2 erhdlt man dann nach
der Beziehung

V4(4) - (Do * @/’) . 2% (141)

Umfangreiche Kontrollrechnungen haben gezeigt, dass Glei-

chung (141) einen guten Miherungswert liefert, wenn n, = i

2
ist, das heisst, wenn die Leitungszahl ny hdchstens die

Hélfte der Quellenzahl g betragt. Andererseits stellte sich
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heraus, dass im restlichen Bereich n, > ﬁz die folgende,
von Prof. Lotze vorgeschlagene Formel gute Ndherungswerte
liefert:

2
\/4(2) - /?1 _ R1
9-" (142)

(Diese Formel entspricht der Varianz eines ohne Primérbindel
direkt an das Sekundidrbiindel angebotenen ZV2 mit dem Mittel-
wert Ry und q - n; Verkehrsquellen.)

Durch Interpolation zwischen den Formeln (141) und (142)
erhdalt man filir den Gesamtbereich 0 = ny € g folgende Ndhe-
rungsformel fir die Varianz V4

\/4 - q—qf’)q '\/7(1) + _g_»,‘%(v (143)

Diese Beziehung geht fir n, = 0 in Gleichung (141) iber,
fir n, = q dagegen in Gleichung (142). Mit den Gleichungen

(141) und (142) ergibt sich aus Gleichung (143)

- - R2
V= 2 per). LA L -

7 9 7 g 9- 1., )

Mit Gleichung (140) erhdlt man weiter

g-4, < ]
o= TG R) i e R L)

oder

R oo R,
vy = 2fgn) (2 ea) S e (o 7o) s

Zur Berechnung der Varianz nach Gleichung (145) wurde eine
ALGOL-Prozedur aufgestellt,
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Anstelle des Werts Do, = f'(nl, A) in Gleichung (141)

kdnnte auch D*, = f (nl, R verwendet werden, das heisst

)
Jener Streuwert, der sich béi ZV1 ergibt, wenn nicht A und
n, gleich sind wie bei ZV2, sondern R, und n,. Diese Ndhe-
rung ist insofern plausibler, als der Streuwert D*, in die-
sem Fall fir den tatsdchlich auch bei ZV2 auftretenden Ver-
kehrsrest Rl gilt. Bisherige Kontrollrechnungen zeigen, dass
in diesem Fall V, nach Gleichung (145) praktisch gleiche

Zahlenwerte liefert.

Eine Nachpriifung fiir viele Uberlaufanordnungen
steht bisher wegen Mangel an Rechenzeit noch aus. Da bereits
mit Dy, = °f (nl, A) sehr gute Ndherungswerte fir vy erhalten
werden, ist eine signifikante Verbesserung jedoch nicht zu
erwarten,

IV.4, Vereinfachtes Zwei-Momenten-Verfahren

Mit Hilfe der in Abschnitt IV.2. und Abschnitt IV,3,
beschriebenen Ndherungsverfahren ldsst sich nun ein verein-
fachtes Zwei-Momenten-Verfahren durchfiihren, Der Rechnungs-
gang bel diesem vereinfachten Zwei-lMomenten-Verfahren ver-
lduft gleich wie bei dem in Abschnitt IV.1. beschriebenen
(nicht vereinfachten) Zwei-Momenten-Verfahren; jedoch wer-
den Uberlaufreste jeweils nach dem in Abschnitt IV.2.,

Bild 12b bezeigten Ndherungsverfahren berechnet, und zur
Bestimmung der Varianz wird jeweils die Naherungsformel (145)
benutzt.

Fir die Anwendung dieses vereinfachten Zwel-Momenten-
Verfahrens wurde ein ALGOL-Programm erstellt.
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Beispiel 5: Beispiel 6:

Das in Beispiel 3 und Beispiel 4 behandelte Uberlauf- Wahrend in den Beispielen 1 bis 5 verhdltnismidssig kleine
system (mit nygg o=, = 10, n, = b, Gy = ayp = 20 und Uberlaufsysteme betrachtet wurden, wird nun in diesem Bei-
o = 0,6) wird nun mit Hilfe des obigen "vereinfachten spiel ein grdsseres Uberlaufsystem mit 4 Primdrbiindeln
Zwel-Nomenten-Verfahrens" berechnet. Um die Ergebnisse die- (siehe Bild 14) untersucht.

ses "vereinfachten Zwei-Momenten-Verfahrens" leichter mit
den exakten Werten (nach Abschnitt II.3.) und mit den Ergeb-
nissen nach dem nicht vereinfachten Zwei-Momenten-Verfahren
vergleichen zu kOnnen, sind die Ergebnisse nach diesen drei

xq1994 ®,5,a o12,4 ™qyd
Verfahren in der folgenden Tabelle zusammengestellt: 11‘ 1 12l 12 137713 14$ L
Exaktes Zwel-Momenten- | Vereinfachtes Ny == n, — B4 Boy
Verfahren Verfahren Zweil-Momenten- J———— —— R ———
(Abschn,II.3.) | (Abschn.IV.1.) | Verfahren —_— i pm—
(Abschn, IV.4,) -
B =B = o %
2 21 = Bpp | 6,13 % 5,54 % 4,80 % l Biy l B2 l i3 l iy
R, 0,0597 Erl. 0,0537 Erl. 0,0499 Erl,
Ry, = Ryy 0,0299 Erl. 0,0268 Erl. 0,0250 Erl. n,
B = Ry, 0,487 Erl, 0,485 Erl, 0,519 Erl.
Ayp = Ap, 7,51  Erl. 7,51 Erl, 7,51 Erl. le
Y, =¥, 7,02  Erl, 7,02  Erl. 7,00  Erl,.
Y, 0,915 Erl. 0,916 Erl. G,987 Erl.

Bild 14: Uberlaufsystem mit 4 Primirbiindeln
Die Ergebnisse nach dem vereinfachten Zwel-liomenten-Verfah-

ren weichen zum Teil mehr von den exakten Werten ab als beim
nicht vereinfachten Zwei-lMomenten-Verfahren. Dies riihrt daher,
dass beim vereinfachten Zwei-Momenten-Verfahren fir die
Berechnung des hinter einem Primirbiindel iiberlaufenden Ver—
kehrsrests und dessen Varianz anstelle der exakten Formeln

nach Abschnitt II.3. die Ndherungsformeln nach Abschnitt Iv.z2.
und IV.3. verwendet werden.
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Die Leitungszahlen der Primdrbiindel sind

ng, = 10
n,, = 12
ny4 = 16
ny = 20

Das Sekundidrbiindel hat

Leitungen.

Die Quellenzahlen sind

4 = 30
i, = 20
q13 = 80
apy = KO

Die einzelnen Quellengruppen haben folgende Anrufdichten:

&3 = ™o 1,0

™3 = &Ky o= 05

Eine Simulation ergab fiir den Verlust im Sekundidrbiindel den
Wert

B, = U4,6%

(mit einem Vertrauensintervall von ¥ 8 % relativ bzw.
0,4 % absolut bei einer statistischen Sicherheit von 95 % ).

Das Zweil-Momenten-Verfahren nach Abschnitt IV.1, liefert
den Ngherungswert

BY = 4,5%

- 92 -

Dieser Wert BX weicht vom Testwert B, nur um - 2,2 % (relativ)
ab.,

kit dem vereinfachten Zwei-Momenten-Verfahren erhilt man
den Wert

B%* = 4,3 %
mit einer relativen Abweichung von - 6,4 % vom Testwert.

Die beiden Ndherungswerte B% und Bé* liegen also
innerhalb des Vertrauensintervalls und stimmen sehr gut mit
dem Simulationsergebnis iiberein.
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V. Vorarbeiten fiir die Berechnung von Uberlaufsystemen
mit unvollkommen erreichbaren Blindeln bei endlicher
Quellenzahl

V.1. Allgemeines

Nachdem in Kapitel II exakte Verfahren und in Kapitel IV
Naherungsverfahren zur Berechnung von Uberlaufsystemen mit
vollkommen erreichbaren Biindeln bei endlicher Quellenzahl
hergeleitet wurden, liegt es nahe, diese Verfahren .auf

Uberlaufsysteme mit unvollkommen erreichbaren Blundeln aus-
zudehnen.

Die vollstidndige Ausarbeitung der Verfahren fiir Systeme
mit unvollkommen erreichbaren Blindeln wire sehr umfangreich
und bleibt daher einer spateren Arbeit vorbehalten. Im Rah-
men dieser Arbeit wurden jedoch einige Vorarbeiten fiir eine
derartige Erweiterung geleistet, die in den folgenden Ab-
schnitten beschrieben werden.

Eine exakte Berechnung von Uberlaufsystemen mit unvoll-
kommen erreichbaren Biindeln und endlicher Quellenzahl ist
praktisch nicht durchfiinrbar (siehe auch Kapitel I), da die
numerische Auswertung der entsprechenden sehr umfangreichen
Gleichungssysteme auch auf sehr grossen Digitalrechnern
nicht méglich ist. han ist deshalb auf Simulationsverfahren
angewiesen (siehe Abschnitt V.2.).

Abschnitt V.3. enthdlt Vorarbeiten zur Entwicklung von
Néherungsformeln fiir den auf ein verlustloses Sekundir-
biindel iliberlaufenden Verkehrsrest und seine Varianz,

In Abschnitt V.4, wird ein Zwei-Momenten-Verfahren zur
Berechnung von ﬁberlaufsystemen mit unvollkommen erreichba-
ren Bindeln bei endlicher Quellenzahl vorgeschlagen. Dieses
Verfahren stellt eine Verallgemeinerung des in Abschnitt IV.1.
beschriebenen Zwei-Momenten-Verfahrens fiir Uberlaufsysteme
mit vollkommen erreichbaren Bilindeln dar.

- 94 -

V.2, Simulationsprogramme

V.2.1. Mittelwert und Varianz von Uberlaufverkehr

Fir die Bestimmung von Mittelwert und Varianz eines
Verkehrsrests muss vorausgesetzt werden, dass dieser Ver-
kehrsrest auf ein verlustloses Sekunddrbiindel {iberisuft
(andernfalls ist die Varianz nicht definiert). Dies fiihrt
auf die in Bild 15 gezelgte Gruppierung.

o, q

k,,n,,g g, = Zahl der
17 1 Zubringer-
Teilgruppen
| v
n,=q- kl

Bild 15: Mittelwert und Varianz von Uberlaufverkehr

Bei einem vollkommen erreichbaren Primdrbiindel (siehe
Bild 6) widren fir das verlustlose Sekundirbiindel Ny, = q - ny

Leitungen ndtig; bei einem unvollkommen erreichbaren Primér-

blindel sind jedoch n, =g - ny Leitungen nicht ausreichend

fiir ein verlustloses Sekunddrbiindel, Die erforderliche Lei-

tungszahl n, ist unter anderem auch abhéngig von der Mischung

des Primérbiindels. Stets sind jedoch
7= 94,

Leitungen fiir ein verlustloses Sekundédrbiindel ausreichend,
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Das in Abschnitt III.1., beschriebene Simulationsprogramm
ist aueh filir Systeme mit éinem unvollkommen erreichbaren
Primirblindel anwendbar. kit diesem Programm kann also kittel-
wert und Varianz des Uberlaufverkehrs hinter einem unvollkom-
men erreichbaren Primdrbiindel nach Art von Bild 15 bestimmt
werden,

V.2.2, Uberlaufsysteme mit mehreren Primérbiindeln

In Abschnitt III.2, wurde ein Simulationsprogramm be-
schrieben, mit dem Uberlaufsysteme mit mehreren Primirbiin-
deln und einem gemeinsamen Sekundirblindel untersucht werden
kOnnen, Dieses Programm lisst sich auch bei Systemen mit un-
vollkommen erreichbaren Biindeln anwenden. Ein solches Uber-
laufsystem mit zwei unvollkommen erreichbaren Primarbiindeln
und einem unvollkommen erreichbaren Sekundidrbiindel ist in
Bild 16 dargestellt. Mit dem Programm kdnnen jedoch auch
Uberlaufsysteme mit mehr als zwel Primdrblindeln untersucht
werden,

ESRERE K1p:912

k110044 l Kipi0yp

Bilga 16: Uberlaufsystem mit zwel unvollkommen erreichbaren
Primidrblndeln
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V.3. Ndherungsweise Berechnung des Verkehrsrests Bl und

der Varianz V1 bei verlustlosem Sekundirbiindel

Es lag nahe, das in Abschnitt IV,2. entwickelte Nidhe-
rungsverfahren zur Bestimmung des Uberlaufverkehrs hinter
vollkommen erreichbaren Primidrbiindeln auch bel unvollkom-
men erreichbaren Primdrbiindeln anzuwenden, ws zeigte sich
Jedoch, dass sich hierbei im Fall unvollkommen erreichbarer

Blindel keine guten Nidherungswerte ergeben.

Deshalb wurden zundchst Simulationen durchgefiihrt, Auf-
grund dieser Simulationsergebnisse wird versucht werden,
eine Naherung fiir den auf ein verlustloses Sekundidrbilindel
iberlaufenden Verkehrsrest Bl (siehe Bild 15) und seine
Variangz V, zu entwickeln,

Die Entwicklung einer derartigen Naherungsformel wird
schwierig séin, da sie flr beliebige Fischungstypen und Werte
(nl, kl’ q, ™ ) gute Ndherungswerte fiir den Verkehrsrest Rl
und seine Varianz Vl liefern soll. Ausserdem erfordert die
Kontrolle einer solchen von mehreren Parametern abhingigen

Néherungsformel eine grosse Anzahl von Verkehrstests.,

V.4, Zwei-Momenten-Verfahren fiir Uberlaufsysteme mit

unvollkommen erreichbaren Bilindeln

Flir die naherungsweise Berechnung von Uberlaufsystemen
mit unvollkommen erreichbaren Biindeln wird ein Zwei-lomenten-
Verfahren in Aussicht genommen, welches - analog zu dem in
Abschnitt IV.1. beschriebenen Verfahren fir Systeme mit voll-
kommen erreichbaren Biindeln - aus mehreren Schritten besteht,



Schritt 1: kMittelwert und Varianz der iiberlaufenden Ver-

kehrsreste

In einem ersten Schritt sind die uberlaufenden Verkehrs-
reste §11 und §12 sowie deren Varianzen Vll und le zZu
bestimmen (siehe Bild 17). Hierbei sind die Sekunddrbiindel

RIEERTE 120995
Oy1,Kg Ny Kyp
BioVig PP
Np1= 931 - kg —/—— =9y, ky,

Bild 17: Mittelwert und Varianz des Uberlaufverkehrs

als verlustlos anzunehmen, da die Varianzen andernfalls
nicht definiert sind. Die Leitungszahlen der Sekunddrbiindel

sind deshalb

P21 = Gp-4n

22 = 9%2"32
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schritt 2: berechnung des Gesamt-Uberlaufverkehrs

kittelwert %l und Varianz %l Tir den Summen-Uberlauf-
verkehr, welcher an ein gemeinsames, verlustloses Sekundir-
bundel mit gz = H21 + %22 Leltungen angeboten wird (siehe
Bild 18)

X110999 15,910

l |

Nyp0%¥qq

Bild 18: Der Summen-Uberlaufverkehr

erhdlt man durch Addition der Teil-Verkehrsreste bzw. ihrer

Varianzen
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Schritt 3: Das Ersatz-Primdrbiindel Die Werte (n*, k*, g*, o *) des Ersatz-Primirbiindels kon-
nen folgendermassen gefunden werden:
Nun wird ein Ersatz-Prim8rbiindel (mit n* Leitungen, der
Erreichbarkeit k* und q* Quellen mit der Anrufdichte . oLX) han geht zunidchst von einem Schiatzwert der Erreichbar-
B = keit k* aus. Das Mischungsverhiltnis urd damit auch die

gesucht, von dem ebenfalls der Verkehrsrest (Rl’ Vl) auf ein
Leitungszahl n* des Ersatz-Primirbiindels werden dann so be-

verlustloses Sekunddrbiindel mit 52 Leitungen iberliduft

(siehe Bild 19). Dieses Ersatz-Primirbiindel ist derart stimmt, dass das Ersatz-Primirbiindel spdter zusammen mit dem

tatsdchlich vorhandenen Sekundidrbiindel ein Gesamtbiindel mit
"guter" Mischung ergibt /9, 16/. Da jedoch dieses Ersatz-
rrimdrbindel zundchst in Verbindung mit einem verlustlosen

o ¥, g T " .
i Sekundidrbindel betrieben wird, gilt fir die Quellenzahl g*
l die peziehung
* * o
n¥, kx 7 = 4k + 7
~ - w e Die Anrufdichte ®* wird nun (iterativ) so bestimmt, dass
H;= By, Vi=V, sich der Verkehrsrest
= o
/?7 = P,,
5, N
ergibt, Die Varianz Vf dieses Verkehrsrests wird jedoch im
allgemeinen noch nicht mit dem Wert Vl iibereinstimmen, Des-
Bild 19: Das Ersatz-Primirbindel halb ist in einer weiteren Iterationsschleife die Erreich-

barkeit k* so zu bestimmen, dass die Varianz des iiberlau-
fenden Verkehrsrests den wWert

o~
Zu bestimmen, dass es - spdter - zusammen mit einem Sekun- ﬁ;* = CZ
darbiindel von n, Leitungen und der Erreichbarkeit k2 als annimmrt .
ein Gesamtbiindel mit einer Mischung betrachtet werden kann.
Hierzu muss dieses Ersatz-Primirbiindel ein geeignetes Damit sind die Werte (n*, k*, g%, ™*) des Ersatz-Primir-
hischungsverhédltnis haben, Eine Methode zur Bestimmung die- blindels so bestimmt, dass von diesem der gleiche Verkehrsrest
ses Mischungsverhdltnisses ist aus der Theorie der Uber- (%1, %1) auf ein verlustloses Sekundidrbiindel iuUberlauft wie von
laufsysteme bei ZV1 bekannt /9, 16/. den beiden Primérbiindeln (siehe Bild 18) zusammen. Dabei ist

ausserdem sichergestellt, dass das Ersatz-Primidrbiindel spé-

ter (in Schritt 4) mit dem tatsidchlich vorhandenen Sekunddr-
blindel zusammen ein Gesamtbiindel mit sinnvoller Mischung er-
gibt,
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Schritt 4: Der Verlust im (tatsdchlich vorhandenen)

Schritt 5: Bestimmung der Angebote und Verkehrswerte
Sekunddrbiindel

Die Angebote All und A12 sowie die Verkehrswerte Xll
und Y,, (in den Primdrbiindeln) und ¥, (im Sekunddrbiindel)
lassen sich nach den in Abschnitt IV.1., Schritt 5, ange-
N gebenen Formeln bestimmen.

|

Nun wird eine Gruppierung betrachtet, die aus dem Ersatz-
Primirbindel und dem tatsdchlich vorhandenen Sekunddrbiindel
besteht (siehe Bild 20).

nx, kx
B
n2’k2
B2

Bild 20: Bestimmung des Verlusts im Sekundiérbiindel

Da hier das Sekundidrbiindel nicht verlustlos ist, lauft
hinter dem Sekundidrbiindel ein Verkehrsrest Ré Uber. Dieser
Verkehrsrest Bé kann als Ndherungswert fir den tatsidchlichen
Verkehrsrest B2 verwendet werden. Bei der Berechnung des Ver-
kehrsrests R2 konnen (siehe oben) Primdrbilindel und Sekundar-
biindel zusammen als ein unvollkommen erreichbares Blindel mit
der Erreichbarkeit k¥* + k2’ der Leitungszahl n* + n, und mit
q* Quellen der Anrufdichte ™ * betrachtet werden.

Ausserden stellt der Verkehrsrest ﬁi einen Ndherungswert
flir den tats#dchlich iiberlaufenden Rest K., dar. (Fir die Be-

stimmung .dieses Verkehrsrests ﬁ{ wurde néch keine Naherungs-
formel aufgestellt.) Damit erhidlt man fiir den Verlust im
Sekundédrblindel
B > Ry
o~ B, =
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