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Einfiihrung in die Informationstheorie*)

Mitteilung aus dem Institut fiir Nachrichtenvermittlung und Datenverarbeitung der Techn. Hochschule

Stuttgart

Mit 3 Bildern

In den folgenden Ausfilhrungen sollen die wichtigsten
Begriffe der Informationstheorie fiir den in der Praxis
stehenden Ingenieur der Nachrichtentechnik anhand an-
schaulicher Beispiele erldutert werden. Zur Ergénzung
sei auf die in dieser Zeitschrift erschienenen Arbeiten
[1, 2] und die dort angegebenen Literaturstellen hin-
gewiesen.

1. Funktion von Quelle und Empfinger eines Nach-
richtenkanals

Kein Nachrichtenmittel vermag unmittelbar Denkinhalte
zu iibertragen. Es erhebt sich die Frage, was eigentlich
bei der elektrischen Nachrichteniibertragung geschieht.

Jene Stelle am Eingang eines Nachrichtenkanals, an der
man sich die Nachricht entspringend denken kann, soll
als Quelle und die Aufnahmeeinrichtung am anderen
Ende des Kanals als Empfinger bezeichnet werden
(Bild 1). Beide besitzen eine zweispaltige Zuordnungs-
liste zwischen einem Symbolalphabet @ und einer Zei-
chenliste X bzw. einer Zeichenliste ¥ und einem Sym-
bolalphabet E. Angelieferte Symbole einer Liste @ wer-
den in Form von Zeichen einer Liste X {ibertragen. Die
empfangenen Zeichen werden beim Empfinger in eine
Liste Y eingeordnet. Jedem Zeichen aus Y wird dann
das entsprechende Symbol eines Alphabets E zuge-
ordunet.

Kanal 0.8 Hz

U

Bild 1. Ubertragung einer Nachricht

Reschrinkung auf endlichen Zeichen-~
vorrat der Quelle

Die folgenden Betrachtungen beschrinken sich auf
diskrete Symbolalphabete mitendlichem Umfang
und dementsprechend auf einen endlich groBBen Zeichen-
vorrat N in der Liste X. Eine wesentliche Einschrén-
kung in der praktischen Anwendbarkeit der hier an-
gestellten Uberlegungen auf die elektrische Nachrichten-
iibertragung ergibt sich dadurch nicht. Wenn z. B. an-
genommen wird, daB die angelieferten Symbole der
Liste @ aus einer kontinuierlichen, niederfrequenten
Signalfunktion der Bandbreite B bestehen, so kann man
sich diese Signalfunktion nach dem Abtasttheorem er-
setzt denken durch deren Abtastwerte im Abstand QLB
Weil aber jeder technisch realisierbare Ubertragungs-
kana! zumindest durch Rauschen gestdrt ist, wird dem
Empfianger nur die Unterscheidung endlich vieler Am-
plitudenstufen der Abtastwerte mdglich sein. Im fol-

*) Als Vortrag gehalten anldBlich der NTG~Fachtagung
,Informationstheorie® am 4. April 1963 in Stuttgart.

Von A. Lotze, Stuttgart
DK 621.391.001.11

genden sei deshalb angenommen, dafl eine der Quelle
angelieferte kontinuierliche Signalfunktion abgetastet
und sogleich in ihren Abtastwerten endlich fein quan-
tisiert werde. Dann geniigt stets ein endlicher Umfang
des Symbolalphabets Q und des Zeichenvorrats X. Der
Grenziibergang zum kontinuierlichen Kanal nach C. E.
Shannon [3] wird also im folgenden nicht behandelt.

Die Zeichenliste X soll N verschiedene Zeichentypen
umfassen. Jedes Zeichen soll von der Quelle aus s
Stromschritten gebildet werden und jeder Stromschritt
soll mit z verschiedenen Amplitudenstufen gesendet
werden konnen. Der Zeichenvorrat X umfa8t also

N2 )

verschiedene Zeichentypen und kann aufgefafit werden
als ein Zahlensystem zur Basis z mit s Stellen je Zahl.

Mit den Elementen aus diesem Zeichenvorrat werden
die Symbole der Liste @ sozusagen ,numeriert®. Beim
Empfinger wird das empfangene Zeichen — quasi die
Symbol-Nummer — wieder umgesetzt in das zugehorige
Symbol der Liste E.

Entscheidungsgehalt

Als MaB fiir den Aufwand, der notwendig ist, um mit
irgendeinem derartigen digitalen Code die N Symbol-
typen eines Alphabets @ unverwechselbar zu unter-
scheiden (,zu numerieren®), wird je Zeichen diejenige
einheitliche Stellenzahl s gewahlt, die bei einer Nume-
rierung mit Bindrzahlen (d. h. bei z = 2) notwendig
wiare. Man nennt dieses Mafl den Entscheidungs~
gehalt Hy Er ist gleich dem Zweierlogarithmus
aus der Zahl N des Zeichenvorrats:

Hy=1dN1. 2)
H, wird also gemessen in jener Anzahl von Bindr-
entscheidungen (Bit), welche die Quelle fillen muB, um
fiir ein angeliefertes Symbol g; die zugehoérige Zeichen-
type x; aus der Liste X auszuwéhlen (jede Stelle ent-
spricht einer Bindr-Entscheidung).

Wenn die mittlere Ubertragungszeit je Zeichen 7 ist,
kann man auch den Entscheidungsflul angeben, welcher
dem Kanal zugefiihrt wird. Er betrégt dann

HY = % . (3)

und wird angegeben in bit/sec.

Dazu sollen zwei einfache Beispiele betrachtet werden:

a) Ein digitaler Code zur Basis z == 8 und mit s = 3
Stellen je Zeichen soll iibertragen werden. Dann um-
faBt der Vorrat in der Liste X 28 = 8% == 512 Zeichen-
typen, und der Entscheidungsgehalt betrigt Hy == 1dN
= @ bit.

1y Man kann auch schreiben

Hy = 1d N bit.
Bei ,,bit* handelt es sich — wie z. B. auch bei dB und
Np ~- um eine Pseudo-Einheit, eine , Z&hleinheit®, die
nach Belieben hinzugesetzt oder auch weggelassen wer-
den kann.

J7
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Bei ciner Ubertragungszeil je Zeichen von r == 1/500s  Falls es sich um einen Bindrcode handelt, wiirde sich

wird der Entscheidungsflufl

H,’j =2 90 BOO =2 4500 bit/s

by Bei den Symbolen der Liste @ soll es sich um ein
niederfrequentes Signal der Bandbreite B = 3500 Hz
1
2K
abgetastet, also 7000mal je Sekunde, und die Abtast-
werte werden sogleich quantisiert in 32 Stufen (etwa
,Telefonqualitit”). Jeder Abtastwert hat also einen
Entscheidungsgehalt von

handeln. Seine Amplitude werde im Abstand 7 =

Hy = 1d 32 = 5 bit.

i
Entsprechend der Abtastfrequenz wird z = 2506 s und

der Entscheidungsflul H¥ == Hy/t == 5 - 7000 == 35000
bit/s. Uber den echten Nachrichtenwert einer solchen
Ubertragung fiir den Empfinger machen aber Entschei-
dungsgehalt Hy und EntscheidungsfluB #§ noch keiner-
lei Aussagen. Dies zeigt folgende Uberlegung:

Nimmt man z. B. an, die Quelle sende endlos, d. h. in
stets wiederholter, geordneter Folge, die Zeichentypen
fiir die Buchstaben A bis Z, dann ist dieser Entschei-
dungsfluB fiir den Empfianger vollkommen wertlos. Er
koénnte den Kanal ebensogut abtrennen und sich diese
Zeichenfolge oder ABC-Folge selbst erzeugen — mit
einer Ausnahme:

Wenn Zeichen durch Ubertragungsfehler gefélscht wiir-
den! Solche gefilschten Zeichen wiren vom Empfinger
nicht vorhersehbar, sie wiirden ihn tiberraschen!
Daraus erkennt man, daB3 ein irgendwie gearteter Zu-
wachs an Kenntnis, an Information, beim Empfénger
nur entstehen kann, wenn er iiber das jeweils nichste
eintreffende Zeichen im Unsicheren ist, m. a. W., wenn
das eintreffende Zeichen einen gewissen Uber-
raschungswert fiir ihn hat, also seine Keuntnis be-
reichert (und zwar entweder iuber die Nachrichten-
Quelle oder iliber eine Gerduschquelle).

Demnach kann also Information von einer Quelle nur
durch einen sog. stochastischen Prozel3 geliefert
werden, d. h. durch einen Proze8, bei dem eine Vorher-
sage liber den weiteren Verlauf nur mit Wahrscheinlich~
keit, nicht mit Sicherheit, moglich ist.

Nur solche Zeichen, deren Eintreffen nicht mit Sicher-
heit, sondern nur mit Wahrscheinlichkeit vorher-
sagbar ist, vermehren die Information des Empféngers,
und zwar um so mehr, je seltener, je liberraschender sie
auftreten.

Mittlerer Informationsgehalt (Entropie)

Um nun den Begriff Informationsgehalt zu definieren,
sei ein Code betrachtet, dessen Zeichenliste X einen
Vorrat von N statistisch unabhéngig auftretenden Zei-
chentypen xy, ... x; ... Xy besitzen mége. Der Entschei-
dungsgehalt der Zeichenmenge betrédgt also nach Gl. (2)
Hy = 1d N. Diese N Zeichentypen sollen von der Quelle
mit den unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten p (x;)
gesendet werden. Den Kehrwert 1/p(x;) der Wahr-
scheinlichkeiten kann man dann anschaulich als den
, Uberraschungswert® der einzelnen Zeichentypen be-
zeichnen.

als einheitliche Stellenzahl s je Zeichen wiederum
s == Id N, also s == H,, ergeben (von Aufrundungen auf
ganze Stellen abgesehen). Es sollen aber unter-
schiedliche Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten
der einzelnen Zeichentypen angenommen werden, des-
halb wird man im Mittel an Stellenzahl je Bin#rzeichen
sparen koénnen, wenn man deren Wahrscheinlichkeit,
also deren Uberraschungswert, beriicksichtigt und mit
ungleicher Stellenzahl je Zeichentype in folgender
Weise codiert:

Man gibt den hdufig auftretenden Zeichentypen mit
kleinerem Uberraschungswert weniger Stellen und den
seltener auftretenden Zeichentypen, die groferen Uber-
raschungswert haben, dementsprechend mehr Binir-
stellen.

Dies ist ein Prinzip, das lange vor der Begriindung der
Informationstheorie schon Samuel Morse benutzte, als
er seinen nach ihm benannten Code aufstellte.

Der Erwartungswert der Bindr-Stellenzahl je Zeichen
wird dann

F 2 P8, (4)
[

wobei s; die Stellenzahl von x; ist.

Bei verniinftiger Anwendung dieses Prinzips wird die
Binérstellenzahl

F<IAN .- Hy, (5)

also kleiner als die einheitliche Stellenzahl s. Es 1383t
sich aullerdem zeigen, dalli 3 dann seinen Minimalwert
erreicht, wenn es gelingt, jeder der N Zeichentypen
gerade

8w Id U p () (6)

Bindrstellen zu geben, d. h. jene Stellenzahl, welche
gleich dem Zweierlogarithmus ihres Uberraschungs-
wertes ist. Man erhilt dann als Minimalwert

B == > (@) A 1] p () = H (7)
K3

Diesen Wert nennt man -— unabhéngig vom verwen-
deten Code — die Entropie der Quelle oder den mitt-
leren Informationsgehalt, den das Auftreten irgendeines
der N Zeichen liefert. Dementsprechend wird der mitt-
lere Informationsfiufl

H* = H . (8)

T

Man kann diesen mittleren Informationsgehalt H auch
interpretieren als den kleinstméglichen mitt-
leren Aufwand an Bindrentscheidungen, der
seitens der Quelle notwendig ist, um fiir ein ange-
liefertes Symbol die zugehdrige Zeichentype x; aus dem
Zeichenvorrat N auszuwihlen. Noch anschaulicher
kénnte man dies auch so formulieren: Die Entropie H
ist der kleinstmogliche mittlere Aufwand, um das Auf-
treten eines bestimmten von den N méglichen Ereig-
nissen x;...x;...xy zu beschreiben. Damit wird der
mittlere Informationsgehalt H einer von N mdoglichen
Zeichentypen gleichgesetzt dem Mindestaufwand, der
fiir die eindeutige Unterscheidung dieser Zeichentype
von allen ibrigen (N —1) Zeichentypen notwendig ist.
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Demgegeniiber bezeichnet man mit
Iy=1d1/p (z;) ©)

jenen Informationsgehalt, den das Auftreten eines
einzelnen Ereignisses, d. h. eines einzelnen Zeichens
a;, liefert. Treten alle N Zeichentypen gleichwahrschein-
lich auf, so wird einheitlich

pla;)=1/Nund [;=1d1/p(z;) == AN -=s. (10)

Die Entropie H erreicht dann ihren Maximalwert, es
wird

N
DI1/NIdN =1d N == Hy == Hyax - (11)
1

Die Entropie (mittlerer Informationsgehalt) H und der
Entscheidungsgehalt H, sind dann gleich groB. Auch
dieser Hochstwert des mittleren Informationsgehalts
im Falle der Gleichwahrscheinlichkeit aller Zeichen-
typen ist einleuchtend, wenn man bedenkt, da3 im Falle
ungleicher Wahrscheinlichkeiten ein Beobachter bei der
Quelle noch mit Erfolg eine Wette abschlielen kdnnte,
welches Zeichen als nichstes gesendet wird. Er miiBte
nur auf jene Zeichentype setzen, welche die groflte
Wahrscheinlichkeit p (x;) hat. Durch die Kenntnis der
ungleichen Wahrscheinlichkeiten beséifle dieser Be-
obachter also ein gewisses MaBl an ,,Vor-Information®,
er wiirde dementsprechend (im Mittel) weniger {iber-
rascht.

Man nennt deshalb einen Code, dessen Entropie H klei-
ner ist als der Maximalwert H,, redundant, d. h. weit-
schweifig, und definiert als Redundanz

H, - H

R=H, — H baw. r = H,

(12)

2. Der Ubertragungskanal

BRisher wurden nur Vorginge bei der Quelle beschrie-
ben. Als nichstes stellt sich nun die Frage nach dem
Transport von Nachrichten iiber einen Ubertragungs-
kanal. Dazu muf3 untersucht werden, bis zu welchem
Grad ein Kanal gegebener Eigenschaften (z. B. Band-
breite und Storabstand) iliberhaupt in der Lage ist,
einen von der Quelle mit irgendeinem Code gelieferten
Informationsflufl so zu transportieren, dal der Emp-
fanger die von der Quelle gesendeten Zeichen eindeutig
wiedererkennen, d. h. eindeutig decodieren kann.

Die Kapazitdt C eines Nachrichtenkanals ist deshalb
definiert als jener obere Grenzwert des mittleren In-
formationsflusses H*, der von einem Kanal gegebener
Eigenschaften — bei beliebigem Aufwand fiir die vor-
teilhafteste Codierung — gerade noch so iibertragen
werden kann, da3 dem Empfinger die sichere Wieder-
erkennung, d. h. fehlerfreie Decodierung — ebenfalls
mit beliebig hohem Aufwand — noch mdéglich ist.

Kanalkapazitdt bei fehlerfreier Uber-
tragung

Zunichst soll von der vereinfachenden Vorschrift aus-
gegangen werden, daB kein Zeichen bei der Uber-
tragung verfilscht werden darf [4]. Dazu werde ein
Kanal der Bandbreite B betrachtet mit dem empfangs-
seitigen Stérabstand r:

Uy max ~ 6-1d Un max
e TR M TFF T g

r =20 - log (13)

G max G max

wobei mit Uy die Nutz- und mit U, die Gerduschspan-
nung bezeichnet werden sollen.

Der Empfanger wird also maximal

P UN max
0 == R

¢ max

(14)

Amplitudenstufen sicher unterscheiden kénnen. Dann ist
zy die grofite zuldssige Basis des digitalen Code einer
Zeichenliste X bei der Quelle. Der damit je Stromschritt
mogliche Entscheidungsgehalt werde als die Dynamik
D, des Kanals bezeichnet, fiir die gilt

"Dy =1d z. (15)

Mit der nach dem Abtast-Theorem maximal erlaubten
Anzahl von Stromschritten je Sekunde erhélt man des-
halb den maximalen Entscheidungsflul3, der ungefilscht
ibertragen werden kann:

H (16)

*
0 max

=2B-ldzg=25-D,.

Bei einem redundanz-freien derartigen Code wer-
den Entscheidungsgehalt und Entropie gleich, also auch
H*

max

HY = 2B.Dy=C,.

O max

(17)

Dieser Wert werde als die Kanalkapazitdat Cy be-
zeichnet. Sie gilt fiir den speziellen Fall einer fehler-
freien Ubertragung — und damit auch fehlerfreien De-
codierung.

Kanalkapazitidt bei fehlerbehafteter Uber-
tragung

Der allgemeinste Fall ist aber der Kanal mit
fehlerfreier Decodierung trotz gestortcr, fehler-
behafteter Ubertragung. Ein Teil der von der Quelle
gesendeten Zeichen kommt also vertdlscht beim Emp-
finger an.

Fiir diesen Fall werde eine Quelle betrachtet, deren
Zeichenliste X einen Code zu einer beliebigen Basis
z 2 2 und mit einer einheitlichen Stellenzahl s je Zei-
chen besitzt. Die Redundanz R sei Null, d. h. alle mog-
lichen Zeichen sollen gleichwahrscheinlich und sta-
tistisch unabhingig voneinander auftreten. Die Liste X
umfaBt demnach einen Zeichenvorrat Ny==z°. Der Ent-

A scheidungsgehalt Hy, und der mittlere Informations-

gehalt H sind also gleich grofl. Sie betragen
(18)

Die Ursache der Ubertragungsfehler kann man sich in
einer Geriduschquelle G denken, welche unabhéngig von
der Quelle ebenfalls nach einem stochastischen Prozef
Information erzeugt und in den Kanal einspeist (Bild 2).
Dadurch werden die von der Quelle gesendeten Zeichen
in statistisch verteilten Abstédnden mehr oder weniger
verfilscht.

Der Empfianger kann deshalb von einem empfangenen
Zeichen y;, nicht mehr mit Sicherheit riickschliefen auf
das gesendete Zeichen x;. Er ist unsicher {iber die
Herkunft eines empfangenen Zeichens y; aus der
Liste X der Quelle. Mit einer im Einzelfall verschieden
gro3en Wahrscheinlichkeit kann jedes gesendete Zeichen
x; unter dem Einfluf der Gerduschquelle iibergegangen
sein in das empfangene Zeichen y;.
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Aquivokation, Irrelevanz, Trans-
informationsgehalt

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein bereits emp-
fangenes Zeichen y; ein bestimmtes Zeichen x; zur
Ursache hatte, nennt man deshalb die bedingte
RiickschluB-Wahrscheinlichkeit o (x;lyp.

Der zugehérige Informationsgehalt dieses Ereignisses
ist dann

Iy, =1d1/p @lw)- (19)
Dies ist jener Informationsgehalt, der dem Empfinger
im Einzelfall zum eindeutigen RickschluB8 von auf
das gesendete Zeichen x; fehlt. Nur ein hypothetischer
Beobachter, der Quelle und Empfinger gleichzeitig
iibersehen kann, kommt in den Besitz dieses Infor-
mationsgehaltes.

Man nennt ferner die Wahrscheinlichkeit fiir das Auf-
treten eines bestimmten solchen ,Pérchens”, eines Ver-
bundereignisses, die Verbundwahrs cheinlich-
keit p (x;, Yr)-
Damit kann man auch den Erwartungswert jenes
RiickschluBinformationsgehaltes angeben, der
dem Empfinger im Mittel zum sicheren RiickschluB,
d. h. zur sicheren Wiedererkennung eines gesendeten
Zeichens x; fehlt. Er betrigt
H(X[Y)=2%P(“’i’yk)‘Ia;”yk' (20)
3
Diesen Entropiewert nennt man auch die Aqui-
vokation (vom englischen ,Vieldeutigkeit®).

T-H X -HIXIY) = H (Y)-H (V/X)

Bild 2. Ubertragung von der Nachrichtenquelle zum Nachrichtenempfinger
iiber einen gestorten Nachrichtenkanal, Der Einfluf} der Kanalstérungen auf
die Nachrichteniibertragung

In Bild 2 ist dargestellt, was bei der Ubertragung ge-
schieht: Die Nachrichtenquelle liefert je Zeichen den
mittleren Informationsgehalt H (X). Davon wird im
Mittel der Teil H (X|Y) wihrend der Ubertragung durch
den EinfluB der Gerduschquelle ,zerstort, sozusagen
,aus dem Kanal hinausgeworfen®. Statt dessen liefert
die Gerduschquelle ,sinnlose Uberraschungen* an den
Empfanger, deren irrelevanter, mittlerer Informations-
gehalt durch die bedingte Entropie H (Y1X), die sog.
Irrelevanz, gemessen wird. Jenen unvollstindigen
mittleren Informationsgehalt T, der den Empfinger
iiber ein bei der Nachrichtenquelle eingetretenes Er-
eignis (das Auftreten von x;) im Mittel noch erreicht,
nennt man den '

Transinformationsgehalt T = H X —HXIY).
(21a)

Dementsprechend wird der Transinformations-

fluB ‘

T* = H* (X) — H* (X|Y). (22)

Aus Bild 2 ersieht man, daB T auch noch anders de-
finiert werden kann: )

Beim Empfanger ergibt sich aufgrund der Uber-
raschungswerte bzw. der Wahrscheinlichkeiten der ein-
treffenden (richtigen oder gefiilschten) Zeichen ein
scheinbarer mittlerer Informationsgehalt H (Y) je Zei-
chen, in dem die Irrelevanz-Entropie der Gerausch-
quelle mit enthalten ist. Also gilt auch

T=H(Y)—H(Y|X). (21b)
k aix YIE
il 7
: |
2HM (|| ke |
sl o —
v o
%j Vorhersage — i
; T——_Unsicherhett 1
% - Mg

HX)-HIXI=\d N

Bild 3. RiickschluBunsicherheit und Vorhersageunsicherheit bei der Nach-

richtentibertragung iiber einen gestorten Kanal

Fine etwas andere Darstellung desselben Tatbestands
zeigt Bild 3. Man betrachtet wieder die beiden Code-
Tabellen Q/X beim Sender und Y/E beim Empfénger.

Die mittlere RiickschluBunsicherheit des Empféngers
iiber die Herkunft eines empfangenen Zeichens yy, driickt
sich in Bild 3 aus in einem Fécher, der vom Empfénger
zur Liste X der Quelle hin offen ist. Dabei wird voraus-
gesetzt, daB die Zeichen x; der Liste X so geordnet sind,
daB benachbarte Zeichen jeweils groBte Ahnlichkeit
miteinander besitzen.

In gleicher Weise 148t sich auch die Irrelevanz H YlXx)
darstellen durch einen Ficher, der von einem gesendeten
Zeichen x; zur Liste Y des Empfingers hin getffnet ist.
Er kennzeichnet die Unsicherheit eines Beobachters bei
der Quelle iiber die Ankunft eines gesendeten Zeichens

x;in der Liste Y des Empféngers.

Dem Empifinger niitzt nun zunichst der unzerstort
ibertragene Anteil T von H (X) wenig, da er ja wegen
des Abmangels H (X|Y) nicht ausreicht, um die von der
Quelle gesendeten Zeichen sicher wiederzuerkennen.

Bedeutung der Redundanz fir die Fehler-
erkennung und Fehlerkorrektur

Kein Codierungsverfahren ist in der Lage, bei einem
redundanzireien Entscheidungsgehalt Hy (X) =— H (X)
= 1d Ng der Quelle den im Kanal vernichteten Anteil
H(X!Y) auf der Empfingerseite wieder zu regene-
rieren, sozusagen den ,Facher der Riickschluf3-Unsicher-
heit zusammenzuklappen“. Es ist deshalb wichtig zu
wissen, wie viele Zeichen der Liste X als mdgliche
Ursachen eines empfangenen Zeichens yj der in Bild 3
eingezeichnete Fidcher der mittleren RiickschluB-
unsicherheit umfaBt:

Rin fehlender mittlerer Informationsgehalt H (X 1Y)
entspricht jenem Entscheidungsgehalt, der zur Aus-
wahl eines bestimmten unter 2H(X|Y) gleichwahr-
scheinlichen Ereignissen x; notwendig ist. [Das ist eben
jene Anzahl von Auswahl-Entscheidungen, die der
Empfénger nicht treffen kann, weil ihm H (X 1Y) fehlt.]
Der Fécher der mittleren RiickschluB-Unsicherheit

umfa3t demnach 2H X |Y) Zeichen der Liste X als mog-
liche Ursachen eines empfangenen Zeichens ¥y, ndmlich
»ein richtiges und [2HX|Y) — 1] falsche Zeichen“ der
Liste X. Nach C. E. Shannon [3] muBl es aber moglich
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sein, als oberen Grenzwert in einem gestorten Kanal
dennoch je Zeichen einen mittleren Informationsgehalt
T < H (X) so zu iibertragen, daB er noch fehlerfrei de-
codiert werden kann, m. a. W., da83 jede Filschung der
iibertragenen Zeichen beseitigt wird.

Ein richtig decodierbarer Informationsgehalt T je ge-
sendetes Zeichen x; der Quelle ergibt sich offenbar nur
dadurch, daB man sich in der Beniitzung des gesamten
Zeichenvorrats Ng der Liste X Beschridnkungen auf-
erlegt. Es soll deshalb nur noch eine Untergruppe
X mit Ny < Ny Zeichentypen (auch gleichwahrschein-
liche) benutzt werden, so dafl die Entropie der Quelle
nur noch

H(Xp) =1dNp (23)

betrigt. Es soll ferner Ny so gewahlt werden, dafB gilt:

‘NQ

NT:W. (24)

Der Gesamtvorrat Ny der Liste X wird also geteilt
durch die mittlere Fécherbreite der RiickschluB3-
Unsicherheit. Dementsprechend muf3 man sich auch in
der Symbolliste @ auf nur Np Symbole beschrinken
Q... qnp)- Ferner sei angenommen, dafl diese Ny be-
nutzten Zeichentypen der Untergruppe Xp so geschickt
aus dem Gesamtvorrat Ng ausgewihlt wurden, daBl in
jedem Ficher der mittleren RiickschluBunsicherheit,
der von einem empfangenen Zeichen y; ausgeht, nur
eines der benutzten Ny Zeichen fallen kann.

Dann muB kiinftig zwischen zwei verschiedenen Entro-
piewerten der Quelle unterschieden werden, und zwar
zwischen

a) der Entropie H (X)=Hy(X)=1d Ny,
die fiir den bisherigen Fall gilt, daB der Gesamtvorrat
aller Ny Zeichen gleichwahrscheinlich benutzt wird;
da der Code nicht gedindert wird, behilt dieser Entro-
piewert in der Bedeutung als Entscheidungsgehalt
H, (X) weiterhin Giiltigkeit;

und

b) der — kleineren — Entropie 1d Ny = H (X7),
welche nunmehr, bei der Beschrinkung auf die Be-~
nutzung der Untergruppe Np, tatséichlich gilt (und
jetzt am Ausgang der Quelle statistisch mefBbar
wire).

An dem Verhalten der Ger#duschquelle G, damit auch
am Ficher der Aquivokation in Bild 3, hat sich dadurch
nichts gefindert. Aber der Empfinger kennt nun den
verabredeten kleineren Zeichenvorrat Njp. Nun mige
zunichst die unrealistische Annahme gelten, da der
beim Empfang eines Zeichens y; fehlende Riickschlufi-
Informationsgehalt stets gleich dessen Erwartungswert
H (X|Y) sei. Unter allen méglichen 2H (X [Y) Ursachen
eines empfangenen Zeichens y; befindet sich dann in
der Liste X der Quelle jeweils nur ein Zeichen x;
welches gleichzeitig der Untergruppe X angehort. Der
Empfanger kann also das empfangene Zeichen y; mit
Sicherheit dieser einzig méglichen Ursache x; zuordnen.
Damit wiirde der Ficher der mittleren Riickschluf3-
unsicherheit zwar nicht ,zusammengeklappt®, aber bis
auf eine mogliche Ursache x; entleert — was auf das
gleiche hinausliuft. Dieser Tatbestand zeigt sich auch

formal, denn es wird

. NQ
H(Xp) =10 N7 =1 5y

—1dNg— H(X|Y) = H(X)—H(X|Y)=T. (26)

Es wird also tatsichlich der mittlere Transinformations-
gehalt T gleich gro8 wie die Entropie H (X7) des von der
Quelle benutzten beschrénkten Zeichenvorrats Xr. Das
bedeutet aber, dafl in Bezug auf das verkleinerte Sym-
bol- und Zeichenalphabet X; mit dem Vorrat Np die
Aquivokation, d. h. die Vieldeutigkeit empfangener
Zeichen bzw. die RiickschluB-Unsicherheit, zu Null wird:

H(Xp|Y)=0. 26)

Die Redundanz der Quelle beziiglich der Entropie der
benutzten Untergruppe X, wird dann

Rp=1dNg—H(Xp) =H(X) —T=H(X|Y). @D

Der redundante Anteil Rp des Entscheidungsgehalts Hy
pro Zeichen der Untergruppe Xy aus Ny Zeichentypen
ist also gerade so grof wie jener mittlere RiickschluB3-
Informationsgehalt H (X|Y), der im Kanal durch den

EinfluB der Ger#uschquelle pro Zeichen im Mittel ver-

loren geht.
Dieses Ergebnis kann man auch so formulieren:

Durch die Redundanz in der (unverindert beibehaltenen)
Codierung des verkleinerten Zeichenvorrats Ny wird
dem Empfinger so viel zusétzlicher Entscheidungs-
gehalt pro Zeichen mitgeliefert, daB8 er trotz der Fal-
schung eines empfangenen Zeichens y; sich noch fiar
das richtige Herkunftszeichen x; entscheiden kann.

Diesen Uberlegungen lag allerdings die oben erwéhnte
unrealistische Annahme zugrunde, wonach stets mit der
mittleren Breite des Fachers der Riickschluunsicher-
heit, m. a. W. mit der mittleren Anzahl moglicher
Herkunftszeichen und nicht mit deren Augenblicks-
werten gerechnet wurde. Spéter wird noch gezeigt wer-
den, inwieweit dadurch in der Praxis das Erreichen
dieses Shannonschen oberen Grenzwerts T bzw. T* ein-
geschrinkt wird.

Gegenﬁ\berstellung der Kanalkapazitdt bei
fehlerfreier bzw. fehlerbehafteter Uber-
tragung
Zunéchst soll noch die von Shannon angegebene Kapazi-
tit Cg, eines gestdrten Nachrichtenkanals angegeben
werden. Die Kanalkapazitit war bereits definiert wor-
den als jener obere Grenzwert des sicher decodierbaren
Informationsflusses, der bei vorteilhaftester Codierung
erreicht werden kann. Also wird

Cgp = T%

max max{H* (X) — H* (X l Y)} *) . (28)

*) In der Diskussion wurde die Frage angeschnitten, ob
es zuldssig sei, fiir die Herleitung von Cgy ein Symbol-

alphabet und dessen Zeichenvorrat N, zu verwenden,
bei dem alle Ny Zeichentypen gleichwahrscheinlich und
statistisch unabhingig auftreten. Dies ist deshalb er-
laubt, weil die Kanalkapazitdt Cg, definitionsgem&B
lediglich eine Eigenschaft des Kanals (unabhéngig von
der Nachrichtenquelle) darstellt. Cg, ist also unabhingig
von der irgendwie gearteten Redundanz R irgendeiner
,Urquelle®. Wenn Cg, weitmdglichst ausgenutzt werden
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Die Aquivokation H(X'Y) hingt aber nicht allein von
der Ger#iuschquelle ab, sondern auch von der Stér-
anfélligkeit des verwendeten Code gegeniiber den
speziellen Eigenschaften der jewelligen Gerfiuschquelle.
Deshalb kann der obere Grenzwert Cg, offenbar nur
erreicht bzw. angestrebt werden mit einer Nachrichten-
quelle, deren Codierungsverfahren fiir die Liste X
optimal an die Eigenschaften des Kanals und seine Ge-
riiuschcharakteristik angepafBt ist. Um die Gleichung (17)
fiir die Kanalkapazitit C; und Gleichung (28) filr die
~ Kanalkapazitht Cg, besser vergleichen zu kénnen, wird
Gleichung (28) etwas umgeformt:

Da mit der nach dem Abtasttheorem héchstmdglichen
Angzahl von Stromschritten pro Sekunde gesendet wird,
kann man mit

HO

) Y ——

2B
die Entrople je Stromschritt bezeichnen und erhilt dann

(29)

Can =2 B b (=)~ b(=|g)}. (304,
Kirzt man ab
Dimox = max {b (%) — & (2]9)}, (31)
go erhiilt Gleichung (30 A) folgende Form:
Csh =2 B Dmax - (30B)

Dy, bedeutet dann den Maximalwert des mittleren
Transinformationsgehalts je Stromschritt.

Zum Vergleich sel nochmals die Gleichung (17) ange-
tiihrt, welche flir die Kanalkapazitiit bei fehlerfreier
Ubertragung gilt:

Co=2R Dy=2H8 dzg,. (17)
Withlt man als Basis des zu iibertragenden Code einen
. Wert z, gem#B den Gleichungen (17) und (14), so ent-
spricht dies einer Abstufung der gesendeten Amplitude
je Stromschritt, welche so grob ist, da8 sie durch die
Stérspannungen des Kanals mit Sicherheit noch nicht
verfilscht wird. Mit diesem Code kann also ein mittlerer
Informationsgehalt Dy ==1d z; je Stromschritt fehlerfrei
bertragen werden. Wihit man dagegen als Basis des
gesendeten Code einen Wert 2z, > 7, so bedeutet dies
eine feinere Abstufung der Amplitude gesendeter Strom-
schritte. Der Empfénger wird deshalb wegen der Stdr-
spannungen des Ubertragungskanals die gesendeten
Amplitudenstufen nicht mehr mit Sicherheit wieder-
erkennen.

Die Erhéhung des gesendeten Entscheidungsgehalts um
den Betrag (Id z, — 1d zy) je Stromschritt wird aber bei
geeigneter Codierung nicht ausschlieflich fir fehler-
korrigierende Redundenz bendtigt, somdern ein Teil

goll, g0 mull in jedem Fall gefordert werden, dafi die
Meldungen dieser Urquelle derart umcodiert werden
(z. B. durch Z sehr langer Folgen von
Meldungen zu einem neuen Symbol), da8 ein neues
Alphsbet aus Ny Symboltypen entsteht, yelche gleich-
wahrscheinlich und statistisch unsbhiingls sufireten.
Diese Ny Symboltypen sind dann durdh einen Zeichen-
vorrat X als Untergruppe eines Zeichenvorrais X in
der Weise zu codieren, wie in der obigen Herleitung
erliutert wurde.

hiervon dient der Ubertragung zus#étzlichen Infor-
mationsgehalts. Der Empfénger erhilt deshalb je Strom-
schritt einen mittleren Transinformationsgehalt D > D,,
welcher bei optimaler Codierung den oberen Grenzwert
D, .y erreicht.

Dies heifit: Ein Code, welcher die Shannonsche Kanal-
kapazitét anstrebt, muB auf jeden Fall den Kanal be-
ziiglich der Anzahl z; sicher unterscheidbarer Ampli-
tudenstufen iibersteuern [5].

Grenzen der Fehlererkennung und -
Fehlerkorrektur

Zum Schlu soll untersucht werden, inwieweit in der
Praxis die vollig gesicherte Ubertragung eines Trans-
informationsflusses gem#&f8 den Gleichungen (22) und (28)

T+ < T8, = O (32)

angendihert werden kann.

Wie erwihnt, war fiir die Herleitung der Gleichungen
(25), (26) und (28) immer mit dem Erwartungswert
H(X1Y) des fehlenden RiickschluB-Informationsgehaltes,
also mit einem Mittel wert fiir die Anzahl méglicher
Herkunftszeichen z; als Ursache eines empfangenen
Zeichens y,, gerechnet worden. Der Erwartungswert
H(X\Y) entspricht aber auch einem Etwartungswert fm
der Fehlerzahl pro Zeichen.

Die tatsdchliche Fehlerzahl pro empfangenes Zei-
chen ist jedoch in Wirklichkeit eine Zufalisvariable,
deren Augenblickswerte vom Verhalten der Ger#iusch-
quelle abhiéngen.

Als einfachstes Beispiel werde dazu ein Bin#ircode be-
trachtet mit einer einheitlichen Stellenzah]l 8 pro
Zeichen, also einem Gesamt-Zeichenvorrat Ny ==‘2' , und
dem Entscheidungsgehalt Hy==s. Im Einzelfall giit fir
die Wahrscheinlichkeit p(f), daB f Fehler pro Zeichen
auftreten:

p(f) > 0 fiir jeden Wert 0 S f<s. (33)
Nur filr s - oo wiirde
> fp==const==5"pg 34)

werden (wobel pyp die Schrittfehlerwahrscheinlichkeit
bedeutet). Fiir z. B. f Fehler pro Biniirzeichen in be-
liebiger Anordnung innerhalb der & Stellen ergeben sich

U= ( ;) mégliche Herkunfiszeichen in der Liste X der

Quelle. Um sich fiir das eine richtige unter diesen U,
Zeichen zu entscheiden, muBl der Empfinger aus der
mitgelieferten Redundanz (mindestens) einen Entschei-
dungsgehalt R = 1d U, bit entnehmen kinnen.

Wiirde man verlangen, daB der Empflinger sich in jedem
denkbaren Einzelfall (d. h. bei 0. ..s Fehlern je Zeichen)
richtig entscheidet, so wiirde er pro Zeichen folgenden
redundanten Entscheidungsgehalt fiir die Auswahl unter
allen moéglichen Fehlermustern aus 0§ f S 8 Fehlern
pro Zeichen benidtigen:

Rp =Ry, = xdfgu( )—:14?:.-.

(38)

Damit wiirde aber die Entropie

Hy = Hy — Ry 4= 0.

nmx
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Man sieht daraus, daB eine vollkommene Fehler- Schrifttumsverzeichnis
korrektur bei endlicher Zeichenlinge s — also mit i} Entwurf NTG 0102/1962: Informationstheorie, Begriffe.

endlichem Aufwand fiir Codierung und Decodierung —
unmoglich ist.

In der Praxis legt man deshalb die Redundanz R;, der-
art fest, daB nur eine bestimmte Hd&chstfehlerzahl
farenz <8 proé Zeichen, also ein bestimmter Augenblicks-
wert I:ti[g/k noch beherrscht wird. Damit wird

far s
Rez1a 3 (7)) (36)
=Y
In der Regel wird R > H(X!Y) sein,
also
NQ ' NQ .
Ngvm§ _Z—Ei;t- EE(TYTI»;)M = Np oy {fiir s — o0). (37)

Die Restfehlerwahrscheinlichkeit muf also in der Praxis
stets > 0 bleiben.

Hiufig wird fiir den zu fordernden Wert fy.,, die
Redundanz R, bei Fehlerkorrektur noch immer un-
wirtschaftlich groB, und man fordert deshalb vom Emp-
finger nicht mehr, simtliche Fehler auszumerzen, d.h.
zu korrigieren. Man begniigt sich mit einem Code klei-
nerer Redundanz. Der kleinere redundante Entschei-
dungsgehalt je Zeichen wird so bemessen, dafl er fir
den Empfinger noch ausreicht, um das Vorhandensein
von maximal fgre,, Fehlern zu erkennen, aber nicht
mehr, um das richtige Herkunftszeichen zu bestim-
men. Der Empfinger weist dann solche als fehlerhaft
erkannten Zeichen zuriick und 148t sie von der Quelle
wiederholen. Man kann sagen: Der Empfénger fiigt
weitere Redundanz durch Wiederholungsanforderungen
bei Bedarf ein. Die mit der praktischen Ausfiihrung
fehlerkorrigierender oder fehlererkennender Code zu-
sammenhéngenden Fragen werden in der Arbeit von
E. R. Berger behandelt, die in einem nachfolgenden Heft
dieser Zeitschrift erscheinen wird.
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