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ABSTRACT

In computers or computer-controlled systems the informations
(demands and instructions) are very often transferred only at
fixed instants (sampling clock) between different devices (e.g.
between the periphery and the central processing unit). In

this report, three basic models of queuing systems, whose
operation is influenced by a sampling clock, are introduced
and investigated analytically. Many queuing problems in
computer-controlled switching exchanges, in data transmission
systems or in real time computer systems etc. can be traced

back exactly or approximately to one of these basic models.

In the first model, single informations arrive randomly at a
‘storage. Waiting informations are removed in groups from this
storage always at equidistantly distributed clock instants.

In the second model, groups of informations arrive at a storage
in equidistantly distributed clock instants. The distribution
of the group sizes can be chosen arbitrarily (from O up to a
maximum m). Waiting informations are served separately by a
single server with constant service time.

The third model is much more complex. It consists of a two-
stage queuing system with g parallel input queues (called
primary storages PSP), furthermore a central buffer (called
secondary storage SSP) and a single server. Always at equi-
distantly distributed clock instants, all primary storages are
sampled simultaneously and from each primary storage a group of
informations is removed and is transferred to the secondary
storage.

For the first two models as well as for the primary storages
of the third model the following characteristic traffic values
are derived exactly and explicitly:

Probabilities of state and mean queue length at an arbitrary in-

stant, mean waiting time, probability of waiting and waiting
time distribution function.

For the secondary system of the third model, mean queue length,
mean waiting time and probability of waiting are derived exact-
ly for some important combinations of structural parameters.
For further parameter combinations, an accurate approximate
solution is given for the mean waiting times.
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All results mentioned above are derived by the aid of the

method of imbedded Markov chains and of generating functions of

probabilities of state.

All theoretical results which are of particular interest for

practical applications (e.g. mean waiting times, waiting time

distribution functions), are evaluated also numerically and they

are presented in diagrams.

In the following a brief review of the

given.

CHAPTER I: Introduction (pp. 15-18)

various chapters will be

A statement of the problem is given in I.1. The basic structure

of a "sampled queuing system" is shown in Fig. A (cf. also Fig.1)

where the clocked transfer of informations between the periphery

and the central processing unit is indicated by a sampling switch.

PERIPHERAL DEVICES

INFORMATION l SAMPLING
TRANSFER SWITCH

CPU

Fig. A: Basic Structure of a
Sampled Queuing System

CHAPTER II

In I.2 the three models are
introduced, one correspond-
ing to the periphery (cf.
also Fig.2), one corre-
sponding to the central
unit (ef. also Fig.3) and
one corresponding to the
total system (cf. also
Fig.1).

A short survey of the
report concludes the

introduction.

Queuing System where Groups of Informations are

Removed at Equidistantly Distributed Clock

Instants (pp. 19-71)

The configuration of this model which corresponds, e.g., to

peripheral devices of a computer-controlled system is shown in

Fig. B (cf. also Fig.4).

Informations arrive according to a Poisson process with arrival
rate A. They have to wait in the queue (infinite number of

waiting places) in the order of their arrival. Always after a
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fixed interval of time T, the sampling switch is closed and the
waiting calls located in the n "transfer places" in front of the
queue are transferred,e.g., to the buffer of a CPU. If there are
less than n informations
sampling waiting in the queue at the
switch sampling instant, then all

A AN to other | .
. informations are trans-

5 pen°d T devices ferred. It is assumed that

"transfer places” this transfer cannot be
Fig.B: Configuration of the blocked by the CPU.

Model of Chapter II

The principal aim of the first Section II.1 is to give a de-
tailed introduction into the problem and to explain the possible
ways of solution. This is done by means of the simplest example
with n=1 and by choosing the inspection instants of the imbedded
Markov chain directly before the sampling clock (Fig.5).

For the case of statistical equilibrium, the set of equations
Eq.(2.%) for the probabilities of state p(x) is derived in
II.1.2. In II.1.3.1 the possibility is mentioned to solve Eqg.
(2.5) recursively starting with x=1. Another way of solution
(II.1.3.2) is possible by introducing the generating function
Gx(z) of the probabilities of state (definition in Eq.(2.6)).
This way of solution is applied in the following chapters. The
probabilities of state p(x) are fourd by developping the gene-
rating function step by step into a serial expansion with respect
to z and comparing the coefficients with those of the definition
equation of the generating function (II.1.3.3). The mean queue
length (II.1.4) and the mean waiting time (II.1.5) can be ob-
tained directly or indirectly from the generating function, re-
spectively.

In II.2 the corresponding investigations are performed for the
more general case where the inspection instants of the imbedded
Markov chain are chosen at an instant tv before the next sampling
clock (Fig.8; tv can be chosen arbitrarily). Furthermore, the
waiting time distribution function (II1.2.5) is derived by ob-
serving the fate of a "test-information" (Fig.9).

The most general case, i.e. n 2 1 and inspection instants of

the imbedded Markov chain at an arbitrary instant t, before the
next sampling clock, is treated in II.3. The same way of solution
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as in the sections before leads to the set of equations of the
probabilities of state, Eg.(2.60), furthermore to the generating
function of the probabilities of state Eq.(2.71) as well as to
exact formulas for the mean queue length Eq.(2.74) and the mean
waiting time Eg.(2.76 A) and also for the probabilities of state
Eq.(2.83) and the waiting time distribution function Eg.(2.88).

The values z, (v=0,1,...,n-1) contained in the various equations,
are the n roots inside and on the unit circle of the equation
zn-e-AT(l-Z>=O (denominator of Eq.(2.68)) where zo=1 is always
a root.

Based on the probabilities of state being valid directly before
the sampling clock, the distribution of the group size removed
per sampling instant from the storage is derived in II.4.
Numerical evaluations for the mean waiting time referred to the
sampling period T are presented in Figs.12 and 13, and for the
complementary waiting time distribution function in the Figs.1l,
15 and 16. It should be denoted that for the special case of n=1
the mean waiting time and the waiting time distribution function

are identical to those referred to waiting informations in the
well known system M/D/1.

In II.5.3 the mutual influence of n and T on the absolute mean
waiting time for constant ratio n/T is discussed and numerical

examples are shown in Fig.17.

CHAPTER III: Queuing System with Group Arrivals at Equidistantly

Distributed Clock Instants and with Constant Service

Time (pp. 72-107)

The configuration of this model corresponding to a central pro-
cessing unit is shown in Fig.C (see also Fig.18).
synchronous
sampling switches
T=ch, ¢=1,2,3,...

The central service

device has a constant

from = q, (k) central ~ service time h. Al-
device 1 E;Tgrw \——] buffer service unit ways after a fixed
device 2 —2——-;>\\—————74> ll il R period of ¢ service

: times (c=integral
M q (k) r(k) [ V) R > TR
device g g = Y numberz1l), g periph-
CPU
Fig. C: Configuration of the Model
of Chapter III

eral devices are sam-

pled synchronously.



One peripheral device corresponds, e.g., to a system similar
to the model of Chapter II. From each peripheral device i
(i=1,2,...,g) there are transferred kzo,l,,,.,ni informations
per sampling clock to the buffer (infinite number of waiting
places) with certain probabilities qi(k) which can be chosen
arbitrarily. It is assumed that the probabilities qi(k) are
independent from each other and from themselves at successive
instants of the sampling clock. The global probability of k
arriving informations from all g devices be r(k) with
k=0,1,2,...,m. Within one global arriving group the informations
of device 2 are filed in the buffer behind the informations of

device 1 etc. The service discipline is first come, first served.

The investigations in III.2 consider only the global arriving
group with probabilities of group size r(k). Again, the method
of imbedded Markov chains is applied. The inspection instants
now are chosen directly after the sampling clock (Fig.19). The
generating function of the probabilities of state directly
after the sampling clock can be derived in two forms
(IIT.2.1.1). One form, Eq.(3.11 A), contains the ¢ roots Zy
(v=0,1,...,c-1) of the equation z%-Gk(z)=0 inside and on the
unit circle (where z5=1 is always a root); the other form,
Eq.(3.14), contains the (m-c) roots zy, (W=c,c+l,...,m-1) of the
same equation outside the unit circle. From these equations

the corresponding generating functions of probabilities of state
directly b e fore the sampling clock can be obtained
(I11.2.1.2).

The mean queue length (including an information in the service
unit) directly before the sampling clock (III.2.2.1) allows the
calculation of the mean waiting time (III1.2.3). The probability
of waiting is determined in III.2.4.

Based on a serial expansion of the generating function the
probabilities of state at an arbitrary instant are found in
III.2.5 which allow furthermore the determination of the mean
number of waiting informations (III.2.6).

The waiting time distribution function (III.2.7) which is a

step function in time (cf. example in Fig.23), is derived by the
aid of probabilities of state p(x,0) directly before the sampling
clock and the probabilities r(k) of arriving group sizes.

Because of the variety of parameters of this model, it is im-
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possible to compress the most interesting parameter combinations
in some few handy diagrams for the exact mean waiting time,
except the special case of c=1 (Fig.22). Therefore, in addition
to the exact solution, an approximation for the mean waiting time
is suggested in II1I1.2.8.2 (numerical example Fig.24),

A further approximation for the mean waiting time is proposed in
III1.2.8.3 for the case that the sampling period T is not an inte-
gral multiple of the holding time h.

Finally, in III.3 the informations are distinguished with regard
to their origin. Based on the results of III.2, the mean waiting
time (III.3.1), probability of waiting (III.3.2) and waiting time
distribution function (III.3.3) related to informations coming
from device i (i=1,2,...,g) are derived.

CHAPTER IV: Two-Stage Queuing System with Sampled Parallel
Input Queues (pp. 108-130)

The configuration of this model is shown in Fig.D (cf. also
Fig. 26).

*Ai { Ag Poisson arrivals
PRIMARY = =1 primary storages
SYSTEM " o

Niloee transfer places
(PERIPHERY) P

0 sampling switches

1 Tech, c=1,23,..
SECONDARY i
SYSTEM  ~ Z| secondary storage
(CPU) -

central service device

L const. holding time h

Fig. D: Configuration of the Model of Chapter IV

In principle, the structure of this model is a combination of

the models treated in Chapters II and IIT.

To each of the g primary storages PSP (infinite number of waiting
places) informations are offered according to a Poisson process
with arrival rate Ai(i=1,2,...,g). Always after a fixed time T,
all sampling switches are closed simultaneously and from each
primary storage i there are transferred at most ny informations
to the secondary storage SSP (infinite number of waiting places).

The service unit has a constant service time h. Again, the sampling



vii

interval is assumed to be an integral multiple ¢ of the holding
time h.

Because the secondary storage is assumed to have an infinite
number of waiting places, the primary storages can be treated
independently from each other (IV.2). Therefore, one primary
storage is identical to the model of Chapter II and all charac-
teristic traffic values derived in II can be applied.

The structure of the secondary system corresponds to the model
of Chapter IIIL. But here the arrival process at the secondary
storage depends on the state of the primary system and so the
results of Chapter III cannot be applied to the secondary system.
The proposed way of solution for the secondary system is outlined
in IV.3.1 for a system with only 1 primary storage (g=1). The
case nic (IV.3.1.1) is trivial and can be traced back to the
model of Chapter III if, there, the mean queue length directly
before the sampling clock is set to zero.

For the case n>c the way of solution is the following:

The state of the general system (primary + secondary system) is
considered directly after the sampling clock (imbedded Markov
chain c¢f. Fig.28). The generating function of the probabilities
of state of the general system directly after the sampling clock,
Eq.(4.2), is analagous to that one of a primary storage directly
before the sampling clock (cf. Eq.(2.71)). Therefore, the mean
queue length Eq.(4.3) and the probabilities of state Eq.(4.4) of
the general system directly after the sampling clock can be
achieved in analogy to those of Chapter II. The determination of
the mean queue length in the secondary system (including an in-
formation in the service unit) directly after the sampling clock
is outlined in Fig.29. Furthermore, it is shown that the proba-
bilities of state of the secondary system pS(x,T) directly after
the sampling clock must be identical to those of the general
system directly after the sampling clock for the case of x<n,
Eq.(4.6). This fact allows the exact determination of the mean
number of waiting informations QS’ the mean waiting time t;s

and the probability of waiting PS(>O) in the secondary system.

Analogous consider%tions can be used for the general case of g>1
(IV.3.2). Again, g%ni§c is a trivial case (IV.3.2.1). For the
case that each ni?c, the same way of solution can be applied as
described above for g=1 and n>c (IV.3.2.2).
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A new parameter combination for g»1 is the case 'ﬁ%ni>c, but
any n;<c (IV.4.3.2.3). In this case, exact investigations would
be possible only by the aid of multi-dimensional probabilities
of state. However, for symmetrical systems (ni=n and Ai=A for
i=1,2,...,8) an accurate approximation is suggested for the mean
waiting time in the secondary system. This approximation is
based on the results of the model in Chapter III. In principle,
the mean waiting time of the first information of an arriving
group is increased by a factor F as against that one of the
first information of an arriving group in the model of Chapter
III (cf. Eq.(4.29)). The factor F is found empirically by the
aid of plenty of simulation runs and it depends on the proba-
bility that the primary system is empty directly after the
sampling clock (ecf. Eq.(4.30)).

Numerical results and evaluations are presented in IV.3.3.
Figs. 30 and 31 can be used for a simple numerical calculation
of the mean waiting time in the secondary system according to
Egs.(4.32) and (4.23). Fig. 32 gives an example of the accuracy
of the approximation suggested in IV.3.2.3. Fig. 33 shows the
probability of waiting in the secondary system for systems with
c-<Min[ni}. Finally, the mutual influence of n and T on the
absolute total mean waiting time (primary + secondary system)
for constant ratio n/T is demonstrated in Fig. 34 for the case
of g=1 primary storage (cf. also IV.3.3.2).

CHAPTER V: Conclusion (pp. 131-132);cf. ABSTRACT, p. i

APPENDIX (pp.133-152)

Appendix 1: Determination of Eq.(2.45 B) by inserting Eq.(2.34)
into Eg.(2.35).

Appendix 2: Determination of the explicit formula Eq.(2.58 A)
for the waiting time distribution function for n=1
from Eq.(2.57 C).

Appendix 3: Determination of the explicit formula Eq.(2.88) for
the waiting time distribution function for n»>1
from Eq.(2.87).

Appendix 4: Proof for c¢ roots of the denominator of Eg.(3.8)
within and on the unit circle.
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gespeichertem Steuverprogramm. . n
Sonderheft, zusammengestellt aus Sonder- einfallen .
k Anzahl von Anforderungen, die w&hrend der Zeit t
drucken aus "Informationen Fernsprech- v - v
Vermittlungstechnik". n Abfrageplatzzanl
Herausgegeben vom Bereich Fernsprechtech- . s
X p(x) Wahrscheinlichkeit filir x Anforderungen im System
nik der Siemens-Aktiengesellschaft, fas s
Miinchen. Bestell-Nr. N 120/1143 pi(x) Wahric:ilillchkeit fiir x Anforderungen im System
vor Ta
p(x,tv) Wahrscheinlichkeit fiir x Anforderungen im System
zum Zelitpunkt tv vor néchstem Takt
pi(x,tv) Wahrscheinlichkeit fiir x Anforderungen im System
zum Zeitpunkt tv vor Takt 1
P HilfsgroBe
P(>0) Wartewahrscheinlichkeit
Pa{a>t} Mindestwertverteilung der Ankunftsabsténde
P(>t) komplementédre Wartezeitverteilung bezogen auf

alle Anforderungen
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Wartezeitverteilung bezogen auf alle Anforderungen
Wahrscheinlichkeit, daB eine Anforderung eine Zeit
zwischen t-dtv und t warten mufBl, bezogen auf alle
Anforderungen

Wahrscheinlichkeit, daB aus dem Speicher i Anfor-
derungen mit dem Takt entnommen werden
Wahrscheinlichkeit, daB k Anforderungen wdhrend
der Zeit T ankommen

Wahrscheinlichkeit, dag kn Anforderungen wahrend
der Zeit tn ankommen

Wahrscheinlichkeit, daB kv Anforderungen wédhrend
der Zeit tv ankommen

HilfsgroBe

Summe aus Produkten der Nullstellen z,, (Gl.(2.81B))
Wahrscheinlichkeit fiir u
Zeit

Taktzeit

Zeit mach letztem Takt
Zeit vor ndchstem Takt

i

mittlere Wartezeit bezogen auf die wartenden
Anforderungen

mittlere Wartezeit bezogen auf alle Anforderungen
{xi’t§}+kv

ﬂbergangswahrscheinlichkeit von Zustand {xi} in
den Zustand {x,,,} in der Zeit T

Abkiirzung (Zufallsvariable) entsprechend G1.(2.13)
bzw. (2;37B) bzw. (2.62B)

Varianz von x

Varianz von k

Bereichsvariable bei Wartezeitverteilung
komplementédre Wartezeitverteilung bezogen auf die
wartenden Anforderungen

Wartezeitvertlg. bezogen auf wartende Anforderungen

Anzahl von Anforderungen im System

Anzahl von Anforderungen im System vor Takt i
Zustand des Systems (Abschnitt II.1)

Zustand des Systems zur Zeit tv vor Takt i
Variable der erzeugenden Funktionen

Nullstellen einer Gleichung, wobeil Zq immer 1 1ist
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Ankunftsrate eines Poisson-Angebotes

tw/T

te/T

auf T normierte mittlere Wartezeit bezogen auf
alle Anforderungen im System M/D/n

mittlere Speicherbelastung

Zu Kapitel III:

C

Gk(z)
Gvi(z)
Gx(z,t)

8 ® RN x

ganze Zahl >0, um die die Taktdauer T groBer als
die Bedienungsdauer h ist

ganze Zahlen >0 (bei Ndherumg in Abschn. ITI.2.8.3)

ganze Zahl 2 0

Erwartungswert flir die GroRe der pro Taekt ankommen-
den globalen Gruppe

m

>~ k°r(k)

k=0
mittlere Schlangenl&nge zur Zeit t vor dem nichsten
Takt

mittlere Anzahl von Anforderungen pro Takt aus
Richtung 1
mittlere Schlangenlénge vor ankommenden Anforde-
rungen aus Richtung i
Anzahl von Richtungen, aus welchen Anforderungen
pro Takt ankommen

erzeugende Funktion fiir r(k)

erzeugende Funktion fir Wahrscheinlichkeiten fiir
erzeugende Funktion flir p(x,t)

konstante Bedienungsdauer

GroBe einer pro Takt ankommenden Gruppe
Konstante (G1.(3.9))
Konstanten (bei Partialbruchzerlegung)

maximale GroBe der pro Takt ankommenden globalén
Gruppe
maximale Gruppengrofe pro Takt insgesamt aus den
ersten i Bichtungen
maximale GruppengroBe pro Takt aus Richtung i
Wahrscheinlichkeit, daB eine Anforderung nicht
warten muf



P(dh)
P(2dh)

P(>dh)
Pi(édh)

p(x,t)

p; (x,0)

qi(k)
r(k)

r, (k)

*
W,Cy
*

W,Cq

var(k ]
var[k,]
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Wartewahrscheinlichkeit

Wahrscheinlichkeit, daB eine Anforderung aus Rich-
tung i1 nicht warten muB

Wartewahrscheinlichkeit fir Anforderungen aus
Bichtung i

Wahrscheinlichkeit, daB eine Anforderung genau

4 Bedienungszeiten h warten muB
Wartezeitverteilungsfunktion (Treppenfunktion,
d=0,1,2,...)

komplementédre Wartezeitverteilungsfunktion
Wartezeitverteilungsfunktion fiir Anforderungen
aus Richtung i

Wahrscheinlichkeit fiir x Anforderungen im System
zur Zeit t vor dem ndchsten Takt (Zustandswahr-
scheinlichkeit)

Wahrscheinlichkeit, daB vor ankommenden Anforde-
rungen aus Richtung i bereits x Anforderungen

im System sind

Wahrscheinlichkeit fir k Anforderungen pro Takt
aus Richtung 1

Wahrscheinlichkeit filir GroBe k der ankommenden
globalen Gruppe

Wahrscheinlichkeit filir insgesamt k Anforderungen
pro Takt aus den ersten i1 Richtungen

Taktzeit T=ch

mittlere Wartezeit aller Anforderungen

mittlere Wartezeit der wartenden Anforderungen
bedingte mittlere Wartezeit fir alle Anforderungen
einer Gruppe der GroBe k

mittlere Wartezeit aller Anforderungen aus Rich-
tung 1

mittlere Wartezeit aller Anforderungen mit

Cu bzw. s berechnet
zZufallsvariable, Abkiirzung nach G1.(3.2)

Varianz der GroBe k der ankommenden globalen Gruppe

Varianz der GroBe k.l der ankommenden Gruppe aus
Richtung i

W(>dh)

Wy (>dh)

{x,t}

z
Zy
T
T, i
o
£ jh)
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komplementére Wartezeitverteilung bezogen auf die
wartenden Anforderungen

komplement&re Wartezeitverteilung bezogen auf die
wartenden Anforderungen aus Richtung i

Zustand des Systems zur Zeit t vor dem nichsten
Takt

Variable der erzeugenden Funktion

Nullstellen von z°-Gk(z)

te/T

b, /7

mittlere Speicherbelastung

mittlere Speicherbelastung im Zeitintervall zwi-
schen jh und (j-1)h vor dem n8chsten Takt

Zu Kapitel IV:

EG[X,T]
Eps [%,T]

Eg[x7]

g

GS
GXG(Z,T)
h

k

.

1
po(x,T)
pp(0,T)
pS(x,t)

ganze Zahl >0, um die die Taktdauer T gridBer als
die Bedienungsdauer h ist

Erwartungswert der Anzahl von Anforderungen im
Gesamtsystem kurz nach dem Takt

Erwartungswert der Anzahl von Anforderungen im
Priméarspeicher i kurz nach dem Takt
Erwartungswert der Anzahl von Anforderungen im
Sekundérsystem kurz nach dem Takt

Faktor bei Ndherung in Abschnitt IV.3.2.3
Anzahl der Primérspeicher

Abkiirzung fiir einen Term in der Gleichung fiir S%
erzeugende Funktion von pG(x,T)

konstante Bedienungsdauer

Anzahl der wdhrend der Zeit T eintreffenden
Anforderungen

Abfrageplatzzahl im Prim8rspeicher i
Wahrscheinlichkeit fir x Anforderungen im Gesamt-
system kurz nach dem Takt

Wahrscheinlichkeit, daB ein PSP kurz nach dem
Takt O Anforderungen enthdlt

Wahrscheinlichkeit filir x Anforderungen im Sekun-
dérsystem zur Zeit t vor dem ndchsten Takt



Po(=0)

P5(>0)

2}

CaP
*
tapi

*
th

Zy
{xq,T}
A

1
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Wahrscheinlichkeit, daB eine Anforderung im Se-
kundédrsystem nicht warten muf
Wartewahrscheinlichkeit im Sekundéarsystem

Summen aus Produkten der Nullstellen z,, G1.(2.81B)

Taktzeit T=ch

mittlere Wartezeit aller Anforderungen im
Gesamtsystem

mittlere Wartezeit aller Anforderungen im
Primérsystem

mittlere Wartezeit aller Anforderungen im
Primdrspeicher i

mittlere Wartezeit aller Anforderungen im
Sekundédrsystem

Variable der erzeugenden Funktion
Nullstellen einer Bestimmungsgleichung
Zustand des Gesamtsystems kurz nach dem Takt
gesamte Ankunftsrate an alle Primérspeicher
Ankunftsrate an Primirspeicher i

mittlere Speicherbelastung des Sekundirspeichers
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I
EINLEITUNG

I.1 Beschreibung des Problems

In den letzten Jahren finden immer hidufiger elektronische Di-
gitalrechner Anwendung als zentrale Steuerungen in Nachrichten-
systemen, wie z.B. in modernen Fernsprechvermittlungssystemen
(vgl,[28]), in Datennetzen etc. Diese Steuerrechner sind im
Grunde genommen speziell konstruierte ProzeBrechner. Da sie
eine groBe Menge von Informationen zentral verarbeiten missen,
entstehen Wartezeiten fiir die Informationen. Die Wartezeiten
der Informationen konnen als ein MaB fiir die Leistungsféhig-
keit eines Systems herangezogen werden. Sie sollten méglichst
klein gehalten werden, um zu vermeiden, daB sich die Zentral-
steuerung als EngpaB fiir die Funktion des Systems auswirkt.

Rechnersysteme (z.B. Time-Sharing-Computer) bzw. rechnerge-
steuerte Systeme kOnmnen ganz grob in zwei funktionelle Teile
gegliedert werden, ndmlich in die Peripherie und in die Zentral-
einheit. Die in der Peripherie entstehenden Informationen wer-
den in die Zentraleinheit gebracht und dort verarbeitet. Fiir

die Ubernahme der Informationen aus der Peripherie in die Zent-
raleinheit gibt es nun zwei prinzipielle MSglichkeiten:

Die erste Mdglichkeit ist die, daB die Informationen direkt
nach ihrem zufallsm&Bigen Entstehen in der Peripherie sofort

in die Zentraleinheit {libernommen werden. Jede Informationsiiber-
nahme erfordert aber eine gewisse Verwaltungsarbeit in der Zen-
traleinheit, weshalb das momentan in Bearbeitung befindliche
Programm unterbrochen werden muB. Der Nachteil dieser Methode
ist deshalb, daB v8llig ungeordnet bei jedem zufdlligen Ent-
stehen einer Information in der Peripherie sofort eine Pro-
grammunterbrechung in der Zentraleinheit erfolgt. Dies wiirde
insbesondere bei groBerer Belastung einen relativ groBen Auf-
wand an reiner Verwaltungsarbeit bedeuten, wodurch die Wartezei-
ten der Informationen in der Zentraleinheit sehr ungiinstig be-
einfluBt werden kdnnten. Diese Methode wird deshalb auch nur
beil wenigen, speziellen Anwendungsfdllen beniitzt (z.B. Alarm-
meldungen) .
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Die zweite Moglichkeit besteht darin, die einzelnen Informa-
tionen nach ihrem Entstehen zundchst in der Peripherie zwischen-~
zuspeichern oder evtl. sogar vorzuverarbeiten. Die Zentralein-
heit kann dann von sich aus in geeigneten Zeitpunkten an der
Peripherie nachfragen, ob irgendwelche Informationen auf die
Ubernahme in die Zentraleinheit warten.

Die zeitlichen Abstinde dieser "Abfragezeitpunkte" sind bei den
meisten realen Systemen konstant, was wohl auch am einfachsten
in der Praxis realisierbar ist (z.B. hardwaremdfig). Das be-
deutet, daf der Informationsaustausch zwischen Peripherie und
der Zentraleinheit nur in determinierten Taktzeitpunkten mit
konstantem Abstand stattfindet.

Diese Methode wird z.B. bei modernen, zentralgesteuerten Fern-
sprechvermittlungssystemen angewendet (vgl. {28]) oder bei
ProzeBrechnersystemen etc.

Die prinzipielle Struktur eines solchen "getakteten Warte-
systems" ist in dem groben Blockschaltbild von Bild 1 darge-

stellt.
f !

Periphere Geréte

Informations- l
austausch (/ Takt

Zentrale

CPU Verarbeitungseinheit

Bild 1: Prinzipielle Struktur eines getakteten
Wartesystems

Ziel dieser Arbeit wird es sein, mit Hilfe vereinfachter mathe-
matischer Modelle die Wartezeiten der Informationen in solchen
getakteten Wartesystemen zu berechnen und zu analysieren. Die
gewonnenen theoretischen und numerischen Ergebnisse kdnnen dann
als Grundlage fiir die Dimensionierung bei praktischen Anwen-
dungsfédllen dienen.

Es widre an dieser Stelle noch zu bemerken, daB das in Bild 1
gezeigte Schema eines getakteten Wartesystems zwar auf Grund
der Betrachtung eines rechnergesteuerten Systems entstanden ist,
dafl es aber auch auf die verschiedensten Fidlle in anderen An-
wendungsbereichen zutreffend sein kann.
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1.2 Ubersicht iiber die Arbeit

Aus Bild 1 kann entnommen werden, daB das dort vorgestellte
Gesamtsystem in verschiedene Tellsysteme gegliedert werden
kann.

In dem ersten Teilsystem, welches den peripheren Eingabege-
rédten entspricht, werden die vorverarbeiteten bzw. wartenden
Informationen, welche in dieser Arbeit von nun an als "Anfor-
derungen" bezeichnet werden (da sie zu ihrer Verarbeitung den
Rechner anfordern), jeweils in festen Taktzeitpunkten mit kon-
stantem Abstand diesem Teilsystem entnommen und an die Zentral-
einheit weitergegeben. Die prinzipielle Struktur dieses Teil-
systems 1ist in Bild 2 dargestellt.

£ eintreffende Anforderungen

Zwischen-
speicherung

g .
g/ taktmdBige Abholung
der Anforderungen

Bild 2: Struktur des den peripheren Gerdten
entsprechenden Teilsystems.

In dem zweiten Teilsystem, welches der gzentralen Verarbei-
tunéseinheit CPU (Central Processing Unit) entspricht, kommen
die Anforderungen immer nur zu festen Taktzeitpunkten mit kon-
stantem Abstand an und werden anschlieBend der Reihe nach ab-
gearbeitet. Die prinzipielle Struktur dieses Teilsystems ist
in Bild 3 dargestellt.

taktmdBige Ankunft
von Anforderungen

Zentrale
Verarbeitungs-
einheit

Bild 3: Struktur des der zentralen Verarbeitungs-
einheit entsprechenden Teilsystems.

In Kapitel II dieser Arbeit wird sehr eingehend ein dem Teil-
system nach Bild 2 entsprechendes Modell behandelt, bei dem
die Anforderungen gruppenweise im Taktzeitpunkt abgeholt wer-
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den. Der erste Abschnitt II.1 dieses Kapitels soll hauptsdch-
lich dazu dienen, eine genauere Einfiihrung in den Problemkreis
zu geben und die mdglichen Losungswege aufzuzeigen.

Mit Hilfe der Methode der eingebetteten Markoff-Ketten werden
dann die folgenden charakteristischen Verkehrsgréfen berechnet:
Zustandswahrscheinlichkeiten, mittlere Schlangenlénge, mittlere
Wartezeit, Wartezeitverteilung.

In Kapitel ITI wird ein dem Teilsystem nach Bild 3 entsprechen-
des Modell behandelt. Dabei treffen in den Taktzeitpunkten
Gruppen von Anforderungen mit vorgegebener Wahrscheinlichkeits-
verteilung ein. Die in einem Pufferspeicher der zentralen Ver-
arbeitungseinheit wartenden Anforderungen werden dann einzeln
seriell abgearbeitet. Auch fir dieses Modell werden mit Hilfe
der Methode der eingebetteten Markoff-Ketten die oben schon er-
wihnten charakteristischen Verkehrswerte berechnet sowie zusitz-
lich noch die Wartewahrscheinlichkeit bestimmt.

In Kapitel IV schlieBlich wird ein Modell des Gesamtsystems
entsprechend zu Bild 1 behandelt. Dabei kann in relativ star-
kem MaBe auf die Ergebnisse der Kapitel II und IIT zuriickge -
griffen werden. So kOnnen z.B. fiir die peripheren Gerdte die
Ergebnisse aus Kapitel II sofort ilibernommen werden. Fiir die
zentrale Verarbeltungseinheit allerdings ist eine direkte Uber-
nahme der Ergebnisse aus Kapitel III infolge einer Abhéngig-
keit des Ankunftsprozesses an der zentralen Verarbeitungsein-
heit von dem Zustand der peripheren Gerdte micht mdglich. Aus
diesem Grunde kommen fiir die Zentraleinheit auch nicht simt-
liche oben erwdhnten charakteristischen VerkehrsgrsB8en berech-
net werden, sondern es werden hauptsichlich die fiir praktische
Anwendungen besonders wichtigen Mittelwerte bestimmt, wie z.B.
mittlere Speicherbelastung, mittlere Wartezeit und Wartewahr-
scheinlichkeit.

S&mtliche theoretisch ermittelten Ergebnisse der charakteristi-
schen VerkehrsgroBen wurden mit Hilfe einer elektronischen
Datenverarbeitungsanlage auch numerisch ausgewertet.

IT
TAKTMASSIG ABGEFRAGTES WARTESYSTEM

II.1 Einfachster Fall: n=1 Abfrageplatz und Betrachtung des
Systems kurz vor dem Taktzeitpunkt

Dieser Abschnitt II.1 soll hauptséchlich dazu dienen, eine
Einfihrung in den Problemkreis und in die Losungsmethoden der
folgenden Abschnitte dieser Arbeit zu geben.

IT.1.1 Struktur und Betriebsweise des Systems

$X An einem unbeschridnkt gros-
'1 oo viele sen Speicher treffen ein-
L Speicher- zelne Anforderungen in zu-
‘ platze :
n=1 N | f&llig schwankenden zeit-
Abfrageplatz J . .
= g lichen Absténden ein. Zur
Takt T mathematischen Beschrei-
zu Pufferspeicher oder bung eines solchen An-
Bedienungseinheit kunftsprozesses wird eine
Bild 4: Struktur des Systems Wahrscheinlichkeitsvertei-

lung filir die Ankunftsab-
stdnde verwendet. Aus Messungen in existierenden Systemen ist

bekannt, daB die Ankunftsabsténde sehr oft in guter Ndherung
durch eine negativ exponentielle Verteilung beschrieben wer-
den kénnen. Deshalb wird auch hier angenommen, daB die einzel-
nen Anforderungen mit negativ exponentiell verteilten Ankunfts-
abstédnden mit der Ankunftsrate A eintreffen (Poisson-Ankunfts-
prozefB, A = mittlere Zahl von Ankiinften pro Zeiteinheit).

Fliir die Mindestwertverteilung, d.h. die Wahrscheinlichkeit
Pa{a>t}, daB ein Ankunftsabstand a gréfer als die Zeit t ist,

gilt: p_fart) = oAt

Sémtliche eintreffende Anforderungen miissen in dem Speicher
warten und reihen sich am Ende der Warteschlange ein. In kon-
stanten Taktabst@nden T wird jeweils die auf dem ersten Warte-
platz des Speichers (Abfrageplatz) sitzende Anforderung aus dem
Speicher geholt und z.B. an einen Pufferspeicher oder eine Be-
dienungseinheit weiltergegeben (welche in Bild 4 nur angedeutet
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ist). Aus dem Wartespeicher wird also in jedem Taktzeitpunkt
eine Anforderung herausgeholt, wenn zum Taktzeitpunkt lber-
haupt eine Anforderung im Speicher vorhanden ist. Eine ein-
treffende Anforderung, welche einen leeren Wartespeicher an-
trifft, muB bis zum ndchsten Taktzeitpunkt warten.

1T.1.2 Aufstellung des Gleichungssystems der Zustandswahr-
scheinlichkeiten

Das zeitliche Verhalten eines Systems wird durch die Anzahl
von Anforderungen gekennzeichnet, welche es jeweils enthilt.
Sind x Anforderungen in dem System enthalten, so sagt man, das
System befindet sich im Zustand {x}. Die Wahrscheinlichkeit,
daB sich das System im Zustand {x} befindet, wird dann als Zu-
standswahrscheinlichkeit p(x) bezeichnet.

{xi},pi(x) {xi+i},pi+i(x) Das Wartesystem nach
, X 4, Bild 4 wird jeweils nur
%_ T ?4 t  zu den Zeitpunkten kurz
Takt 1 Takt i+1 vor dem Takt betrachtet
(vgl. Bild 5). Durch die-
Bild 5: Beobachtungszeitpunkte se Betrachtungsweise kann

die Wahrscheinlichkeit
D;4q(X) fiir den Zustand {x, .} kurz vor dem Taktzeitpunkt i+l
berechnet werden aus der Wahrscheinlichkeit pi(x) fir den Zu-
stand {xi} kurz vor dem Taktzeitpunkt i und der von der Vorge-
schichte des Systems unabhingigen Ubergangswahrscheinlichkeit
ﬁ(xi,xi+1) fiir den Ubergang vom Zustand {xﬂ— in den Zustand
{x1+1} (Markoff'sche Eigenschaft). Die Folge der Zusténde kurz
vor den Taktzeitpunkten bildet somit eine sog. "eingebettete
Markoff-Kette".

Allgemein gilt filir die Zustandswahrscheinlichkeiten pi+1(x)
kurz vor dem Taktzeitpunkt i+1:

o0
Py 4q(%) = % p; (V) (v, x) (2.1)

Formel (2.1) stellt die Wahrscheinlichkeit dar, mit der der Zu-
stand {xi+1} kurz vor dem Taktzeitpunkt i+1 aus s8mtlichen mdg-
lichen Zusténden kurz vor dem Taktzeitpunkt i entsteht.
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Die Ubergangswahrscheinlichkeiten ii(v,x) konnen dabei aus den
folgenden Uberlegungen bestimmt werden:

Die Anzahl von Anforderungen, welche wdhrend der Zeit T zwi-
schen dem Taktzeitpunkt i und dem Taktzeitpumkt i+l einfallen,
sel k. Die Wahrscheinlichkeit, daB wihrend der Zeit T genau

k Anforderungen eintreffen, sei r(k). Da die Ankunftsabsténde
der Anforderungen negativ exponentiell mit der Ankunftsrate A
verteilt sind, stellen die Wahrscheinlichkeiten r(k) eine
Poissonverteilung dar:

r(k) = QS?&S‘%T (2.24)
oo

Erwartungswert von k: E[k]:;ikr(k) = AT (2.2B)
=0

Sollen kurz vor dem Taktzeitpunkt i+l genau Xy 417% Anforderun-

gen im System sein, so kann aus dem Zustand {xi? kurz vor dem
Taktzeitpunkt i bestimmt werden, wieviele Anforderungen Xk noch
wéhrend der Zeit T einfallen miissen, um den Zustand {xi+i}zu
erzeugen. Die Wahrscheinlichkeit fir das Eintreffen dieser k
Anforderungen ist dann gleich der Ubergangswahrscheinlichkeit
Glxy,%554) -

Sind kurz vor dem Taktzeitpunkt i O Anforderungen im System
vorhanden, so kann durch den Takt i auch keine Anforderung aus
dem Speicher entfernt werden. Deshalb miissen wdhrend der Zeit

T noch genau k=x Anforderungen einfallen.

Sind kurz vor dem Taktzeitpunkt i xi>O Anforderungen im System
enthalten, so wird durch den Takt i genau eine Anforderung aus
dem Speicher entfernt und es milssen w8hrend der Zeit T noch
k=x-xi+1 Anforderungen einfalllen. Dabei ist zu beachten, daf
k immer nur groBer oder gleich O sein kann. Die hier beschrie-
benen Beziehungen sind noch einmal in der folgenden Tabelle
zusammengestellt.

Zustand {xi}kurz vor|Anzahl k von Anforde- |Zustand {x
rungen, welche wihrend
der Zeit T eintreffen

i+1} kurz

dem Taktzeitpunkt 1 vor d. Taktzeitp.i+l

I ¢ X
1 X
2 x-1
Q X-V+1 x
% 1
R <. 0

x+2 'keine Uberginge mégl.
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Aus der Tabelle folgt mit (2.2) fir die Ubergangswahrschein-
lichkeiten:

X
W(0,%) = r(x) = (ﬁf) e T (2.34)
X-v+1
i(v,x) = r(x-v+1) = (§?3+1 e”XT fir O<vex+l
(2.3B)
i(v,x) = 0 fiir v>x+1 (2.3C)

Setzt man die Ubergangswahrscheinlichkeiten von (2.34,B,C) in
(2.1) ein, so erhdlt man:

Pirs &= p‘”

o) AT ) %Pi( ) QI (2.4)

W) e
N (-ve)!

In der Gleichung (2.4) sind die Zustandswahrscheinlichkeiten
fir die Zusté&nde kurz vor dem Taktzeitpunkt i und kurz vor dem
Taktzeitpunkt i+l enthalten. Nimmt man nun an, daB sich das
System im statistischen Gleichgewicht befindet, so miissen die
Zustandswahrscheinlichkeiten fiir die Zustdnde kurz vor den
Taktzeitpunkten i und i+l gleich sein, d.h.

Pi4q(x) = p;(x) = p(x)

Damit wird aus (2.4) unter der Annahme des statistischen

Gleichgewichts, welches hier durch die Bedingung AT<1 gekenn-
zeichnet wird

( x+1 X~V 41

YUy
P T e (2.5)

P ) p(O

v=4

Gleichung (2.5) stellt ein lineares Gleichungssystem der Zu-
standswahrscheinlichkeiten kurz vor dem Taktzeitpunkt dar. Da
der Speicher « grof ist und x somit Werte von O bis « annehmen
kann, besteht dieses Gleichungssystem aus « vielen Gleichungen
mit oo vielen Unbekannten p(x). Die L&sung dieses Gleichungs-
systems wird im folgenden Abschnitt II.1.73 beschrieben.
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II.1.3 Losung des Gleichungssystems der Zustandswahrscheinlich-

keiten, Einfilhrung der erzeugenden Funktion

IT.1.3.1 Rekursive Losung des Gleichungssystems

Das Gleichungssystem (2.5) 148t sich prinzipiell auf folgende
Art und Weise 10sen:
Die linke Seite von (2.5) enthdlt nur die Wahrscheinlichkeit
fir den Zustand {x}.In der rechten Seite von (2.5) sind nur
Wahrscheinlichkeiten von Zust&nden enthalten, welche kleiner,
gleich oder hdchstens um 1 groBer sind als {x}. Damit kamn die
Wahrscheinlichkeit p(x+1) in Abhédngigkeit der Wahrscheinlich-
keiten sdmtlicher Zustidnde <{x} dargestellt werden. Setzt man
in (2.5) x=0, so kann mit Hilfe der entstehenden Gleichung
p(1) als Funktion von p(0) ausgedriickt werden. Setzt man in
G1.(2.5) z=1, so findet man eine Darstellung von p(2) als Funk-
tion von p(1) und p(0). Da aber p(1l) selbst wieder eine Funk-
tion von p(0) war, kann p(2) auch als Funktion von p(0) allei-
ne dargestellt werden. Erhdht man nun laufend die GréBe x in
Gl.(2.5), so kimnnen sé&mtliche Wahrscheinlichkeiten p(x) fiir
x>0 als Funktion von p(0) dargestellt werden. Die Wahrschein-
lichkeit p(0) selbst erhdlt man schlieBlich dadurch, daB die
von p(0) abhéngigen Wahrscheinlichkeiten p(x) in die Normie-~
rungsbedingung Z: p(x)=1 eingesetzt werden und diese nach
p(0) aufgeldst wird

Der oben beschriebene Lisungsweg zur Ldsung des Gleichungssys-
tems (2.5) ist zwar prinzipiell mdglich, soll hier aber aus
zwel Grinden nicht ndher verfolgt werden. Erstens ist die Be-~
recimung der Wahrscheinlichkeiten p(x) in Abhdngigkeit von
p(0) und deren Einsetzen in die Normierungsbedingung relativ
umfangreich und zweitens ist dieser Losungsweg nicht auf alle
Gleichungssysteme anwendbar, welche noch in dieser Arbeit be-
handelt werden. Deshalb wird in den Abschnitten 11.1.3.2 und
IT.1.3.3 eine Mdglichkeit behandelt, wie das Gleichungssystem
(2.5) mit Hilfe der sog. "erzeugenden Funktion" geldst wird.
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II.1.3.2 Einflihrung der erzeugenden Funktion der Zustands-
wahrscheinlichkeiten

Als sehr geeignetes mathematisches Werkzeug zur Losung von
Gleichungssystemen der Form von (2.5) erweist sich die sog.
"erzeugende Funktion" (generating function) der Zustandswahr-
scheinlichkeiten. Sie ermdglicht nicht nur die Berechnung der
Zustandswahrscheinlichkeiten p(x), sondern sie gestattet es
auch, auf sehr einfache Weise ohne Kenntnis der Zustandswahr-
scheinlichkeiten die Momente der Zust&nde zu bestimmen, wie
z.B. Erwartungswert, Varianz usw.
Die erzeugende Funktion der Zustandswahrscheinlichkeiten ist
definiert als o
Gx(z) = p(0) + p(1)z + p(2)z%+...+ p(v)z'+...= 2op(x
x=0 (2 6)
Dabei ist z eine beliebige (reelle oder auch komplexe) Variab-
le. Einige besondere Eigenschaften der erzeugenden Funktion
lassen sich direkt aus (2.6) angeben:

Gx(0) = p(0) , ex(1) = 2.p(X) =1 (2.74)
o0 =0
G}{”(ﬂ:%z)ﬁz pr(x): E[x] =Erwartungswert vomn x (2.7B)
x=0
6PM= S x(e-Npt = Var [x] - €13 + EDx]2 (2.70)
%=0

wobei  Var[x]= %é(X-EDd)zp(X)= Varianz von x
X=6

Zur Berechnung der erzeugenden Funktion kann nun (2.5) in
(2.6) eingesetzt werden. Dies ergibt:

4 1
(AT) AT_x & o) QDL T x
= 2: + %
x@)= 2, plo ez Z v Gy )] Z

Die Doppelsumme in diesem Ausdruck wird mit Hilfe von Bild 6
umgeformt .

oo x+i 00 O

a4 Z e T z 2 tea
x=0 v=4 v X%=v-1
3

Bild 6: Umformung der Doppelsumme
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Damit ist
- — ST, & Xy +4
i) - pore” SOEE L TS S ) G
x=0 7 ey ey (v )l

Erweitvert man den Ausdruck unter der Doppelsumme mit z'v+l

und zieht die Glieder, welche unabhingig von x sind, vor das
zweite Summenzeichen, so erhdlt man

)x—v+1

&\ (XTz)* v-1 Qliﬂw——
Gx(z) = p(O) Zx ZPV)Z S v )]

Eine Substitution der Laufvariablen der letzten Summe ergibt

o0 00
Gx(z)= plo) ZM 2o >lpwz” TS *——QXTE,)X
’ X=0 -

Berilicksichtigt man nun, das zz (Aiz) die Reihenentwicklung

von e%TZ ist, so wird aus obiger Gleichung

Gx(z) = p(0)e M (1-2), -AT(1-2) 'Zp(v)zv‘l
V=1
Schlieflich wird noch der Ausdruck unter dem Summenzeichen
mit z erweitert

0x(2) = p(0)e N (1=2), o=A2(1-2) 1 S& (o) v
V1
GX(Z) - p(o)e—')\T(l—-Z)_{_ e-?\T(l—Z)_jé_(ij p(\))z\) - p(o)>
-
Gx(z)

Diese Gleichung kann nach Gx(z) aufgeldst werden

A
- ~AT(4-
Gxlz) = 1- /{ie—;%rwz) € ? plo)
z

- _AT(4-
Gx(z)= ;Z?QT(W)— e At Z)P(o) (2.84)

Gx@&)= ———-—7\7(443) p(0) (2.8B)
In (2.84,B) ist die Wahrscheinlichkeit p(0) noch unbekannt.

Setzt man in (2.8A) z=1, so erhdlt man mit Hilfe von (2.7A)
durch eine Grenzwertbestimmung unter Anwendung der Regel von
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1'Hospital
4 1
_ A
Pﬂﬂ A-AT
plo)= 1-AT (2.9)

Setzt man (2.9) in (2.8B) ein, so erhdlt man endgiiltig die
erzeugende Funktion

Gx(z) = W (1-2AT) (2.10)

Die erzeugende Funktion Gx(z) in (2.10) kann fiir das vorliegen-
de System auch noch auf eine einfachere Art und Weise erhalten
werden ohne direktes Einsetzen der Zustandsgleichung (2.5) in
die erzeugende Funktion (2.6). Dazu geht man von den Zust#nden
selbst aus. Der Zustand {xi+1} kurz vor dem Taktzeitpunkt i+1
entsteht aus dem Zustand {xi} kurz vor dem Taktzeitpunkt i ab-
zliglich einer Anforderung, welche durch dem Takt i aus dem
System entfernt wird (bei xi>0) plus der Anzahl k der wihrend
der Zeit T einfallenden Anforderungen (vgl. Bild 5).

Es gilt also fiir die Zusténde

{Xi+1} = Max[ﬁ{xi} - 1);0] + k (2.11)-

Dabei ist Max [({x;} - 1),0] = {x,} -1 rir {x g> 0
) fiir { %} =0 (2.12)

Abkirzung: v, = Max[({x} - 1),0] (2.13)
Mit (2.13) folgt fiir (2.11)
{xi+1} =v, +k (2.14)

Gleichung (2.14) besagt, daB die Zufallsvariable {X1+l} die
Summe aus den voneinander unabhingigen Zufallsvariablen Vi und
k ist. Die Wahrscheinlichkeit fiir den Zustand +1} ergibt
sich dann aus der Faltung der einzelnen Wahrschelnllchkelten
fir A\ und k. Die erzeugende Funktion der Zustandswahrschein-
llchkelten P. +1(x ist dann nmach der Wahrscheinlichkeitstheorie
gleich dem Produkt der einzelnen erzeugenden Funktionen der
Wahrscheinlichkeiten fiir v, und k,[ZiL Daraus folgt mit (2.14)
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Gxi+1(Z) = Gvi(z) Gk(z) (2.15)
wobei Gx1+1( z) = erzeugende Funktion der Wahr-
scheinlichkeiten pl+1(x)
Gvi(z) = erzeugende Funktion der Wahr-
scheinlichkeiten fiir vy
Gk(z) = erzeugende Funktion der Wahr-

scheinlichkeiten r(k)
Fiir die erzeugende Funktion Gvi(z) erhdlt man unter Beriick-
sichtigung von (2.13) und (2.12)

o

Gv,(z) = p;(0) + fE: Dy (x)2*"

X=

Der Ausdruck unter dem Summenzeichen wird mit z erweitert
und umgeformt

(e8]
Gv;(z) = p,(0) +-%ﬂ;§; pi(x)zx
1 00
Gv,(2z) = p;(0) +~;;-[ ;g% Dy (x)z*- p, (0)]
x; (z
Gvi(z) = py(0)(1 - ) +%%Mﬁz) (2.16)

(2.16) in (2.15) eingesetzt, ergibt

Gx;,q(2) = [pi(o)(l N %~Gxi(z)] Gk(z) (2.17)
Nimmt man an, daB sich das System im statistischen Gleichge~
wicht befindet, so miissen die Zustandswahrscheinlichkeiten
pi(x) kurz vor dem Taktzeitpunkt i gleich den Zustandswahr-

scheinlichkeiten pi+1(x) kurz vor dem Taktzeitpunkt i+l sein
(vgl. S.22), d.h.

P; 1 (x) = py(x) = p(x)
und damit auch Gxi+1(z) = Gxi(z) = Gx(z)

Unter der Annahme des statistischen Gleichgewichts fiihrt da-
mit G1.(2.17) auf
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(e Gkiz) o) (2.18)

Gx(2)= m p ]

Das in G1.(2.18) noch unbekannte p(0) 188t sich aus der Bedin-
gung Gx(1)=4 bestimmen. Durch eine Grenzwertbetrachtung mit Hil-

fe der Regel von 1'Hospital erhdlt man dann nach Einsetzen von
z=1 in G1.(2.18)

1= plo)Jim = plo) lim

1
7+ Z Gk 2) 2r1 4-Gk()

Unter Berilicksichtigung von Gk(l)(1)=E[k] (vgl. auch G1.(2.7B))
wird daraus

Y
il

1
p(0) T g T

p(0) = 1 - E[k] (2.19)
G1.(2.19) in G1.(2.18) eingesetzt, ergibt

ox(z) = {2 =HE2) (1 gy (2.20)
Fir eine Poissonverteilung von k nach Gl.(2.24) gilt
Elk] =AT
wnd  Ok(z) = e AT(1-2)
Damit wird aus (2.20)
(Z_/Ue—?\TM—?:}

Gx(z) = ‘;jE;KﬂTQT—(4~AT)
Gxle)= —— (43T
26 T2

Diese Gleichung ist identisch mit Gleichung (2.10). Selbstver-
st8ndlich enthdlt dieser Ldsungsweg implizit den zuerst gezeig-

ten LOsungsweg zur Bestimmung von Gx(z). Um aus der erzeugenden

Funktion Gx(z) die Zustandswahrscheinlichkeiten zu gewinnen,
muB die erzeugende Funktion rlicktransformiert werden. Diese
Rlicktransformation wird in Abschnitt IT1.1.3.3 dargestellt.

IT.1.3.3 Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten aus
der erzeugenden Funktion

Flir die Riicktransformation der erzeugenden Funktion zur Bestim-
mung der einzelnen Zustandswahrscheinlichkeiten gilt allgemein
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(vgl. auch [22])
, 4 d*6xlz) R
P\X)> > TdE Z=O~7XTGX (0) (2.21)

(G1.(2.21) 14Bt sich auch leicht durch Einsetzen von Gl.(2.6)
bestdtigen)

Gleichung (2.21) zeigt, daB die Zustandswahrscheinlichkeiten
p(x) gleich den Koeffizienten von z¥ der Taylor-Reihenentwick-
lung von Gx(z) im Punkt z=0 sind. Leider ist es aber oft nur
sehr schwer oder iliberhaupt nicht méglich, eine explizite For-
mel fiir Gx(X)(z), d.h. die x-te Ableitung von Gx(z), anzugeben.
Trotzdem kann man zu einer expliziten Angabe der Beihenent-
wicklung von Gx(z) kommen, wenn man schrittweise Einzelteile
von Gx(z) in eine Beihe entwickelt und anschlieflend diese zu
einer einzigen Reihe zusammenfaBt. Die Anwendung dieses L&-
sungsweges aul die erzeugende Funktion Gx(z) in Gl.(2.10) soll
im folgenden gezeigt werden. Dazu wird Gl.(2.10) etwas umge-
formt

1
= (1 - AT)(1 - z)————————T«——Y (2.224)
1 - zeAT 1-z
Zuerst wird der Bruch von (2.224) mit Hilfe der Reihenentwick-
lung I——~ §1u. (Konvergenzbereich [ul<l) umgeformt

v=0

® T(1- &
Gx&z):<4—%TK4‘z)§Z{ ze” Zﬂ U (1-2 ziiéveVXQz“\B] (2.228)
Ve
Jetzt kann die Exponentialfunktion e'VkTZ in die BReihe

o~VATZ _ j{:(-v}Tz)j
370

entwickelt werden. Dadurch entsteht aus G1. (2.22B)

Gx(2)=(1-AT)(1- 2) S vevAT Z( VNZ ]

V=O 4=0 J

Die weitere Aufgabe besteht nun darin, den obigen Ausdruck
nach Potenzen von z zu ordnen. Dazu wird zundchst die Summe

=N NN FV)T@jJ
s \)Z:a[ze JZ x

umgeformt. Ausfiihrlich geschrieben ist
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5= z%4
1 2
A 07 \
+Z4'e}T(4_ (4427_) Lo 2!2) + )
T 257z)" 272)*
+zzezx<,lhqu!) +(xzrz!) T.)
L

Un flir die Summe S eine Ordnung nach Potenzen von z zu erhal-
ten, missen die einzelnen Terme in obiger Gleichung diagonal
(von rechts oben nach links unten) zusammengefaBt werden.

S 188t sich dann schreiben als

_ oo v \}_\ jXT »(‘]N—)VJ
S vzo[z S AN }

=0 (v-3)1

® 1
(Man beachte hierbei:757==jj= 1)

Fur Gx(z) gilt dann mit obigen Ausdriicken

Gx(z) = (1 -AT)(S - z8)
Die Terme S und zS werden zusammengefaft, indem gleiche Poten-
Zen von z ausgeklammert werden. Dadurch entsteht

o0 vy V-3 V1ﬂ
Gxlz) = (1-AT) ZZ\?( Zel T( A7) E AT { J)\T >
V=0 j:

(v- J)‘ = R
Y ~——
von S von zS

Hierbel ist zu beachten, daB in dieser Arbeit einer Summe, bei
welcher die obere Summationsgrenze kleiner ist als die untere
Summationsgrenze, der Wert O zugewiesen wird.

Spaltet man aus der Summe mit der oberen Grenze v noch das
Glied mit j=v ab, so erhdlt man nach einer kleinen Umformung

v-1 A+
Gx(z)=(4- ?\T)ZZ I: VAT”‘%EJN ((\J, 4)J)| (V?\E +1>:l (2.23)

Gl.(2.23) ist die explizite Darstellung der Reihenentwicklung
von Gx(z). Deshalb sind die Zustandswahrscheinlichkeiten p(x)
gleich den Koeffizienten von z* in G1.(2.23)

T AT a1 AT
p(x)={ 47@{0\ JZOJ %;3—4%—'(:1(-3 +4>J (2.24)

0
Man beachte AAgT =1 una D=0 fir bea

II.1.4 Mittlere Schlangenlinge

Die mittlere Schlangenlédnge im Speicher kurgz vor dem Taktzeit-
punkt ist gleich dem Erwartungswert von X, namlich

[ee]
E[x] = > xp(x)
X=0
Um den Erwartungswert E[x] zu berechnen, ist es aber nicht no-
tig, den Ausdruck fiir p(x) aus Gl.(2.24) in die obige Gleichung
einzusetzen, sondern man kann ELX] direkt aus der erzeugenden
Funktion Gx(z) nach G1.(2.7B) berechnen.

Fir die Bestimmung von E[x] wird nier von der erzeugenden Funk-
tion nach G1.(2.20) ausgegangen

Gx(z) = (1-ELK]) 2 Gk(z)

G k(z)

Die erste Ableitung nach z ist dann

2 -Gklz)-(z-1)(1-Gkz -
dGX (1)(2) /1 Efk]){ (Zzék(i())zk () ﬁk(Z)Jr 22.61(2 Gkﬂ)(z)}
(2.25)
Setzt man nun z=1 in G1.(2.25) ein, so ergeben sich unbestimm-
te Ausdriicke, welche durch Grenzwertbetrachtungen nach der
Regel von de 1'Hospital ermittelt werden

daxt 4—Gk’”(a) U-Gkle) - (-0 6k 1e) )
Jin ] e { 2 (z-Gk() (- Gk ™)) Péidy)+ 46140()6[‘ (%

21 21 Gk“’{z))(4-6k“’(z))+2 (2-Gk(R)I-GkYz)) E k]

- (- &) Elk]
= EM)[ 2 endy 4»5[1@}

Verwendet man fiir den Zdhler des ersten Bruches noch einen
Ausdruck analog zu G1.(2.7C), so wird daraus

de(z) _ Var[k1+ELk]%E[k] ELk]
= (1-
22q = 1= ET) [z,wgm)z N A‘E[HJ

- (1_ E[k]) [ Gk(v(l)' (E- 1) (“ Gka)(f)) k(y E“‘]J

Elx]=
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- \Varlk ELk](1-4
ELx] = (4-£1k) [z(ﬁgmj)l Elk —

- ELk] Var [L]
= =27 + e

[k]) ELk]
)+ WEL‘«’J

(2.26)

Fiir eine Poissonverteilung von k nach Gl.(2.24) gilt
E[k] = AT
var(k] = E[k]
Damit ergibt sich fiir die mittlere Schlangenlénge E[x] kurz vor
dem Taktzeitpunkt aus Gl.(2.26)

Elx] =4L (1 + =4 (2.27)

II.1.5 Mittlere Wartezeit t;__

Die liber eine Taktzeit T gemittelte mittlere Schlangenlénge
ist die Speicherbelastung 2. Fiir die auf alle Anforderungen
bezogene mittlere Wartezeit t; gilt allgemein

£ = é%— (2.28)

Da in dem behandelten System aber alle eintreffenden Anforde-
rungen warten miissen, d.h. die Wartewahrscheinlichkeit P(>0)=1
ist, gilt fiir die auf die wartenden Anforderungen bezogene
mittlere Wartezeit tw in diesem Fall

t*
.. = t* = 2
w  P(>0) w N

In G1.(2.28) ist die GrdRe R noch unbekannt. Sie kann aber
leicht mit Hilfe von E[x) aus G1.(2.27) auf folgende Weise
bestimmt werden:

Wahrend der Taktzeit T kommen im

mittl. Schlangenl.

Mittel AT Anforderungen am System
an und tragen dazu bel, daB kurz

vor dem Taktzeitpunkt die mittle-
re Schlangenlénge E[x] ist (vgl.

Bild 7). Da der Anstieg der mitt-
leren Schlangenlénge innerhalb

des Taktintervalles linear erfolgt
(vgl. auch Abschn. II.2), folgt
Bild 7: Bestimmung von 2 fir & aus Bild 7

Takt Takt
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R = E[x] wé,\’r

Dieser Ausdruck kann nun in G1.(2.28) eingesetzt werden
- 1 1
tw=-x(ErLX] "77\'1')

Setzt man noch E[x] aus G1.(2.27) ein, so wird daraus

_ T
b = 31 - (2.298)
oder X
S A
Tw T T T 2 (2.298)

Es sei darauf hingewiesen, daB die Formel fiir die Wartezeit
G1.(2.294) bzw. G1.(2.29B) genau iibereinstimmt mit der Formel
fiir die Wartezeit bezogen auf die wartenden Anforderungen bei
dem System M/D/1 (Poisson-Ankunftsprozess, konstante Belegungs-
dauer T, eine Leitung), welches von Pollaczek und Crommelin
behandelt wurde. Fiir diese Tatsache gibt es eine einfache phy-
sikalische Erklérung:

Solange im System M/D/1 die Leitung belegt ist, ist das zeit-
liche Verhalten einer eventuell entstehenden Warteschlange im
Speicher genau gleich wie bei dem hier behandelten System, da
sich eine belegte Leitung genau wie der Takt auf die wartenden
Anforderungen auswirkt. Bezieht man deshalb die mittlere War-
tezeit im System M/D/1 nur auf jene Anforderungen,welche sich
einmal in der Warteschlange befanden (d.h. die wartenden An-
forderungen), so muB sich derselbe Wert ergeben wie fir die
mittlere Wartezeit in dem hier behandelten System.

In dem hiermit beendeten Abschnitt II.1 wurde sehr ausfiihrlich
gezeigt, welche LOsungswege zur Bestimmung von interessieren-
den Grofen angewendet werden kOrmen. Dabei zeigte sich, daf die
erzeugende Funktion ein geeignetes Hilfsmittel dazu ist, auch
ohne Kenntnis der einzelnen Zustandswahrscheinlichkeiten ver-
schiedene Mittelwerte bzw. Momente zu bestimmen (z.B. mittlere
Schlangenlénge, mittlere Wartezeit). Zur Berechnung der Warte-
zeitverteilungsfunktion ist es aber sinnvoll, die Zustandswahr-
scheinlichkeiten nicht nur kurz vor dem Taktzeitpunkt zu ermit-
teln, sondern zu einem beliebigen Zeitpunkt zwischen zwei Tak-
ten. Dies soll in Abschnitt II.2 durchgefiihrt werden.
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IT.2 System mit n=1 Abfrageplatz und Beobachtungszeitpunkten
zu einer beliebigen Zeit tv vor dem Taktzeitpunkt

IT.2.1 Aufstellung des Gleichungssystems der Zustands -
wahrscheinlichkeiten

Das’ gleiche System wie in Abschnitt II.1 wird nun zu Zeit-
punkten betrachtet, welche jeweils die Zeit tv vor dem néchsten
Taktzeitpunkt (vgl. Bild 8) bzw. die Zeit t, nach dem letzten
Taktzeitpunkt liegen. Es ist somit

th =T - t, mit 0<t =T (2.30)
x5} {Xi410 040
pi(X,tv) pi+1(xktv)
ez T
i r—-——-tv——vid - tnm“"? . .
5 T = T 4t

Tekt'i-1 Intervall i  Takt i Intervall i+1 Takt i+l
Bild 8: Beobachtungszeitpunkte

Die Folge von Zustdnden zu diesen Zeitpunkten t vor dem
néchsten Takt bildet ebenfalls eine eingebettete Markoff-Kette.
Deshalb gilt entsprechend zu Gl. (2.1) fiir die Zustandswahr-

scheinlichkeiten. Py g (%t ) fir den Zustand {xi+1,t } zum Zeit-
punkt t vor dem Takt i+1

0
Pig(%ty) = 20y (v,£) (v, x) (2.31)
Die Ubergangswahrscheinlichkeiten erhilt man aus folgender
Betrachtung:
Durch den Takt kann nur eine Anforderung aus dem Speicher ent-
fernt werden, wenn Uberhaupt kurz vor dem Takt eine Anforderung
im Speicher war. Die Entstehungsmdglichkeiten fiir den Zustand
{xi+1,t } werden in zwei Fdlle aufgeteilt:

1){X;41,ty} mit X=X entsteht aus ﬁﬁ,t } mit v;=0, wenn
a) k =0 Anforderungen wdhrend der Zeit t einfallen und
k =X Anforderungen widhrend der Zeit tn' Die Wahrschein-
lichkeit hierfir ist bei einem Poisson-Ankunftsprozes
entsprechend zu Gl. (2.24)

- X At X T
e My (>;£!w) e Atn (A:,,!.) o
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b) kv>0 Anforderungen wihrend der Zeit tV einfallen und
kn=x~k +1 Anforderungen widhren der Zeit ty (mit 1:k ~x+1)
Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist bei einem P01sson—

Ankunftsprozef bekrl) ,
(\m”( P ) e e e ke T
ko VT (Xk )L h ;E:Th’(xfkv+1)!

2 ){Xi+1’tv} mit x;,,=X entsteht aus {yi,tv} mit v;=v bei
1¢vsx+1, wenn
k= k +k =X-v+1l Anforderungen wihrend der Zeit t +t —T
elnfallen da in diesem Fall immer vor dem Takt i eine
Anforderung im Speicher enthalten ist. Die Wahrschein-
lichkeit hierfiir ist bei einem Poisson-Ankunftsprozel

G X oy
(x-v+1)t

Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten i(v,x) folgt deshalb

AT Ot X i) ()
aus 1.) ) e [ Z kv‘ ' (X’kv*'})! (2.32A)

" R B ON) "” .

aus 2.) ulyy=e T fiir 1gygx+1 (2.328)
und ulvx=0 flir vex+1 (2.320)

Die ﬁbergangswahrsoheinlichkeiten aus Gl. (2.324,B,C) werden
in Gl. (2.31) eingesetzt. Es entsteht dann
. (J_\Jcnzx (tv kN ey
Ph#&tﬂ- [%1Oi)( @ k*”‘ ) ;;PQRJXVMN
(2.33)

Unter Voraussetzung des statistischen Gleichgewichts wird
1(x tv pi(x tv) p(x,tv . Damit erhdlt fiir den Fall des
statistischen Gleichgewichts das Gleichungssystem fiir die Zu-

standswahrscheinlichkeiten p(x,t ) die Form

_ AT (ot )){ xt 1 tVk\/ o\t (xkyt )y x4 ()\T (x-v34)
plt,)=e [ ( +2 “‘IL m)%p(vt )J__m (2.50)

k! TV (x-vea) |

I1.2.2 Bestimmung der erzeugenden Funktion der Zustands-
wahrscheinlichkeiten

Zur Losung des Gleichungssytems (2.34) wird wieder die erzeu-
gende Funktion verwendet. Es sei
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<O .r
< Da v, und k_ unabhidngige Zufallsvariable sind 11t nach
6x(z,t,) = Jp(x,t )z" (2.35) i n glg \ ) B
v X=0 v G1.(2.38) analog zu Gl.(2.15)
Es konnte nun Gl.(2.34) in G1.(2.35) eingesetzt werden, um le+1\z £ ) - Gv.(z)Gkn(z) (2.39)
die erzeugende Funktion Gx(z,tv) zu berechnen. Dies wird je-

. o Fir die erzeugende Funkti Gv z ilt mit Hilfe von G1.(2.37B
doch nur der Vollstindigkeit wegen in Anhang 1 durchgefiihrt. ue © u ron (z) & > ' © (2.378)

v +1
Hier soll der im vorliegenden Falle einfachere Weg zur Bestim- Gv;(z) = ;%f (vt z” = (O)+ EZS j(v+l)z
mung der erzeugenden Funktion Gx(z,t ) angewendet werden, in- = 81(0) + Z[pu (z) - s, (O]
dem von den Zustédnden selbst ausgegengen wird (entsprechend
gegang P Gv.(z) = s,(0)(1-3) + Lgu.(z) (2.40)
zu Gl.(2.11)). 1 1 z 2z 71
Zur Zeit t, vor dem Takt i1 (vgl. Bild 8) befindet sich das Da {Xi’tv} und k. unabhingige Zufallsvariable sind, folgt
System im Zustand {xi,tv}. Die Anzahl der wihrend der Zeit t nach Gl.(2.374)
vor dem Takt i einfallenden Anforderungen sei k. Ist Gul(z) = Gxi<z’tv)Gkv(z) (2.414)
(1x;,t,}+k,)>0, so wird mit dem Takt i eine Anforderung aus dem und 5;(0) = p;(0,t,)r (0) (2.418)
Speicher geholt, in welchem sich dann nur noch (<x by k) wobei  r_(k ) = Wahrscheinlichkeit fiir den Einfall
Anforderungen befinden. Wahrend der Zeit tn nach dem Takt i von kv Anforderungen wihrend der
bis zum ndchsten Beobachtungszeitpunkt konnen keine Anforde- Zeit t
rungen mehr aus dem Speicher entfernt werden, sondern es kén- und Gk (z) = erzeugende Funktion fiir Fv(kv)
nen nur noch Anforderungen ankommen, deren Anzahl kn sei.
Damit gilt flir den Zustand 1x1+1, v} Gl.(2.41A,B) in G1.(2.40) und das Ergebnis in G1.(2.39) ein-
esetzt ergibt
§%,00,0,) = Max[(;x.,t }+ky-1),0] 4k, (2.36) g &
S [ R £ O+ 0 11- L)+ 4 (zt) @) | Gk (z
{xy,tg) k=1 fiirx,, b} +k >0 Gx; g (2,00) = |pilOtIRO- )+ Tax(24) 6k, @) | Galz)  (2.42)
mit Max{k{xi,tv}+kv-1),oj i’ v}
(0 fir {xi, Vj+kv—0 Bei der Annahme des statistischen Gleichgewichtes wird
Abkiirzungen: . pi+1(x,tv)=pi(x,tv)=p(x,tv)
und damit auch Gxi+1(z,tv)=Gxi(z,tv)=Gx(z,tv)

Die Summe der unabh8ngigen Zufallsvariablen {xi,tv} und kv sel
Damit folgt aus Gl.(2.42) fiir den Fall des statistischen

u, = {x.,t_ 7 + k 2.37A
. i {Xl’ vl v (2.37A) Gleichgewichtes
mit der Wahrscheinlichkeit s, (u) | ; A
Weiterhin sei v, = Max [(u.l-l),o] (2.37B) Gx(2.t,) (1- 36k, )0k, @)= plot, ), (0)1-% ) Gk (z)
4
Mit G1.(2.37A,B) wird aus G1.(2.36) = wlot)r B S,
B GX(z,{\/) P( { \/) v(o) 4’%Gkv(2)6knk\i> Gl( (E)
{24108, = vy iy (2.38)
Pa k . ; . -
Gx;,4(2z,t,) sei die erzeugende Funktion fiir Pipq(x,8,) ba vunz k, unabhéngige Zufallsvariable sind, kann geschrie
Gv,(2) sei die erzeugende Funktion fiir die Wahrschein- en werden Gk_(z)Ck (z) = Gk(z) |,

lichkeiten fir v, . .
1 wobel Gk(z) die erzeugende Funktion der Wahrscheinlichkeiten

fir den Einfall von kzkv+kn Anforderungen in der Zeit T ist.
Damit erh8lt man filir die erzeugende Funktion Gx(z,tv)

Gkn(z) sei die erzeugende Funktion fiir die Wahrschein-
lichkeiten fiir kn
Gui(z) sei die erzeugende Funktion fiir si(u)
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6x(z,b,) = p(0,t,)r (0) ;&=

o~

Die unbekannte Zustandswahrscheinlichkeit p(O,tv) kann wieder
durch Einsetzen von z=1 in G1.(2.43) bestimmt werden.

Eine Grenzwertbetrachtung mit Anwendung der Regel von de
1'Hospital liefert analog zu G1.(2.19)

1 - Elk]
p(0,t,) = r(0) (2.44)
Fir ein Poissonangebot wird
rv(O) = e~y
E(k] = AT

G’k(z) = e"?\T(l—Z)
-Atn(1-z)
Gk, (z) = e™""Bii~Z

Damit erhdlt man aus Gl.(2.43) bzw. Gl.(2.44)

(1-77)e MtV

]

p(O,tv) (2.458)

GX(thv) = (12T —““7’\,—1,’(2—17 Mn(z-1) (2.45B)

Fir t =0 bzw. t,=T ergibt sich aus Gl.(2.45A) die G1.(2.9)
und aus G1.(2.45B) die G1.(2.10).

II.2.3 Mittlere Schlangenlénge und mittlere Wartezeit

Zur Bestimmung der mittleren Schlangenlinge zu einer beliebi-
gen Zeit tv vor dem ndchsten Taktzeitpunkt wird die erzeugen-

de Funktion (2.43) nach z abgeleitet. Mit Gl.(2.44) erhdlt man
dann

4001400 SIS G, £t )
(2.46)

Setzt man in Gl.(2.46) z=1 ein, so erhdlt man durch Grenzwert-
betrachtungen analog zur Bestimmung von Gl.(2.26) fiir den Er-
wartungswert E[k,tf] der Anzahl von Anforderungen zur Zeit t
vor dem ndchsten Taktzeitpunkt

Bty = (LE[k]{Var[k]tE[k] -E0d, Elkg]

(2.47)
2(1-E M)z 1-E[x]
Bei einem Poissonangebot ist E[k] = AT
Elky] = Aty
var[x] = E(k] =
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Damit wird aus Gl.(2.47)

TOATIZ AT 1
Elx b ] = (4-5T) [,\! HAT)Z- AT - Atn

2(1-27)% 10T
T7 + P \)
Elxt,]= (-> + AL, = o T (T-t,)
- (024 2T-2000) m” A-AT+1
Elxt, s ﬁ—(_’ Aty = ( AT ) Aty
E[x,iv}—zt(%“ ;—Aﬁ) - A, (2.48)

Diese Formel (2.48) bestitigt noch einmal die Darstellung der
mittleren Schlangenlénge iiber der Zeit in Bild 7.

Kurz vor dem Taktzeitpunkt ist t,=0. Gl.(2.48) stimmt fiir
diesen Sonderfall mit Gl.(2.27) iiberein.

Zur Berechnung der mittleren Wartezeit muB zunichst die mitt-
lere Speicherbelastungfbestimmt werden durch Mittelwertbil-
dung von G1. (2 48) fiir 0st =T

@ -5ﬁ«:[x £ ldt, _“§(1+—%) - I

Dieser Wert furSEstlmmt mit demjenigen aus Abschnitt II.1.5
Uberein. Fiir die mittlere Wartezeit ty bzw.'t% erhdlt man
dann nach dem schon in Abschnitt II.1.5 gezeigten Bechengang
die Gleichungen (2.20A) bzw. (2.29B).

II.2.4 Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten zu einem
beliebigen Zeitpunkt aus der erzeugenden Funktion

Die erzeugende Funktion (2.45B) wird schrittweise in eine Po-
tenzreihe nach z entwickelt, um aus den Koeffizienten der
Reihenentwicklung die Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,t ) Zu
erhalten. Dazu wird Gl.(2.45B) zunichst mit e~ =% (2-1) erweltert
und umgeschrieben

Ox(z,ty) = (1) (1-2) - et (2-1)
oder mit Gl.(2.30) “
_ 1 ~Aty(z-1) (2.49n)
Gx(z,t,) = (1—%T)(1~z)1~zem(1_z)e v

Zuerst wird der Bruch von Gl1.(2.49A) mit Hilfe der Beihenent-
wicklung +—=— 1~u = Z:uy (Konvergenzbereich |ul<1) umgeformt
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Ox(z,5,) = (1-47)(1-2) > [ze?T(1-2)]" g=Ay(2-1)

Der letzte Term dieses Ausdrucks ist unabhingig von v und
kann deshalb auch mit unter das Summenzeichen geschrieben
werden

Gx(z,tv) - (l-XT)(l—z);;;[zve%(VT+tv)e”%(vT+tV)zj (2.498)

Der weitere Rechnungsgang zur Reihenentwicklung von Gl.(2.49B)
ist v0llig analog zu demjenigen der Reihenentwicklung von
G1.(2.22B). Analog zu G1.(2.23) erhdlt man somit als Reihen-
entwicklung von Gl.(2.49B)

. '>\(.)T+‘t,/) NJT*t F)\]ut ﬂ el )iii)- l (2.50)
cm-w)ZZ[ Z ORI

Die Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,tv) zu einem beliebigen

Zeitpunkt t vor dem ndchsten Takt sind entsprechend der De-

finition der arzeugenden Funktion Gx(z,t ) gleich den Koeffi-
zienten von z* in G1.(2.50)

- (xTet,) N AGT) EMMVJJX”) AT }
plxt,) (MT){ JZO (RS (XJ s (2.51)

mit x20 ° b
Auch hier ist zu beachten: -%Tcl und §:~=O fir b<a

Kurz vor dem Takﬁzeitpunkt ist tv=0. Setzt man tV=O in
Gl.(2.51) ein, so ist das Resultat identisch mit G1.(2.24).

I1.2.5 Wartezeitverteilung

Mit Hilfe der in Abschnitt II.2.4 bestimmten Zustandswahr-
scheinlichkeiten zu einem beliebigen Zeitpunkt tV vor dem
néchsten Takt kann nun die komplementére Wartezeitverteilung
P(>t) bestimmt werdem, d.h. die Wahrscheinlichkeit, daf eine
Anforderung lédnger als die Zeit t warten muB. Da in dem be-
handelten System alle Anforderungen warten miissen, besteht
kein Unterschied zwischen der komplement&ren Wartezeitvertei-
lung P(>t) bezogen auf alle Anforderungen und der komplemen-
téren Wartezeitverteilung W(>t) bezogen auf die wartenden
Anforderungen.

- b1 -

LTestanforderung Da mit jedem Takt nur eine An-
W forderung aus dem Speicher ge-

5 holt werden kann, héngt die
1

Wartezeit einer zur Zeit tv

§ L i ..
I dtv>— F vor dem néchsten Takt einfallen-

den Anforderung von der Anzahl

|
-ﬂ—-——%—u’?-——

Takt Kt der von ihr im Speicher ange-

troffenen Anforderungen und von
der Zeit t, ab (vgl. Bild 9).
Im einzelnen ergeben sich flir

Bild 9: Testanforderung zur
Bestimmung der

Wartezeitverteilung eine zur Zeit t_ vor dem
v

ndchsten Takt eintreffende An-
forderung folgende Wartezeiten:
Findet die eintreffende Anforderung
0 Wartende vor, so muB sie die Zeit t=tV warten
1 Wartende vor, so muB sie die Zeit t=T+tv warten
w Wartende vor, so muB sie die Zeit t=wT+tV warten
usw.

Die obige Betrachtungsweise 18t es sinnvoll erscheinen, zu-
néchst die Hochstwertverteilung P(gt):P(ng+tv) der Wartezeit
zu ermitteln (mit w=0,1,2,... und Ogtng) und anschlieBend die

Mindestwertverteilung P(>t)=1-P(<t) durch Komplementbildung zu
berechnen.

II.2.5.1 Sonderfall: Wartezeit im Bereich t<T

Dieser Sonderfall wird hier nur deshalb getrennt aufgefilhrt,
um den prinzipiellen Rechnungsgang am einfachsten Beisplel zu
verdeutlichen.

Eine betrachtete "Testanforderung" muB die Zeit t<T warten,
wenn sie zur Zeit tv=t vor dem nichsten Takt am Speicher ein-
trifft und keine wartenden Anforderungen vorfindet. Zur an-
schaulichen Bestimmung der Wahrscheinlichkeit, daB zwischen
dem Einfallzeitpunkt der Testanforderung und dem ndchsten Takt
die Zeit tV liegt, wird die Zeit zwischen zwei Tektzeitpunkten
(Taktintervall) in infinitesimal kleine Teilintervalle der
Grofe dtv eingeteilt. Da die Anforderungen statistisch unab-
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héngig voneinander eintreffen und die Einfallsrate konstant
(=) ist, trifft in jedem beliebigen Teilintervall dtV mit
gleicher Wahrscheinlichkeit eine Anforderung ein. Umgekehrt
gilt deshalb flir die betrachtete Testanforderung, daB sie mit
gleicher Wahrscheinlichkeit unabhdngig vom Takt in einem be-
liebigen Teilintervall dtv eintrifft. Da das gesamte Takt-
intervall der Linge T in T/dtv Teilintervalle eingeteilt wur-
de, ist die Wahrscheinlichkeit, daB die Testanforderung in
einem ganz bestimmten Teilintervall eintrifft, gleich %ﬁ :Qéi,
v

Damit ist die Wahrscheinlichkeit, daB die Testanforderung im
Teilintervall dtv eintrifft,welches die Zeit tv vor dem
néchsten Takt liegt (vgl. Bild 9), ebenfalls gleich dtv/T.
Die Wahrscheinlichkeit, daB die eintreffende Testanforderung
zur Zeit tv vor dem nichsten Takt 0O Anforderungen im Speicher

vorfindet, ist p(O,tv) und kann aus Gl.(2.45A) entnommen
werden.

Da beide Ereignisse, némlich Eintreffen der Testanforderung
zur Zeit tv vor dem ndchsten Takt und Vorfinden von O Warten-
den unabhéngig voneinander sind, gilt fiir die Wahrscheinlich-
keit P(t—dtv,t), daB die Testanforderung eine Zeit zwischen
t-dtv und t warten muB

at
P(t-dt_,t) = p(0,t,) ~—T—" mit 0<t<T  (2.52)
Aus G1l.(2.45A) folgt dann
at
P(t-dt_,t) = (1-a1)e 'V — (2.53)

Fir die Hochstwertverteilung P(st) erhdlt man dann sus GL.
(2.53) mit dem Grenziibergang at, >0 (aus Summation wird
Integration)

; ay Yy 1w e
- v v o 1=ATHL v
Piet) = [Oamer™ — o 1L }O
P(et) = =2 (e - g (2.548)
und 1 Ag] ¢ fUr OsteT
P(>t) = 1-P(<t) =3\—T~|:1~(1-7\T)e J (2.548)

- 43 -

I1.2.5.2 Allgemeiner Fall fiir beliebige Wartezeit

Eine betrachtete "Testanforderung® treffe zur Zeit tv vor dem
néachsten Takt ein und finde schon w Wartende vor. Dann muB die-
se Testanforderung die Zeit t=wT+tv warten (mit Ogtng). Ist
andererseits die Wartezeit t vorgegeben, so kdnnen w und tv
bestimmt werden aus

vy =—%—modT = Rest der Division %~ (2.554)
W = E%} = das Ganze der Division %% (2.55B)

Die Wahrscheinlichkeit, daB die Testanforderung im Teilinter-
vall dtV eintrifft, welches die Zeit t, vor dem néchsten Takt
liegt, ist genau wie im vorhergehenden Abschnitt I1.2.5.1
dtv/T.

Die Wahrscheinlichkeit, daB die eintreffende Testanforderung
zur Zeit tv vor dem nidchsten Takt w Anforderungen im Speicher

vorfindet, ist p(w,tv), wobei p(w,tv) aus Gl.(2.51) fir x=w
entnommen werden kann.

Da beide Ereignisse unabhidngig voneinander sind, gilt fiir die
Wahrscheinlichkeit P(wT+tv—dtv,wT+tv), daf die Testanforderung
eine Zeit zwischen wT+tv—dtv und w'I‘+tv warten muf
dt
P(WP+t -dt Wi+t ) = p(w,t,) -T—" mit 0<t <T

und w20

(2.56)

Die Wahrscheinlichkeit P(wT,wT+tv), daB die Testanforderung
eine Zeit wartem muB, welche zwischen wl und w’I‘+tv liegt, ist
dann nach Gl1.(2.56) mit dem Grenziibergang dt =0

tV
P(wT, wltt,) = %-j P(Wr{v)d{v

Fir die Hochstwertverteilung P(awT+tv) folgt dann

PlewTit,) = P(wT, wlst,) + P(&wT)

ty
oder  P(gwTit,)= L [plwt,)dt, + P(<wT) (2.578)

G1.(2.57A) ist eine Rekursionsformel fiir die HOchstwertver-
teilung der Wartezeit. Die GroRe P(<wT) auf der rechten Seite
von Gl1.(2.57A) kann dadurch bestimmt werden, daB in Gl.(2.574)
die GroBe w durch w-1 und die GrdBe tv durch T ersetzt wird.
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Die dann auf der rechten Seite der Gleichung entstehende GroRe
P(<(w-1)T) wird entsprechend zu P(<wT) bestimmt usw. Nach der
vollsté@ndigen Durchfilhrung dieser Rekursion kann P(<wTl) ge-
schlossen angegeben werden

wt [ )
Plewt) = A E‘jp(\, J)dt, (2.57B)

Mit G1.(2.57B) wird dann aus Gl.(2. 57A)
-

tV

PlewTst, )= %pr( )d&+ ! (v t, 0&} (2.57¢)
Nun konnen auch die Zustandswahrscheinlichkeiten aus Gl.(2.51)
in die obige G1.(2.57C) fir p(w,tv) bzw. p(v,tv) eingesetzt
werden. Die Auswertung der dadurch entstehenden umfangreichen
Gleichung ist nur noch Integrations- und Umformungsarbeit, wel-
che im Anhang 2 durchgefiihrt wird. Als Ergebnis liefert diese
Auswertung fir die Wartezeitverteilungsfunktion

PlewTst,) = 4ﬂ(z_“_flﬁé')_g ATty 4) (2.584)

i ARk

Die Mindestwertverteilung P(>wT+tv) der Wartezeit ist das Kom-
plement der Hochstwertverteilung der Wartezeit P(éwT+tv)

P(>w‘I‘+tv) =1 - P(gwmtv)
oder mit Gl.(2.584)

- AT AT ¥ [MJT*’CVZJW AMiTety)
PewTrbg) = Av S5 - 57 320 (w-j)!

W=
PlowTity) = %—[ (1-AT) Z &'}“u MJMV/} o

Es sei darauf hingewiesen, daf die Formel (2.58B) fiir die kom-
plementére Wartezeitverteilung genau iibereinstimmt mit der For-
mel fir die komplementdre Wartezeitverteilung bezogen auf die
wartenden Anforderungen im System M/D/1. Fir diese Tatsache
gibt es dieselbe physikalische Erkldrung wie sie schon in Ab-
schnitt II.1.5 fiir die mittlere Wartezeit beschrieben wurde.
Zur Kontrolle erhdlt man durch Einsetzen von w=0 in G1l.(2.58B)
die G1.(2.54B).
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IT.3 System mit n>1 Abfrageplétzen und Beobachtungszeitpunkten

zu einer beliebigen Zeit t,_vor dem Taktzeitpunkt

Die Struktur dieses Systems ist wie diejenige des in Abschnitt
IT.1.1 beschriebenen Systems (vgl. auch Bild 4), jedoch werden
nun jeweils die auf den ersten n Plédtzen (Abfrageplatzzahl n>1)
des Wartespeichers sitzenden Anforderungen mit dem Takt abge-
holt. Befinden sich zum Taktzeitpunkt weniger als n Anforderun-
gen im Wartespeicher, so werden alle Anforderungen abgeholt.

IT.3.1 Aufstellung des Gleichungsystems der Zustandswahr-

scheinlichkeiten

Das System wird wie in Abschnitt II.2.1 jeweils zu Zeitpunkten
betrachtet, welche die Zeit tv vor dem nédchsten Takt bzw. die

Zeit tn nach dem letzten Takt liegen (vgl. Bild 8 in Abschnitt
IT1.2.1).

Die Folge von Zustdnden zu diesen Zeitpunkten tv vor dem néch-
sten Takt bildet eine eingebettete Markoff-Kette und fiir die
Zustandswahrscheinlichkeiten zu diesen Zeitpunkten ist dann
wieder G1.(2.31) anwendbar.

Die ﬁbergangswahrscheinlichkeiten i(v,x) kOnnen aus folgender
Betrachtung gewonnen werden:

Durch den Takt kodnnen n Anforderungen aus dem Speicher ent-
fernt werden, falls ilberhaupt soviele Anforderungen vorhanden
sind. Andernfalls werden alle Anforderungen entfernt. Die Ent-
stehungsmoglichkeiten filir den Zustand {x 1410 v} konnen mit
Hilfe von Bild 10 erléutert werden.

Anzahl d

Anford. im 4 {j n

r“r._Jf k
v
Speicher v — M }.
_._I~ — .

|4

Ay . .
‘!l—_tv————————bﬂ& n ’—] t

b

-

T
Taktzeitpunkt i

Bild 10: Belegungsgebirge im Speicher
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Es werden dabei zweil Fdlle unterschieden

Fir

aus

aus

und

{410t} mit X;,,=X entsteht aus {yi,tv} mit v=v
beil 0¢ven-1, wenn

a) O;kvgn—l-v Anforderungen wdhrend der Zeit tv einfallen
und k=% Anforderungen wadhrend der Zeit t,- Die Wahr-
scheinlichkeit hierfiir ist

pany Ol Hy () o Hn AT m ke )k

k! x! kv

kv=0 VY k,=0

b) n-vgkv§x+n—v Anforderungen wdhrend der Zeit tv einfal-
len und kn=x—(v+kv—n) Anforderungen wahrend der Zeit tn.
Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist

- (x-v-ky
‘%Z" b My (k) ey, =y ‘Z*“ mv)'kv ) *:“)
e ! (x-v -k, +n)! o kel ovokm)!

{Xi+1’tv} mit x;,,=x entsteht aus {yi,tv} mit vy=

bel niveixin, wenn
k:kv+kn=x—(v-n) Anforderungen wihrend der Zeit tv+tn=T
einfallen, da in diesem Fall immer vor dem Takt i min-

destens n Anforderungen im Speicher enthalten sind. Die
Wahrscheinlichkeit hierfir ist

e‘%T (AT)(X’V+H)

x-v+n) !
die Ubergangswahrscheinlichkeiten i(v,x) folgt damit
1) b e (tn)* 'i’(xtv kv Y Gy (Atn)(x"’“k”“)} (2. 50m)
" u X) = T N
) 70 ky ! ki k! (X—\)-kvﬂq)!
fir Otvin-1
N (7\1_)(»\?“'\)
t - .
2.) Lny): e T fir nevéx+n (2.59B)
! (x-vn)!
ulvx) = 0 fiir v>x+n (2.59¢0)
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Setzt man die Ubergangswahrscheinlichkeiten G G1.(2.59A,B,C) in
die G1.(2.31) ein und nimmt weiterhin an, dag sich das System
im statistischen Gleichgewicht befindet, d.h. pi+l(x,t )=

pi(x,tv)zp(x,tv), so erhdlt man nach einigen kleineren Umfor-

mungen das folgende Gleichungssystem der Zustandswahrschein-
lichkeiten

oaT| X 1, m{_x n-A-y Dl 2 ke | )(X'V*kv“‘)
pLX.hV)— e o P“’f ( x! Z W, ! k% ky ! (x» Ky 1)l )
e mﬂ* o) (2.60)
¥ v,1p ) (x-v+m)! ]

IT.3.2 Bestimmung der erzeugenden Funktion der Zustandswahr-
scheinlichkeiten

Zur Losung des Gleichungssystems (2.60) wird die erzeugende
Funktion G1.(2.35) verwendet. Dazu kiénnte G1.(2.60) in die
Definitionsgleichung (2.35) der erzeugenden Funktion einge-
setzt werden. Doch soll auch hier der einfachere Weg entspre-
chend wie in Abschnitt II.2.2 zur Bestimmung der erzeugenden
Funktion Gx(z,tv) gegangen werden. Analog zu Abschnitt I1I1.2.2
kdnnen dann die folgenden Betrachtungen durchgefiinrt werden.

Zur Zeit tv vor dem Takt i (vgl. Bild 8,S.34) befindet sich
das System im Zustand {xi,t } Die Anzahl der wdhrend der Zeit
t yvor dem Takt i einfallenden Anforderungen sei k . Ist
{xl,tv}+k <n, so werden mit dem Takt i alle Anforderunzen
aus dem Speicher entfernt. Ist dagegen ({xi,tv}+kv)gn, SO wer-
den n Anforderungen dem Speicher entnommen. Deshalb befinden
sich kurz nach dem Takt i noch O bzw. {xi,tv}+kv-n Anforde-
rungen im System. Wahrend der Zeit tn nach dem Takt i bis zum
néchsten Beobachtungszeitpunkt kdnnen keine Anforderungen mehr
aus dem Speicher entnommen werden, sondern es kdnnen nur noch
Anforderungen ankommen, deren Anzahl kn sei. Damit gilt fir

den Zustand {X1+1’tv}

{xiﬂ,tv} = Max [( {xi,tv}wv_n) ,O]H(n (2.61)

{xi,tv}+kv—n fiir {xi,tv +k 20

mit Max [( {xgot *kv‘n)’o]= o fir {x;,t }+k <n
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Die weitere Behandlung von Gl.(2.61) erfolgt analog zu der-
Jenigen der G1.(2.36). Dazu werden zunéchst einige Abkiirzungen

eingefiihrt. Die Summe der unabhingigen Zufallsvariablen {xi,tv}

und kv sei die neue Zufallsvariable Uy, welche die Wahrschein-
lichkeit si(u) besitze

u; = {xi,tv} + K, (2.624)
mit der Wahrscheinlichkeit si(u)
AuBerdem sei vy = Max[}ui—n),o] (2.62B)

Mit G1.(2.62A,B) wird damit aus Gl.(2.61)

e ted = vy Ty (2.63)
Zu den Zufallsvariablen in G1.(2.63) gehdren die folgenden
erzeugenden Funktionen flir deren Wahrscheinlichkeiten:

Gxi+1(z,tv) sel die erzeugende Funktion der Zustands-
wahrscheinlichkeiten pi+1(x,tv)
Gvi(z) sel die erzeugende Funktion fiir die Wahrschein-
lichkeiten fiir vy
Gk, (z) sei die erzeugende Funktion fiir die Wahrschein-
lichkeiten fiir kn
Gu.(z) sei die erzeugende Funktion flir si(u)

Da vy und kn unabhéngige Zufallsvariable sind, gilt nach

Gl.(2.63) analog zu G1.(2.15)

Gxi+1(z,tv) = Gvi(z)Gkn(Z) (2.64)

Fiir die erzeugende Funktion Gvi(z) gilt unter Berlicksichtigung
von Gl.(2.62B)

n- 0
Vv
Gv.(z) = S. + s.(n+v)z
1(2) = Zisi(0) + 2s(ney)
>
von ui<n von uizn

n- x
= S5, (v) + 1 s, (nwv) 22TV
S R A

n-1 1 n- "
= v=osi(v> +;5[Gui(Z) - \JZ_OS-I(V)Z}
1 n-1 1
Gvi(2) =— 3 sy (V) (27-2") + —6u,(2) (2.65)
Z V=0 z

Da {xi,tv} und k unabhéngige Zufallsvariable sind, folgt nach

- 4g -

G1.(2.624) analog zu Gl.(2.414) bzw. G1.(2.41B)
1(2,8,) Gk (2) (2.668)
p; (s by ) vy (u-p) (2.66B)

Gui(z) = Gx
u

und si(u)

G1.(2.66A,B) in G1.(2.65) eingesetzt und das Ergebnis weiter-
hin in G1.(2. 64) eingesetzt fihrt auf

Erxiy 2 ite) = F Zw% r e V)‘eri(z‘tv)GL(y(z)}Gkn(z) (2.67)

V0o u=0

Bei der Annahme des statistischen Gleichgewichts wird

pi+l( Pi(X t ) p(X t )
und damit auch Gxi+1( v) Gxi(z,tv) Gx(z,tv),
Damit folgt aus G1.(2.67) fir den Fall des statistischen
Gleichgewichtes

n-A1

GX(Z,’LV)(’\‘ k, (2)Gkn (i)) al> ip/ut )r, \)//L)Z Z)JGL'\ 2)

V=0 470

n-4 v n oy
2> plady)r, ) (27-2Y)
2"~ Gk, [2)Gka (2)

xlzt,) = Gk, ()

Da kv und kn nur von dem Poisson-AnkunftsprozeB abhingen und
damit voneinander unabh&ngige Zufallsvariable sind, kann ge-
schrieben werden

Gk (z)Gk, (z) =Gk(z),
wobei Gk(z) die erzeugende Funktion der Wahrscheinlichkeiten
flir den Einfall von k=kv+kn Anforderungen in der Zeit T ist.
AuBerdem ist bei einem Poisson-Ankunftsprozef

)
(k) = O oy

v ky !
sowie Gk(z) = e'}T(l’z)
und Gkn(z) = e'ktn(l_z)

Damit ergibt sich fiir die erzeugende Funktion Gx(z,tv) der

folgende Ausdruck
n-4

(&) n v
2 i ) © )i‘ ‘2) Db, At,4-2)
GX(Z,{:V) - V=3 M:Z‘;I__ T i;‘L e e
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oder mit Gl.(2.30)
T\"%/‘“/ v)/ufﬂ

P plm v) (2 ’ZJA) AT )
3 ! ( A AT yal .
Gxlzt,) = o0 £ o, —A:“M )ﬂ) e ' (2.66)

Im Z&hler von G1.(2.68) stehen nun noch die n unbekannten Zu-
standswahrscheinlichkeiten p(O,tv), p(l,tv), Cee, p(n-l,tv).
Hier ist deshalb die Bedingung Gx(l,tv)zl nicht mehr zur Eli-
minierung dieser unbekannten Wahrscheinlichkeiten ausreichend,
so wie dies im Falle n=1 bei Gl.(2.43) noch mdglich war.
Crommelin und Pollaczek kamen bei der Behandlung des Systems
M/D/n (Wartesystem mit Poisson-Ankunftsprozel, konstanter Be-
dienungsdauer und n Leitungen) auf eine dhnliche erzeugende
Funktion wie in G1.(2.68). Dabei stimmte der Nenner dieser er-
zeugenden Funktion mit demjenigen in G1.(2.68) iiberein. Sie
wiesen mit Hilfe des Satzes von Rouché& (vgl. auch Anhang 4)
nach, daf ein Ausdruck wie derjenige im Nenner von Gl.(2.68)
genau n Nullstellen innerhalb und auf dem Einheitskreis, d.h.
fir ‘Z|§1 besitzt, die auBerdem alle voneinander verschieden
sind. Nun ist aber bekannt, daf die erzeugende Funktion
Gx(z,tv) flir z=1 ebenfalls gleich 1 ist und damit fiir |zl<1
auch <1 wird (vgl. Definition der erzeugenden Funktion in
G1.(2.39)).

Damit nun bei den Nullstellen des Nenners innerhalb und auf
dem Einheitskreis die erzeugende Funktion (2.68) nicht co groB
wird sondern £1 bleibt, muB der Z&hler in Gl1.(2.68) genau die-
selben n Nullstellen inmerhalb und auf dem Einheitskreis be-
sitzen wie der Nemner. Da der Zahler in G1.(2.68) ein Polynom
in z vom Grade n ist, besitzt er insgesamt genau n Nullstellen.
Bezeichnet man die n Nullstellen des Nenners innerhalb und auf
dem Einheitskreis mit 201245295 -++2 1, SO kann das Polynom im
Zéhler in Produktschreibweise angegeben werden als
K(z—zo)(z—zl)(z—zz)...(z—zn_l), wobeil K noch eine unbekannte
Konstante ist. Da z,=1 immer eine Nullstelle des Nenners ist,

kann G1.(2.68) somit umgeschrieben werden in

ek, = Kl

(2-24)(2-20) (2 2p0) ATtp2)
n

)
o) (2.69)
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Tie Nullstellen zy bis Zn1 konnen durch bekannte numerische
N&herungsverfahren beliebig genau bestimmt werden. Nun enthalt
der Ausdruck fiir die erzeugende Funktion G1.(2.6°) nur noch
eine Unbekannte, nimlich die Konstante K. Diese kann jetzt
wiederum entsprechend zu der einen Unbekannten n(0,t ) in
1.(2.43) mit Hilfe der Bedingung Gx(1, tv) =1 ermlttelt werden.
Setzt man in G1.(2.69) z=1 ein, so entsteht der unbestimmte
Ausdruck %f(vgl. obige Begrindung). Der Grenzwert dieses Aus-

druckes (fir z—+1) muB deshalb nach der Regel von de 1'Hospi-
tal ermittelt werden

(2 2a) (2 704) HO-t02)_ Ma-24) (220 E-1L]
.},'f%u o Nz & ' “ K )Toj):g” z)
_ 4.“) 1-72)- - 2,0 4) AMT-tn) A
Y\—AT -

Daraus folgt

AT )

Y"—ﬂL/‘ (2.70)
Z

Die erzeugende Funktion Gx(z,t
aus G1.(2.69) und Gl1.(2. 70)

¢! ergibt sich dann endgiltig

Zu

AT {z-2 -Aty (1-2
GX(? 4«/) = r\ﬂ4 : V;O -Xf(""\;_)) ; i) ( 2.71)
TT (1-z,) 2"-e

wobei z,, die Nullstellen der Bestimmungsgleichung

2 e-%T(l—z) -0

innerhalb und auf dem Einheitskreis sind.

Es ist erwdhnenswert, daB fiir den Sonderfall tn=T bzw. tv=O,
{(d.n. der Beobachtungszeitpunkt liegt kurz vor dem Takt) genau
dieselbe erzeugende Funktion der Zustandswahrscheinlichkeiten
aus 1.(2.71) entsteht, wie sie fiir das System M/D/n zu einem
beliebigen Zeitpunkt gilt. Das bedeutet aber, daf die Zustands-
wahrscheinlichkeiten des Speichers in dem hier betrachteten
System kurz vor dem Taktzeitpunkt gleich denjenigen des Systems
M/D/n (Speicher + Leitungen) zu einem beliebigen Zeitpunkt sind.

Weiterhin ist zu bemerken, daB fiir den Sonderfall n=1 das Pro-
dukt im Nenner des ersten Terms von G1.(2.71) entfdllt und dann
1.(2.45B) entsteht.
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II.3.3 Mittlere Schlangenlidnge und mittlere Wartezeit

Wie schon in Abschnitt IL2.3 beschrieben, erhidlt man die mitt-
lere Schlangenlédnge zu einer beliebigen Zeit t, vor dem néach-
sten Taktzeitpunkt aus der Ableitung der erzeugenden Funktion
Gx(z,tv) an der Stelle z=1. Doch bevor G1.(2.71) differen-
ziert wird, soll zundchst die Ableitung des Produkts im Z&hler
von Gl1.(2.71) ndher betrachtet werden.

n-1
E%j[l?;zivq = 1 (z-zy)(z-2p) ... (z-z, ;)
+(z-zo)- 1 -(z—zz)... (z-zn_l)
+(z-zO}(z-zl)- 1 . (z—zn_l)
+(z—z0%(z-21}(z—zz)... 1

Erweitert man nun jeden Summanden mit demjenigen Glied,welches
durch die Differenziation verloren ging, so kann aus der ge-
samten Summe das urspringliche Produkt wieder ausgeklammert

werden

———[j‘i(z—z\,)] i{i(z-z\,)(zi + ! p A +.L+ 4‘>

1

2, 22, 22, 22,
T ez) 5
= 2-2 — (2.72)
v=0 i EEm

Unter Verwendung von Gl.( 2.72) wird nun Gl.(2.71) nach z

differenziert
n-4 n-4
doxet)  n-oT | JE2) o g ~7\tn 1-2) JTO\t i‘o)(hz e At “)) FM"(H)

dz  ~ jfﬁﬁ’zv) zn_éqrm—a :o¥‘§M (&"- e ATt a)l
n-1
T_T (z-z,) Aty (4-2)
+ ;H Tiz) Ape

oder nach Verwendung von Gl.(2.71) und z.=1

0
d6xlzt,) N T R P L
5 - Gzt |5 %E/]“?‘*—“,e—m*a Pty (2.73)

Setzt man nun in G1.(2.73) z=1 ein, so fihrt der 1. und der
3. Term auf den unbestimmten Ausdruck w-w. Zur Grenzwertbil-
dung werden deshalb diese beiden Terme auf einen Bruchstrich
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geschrieben und es wird dann die Regel von de 1'Hospital an-

gewendet
. 21172,
dnlety) . A ;“-JN - - ema 4)(mn4ﬁ T ))
o la=y =24 =1 [z A) (2" AT Z’)
n-4

A
i

g T AT 2)) () ™ (T z))
7\1: ‘ritm
et 2@ T gy (™ e AT 2))

K
AN
\:m

2
~

= LJ,M +lim ( (n-1)2" % ()% AT 2) (e- 1)(n(n 1)(n2) ()T)sém-z))
ey XM N zan (2™ pTeAT02) 2 +(z Dntn 92" L (x1 2 N 112)]

>
N

n-4 TV - ~
= 5 4 \L)\{n + (>\ ) I’\{YI 4)
ey 1-24 =T}

Formt man diesen Ausdruck mit Hilfe vom Gl.(2.30) noch etwas
um, so erhdlt man schlieBlich fiir die mittlere Schlangenlénge
E[},tvj zum Zeitpunkt t_ vor dem ndchsten Takt die Formel

n-1 2
Y n-(n-71)
E[X w{\/] Z/ - Z/& * 2 (Y]-)T)

Die mittlere Speicherbelastung Q wird wieder dadurch gewonnen,

- Aty (2.74)

daB die mittlere Schlangenlédnge zur Zeit tv vor dem ndchsten
Takt liber den Bereich Ott <T gemittelt wird. Aus Gl.(2.74)
folgt deshalb

o Jetuga, B e
L X RIS R A
T v rer i 2(n-2T) 2
oder o . 5
o - na 7) o n- n‘)‘rQV\AT“{N’)L-' H)\T*’D\T)Z
e N Z{n-7a7)
n-14
) — n)\— (n-1
G - UL Ul L (2.73)
o MLA 2 2(n-AT)

Entsprechend zu G1.(2.28) erhdlt man somit aus G1.(2.75) fiir
die mittlere Wartezeit t; bezogen auf alle Anforderungen, wel-
che hier gleich der mittleren wWartezeit tw bezogen auf die war-

tenden Anforderunsgsen ist



-4
x L 4 lg A nAT-n(n-1) 5 764
tw =% " *"“[/M T2 T AT (e.768)

X n-4 B
ok tw —.i_[ A Y‘“’”“”)J (2.768)

&1 12 2 (n-AT)
Fiir den Sonderfall n=1 entf&llt die Summe in der eckigen Klam-
mer und es entsteht dann G1.(2.29A) bzw. (2.29B).

Auch bei der Wartezeit nach Gl.(2.76A) bzw. (2.76B) fiir den
Fall n>1 fallt wieder eine Beziehung zu dem System M/D/n auf.
Fir das System M/D/n ist nédmlich die auf alle Anforderungen
bezogene wund auf die konstante Belegungsdauer T normierte

mittlere Wartezeit T;c nach Crommelin bzw. Pollaczek

x A o 1 (AT)Z””M’/OA
Cuc = 57 %4 Tzt AT

(2.77)

Da die einzelnen Nullstellen 2, in G1.(2.77) gleich denjenigen
in G1.(2.76B) sind, besteht der Unterschied zwischen I;C des
Systems M/D/n und T, des hier behandelten, getakteten Warte-
systems nur in dem 1.Glied des Z&ahlers von dem 2.Term in der
eckigen Klammer. Fiir die mittlere Wartezeit c% aus G1.(2.76R)
kann man deshalb auch mit Hilfe von t;c aus G1.(2.77) schrei-
ben

Xk, A (OT1)2 naT X, n-AT

Cw™ Twe ¥ o7 [“ Zinot) T+ 2(w—‘m}: Twe ™ Jtnam)

Ty = The + 172 (2.78)

Die Beziehung (2.78) besagt also, daB die mittlere Wartezeit
des hier behandelten, getakteten Wartesystems um eine halbe
Taktdauer grofer ist als die auf alle Anforderungen bezogene
mittlere Wartezeit des Systems M/D/n, dessen konstante Bedie-
nungsdauer so grof wie die Taktdauer T ist. Fir diese Tatsache
kann folgende physikalische Erklidrung gegeben werden. Trifft
in dem System M/D/n eine ankommende Anforderung in das leere
System ein, so wird sie sofort bedient und muB nicht warten.
Trifft dagegen in dem hier behandelten, getakteten Wartesystem
eine Anforderung in das leere System ein, so kann sie nicht
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sofort bedient werden, sondern muB bis zu ihrer Abholung im
néchsten Takhzeitpunkt warten. Da der nichste Taktzeitpunkt
von dem Eintreffpunkt im Mittel noch eine halbe Taktdauer ent-
fernt ist, betragt diese Wartezeit ebenfalls im Mittel eine
halbe Taktdauer. Wird dann nach dieser ersten Anforderung noch
eine Warteschlange von weiteren Anforderungen aufgebaut, so
wird jede einzelne dieser Anforderungen gegeniiber dem System
M/D/n um diejenipge Zeit spiter dem Speicher entnommen, um die
auch die erste Anforderung verzOgert wurde, also im Mittel um
die halbe Taktdauer. Deshalb besitzen alle Anforderungen eine
un eine halbe Taktdauer groBere mittlere Wartezeit als im
System M/D/n.

II.3.4 Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten zu einem

beliebigen Zeitpunkt aus der erzeugenden Funktion

Auch hier ist es nicht mdglich, eine explizite Formel fiir die
x-te Ableitung der erzeugenden Funktion Gx(z,tv) nach G1.(2.71)
zu geben, um damit direkt die Zustandswahrscheinlichkeiten
entsprechend der G1.(2.21) zu gewinnen. Deshalb muB auch hier
die erzeugende Funktion aus Gl.(2.71) schrittweise in eine Po-
tenzreihe nach z entwickelt werden. Dazu wird Gl1.(2.71) zu-
néachst mit e%T(l'z> erweitert und unter Verwendung von Gl.(2.69)

und G1.(2.70) etwas umgeschrieben
n-4
Tl;(z—zv) AT-1,2) AT(1-2)
e

L\X(Z,tv) = K- ;—:?]-'M—zt—;‘— e

Mit G1.(2.30) wird daraus

- N ., 4 Ot 2
Gxlzt,) = = K ;U;ZVZV) _T‘_W e (2.79)

Zuerst wird der gyuch von G1.(2.79) mit Hilfe der Reihenent-
1

wicklung 2o = g%y (mit Konvergenzbereich |u|<1) umgeformt in

-

n- o0
B Sty 2
Gxlzt) = -K T lz-2,) >, [z”em“ z)]ﬁe ty
v=0 450
Da der letzte Term dieses Ausdruckes unabhidngig von M ist,
kann er auch mit unter das Summenzeichen geschrieben werden
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n-4 o0 - Ted )
Gxlzt,) = - K ﬂ(g.gv);%#neﬂﬂékz (w7 \,v)];

Jetzt kann die letzte Exponentialfunktion in diesem Ausdruck
in die Reihe .
azl(uTet,) 2 (e luTety) ]
g MM ZL%&L

Jo 4

entwickelt werden. Dadurch entsteht fiir die erzeugende Funk-
tion der Ausdruck

n-4 oo [ N 1
Gx(zt,) = - K ;U(;{z-zv) Z{Z/me(wT > Lﬂ‘““;w‘ (2.80)
l__ﬁ',‘__)\fa;o ]:\((),* 3 —J
P S
G1.(2.80) stellt nun schon eine Potenzreihe in z dar, nur mus

dieser Ausdruck jetzt noch nach Potenzen von z geordnet werden.

Dazu werden zundchst die beiden Ausdriicke

n-1
P = (z—zv)
v=0
und o - - ]
LT an T & [z(uTty)]
S = {z” ot [2elalrind "
& T

ausfihrlich angeschrieben und anschlieBend miteinander multi-
pliziert. Mittels des Vieta'schen Wurzelsatzes 148t sich das
Produkt P in ausmultiplizierter Form schreiben als

n-4 n
P=Tl(z-2,) = (-1)(BV)s Y (2.814)
V=0 V=0 -v
wobel bedeutet
S 4
n-4
Sp= lgorgyvz, v vz, ) = > g,
120 n-1 (2.81B)
52_ (2021 Y2aZy L2yt Zn-zzw-4>: .Zzh g,
. (}mt;O)
1<,

I ZoBa2y e Zaa

oder in Worten: S.1 bezeichnet die Summe aller mdglichen Pro-
dukte aus den Nullstellen z, (v=0,1,...,n-1)
zu je i Faktoren.

_ 57 -

Die Summe S in ausflihrlicher Form geschrieben lautet

Soowhd (g g M OEES,)
b (AT (1 [r?;%*jt_v)]fzq N [’A,(I;vﬁ? 2y D(%gg)jj )
VT (s [~A(24T!+tv)]4z4 . [—x(m;!)]zzz X [—A(zz‘fvﬂzz*_»
e {—1(5(’;}&)}421 . E/\BT;V)';Z ER EMT;:?'QSZ}*"-)

Das Produkt aus P und S ist dann in ausfilhrlicher Schreibweise

PS= | 008, 2" +()1S, 2" e 1)28,27 s (—4)“‘4sh_,z“+(»ﬂ)”5nj .

— A _ VA 3
(10 By L DR P

. P 1 - 72 3 3
AT(Zn ¢ DAl ot ATy ] ZM At ZNSJr_“)

re 1) PR 30

- 4 2
p T't 4 - n+ - h— 3
2)(( 2n LA(Z{' v)] Z)m [A(?T«Lt,:)] 2n+2 [M +tv)]] n+3 )

- _ T. ! , 2 T 3
3,\T(Zg,,+m(3a+:vl)] 23n+4+[}\(3ﬁ2t_},)] 22y REYT? sms )

+e

+...

Zur Ausmultiplikation der beiden eckigen Klammern und gleich-
zeitiger Zusammenfassung nach Potenzen von z werden jeweils
Gruppen von n Potenzen von z betrachtet, bei denen nach der
Ausmultiplikation der Exponent \ von z im Bereich

bngve(b+l)n -1 (mit b=0,1,2,..) liegt. Diese Gruppeneinteilung
wird deshalb durchgefiihrt, weil die zweite runde Klammer von S
erst Beitrédge fiir Potenzen >n liefert, die dritte runde Klam-
mer von S liefert erst Beitr@ge fir Potenzen 22n usw.

Auf diese Weise werden z.B. fiir den Bereich Oszv<n-1 jeweils v
Elemente mit den Potenzen 0,1,...,v der ersten runden Klammer
von S mit v Elementen mit den Potenzen 0,1,...v von P mitein-
ander verknlipft. Flir den Bereich nsvs2n-1 werden n Elemente
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mit den Potenzen 0,1,...n der ersten runden Klammer von S mit
n Elementen mit den Potenzen v-n, y-n+l,...v von P verknipft
und auBerdem noch v-n Elemente mit den Potenzen n,n+l,...,v
der zweiten runden Klammer von S mit v-n Elementen mit den Po-
tenzen 0,1,..,n-v von P usw. Auf diese Weise kommt man zu

P =z [('G“Sn]

1 2
+zn-4[(_1)454%(_4)252’('7\%»/)_“+(_4)353‘(2\2)_#”_#(‘4)% ()" J

1! 2! n{n-1)1
X V4 - vz }{v )
rz" ﬁ—ﬂ%ﬁ(%)"&f%} -4)? 2”%)— -1"5, (
+eﬁ(-4)"5n]
v '>\tv N+
[Mos(zt) s, m s, | )

(n+)! >1(2)

e v ATty !
+€§’>\T(("I)n 4&\/\4 "L(”\)Y Sn'—*r/[_,i' )J

zn«[ s (20 (74)454(fx2v%}”+_” - )5“‘”?

onnl (2n-1)!

( 1)45 D T*’Cv)] ' 4)Y\\S D\T*w) )J

(n- 4)‘

+Zzn[” 5

-
— e — - S - —
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n-A v (xt WA
Cl STV S M C Aty
Po= \)ng Z‘;‘o( ) onou (vt ~®
In-A n

“n /(4 /V/UL ! \) Y](LL t
- 1 - n Tt )M
* zv(i("”n%*ﬁ* mv Z “ “(‘I 2?/0! @
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allgemein mit b=3,4,5, ...

Damit erh&lt man schlieBlich fiir die erzeugende Funktion
Gx{(z,t ) unter Verwendung von Gl (2.80)

00 (bln-1 . v-Jnom
. 3)‘\ n [ MJT*’tv)]
Gulzt,)m K2 S 2 [Z( S e T )
WZ " EM;MV)]V “onu 8
te /uo( ﬂg ly- bh/u (2.82)

Die Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,tv) sind nun laut Defini-
tion der erzeugenden Funktion jeweils die Koeffizienten von z*
in dieser Reihenentwicklung der erzeugenden Funktion. Aus
G1.(2.82) folgt deshalb mit v=x und unter der Verwendung der
Gleichungen (2.70) und (2.30) jeweils fiir die Bereiche

bngx<(b+1l)n (mit b=0,1,2,...) )
Aon LT % CAGT#y)) v
(xt eV [ J——————)
pixt= JIW LZOL( bZ Enp (wwi!
- x n X-bn-
e FA(bTat,)J* P s
+C ;( 1) \Snv(u (- broga)] (2.83)

mit Si nach G1.(2.81B)

und bnsxs(b+1)n  (b=0,1,2,...)
0 X

Man beachte auch hier 9;=1 und S0 fiir j<i
‘ 3

II.3.5 Wartezeitverteilung

Zur Bestimmung der Wartezeitverteilungsfunktion aus den Zu-
standswahrscheinlichkeiten p(x,tv) werden hier die entspre-
chenden Schritte wie in Abschnitt 1I.2.5 durchgefiihrt. Es wird
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dazu wieder eine "Testanforderung" betrachtet, welche zur Zeit

tv vor dem nichsten Takt eintreffen soll.

‘Testanforderung

Takt Takt

Bild 11: Testanforderung zur Bestimmung der
Wartezeitverteilung

Findet diese Testanforderung bei ihrem Eintreffen
0, 1,..,n-1 Wartende vor, so mufB sie die Zeit tv warten ,
n, n+l,..,2n-1 Wartende vor, so muB sie die Zeit T+tv warten,

wn, wnt+l,..,(w+l)n -1 Wartende vor, so muR sie

die Zeit wT+tv warten .
Es werden hier also die wartenden Anforderungen in Gruppen zu
je n Anforderungen unterteilt, da pro Takt jeweils eine Gruppe
von n Anforderungen abgeholt werden kann (vgl. Bild 11)., F&llt
die eintreffende Anforderung in die erste Gruppe, so wird sie
schon beim néchsten Takt abgeholt. Fd4llt sie in die zweite

Gruppe, so wird sie erst mit dem iiberndchsten Takt abgeholt usw.

Die Wahrscheinlichkeit, daB die Testanforderung im Teilinter-
vall dtv eintrifft, welches die Zeit tv vor dem nédchsten

Takt liegt (vgl. Bild 11), ist wie im Abschnitt II.2.5.1 schon
angegeben dtv/T.

Die Wahrscheinlichkeit,daB die eintreffende Testanforderung zur
Zeit t_ vor dem ndchsten Takt in die (w+l)-te Gruppe f#llt,
d.h. bereits wn, wn+l,..,(w+l)n -1 wartende Anforderungen vor-
findet, ist

(w+tl)n -1

= plx,t ),

wobei n(x,tv) aus G1.(2.83) entnommen werden kann.
Da diese beiden Ereignisse unabhdngig voneinander sind, gilt
flir die Wahrscheinlichkeit P(wT+tv-dt,wT+tv), daB die Testan-
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forderung eine Zeit zwischen wT+tv-dtV und wT+tv warten mufB

(w+l)n -1 dtv
P(wT+tV—dtv,wT+tv) = > p(x,tv) - (2.84)
X=Wn
mit 0 < tv < T
und w 20

Die Wahrscheinlichkeit P(wT,wT+tV), daB die eintreffende Test-
anforderung eine Zeit warten muB, welche zwischen wT und w’I‘+tv
liegt, ist dann nach G1.(2.84) mit dem Grenziibergang dté~>o

% Wf'l)n‘
P (W, WT+t =-%\f plx,t )dt
v v
0 )( wn
Flir die HOchstwertverteilung P(§WT+tv) folgt dann
P(zwT+t ) = P(WT,wT+t_) + P(<wT) oder
£V(v\/fﬂ\fﬂ

P(<WT+t ) =Tf > o(x,t,)dt, + P(wT) (2.85)

X=wn

G1.(2.85) ist wie G1.(2.574) in Abschnitt II.2.5.2 eine Rekur-
sionsformel fiir die Hochstwertverteilung der Wartezeit. Die
GroBe P(swT) auf der rechten Seite von G1.(2.85) kann dadurch
bestimmt werden, daB in G1.(2.85) die GroBe w durch w-1 und
die GroBe t durch T ersetzt wird. Die dann auf der rechten
Seite der Glelchung entstehende GroBe P(<(w-1)T) wird analog
zu P(zwT) bestimmt usw. Nach der vollstindigen Durchfihrung
dieser Hekursion kann P(<wT) geschlossen angegeben werden als

1%1'mm4
P(<uT) ?f}jf > plx,t,)d, (2.86)
\)=QO X=vn
Mit Gl.(2.86) wird dann schlieBlich aus Gl.(2.85)
(wttn-1 w1 T v+)n-1 N
PlewTst,) = — j ,ma&ﬁzf plet,)dt, (2.87)
x whn V= o X=yn

Nun konnen noch die Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,tv) aus
Gl.(2.83) in G1.(2.87) eingesetzt werden. Die weitere Auswer-
tung der dadurch entstehenden Gleichung ist im wesentlichen
noch Integrations- und umfangreiche Umformungsarbeit, welche
hier nicht weiter verfolgt werden soll, der Vollsté@ndigkeit
halber aber in Anhang 3 gezeigt wird. Als Ergebnis liefert
diese Auswertung fur die Wartezeitverteilungsfunktion die ex-
vlizite Formel
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n, , 6T (wiln-1 ok
N P L D ST LN Dol ( o) 2T T
(4-2,) T e )70 Aewin jn- )]
V=4 v,
bl gt AT) nte
o e > (o )LjﬁﬂLixﬂ
1 Uwpnp-f] = va|
’[lw;ﬂﬁ\gA]J (2.88)
mit w = 0,1,2,...
0 ¢ t <7
S. nach G .(2.81B)

0 i
Man beachte auch hier 8, =1lund 2 =0 fir j<i
1

Ist die Wahrscheinlichkeit gefragt, daB eine Anforderung weni-
ger oder gleich die Zeit t warten muB, so gelten fiir die vVari-
ablen w und t_ in Gl.(2.88) die Ausdriicke nach G1.(2.55A,B).

Die komplementére Wartezeitverteilungsfunktion P(>wT+tV), d.h.
die Wahrscheinlichkeit, daf eine Anforderung ladnger als die
Zeit t=wT+tv warten muB, ist

P(>wT+tv) =1 - P(éwT+tv) (2.89)

IT1.4 Verteilung der Gruppengrdfe, die pro Takt aus dem
Speicher geholt wird

Die mit dem Takt aus dem Speicher entnommene Gruppe von An-
forderungen kann zur weiteren Verarbeitung einem nachfolgen-
den Bedienungssystem angeboten werden (vgl. Bild 4). In sol-
chen Fédllen ist filir dieses nachfolgende Bedienungssystem die
Verteilung der Grofe der Gruppe von Anforderungen von Bedeu-
tung, welche pro Takt dem Speicher des hier behandelten Model-
les entnommen wird. Diese Verteilung der Gruppengrofe 188t
sich aber sehr einfach aus den Zustandswahrscheinlichkeiten des
hier behandelten Modelles mit Hilfe der folgenden Uberlegurg
bestimmen:

Befinden sich direkt vor dem Taktzeitpunkt x<n Anforderungen
in dem Speicher, so werden mit dem Takt alle, also genau x
Anforderungen aus dem Speicher entfernt. Befinden sich direkt
vor dem Taktzeitpunkt x2n Anforderungen in dem Speicher, so
werden immer nur genau n Anforderungen aus dem Speicher ent-
fernt. Die Wahrscheinlichkeit p(x,0), daB kurz vor dem Takt-
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zeitpunkt x Anforderungen im System enthalten sind, 148t sich
aus G1.(2.83) fir tvzo entnehmen. Somit ergeben sich die Wahr-
scheinlichkeiten q(i), daB mit dem Takt genau i Anforderungen
aus dem Speicher entfernt werden, zu

a(i) = p(i,0) fir Os<i<n (2.90)
oo n-1 n-1

aln) = Z_p(x,0) =1 - > p(x,0) =1 - > a(x)
x=n x=0 X=

II.5 Numerische Ergebnisse und Auswertungen

In diesem Abschnitt werden numerische Ergebnisse, welche mit
Hilfe eines Rechners aus den theoretisch ermittelten Formeln
der Abschnitte IT.1 bis II.3 gewonnen wurden, in Form von Dia-
grammen dargestellt. Die filir die numerischen Ergebnisse bend-
tigten Nullstellen z,, wurden dabei mittels einer modifizierten
"Regula falsi" nZherungsweise, aber beliebig genau bestimmt .

IT.5.1 Mittlere Wartezeiten

In den Diagrammen der Bilder 12 und 13 sind die auf die Takt-
dauer T normierten mittleren Wartezeiten t@ entsprechend der
Formeln (2.29B) bzw. (2.76B) in Abhdngigkeit von der Ankunfts-
rate A dargestellt. Die Abfrageplatzzahl n ist dabei als Para-
meter verwendet worden.

Aus diesen Diagrammen wird nochmals deutlich, daB die mittlere
Wartezeit niemals kleiner als die halbe Taktdauer sein kann,
wie dies in Abschnitt II.73.3 schon einmal angedeutet wurde.

I1.5.2 Wartezeitverteilung

In den Diagrammen der Bilder 14, 15 und 16 sind aie komplemen-
tédren Wartezeitverteilungsfunktionen P(>t) entsprechend der
Formeln (2.58B) bzw. (2.89) in Abhsngigkeit der auf die Takt-
zeit T normierten Zeit fiir die Fdlle n=1, n=2 und n=10 darge-
stellt. Als Parameter dient hierbei die Ankunftsrate A. In



- 64 -

diesen Diagrammen fallen die Knicke im Kurvenverlauf bei ganz-
zahligen Werten von t/T auf. Diese werden dadurch verursacht,
dafl die Formel fir die Wartezeitverteilung immer nur abschnitts-
weise fir Zeitintervalle der Lidnge T gilt. Diese abschnitts-
welse Gultigkeit der Formel fir die Wartezeitverteilung kommt
durch die ganzzahlige GroBe w in den Gleichungen (2.58B) bzw.
(2.89) zum Ausdruck. Dieser geknickte Verlauf der Wartezeit-
verteilung tritt auch in dem schon des ofteren zum Vergleich
herangezogenen System M/D/n auf.

I1.5.3 Gegenseitiger EinfluB der Abfrageplatzzahl n und der

Taktdauer T auf die absolute mittlere Wartezeit

Als Beispiel flr eine Auswertung der oben dargestellten nume-
rischen Ergebnisse bei in der Praxis auftretenden Problemen
soll der Fall betrachtet werden, daB das hier behandelte Mo-
dell ein Teil eines rechnergesteuerten Systems sei. In vielen
rechnergesteuerten Systemen steht die Ubernahme von Informa-
tion aus der Perpherie in die Zentraleinheit - in dem hier be-
handelten Modell also die Durchfihrung des Taktes - in direk-
tem Zusammenhang mit einer Unterbrechung des gerade in der
Zentraleinheit ablaufenden Programmes. Diese Unterbrechungen
verursachen eine zus&dtzliche Last flir die Zentraleinheit. Des-
halb ist es vom Gesichtspunkt der Zentraleinheit her wiinschens-
wert, die Zahl der Unterbrechungen pro Zeiteinheit so klein wie
moglich zu halten, d.h. das Taktintervall so grofR wie mdglich
zu machen. Doch darf dann andererseits die absolute mittlere
Wartezeit der einzelnen Anforderungen durch diese VergrdBRerung
des Taktintervalls nicht zu stark ansteigen.

Um dieses Problem genauer zu untersuchen, wird die absolute
mittlere Wartezeit in verschiedenen Fallen betrachtet, in denen
von Fall zu Fall das Taktintervall T vergroBert wird. Um je-
doch die absclute mittlere Wartezeit unter einer bestimmten
Grenze zu halten, wird dabeil zum Ausgleich von Fall zu Fall die
Zahl der Abfrageplédtze n ebenfalls vergroBert und zwar derart,
daB das Verhdltnis n/T konstant bleibt. Die GroBe n/T stellt
die Anzahl von Anforderungen dar, die maximal pro Zeiteinheit
aus dem Speicher geholt werden kdnnen. Mit Hilfe der numeri-
schen Ergebnisse aus Abschnitt II.5.1 filhren diese Betrachtun-
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gen zu dem Diagramm in Bild 17. Dort sind vier Kurven fiir die
absolute mittlere Wartezeit in Abh8ngigkeit der Ankunftsrate A
dargestellt flr die F&dlle n=1, n=2, n=3 und n=4, wobei n/T
Jewells gleich 1 gewdhlt wurde.

Das Diagramm in Bild 17 kann folgendermaBen interpretiert
werden:

Fiir eine kleine Ankunftsrate A ist es nicht ratsam, das Takt-
intervall T und die Abfrageplatzzahl n zu erhdhen, da sich dann
die absolute mittlere Wartezeit relativ gesehen sehr stark er-
hoht. AuBerdem spielt fiir eine kleine Ankunftsrate A die durch
die Unterbrechungen verursachte zus8tzliche Last der Zentral-
einheit praktisch keine Rolle. Flir eine groBe Ankunftsrate A
jedoch ist die Belastung der Zentraleinheit durch die Verar-
beitung der Anforderungen selbst bereits so groB, daf die durch
die Unterbrechungen verursachte Last von groBer Bedeutung ist.
In diesem Fall lohnt es sich, das Taktintervall T und die Ab-
frageplatzzahl n zu vergrdBern, da sich dann auch die absolute
mittlere Wartezeit relativ gesehen nur wenig erhdht und auBer-
dem die Zahl von Unterbrechungen pro Zeiteinheit merklich
herabgesetzt wird.
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Bild 12: Normierte mittlere Wartezeit fiir

Bild 13: Normierte mittlere Wartezeit fiir
ein System nach Abschn. I1I1.3

ein System nach Abschn. II.3
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Abfrageplatzen



- 70 - - 71 -

]00_
AT _
A= 098
5

P(>t)
\

\ 095 tw .
NI 3 /

107!

—
S

5 \\ \\\\
2 —
3 7
2
\ |\ , L
\ \0‘8 \ 0
5 0 Q2 04 06 08 10
AT —
n
| 0,7
2 0, \ Bild 17: Absolute mittlere Wartezeit fiir
ein System nach Abschn. II.3
3 \ (t;{ und T in Zeiteinheiten)
10
. Kurve 1 n=1, T=1,
0 1 2 t3 4 Kurve 2 n=2, T=2,
_T, —_—— Kurve 3: n=3, T=3,
Kurve 4: n=4, T=4,

Bild 16: Komplementédre Wartezeitverteilung fiir
ein System nach Abschn. I1.3 mit n=10
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IIT
WARTESYSTEM MIT GRUPPENANKIUNFTEN IN TAKTZEIT-
PUNKTEN UND KONSTANTER BEDIENUNGSDAUER

III.1 Struktur und Betriebsweise des Systems

von Richtung 1 Richtung 2 ... Richtung g
a4 (k) a, (k) ... aglk)
1n 2n fn
1 2 o8
synchroner Takt
T =c¢-h
r(k) vee
m .
Pufferspeicher

(0 viele Speicherplitze)

Zentrale Bedienungseinheit,
Bedienungsdauer h

Bild 18: Struktur des Systems

Die zentrale Bedienungseinheit, z.B. ein Rechner, benctige flr
die Verarbeitung einer Anforderung die konstante Bedienungs-
dauer h (vgl. Bild 18). Jeweils nach einer Zeit T, welche so
grol wie c Bedienungsdauern ist (c=ganze Zahl » 1), werden die

g Richtungen synchron durch den Takt abgefragt. Eine solche
Richtung kann z.B. von einem ihnlichen System kommen, wie es in
Kapitel II behandelt wurde. Von jeder Richtung i kommen pro
Takt jeweils ki=o,1,2,..,ni Anforderungen mit den entsprechen-
den Wahrscheinlichkeiten qi(k) an. Fir dieses Modell wird ange-
nommen, dafl die Wahrscheinlichkeiten qi(k) unabhéngig vonein-
ander sind beziiglich der einzelnen Bichtungen sowie in aufein-
anderfolgenden Taktzeitpunkten. Die Wahrscheinlichkeit, dag
insgesamt von allen Richtungen pro Takt k=0,1,2,...,m Anforde-
rungen ankommen, sei mit r(k) bezeichnet. Dabei ist

m=§ n. > ¢
i=1 *

Der Fall m<c muB nicht weiter behandelt werden, da in diesem
Fall immer eine ankommende Gruppe bis zum nichsten Taktzeit-
punkt abgearbeitet ist und deshalb die ankommenden Gruppen im-
mer ein leeres System vorfinden.

Innerhalb einer gesamten ankommenden Gruppe von Anforderungen
werden die Anforderungen aus Richtung 2 hinter denjenigen aus
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Eichtung 1 in den Pufferspeicher eingeordnet, die Anforderungen
aus Richtung 3 hinter denjenigen aus Richtung 2 usw. Die im
Pufferspeicher wartenden Anforderungen werden schlieBlich nach
der Bedienungsdisziplin "first come, first served" von der Be-
dienungseinheit einzeln seriell abgearbeitet. Der Pufferspei-
cher sei unbegrenzt groB.

IITI.2 Betrachtung des Systems mit globaler Ankunftsgruppe
der Anforderungen

In diesem Abschnitt sollen die pro Takt ankommenden Anforde-
rungen noch nicht nach ihrer Herkunftsrichtung unterschieden
werden, sondern es wird die gesamte, ankommende Gruppe von An-
forderungen betrachtet, welche fortan als globale Gruppe be-
zeichnet wird.

I11.2.1 Bestimmung der erzeugenden Funktion der Zustands-

wahrscheinlichkeiten

IIT.2.1.1 Beobachtungszeitpunkte kurz nach dem Takt

r, (K) v, (k)
! {—Xi’T} . p {Xj_q-l ’T}
p'1<xyq> pi.;.l(x)'r)
W12 L. Lo N
| T - t
Takt 1 Takt i+1

Bild 19: Beobachtungszeitpunkte

Das in Abschnitt III.1 beschriebene System wird zunichst zu
Zeitpunkten direkt nach dem Takt betrachtet (vgl. Bild 19).
Der Zeitpunkt direkt nach dem Takt liegt aber die Zeit T vor
dem néchsten Takt. Verwendet man fiir die Zustinde bzw. deren
Wahrscheinlichkeiten die Schreibweise aus Kapitel IT, so wird
der Zustand des Systems kurz nach dem Takt i bzw. i+1 auch
durch {xi,T} bzw. {Xi+1,T} dargestellt. Die zugehdrigen Wahr-
scheinlichkeiten sind dann pi(x,T) bzw. pi+1(x,T). Der Zustand
{xi,T} bedeutet hier, daB kurz nach dem Takt in dem System,
d.h. im Speicher und in der Bedienungseinheit, insgesamt genau
X5 Anforderungen enthalten sind. Die Folge der Zustdnde kurz
nach den Taktzeitpunkten bildet eine eingebettete Markoff-
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Kette. Man konnte nun hier analog zu Kapitel II zuerst das
Gleichungssystem der Zustandswahrscheinlichkeiten kurz nach
dem Taktzeitpunkt aufstellen und dieses anschlieBend mit Hilfe
der erzeugenden Funktion ldsen. Der Einfachheit wegen wird
aber hier die erzeugende Funktion der Zustandswahrscheinlich-
keiten direkt aus den Zust@nden selbst bestimmt, wie dies in
Kapitel II auch schon als weitere Moglichkeit zur Ermittlune
der erzeugenden Funktion angewendet wurde.

Filr die Bestimmung des Zustandes {xi+l,T} aus dem Zustand
{x;,T} kann nun folgende Uberlegung dienen:
Die Anforderungen kénnen nur zu den Taktzeitpunkten ankommen.

Die Wahrscheinlichkeit, daf ki bzw. ki+1 Anforderungen mit dem

Takt 1 bzw. i+l ankommen, sei ri(k) bzw. ri+1(k) (vegl. Bild 19).

Zwischen zwel Taktzeitpunkten konnen nur Bedienungen enden und
zwar maximal c¢ Stilick, wenn kurz nach dem Takt mindestens c An-
forderungen im System waren (Speicher + Bedienungseinheit).
Das heiBt aber, daB zwischen zweil Taktzeitpunkten die Anzahl
von Anforderungen im System niemals zunehmen kann, sondern im-
mer abnehmen muB. Befindet sich das System kurz nach dem Takt-
zeitpunkt i im Zustand {xi,T} mit xi<o, so werden alle vorhan-
denen Anforderungen bis zum ndchsten Taktzeitpunkt ihre Bedie-
nungsdauer beendet haben, d.h. das System wird dann kurz vor
dem Takt i+1 leer sein. Befindet sich das System kurz nach dem
Taktzeitpunkt i dagegen im Zustand {xi,T} mit x;2c, so kinnen
widhrend der Zeit bis zum nichsten Taktzeitpunkt nur c Anforde-
rungen abgearbeitet werden. Dann verbleiben noch {xi,T}-c An-
forderungen kurz vor dem Takt i+l im System. Mit dem Takt i+1
kommen nun noch ki+1 neuve Anforderungen im System an. Der Zu-
stand {Xi+1’T} zum Zeitpunkt kurz nach dem Takt i+l ergibt sich
deshalb zu

{Xi+1’T} = Max{}{xi,T} - c),o] + ki+l (3.14)

mit Max [({x,,T} - c),O]: {x;,T}-c fir {x,,T}zc

~ 0 fiir {;i,T}<c

i (3.1B)
Mit der Abkiirzung v, = Maxtﬁ{xi,T} - c),O] (3.2)
wird aus G1.(3.1) {?i+1’v} = vy ot ki (3.3)
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G1.(3.3) ist analog zu den Gleichungen (2.14), (...38) unc
(2.63) in Kapitel IT. Ihre weitere Behandlung erfolgth deshalb
analog zu derjenigen dieser Gleichungen. Auch hier in G1.(3.3)
sind vy und Ki+1 unabhéngige Zufallsvariable. Die Wahrschein-
lichkeit pi+1(x,T) fir den Zustand {xi+l,T} ist daher die Fal-
tung der einzelnen Wahrscheinlichkeiten fiir die unabhéngigen
zufallsvariablen vy und ki+1' Die erzeugende Funktion filir die
Zustandswahrscheinlichkeiten pi+l(x,T) ist somit nach der Wahr-
scheinlichkeitstheorie gleich dem Produkt der einzelnen erzeu-

genden Funktionen der Wahrscheinlichkeiten fiir v, und ki+1'

Die erzeugenden Funktionen fiir die Wahrscheinlichkeiten der
einzelnen Zufallsvariablen seien bezeichnet mit
OO

Gxi(z,T) = 214 Di(X,T)ZX = erzeug. Fkt. von pi(x,T) (3.44)
x=0
00
‘ X
Gxi+1(2,T) = ;é% Pi1(x,T)2" = erz. Fkt. von pi+1(x,T) (3.4B)
Gvi(z) = erzeugende Fkt. der Wahrscheinlichkeiten
fiir vy (3.4C)
- k
Gki+1(z) = gio ri+1(k)z = erz. Fkt. von ri+1(k) (3.4D)

Zu Gleichung (3.4D) sei noch bemerkt, daB die obere Grenze der
Laufvariablen k nicht « sondern gleich der maximalen GréBe m
der ankommenden Gruppe von Anforderungen ist. Die erzeugende
Funktion Gki+1(z) ist also ein Polynom in z vom Grade m. Dies
rithrt daher, daB die Wahrscheinlichkeiten ri+1(k) fir eine an-
kommende Gruppe von Anforderungen der Gréfe k>m gleich 0 ist,
weil nie mehr als m Anforderungen pro Takt ankommen konnen.
Die erzeugende Funktion Gxi+1(z,T) der Zustandswahrscheinlich-

keiten pi+1(x,T) 18Bt sich mittels G1.(3.3) und Gl.(3.4a,B,C,D)
somit schreiben als

Gxi+1(Z’T) = Gvi(z) Gki+1(z) (3.5)

Fur die erzeugende Funktion Gvi(z) erh@lt man unter Verwendung
von G1.(3.1B) und G1.(3.2) den Ausdruck
c-1 0
Gvi(z) = > pi(x,T) + > pi(x,T)zX_c
X=C
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Der Ausdruck unfter dem zweiten Summenzeichen in dieser Glei-
N . C .
chung wird mit z~ erweitert und umgeformt

=1 1] = X
Gvi(z) = Ezg Py (x,T) + ;E ;Z; pi(x,T)z
c-1 5 ) % c-1 X
v, (2) =g py (%,T) +—C [}; oy (x,T)z" - ; py(x,T)z }
Gx; (z,T)
c-1
Gv,(2) = X};é p; (x,7) (1-2579) +i—c Gx, (z,T) (3.6)

Gl.(3.6) in G1.(3.5) eingesetzt, fithrt auf

- ZX-¢ 1
ox, [Z Py (x,T) ( 45 oxyz, Jka‘ 2) (3.7)
Nimmt man an , daB sich das System im statistischen Gleichge-
wicht befindet, so diirfen sich die Zustandswahrscheinlichkeiten
in aufeinanderfolgenden Beobachtungszeitpunkten nicht &ndern,
d.h. es muB gelten

P41 (x,T) = py(x,T) = p(x,T)
und damit auch
Gxi+1(z,T)‘= Gxi(z,T) = Gx(z,T)

Das statistische Gleichgewicht ist hier gekennzeichnet durch

die Bedingung
m

1> k() <
k=0
AuBerdem sind nach Voraussetzung die Wahrscheinlichkeiten fiir
k ankommende Anforderungen pro Takt unabhidngig in aufeinander-
folgenden Taktzeitpunkten.
Deshalb gilt
Ty4p(K)

und damit auch
Gki+1(z) = ﬂki(z) = Gk(z)

Unter der Annahme des statistischen Gleichgewichts wird somit
aus G1.(3.7)

1
Gxlz,T) :[j_}_:opu,v)( )1 6eT) | GCe)
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i
\ plx,T)(4-2% C)
x(2,T) ~ijj;*€E?3- Gk(z)
S ek
Gx(zT) = ?——mwé\—[("i-)—_ GL((%) (3.8)

mit Gk(z) nach Gl.(3.4D)

Entsprechend zu G1.(2.68) in Kapitel II stehen auch in dieser
G1.(3.8) noch die c unbekannten Wahrscheinlichkeiten p(0,T),
p(1,T),...p(c-1,T) im Z&hler des Ausdrucks auf der rechten
Seite. In Anhang 4 wird mit Hilfe des Satzes von Rouch& nach-
gewiesen, daB der Nenner in Gl1.(3.8) genau c Nullstellen in-
nerhalb und auf dem Einheitskreis, d.h. fiir |zl§1, besitzt.
Deshalb konnen die'unbekannten Zustandswahrscheinlichkeiten im

‘Z&hler von G1.(3.8) auf die gleiche Weise eliminiert werden wie

diejenigen in G1.(2.68) in Kapitel II. Da die erzeugende Funk-
tion Gx(z,T) innerhalb des Bereichs |z|<1 endlich ist, muB
auch der Zéhler von G1.(3.8) innerhalb des Bereichs |z|21 genau
dieselben ¢ Nullstellen besitzen wie der Nemner von G1.(3.8).
Die ¢ Nullstellen des Nenners von Gl.(3.8) innerhalb und auf

0 217 °°%e_1 bezeichnet. Da der
Zéhler von G1.(3.8) ein Polynom in z ist, welches genau vom

dem Einheitskreis seien mit z

Grad ¢ ist, kann er in Produktschreibweise angegeben werden
als K(z-zO)(z-zl)(...)(z—zc_l), wobei K eine noch unbekannte
Konstante ist. Da zO=1 immer eine Nullstelle des Nenners von
.(3.8) ist, kann G1.(3.8) umgeschrieben werden in
K(z-l)(z-zl)...(z-zc_l)
ex(z,T) = Gk(z) (3.9)

z% - Gk(z)

Die Wurzeln 24 bis z konnen durch bekannte numerische Nidhe-

rungsverfahren beliegi; genau bestimmt werden. Die einzige
noch unbekannte GroBe K wird wieder mittels der Bedingung
Gx(1,T)=1 eliminiert. Nach Einsetzen von z=1 in G1.(3.9) er-
h&lt man den unbestimmten Ausdruck 0/0, dessen Grenzwert nach

der Regel von de 1l'Hospital ermittelt werden kann
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2 28 -Gk (@) >/ czC . GkMiz)

_y Wzlte)lozc) _
=K C- G (1) 1

Ko (%MQZJNQZQJ; K“mqvu»u}“&quﬁﬁdﬂLl

Daraus folgt fir K
c - GK(1)

K fD;M— z,)
Bericksichtigt man noch, daB die erste Ableitung Gk(l)(l) der
erzeugenden Funktion Gk(z) an der Stelle z=1 gleich dem Erwar-
tungswert E[k] der GréBe der pro Takt ankommenden Gruppe von
Anforderungen ist, so wird daraus

c- ELW]

K= ?T\:;A(HV) (3.10)
Die erzeugende Funktion Gx(z,T) ergibt sich danm mit G1.(3.10)
und G1.(3.9) endgliltig zu

c-1
-E[k] h{_T(i‘-"‘;—l—v)
GxlaT)= = . ¥=0 Gklz) (3.112)
7 ZCtM<z» - Gkz)
m
wobei Gk(z) = > r(k)z¥ (vgl. G1.(3.4D))  (3.11B)
k=0
m
und E[k] = > kr(k) (3.11C)
k=1

G1.(3.11A) ist im Prinzip wie G1.(2.71) aus Kapitel II aufge-
baut, wenn dort tn=T gesetzt wird. Das heiBt bei dem in Kapi-
tel IT behandelten System mit getakteter Abfertigung in Grup-
pen ergibt sich fir die erzeugende Funktion der Zustandswahr-
scheinlichkeiten kurz vor dem Takt eine Formel gleichen Typs
wie filr die erzeugende Funktion der Zustandswahrscheinlichkei-
ten kurz nach dem Takt in dem hier behandelten System mit ge-
takteter Ankunft in Gruppen.

Fir die erzeugende Funktion Gx(z,T) kann hier noch eine andere
Losungsmbglichkeit angegeben werden. Diese beruht darauf, daB
der Nenner von G1.(3.8) im Gegensatz zu dem Nenner von Gl.(2.68)
endlich viele Nullstellen besitzt. Da die erzeugende Funktion

Gk(z) ein Polynom in z vom Grade m ist (wobei hier m»c betrach-
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tet wird), besitzt der Nenner in G1.(3.8) genau m Nullstellen.
Wie oben schon angegeben, liegen c dieser Nullstellen innerhalb

bzw. auf dem Einheitskreis, némlich ZO’zl""Zc 1- Neshalb ver-

bleiben noch m-c Nullstellen auBerhalb des Einheitskreises. Die-

se selen mit Zer Zoagr o Zqq bezeichnet. Entsprechend zur Pro-

duktschreibweise des Zdhlers in G1.(3.9) kann nun auch der Nen-
ner von G1.(3.8) in Produktschreibweise angegeben werden. Man
erhdlt dann entsprechend zu G1.(3.9)

(z-zO)(z—zl)...(z—z )

Gx(z,T) =X (220 (2-2,) .- (2-z,_,) (2-2,) .. (22

) Gk(z)
m-1

(3.12)

In G1.(3.12) konnen nun sdmbtliche Glieder (z-zy) mit v=0,1,...,

c-1 des Bruches gekiirzt werden, sodaB ein Ausdruck entsteht, der
nur noch die Nullstellen mit |z,|>1 enthdlt

-:7—1——— Gk (2) (3.13)
:C(zvz\,)

GxlzT) = K

-3

<

Die unbekannte Konstante K kann auch hier wieder mit der Bedin-
gung Gx(1,T)=1 eliminiert werden. Man erhdlt mit z=1 aus
G1.(3.13)

Kr#—*:4
7714'2Q
v=C
oder
m-1
K= TT (4-2,)
v=C

Setzt man diesen Wert fir K in G1.(3.13) ein, so erhdlt man

schlieBlich als zweite Form der erzeugenden Funktion

m-1 1-z,
Gx(z,T) =TT 7oz Ck(z) (3.14)
v=c v

Zur Frage, welche der Formeln (3.11A) bzw. (3.14) bei Anwendung
in der Praxis verwendet werden soll, kamn der folgende Hinweis
gegeben werden:

Prinzipiell ist es ratsam, aus Genauigkeitsgriinden diejenige
Formel zu verwenden, welche weniger Nullstellen z, enthdlt als
die andere. Fir den Fall c«m-c wire dies also die Formel in
G1.(3.11A), fir den Fall csm-c wire dies die Formel in Gl.(3.14).
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Fir den Fall cem-c kdnnte der einfachere Aufbau von G1.(3.14)
flir deren Verwendung sprechen.

II1.2.1.2 Beobachtungszeitpunkt kurz vor dem Takt

Die Zustédnde kurz vor dem Takt seien entsprechend der Schreib-
weise in Kapitel II mit {x,O} bezeichnet mit den zugehdrigen
Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,0). Die zeitliche Lage von
{x,0} uwnd {x,T} ist noch einmal in Bild 20 verdeutlicht.
k Der Zustand kurz nach dem Takt {x,T}
p?i;g% $:<k) p?ij?% entsteht aus dem Zustand kurz vor
T dem Takt {x,0} und den im Taktzeit-

£ > punkt hinzukommenden k neuen Anfor-

L]
Takt ¢ derungen (vgl. Bild 20)
Bild 20: Beobachtungs- {X,T} = {3,0} + k (3.15)
zeitpunkte

Dabei ist vorausgesetzt, daB im Zustand {x,o} diejenige Anfor-
derung, welche evtl. in der vor dem Takt liegenden Bedienungs-
zeit noch bearbeitet wurde, nicht mehr enthalten ist und das
System schon verlassen hat. Somit wird durch {x,o} derjenige
Zustand dargestellt, den die im Taktzeitpunkt ankommende Grup-
pe von Anforderungen antrifft.

Da die GroBe k der ankommenden Gruppe von Anforderungen und
der Zustand {x,O} direkt vor dem Takt unabhidngige Zufallsva-
riable sind, folgt flir die erzeugenden Funktionen der zugeho-
rigen Wahrscheinlichkeiten aus G1.(3.15)

Gx(z,T) = Gx(z,0) Gk(z) (3.16)
wobei Gx(z,0) = erzeugende Funktion von p(x,0)

Aus Gl1.(3.16) folgt fir die erzeugende Funktion der Zustands-
wahrscheinlichkeiten p(x,0) direkt vor dem Takt

_ Gx(z,T)

Gx(z,0) = Giklz (3.17)

Setzt man Gl.(3.11A) in G1.(3.17) ein, so ergibt sich

c-1
_ ol ey
T2, 256kl
V=4

Gx(z,0) (3.184)
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Die andere Moglichkeit ist, G1.(3,14) in G1.(3.17) einzu-

setzen
m-1  1l-z,

Gx(z,0) =]

V =C

(3.18B)

Gl.(3.184) enthdlt die Nullstellen z, mit [zv[§1, G1.(3.18B)
diejenigen mit |z |>1.

III.2.2 Mittlere Schlangenlinge

IIT7.2.2.1 Direkt vor dem Takt

Die mittlere Schlangenlinge direkt vor dem Takt E[X,O] ist ge-
nau diejenige Anzahl von Anforderungen, welche durch die im
Taktzeitpunkt ankommenden Anforderungen im System angetroffen
wird. Sie ist deshalb direkt fir die Wartezeit der ankommenden
Anforderungen von Bedeutung.

Wie schon in Kapitel II gezeigt, ist die mittlere Schlangen-
lénge gleich der ersten Ableitung der erzeugenden Funktion der
Zustandswahrscheinlichkeiten an der Stelle z=1

E[x O] _ 46x(z,0)

dz z=1
Beriicksichtigt man G1.(2.72) fiir die Ableitung des Produkts im
Zéhler von G1.(3.18A), so kann die erste Ableitung von Gx(z,0)
in der Darstellung nach G1.(3.18A) angegeben werden als
c-4 . c-1
dinz0) _ coetkd [ Jlea) €4 Tl(e-zy)
= = -
de T ATha)| 25-6kE) AR T % ()’
V=4

(c ZC—1-GL<W(2))

Unter Verwendung von G1.(3.18A) und zy=1 wird daraus

dGx(2.0) _ _ A ¢t CEC_LGL(W(E)
dz": ‘GX )(Z(O)'GX(ZlO) [2-4 +§‘ W (3.19)

Setzt man in G1.(3.19) 2z=1 ein, so fiihrt der erste und der
dritte Term auf den unbestimmten Ausdruck co-co. Zur Grenzwert-
bildung werden deshalb diese beiden Terme auf einen Bruch-
strich geschrieben und anschlieBend die Regel von de 1'Hospi-~
tal angewendet
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doed) | 44 2 GkGe) (20 (e Gk ()

dz g oA Vi oz (z-9)[ 2¢-Gk(z)]
_ C-Z{;f—i—)r I 2% Gkz) - (c2“ ™ Gk)) -(z ) e (e-1) 1% 6k (2)]
D PR Gk v (e 4)[@2”~Gk”’(2)]

_Eh 4 -Lees? k] - L]

ax bRt crSaE) s Ak Rh ey ]
-S4 clen)akPi)

—%4’1/* 2(c- Gk (1)

Es gilt auBerdem allgemein

a0 = S| < )]

un G = L) e ELk)

wobeil

m
ElW] = kazr(k
=0

Damit erh&lt man schlieBlich fiir die mittlere Schlangenlinge
E[x,0] direkt vor dem Takt

de&o A4 c*c-E[K2-ELK]
B0l = =5 et ® T2 2ic tha)
- S 4 E[k*]-C
Elx0] = % 1- z# '2:(4 ELkI-C ) (3.204)

Eine weitere Umformung ist mSglich, wenn man die folgende all-
gemein gliltige Beziehung beriicksichtigt

e[Kk*] = varlk] + B[x]?

m
wobei  Var[k] = > (k-E[K))?r(kx) = varianz von k

Setzt man diese Beziehung in G1.(3.20A) ein, so wird daraus

c-

\ 22 ¢4
El0l= 3 g+ 4 (1~ B EWR e PR L WL I

124 Elkl - ¢ o= 2 Elk]l-c

-~

E

c-1 A
Elx07] = L4 (4— Flkl-c - Yg[}l) (3.20B)

Die andere Moglichkeit zur Bestimmung von E[X,O] ist durch die
erste Ableitung von G(x,0) in der Darstellung nach G1.(3.18B)
gegeben. Beriicksichtigt man auch hier fiir die Ableitung des
Produkts im Nemner von G1.(3.18B) die G1.(2.72), so kann die

erste Ableitung von G(x,0) in der Darstellung nach Gl.(3.18B)
angegeben werden als

Cxlz®) oy | ™ . o
d ;(; ). Gx”’(z}=l Tz, )}(‘4/ PR UC’IZ\,) S

veC <;E(H\,))L v CHE T
G\XMVZ) - r-[—fr A2y % 77777 /17___
L -
v=C 2y Mec 4~Z("‘

Setzt man in dieser Gleichung z=1, so wird der Bruch hinter
dem Produktzeichen gleich 1 und es verbleibt noch

m-1
- Q) = —
Elx0l= G«xw’iio)“ @Zc%?
oder m-A A

Elxol = > 5 (3.20C)
Mec

Auch hier ist es ratsam, filir Anwendungen in der Praxis im Fal-
le c«m-c die Gleichung (3.20A) bzw. (3.20B) zu verwenden, im
Falle c»m-c dagegen die Gleichung (3.20C). Fir Fdlle crm-c
wird es sinnvoll sein, der einfacheren Form wegen die Gleichung
(3.20C) zu verwenden. Selbstverstidndlich sind fiir die Theorie
die Formeln (3.20A) bzw. (3.20B) und (3.20C) gleichwertig!

IIT1.2.2.2 Direkt nach dem Takt

Im Mittel kommen pro Takt E[k] neue Anforderungen in das System.
Deshalb ist die mittlere Schlangenlénge E[ﬁ,T] kurz nach dem
Takt entsprechend zu Gl1.(3.15)

E[x,7] = E[x,0] + E[k] (3.21)
Setzt man G1.(3.20A) bzw. (3.20B) bzw. (3.20C) in G1.(3.21)
ein, so erh&lt man



ElxT)= > 75t o (- »E-EQ}C)%[H (3.224)

var [kl
ELkl-C

Eleml= =g v 5 (A-EK ¢~ JHED (3.228)

+ ELK] (3.220)

IIT.2.3 Mittlere Wartezeit

Eine im Taktzeitpunkt ankommende Gruppe von Anforderungen
trifft im Mittel E[k,o] Anforderungen im System an (Speicher

+ Bedienungseinheiﬁ). Befindet sich zu diesem Zeitpunkt eine
Anforderung in der Bedienungseinheit, so beginnt sie gerade
ihre Bedienungszeit. Dies folgt aus der Voraussetzung, daB die
Taktzeit ein ganzzahliges Vielfaches der Bedienungsdauer h ist.
Die erste Anforderung der ankommenden Gruppe muf deshalb im
Mittel volle E[x,O] Bedienungszeiten bis zum Beginn ihrer Ver-
arbeitung warten, die zweite Anforderung muB (E[x,0]+1) Be-
dienungszeiten warten usw. Die mittlere Wartezeit t;(k) aller
Anforderungen einer ankommenden Gruppe der GroBe k ist nach
dieser ﬁberlegung fiir die mdglichen GruppengrdBen in der fol-
genden Tabelle dargestellt.

Grofe der ankom- Mittlere Wartezeit t;(k) aller
menden Gruppe Anforderungen dieser Gruppe
1 Anforderung E[x,0]lh

2 Anforderungen %{%[x,d]h+(E{x,O]+1)h]
1.Anford. 2.Anford.

3 Anforderungen %{é[x,fﬂh+(£[x,?]+1)h+(E[x,O]+2)h]
1.Anford. 2.Anford. 3.Anford.

k Anforderungen —i[}z [x,0] n+(E[x,0] +1) h+...+(E [x,0] +k—1)h:l
k<m 1.Anford. 2.Anford. k.Anford.

Die mittlere Wartezeit t;(k) der Anforderungen einer Gruppe
der GroBe k 1a4Bt sich mit Hilfe der Tabelle allgemein angeben
als
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h

t;(k) *

[

l:kE[x,O] + 142 ot (k_l)]

oder t;(k)

hE[x,0] + £ [1 ¥ 2t (k-1)

In der eckigen Klammer des obigen Ausdrucks steht eine end-
liche arithmetische Reihe, deren Summe geschlossen angegeben
werden kann

n b= ] (x-1)
k 2

tx(k) = hE[x,0] +

tr(k) = n(E[x,0] + 5 (3.23)

i

Die Wahrscheinlichkeit, daB im Taktzeitpunkt eine Gruppe von

k Anforderungen ankommt, ist nach Voraussetzung r(k). Deshalb
kommen im Mittel pro Takt kr(k) Anforderungen an, welche die
mittlere Wartezeit t;(k) haben werden. Insgesamt kommen im
Mittel E[k] Anforderungen pro Takt an. Fiir die mittlere Warte-
zeit t& aller an das System angebotenen Anforderungen folgt
deshalb durch gewichtete Summenbildung

Jii}
b= 2 §€£§> &2 (k) (3.24)

Gl.(3.23) in G1.(3.24) eingesetzt ergibt
. __h n ) k-1
tw —W :él kr(k) (E[X,O] + —2—)

Da E[X,O] unabhéngig von der Laufvariablen k ist, kann es vor
das Summenzeichen gezogen werden. Beriicksichtigt man auBerdem
noch die Beziehung Gl.(3.11C), so ergibt sich fiir die mittlere
Wartezeit der Ausdruck

. PRI
ty = h| E[x0]+ h—"—-————ZE[k]

Eine weitere Umformung ist noch mdglich, wenn man die allge-
mein gliltige Beziehung

(3.254)

i k(k-1)r(k) = Var[k] + E[k]z— E[k]
k=1

verwendet. Damit wird aus Gl.(3.25A)
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|
-

tr = h [E[x,o] + ; (Y;TIETE]M + E[k] - 1) | (3.25B)

Der Wert fiir E[x,0] kann aus G1.(3.204) bzw. (3.20B) oder aus
G1.(3,20C) entnommen werden. Die auf die Bedienungsdauver h

normierte mittlere wartezeitft; ist entsprechend zu G1.(3.254)
bzw. G1l.(3.25B)

m
e 7 k(k-1)r(k)
T;’ :%:E[X,OJ +'}£‘:"1‘-“‘2‘*~Em—'—— (3-26A)

1 {
w1 = E[x,0] +7;<Y%%%§ + B[] - 1) (3.268)

Fir den Spezialfall c=1, d.h. Taktdauer und Bedienungsdauer
sind gleich groB, reduziert sich Gl.(3.26B) nach Einsetzen von
G1.(3.20B) auf

T =1 (VEELEL](]' — ElI[k] -1 bei c=1 (3.27)

Es ist bemerkenswert, daB fiir den Spezialfall c=1 die mittlere
Wartezeit T* mach G1.(3.27) nur noch von dem Mittelwert E{k]
und der Varianz Var[k] der GroBe der ankommenden Gruppe ab-
héngt, nicht dagegen von der maximalen GruppengroBe m und den
individuellen Wahrscheinlichkeiten r(k).

I11.2.4 Wartewahrscheinlichkeit

Um die Wartewahrscheinlichkeit P(>0) zu bestimmen, ist es sinn-
voll, zundchst die Wahrscheinlichkeit P(=0) zu berechnen,

daB eine ankommende Anforderung nicht warten muB. Die Moglich-
keit, nach der Ankunft sofort bedient zu werden und nicht zu
warten, besteht filir die erste Anforderung der ankommenden Grup-
pe, wenn diese das System leer vorfindet. Die Wahrscheinlich-
keit p(0,0), daB kurz vor dem Takt keine Anforderung mehr im
System vorhanden ist, 148t sich aus der erzeugenden Funktion
Gx(z,0) flir z=0 entnehmen

p(0,0) = Gx(0,0) (3.28)

Die Wahrscheinlichkeit, daB im Taktzeltpunkt iliberhaupt eine
Anforderung ankommt, ist

1 - r(0)
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Da diese Wahrscheinlichkeit unabhidngig von p(0,0) ist, ist die
Wahrscheinlichkeit, daB mit dem Takt eine Gruppe von Anforde-
rungen eintrifft und ein leeres System vorfindet, gleich dem
Produkt

p(0,0)- (1 - r(0))

Da in diesem Fall nur die erste Anforderung der Gruppe nicht
warfen muB, kommen also im Mittel p(0,0)(1-r(0))-1 Anforderun-
gen pro Takt an, die nicht warten miissen. Insgesamt kommen im
Mittel aber E[k] Anforderungen pro Takt an. Somit ist die Wahr-
scheinlichkeilt P(=0), daB eine Anforderung nicht warten muf3,
gleich dem Quotienten aus diesen beiden Mittelwerten

P=0) = PLOQ) {1 x(0)) 4 (3.29)

Mit G1.(3.28) folgt aus G1.(3.29)

P(=0) = Gx(0,0)~é%ka r(0)) -1 (3.30)

Entnimmt man den Wert fir Gx(0,0) aus G1.(3.184), so folgt
aus G1.(3.30)

c-1
pieg) = CFKL JL U2 v
jﬁ(uv) (- Gklo)] Elk]

Da nun noch Gk(0)=r(0) gilt (vgl. G1.(3.4D)) und auBerdem
immer zo=1 ist, wird daraus

-4 (c-ETKT)(-r(o)
A Zy
P=0) = \):I{ A E0dr(o (3.314)

Entnimmt man den Wert fiir Gx(0,0) dagegen aus G1.(3.18B), so
folgt aus G1.(3.30)

y
(o A-r() m Zv-14 1B
o= g S5 (3.31B)

Die Wartewahrscheinlichkeit P(>0) ist nun einfach
F(>0) = 1 - P(=0) (3.32)

In G1.(3.32) kann fiir P(=0) entweder G1.(3.31A) oder G1.(3.31B)
eingesetzt werden.

Nachdem die Wartewahrscheinlichkeit bekannt ist, sei noch be-

merkt, daB flr die mittlere Wartezeit tw bezogen auf die war-
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tenden Anforderungen allgemein gilt
tl‘l
t. =7 (3.33)
w P(>0) )
Fir diese Gleichung kann t; aus Gl.(3.25A) bzw. (3.25B) ent-
nommen werden und P(>0) aus Gl.(3.32) unter Verwendung von
G1.(3.31A) bzw. (3.31B).

I1I1.2.5 Zustandswahrscheinlichkeiten

I1IT.2.5.1 Kurz vor dem Takt

Wie auch schon in Kapitel II wird zur Bestimmung der Zustands-
wahrscheinlichkeiten die erzeugende Funktion der Zustandswahr-
scheinlichkeiten schrittweise in eine Potenzreihe von z ent-
wickelt. Hierzu ist es glinstig, von der erzeugenden Funktion
Gx(z,0) in der Darstellung nach G1.(3.18B) auszugehen. Etwas
umgeschrieben lautet Gx(z,0) nach G1.(3.18B)

o A
’ ‘ 4 (3.34)
Gx(2,0) LE“ zv)] T (2-2,) 3

v=C

Der Bruch in Gl.(3.34) kann nun in Partialbriiche zerlegt wer-
den. Fiir den Fall, daB alle Nullstellen Zos Zoyqr- mn1
schieden voneinander sind, fithrt die Partialbruchzerlegung auf

m-4 m-14
- B} K
Gx(2,0) [’v[rc(« )] S (3.35)

e Z ver-

Die Konstanten K.l ergeben sich nach bekannten Verfahren der
Partialbruchzerlegung als Quotient von ZZhler des zu zerlegen-
den Bruches an der Stelle z=2z4 und erster Ableitung des Nenners
des zu zerlegenden Bruches an der Stelle Z=24 . Auf den Bruch

in G1.(3.34) angewendet, fiihrt dies zu

G1.(3.36) in G1.(3.35) eingesetzt und das Glied mit v =1 aus dem
Produkt in G1.(3.35) herausgenommen, ergibt

m-4 rm4 hezo\ Aeze
NCE =
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-1
A-zv\ 4-2¢ A
(:},;!C;)( Z.;—Zy) Z; {- %— J

a2

m-1
Gx{z,0) = - P [

1=C

Der letzte Bruch in der eckigen Klammer des obigen Ausdrucks
wird mit Hilfe der Beziehung

T L 2 = :Z: a* in eine Reihe entwickelt.
- x=0
m-4 rm{ . 0
- A-zoy A% Z X
oL [ Ewr] om
- Vi

G1.(3.37) stellt die Potenzreihenentwicklung nach z von Gx(z,0)
dar. Die Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,0) sind nun laut
Definition der erzeugenden Funktion jeweils die Koeffizienten
von z* in dieser Reihenentwicklung. Aus G1.(3.37) folgt somit

(x )—-% Eﬁ(“’ 12 (3.38)
px.0) = zzv)_zfﬁ '

el(vy) ¢

I1I.2.5.2 Kurz nach dem Takt

Die Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,T) kurz nach dem Takt
héngen ab von den Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,0) kurz vor
dem Takt und von den Wahrscheinlichkeiten r(k) fiir die Grése
der im Taktzeitpunkt ankommenden Gruppe von Anforderungen
(vgl. Bild 20 und G1.(3.15)). Da die Wahrscheinlichkeiten
p(x,0) und r(k) unabhingig voneinander sind, ergibt die Fal-
tung dieser beiden Wahrscheinlichkeiten die gesuchten Zustands-
wahrscheinlichkeiten p(x,T). Ausflihrlich geschrieben lautet

p(0,T)

p(0,0)r(0)
p(1,T) = p(0,0)r(1)+p(1,0)r(0)

p(m,T) = p(0,0)r(m)+p(1,0)r(m-1)+..+p(m-1,0)r{1)+p(m,0)r(0)

T
3
F
-
=]
1]

n(1,0)r(m)+n(2,o)r(m-1)+..*p(m,o)r(l)+p(m+l,0)r(o)
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ZusammengefaBt 188t sich das obige Gleichungssystem schreiben
als

x
p(x,T) = > 0(j,0) r(x-j) flir x <m
) (3.39)
X
p(x,T) = > p(§,0) r(x-j3) fir x>m
j=x-m

Mie in G1.(3.39) verwendeten Zustandswahrscheinlichkeiten
p(j,0) sind aus G1.(3.38) bekannt.

I11.2.5.3 Zu beliebigem Zeitpunkt

Der Zustand des Systems kann sich zwischen zwei Taktzeitpunkten
nur in Zeitpunkten éndern, welche ganzzahlige Vielfache der Be-
dienungsdauer h vom letzten Takt bzw. vom nédchsten Takt ent-
fernt sind. Nur zu solchen Zeitpunkten kdnnen nimlich die Be-
dienungsdauern der Anforderungen beendet werden (vegl. "Bele-
gungsegebirge" in Bild 21).

Gruppe von

Ankunft einer l
Anforderungen

Anzahl x von
Anforderungen I
im System
’ e
! &

!
f |
Zeit ty — ch=T (c-1)h (c-2)h 2h h

| Py
T ¥ L]
9
vor néch- akt
stem Takt 2Kt Takt

Bild 21: Belegungsgebirse des Systems (Beispiel)

Die Zustandswahrscheinlichkeiten sind deshalb zZwischen den
Zeitpunkten, die ein ganzzahliges Vielfaches der Bedienungs-
dauver vor dem ndchsten Takt liegen, immer konstant. Sie werden
deshalb nur jeweils fiir den Beginn eines solchen Zeitinter-
valls angegeben. So sind z.B. alle Wahrscheinlichkeiten
p(x,tv) fiir (c—l)h<tvgch gleich der Wahrscheinlichkeit p(x,ch)
=p(x,T).

Die Zustandswahrscheinlichkeiten zu einem beliebigen Zeitpunkt

konnen durch die folgende Uberlegung aus den Zustandswahrschein-
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lichkeiten p(x,T) direkt nach dem Takt gewonnen werden:

Das System werde zu dem Zeitpunkt t,=jh (mit j=0,1,..,c) vor
dem Takt betrachtet. In dem Zeitintervall zwischen dem letzten
Takt und dem betrachteten Zeitpunkt kénnen dann maximal c-j
Anforderungen abgearbeitet worden sein ( wenn iberhaupt so
viele Anforderungen nach dem letzten Takt vorhanden waren) .
Befinden sich in dem System zu dem Beobachtungszeitpunkt 0 An-
forderungen, so kann deshalb dieser Zustand daraus entstanden
sein, daf sich kurz nach dem Takt 0,1,2,... oder c-j Anforde-
rungen im System befanden. Sind in dem System zu dem Beobach-
tungszeitpunkt x>0 Anforderungen enthalten, so miissen sich kurz
nach dem Takt genau x+(c-j) Anforderungen in dem System befun-
den haben. Folglich gilt fiir die Zustandswahrscheinlichkeiten
zu einem beliebigen Zeitpunkt tv=jh vor dem nédchsten Takt

%i% p(x,T)

x=0

p(0, jh)

(3.40)
p(x, jh) = p(x+c-3,T) fir x>0
Jewells mit j = 0,1,2,..,c

Die Zustandswahrscheinlichkeiten auf der rechten Seite von
G1.(3.40) sind aus G1.(3.39) bekannt.

IIT1.2.6 Mittlere Speicherbelastung

Die mittlere Speicherbelastung & kann aus den Zustandswahr-
scheinlichkeiten p(x, jh) in G1.(3,40) gewonnen werden. Die
momentane Speicherbelastung bleibt genau wie die Zustandswahr-

scheinlichkeiten zwischen zwei Taktzeitpunkten immer abschnitts-
weise in Intervallen der Lange h konstant (
ge in Bild 21).

vgl. Belegungsgebir-

Befinden sich in dem Speicher des Systems zu einem beliebigen
Zeitpunkt x>0 Anforderungen, so ist die Bedienungseinheit si-
cher belegt. Im System befinden sich somit insgesamt x+1 An-
forderungen. Fir die mittlere Speicherbelastung £(jh) inner-

halb des Zeitintervalls (j-l)h‘tvgjh vor dem ndchsten Takt
gilt deshalb
00

©0jh) = 2 xp(x+1, jh) (3.41)

x=1
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Um die gesamte mittlere Speicherbelastung & zu bekommen, miis-
sen nun die mittleren Speicherbelastungen (. jh) liber die c
Teilintervalle j=1,2,..,c zwischen zwei Taktzeitpunkten gemit-
telt werden

C

Q=1 22 atm) (3.42)
J=

Setzt man Gl.(3.41) in G1.(3.42) ein, so erhidlt man

[} x

=227 3 xop(x+, jn) (3.43)
j=1 x=1

In G1.(3.43) konnen die darin enthaltenen Zustandswahrschein-
lichkeiten noch durch G1.(3.40) ersetzt werden. Der dann ent-
stehende Ausdruck hdngt nur noch von den Zustandswahrschein-
lichkeiten p(x,T) kurz nach dem Takt ab

c )
Q = %—?g; i-l x-p(x+l+c-j,T)

Der Ausdruck wird zur weiteren Verarbeitung etwas erweitert

C oo
@ =522 22 [x+iren)) - (1re-1) | plxrive-g,m)

=1 x=1

e

0
i
ol
)

3=1|x

[2¢]
Z[Z (x+1+c-j)p(x+l+c-3,T)-(1+c-3) > D(x+l+0—j,T)J
x=1

Durch Substitution der Summationsgrenzen beider Summenausdriik-
ke innerhalb der eckigen Klammer bekommt man

C =)
=122 > xplx,T)-(1%c-)) S p(xT)}

j=1lx=2+4c~j X=2+C=j

Bei der ersten Summe innerhalb der eckigen Klammer werden die
fenlenden Glieder x=0,1,..,14c-j ergidnzt und sofort wieder ab-
gezogen

C 0 Atc-3
o =”?;—_Z4, XZWXP(XT ZX\O(XT)— 4+CJ Z )o(xT):'
———

J= x= 2+CJ
ElxT]
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Zie erste Summe innerhalb der eckigen Klammer stellt die mitt-
lere Schlangenlange E[X,T] kurz nach dem Takt dar. Weiterhin
kann aus der zweiten Summe innerhalb der eckigen Klammer das
Glied an der oberen Summationsgrenze in die dritte Summe iiber-
nommen werden

T B o
o= %11 {tlxﬂ XZ XT) {(1+c- J x%:1 }o XT):]

Nun kann die letzte Summe in der eckigen Klammer noch um die
fehlenden Glieder x=0,1,..,c~] ergédnzt werden, welche aber so-
fort wieder subtrahiert werden miissen

c Tc)
Q= E[x1]- A Z[ xplxT) + +{Arc- J)z plx 1)~ (1+c- J)ip(x T)J
3= = L___.q__J
c ) i
2 = E[xT % z l:(4+c-j) + i(x%—(:fj)‘o(x"\')]
X=0
Schreibt man die Summe mit der Laufvariablen j aus und sum-

miert die einzelnen Glieder in umgekehrter Reihenfolge wieder
auf, so 188t sich die obige Gleichung einfacher schreiben als

c j-1
Q =E x,T} —-% > [j- é{g (j—x)p(x,T)} (3.44)
X=

3=1

Die mittlere Schlangenlénge E[x,TJ direkt nach dem Takt ist
aus G1.(3.224) bzw. (3.22B) bzw. (3.22C) bekannt, die Zustands-
wahrscheinlichkeiten p(x,T) direkt nach dem Takt aus Gl.(3.39).

IIT1.2.7 Wartezeitverteilung

Finden die im Taktzeitpunkt ankommenden Anforderungen die Be-
dienungseinheit belegt vor, so hat die Anforderung, welche die
Bedienungseinheit belegt, gerade ihre Bedienungszeit begonnen
(vgl. auch Abschnitt III.2.3). Deshalb sind die Wartezeiten der
Anforderungen immer ganzzahlige Vielfache der Bedienungsdauer

h. Die Wartezeitverteilungsfunktion ist aus diesem Grunde eine
Treppenfunktion. Sie wird hier als P(£dh) bezeichnet, wobei 4
eine ganze Zahl 20 ist. Die Wahrscheinlichkeit, daB eine An-
forderung genau die Zeit dh warten muB, sei mit P(dh) bezeich-
net. Die Wahrscheinlichkeiten P(dh) kOnnen analog zum Rechnungs-
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gang flr die Bestimmung der Wartewahrscheinlichkeit in Ab-
schnitt III.2.4 ermittelt werden. Die Herleitung dieser Wahr-
scheinlichkeiten P(dh) soll hier am Beispiel von P(1h) ausfiihr-
lich erlautert werden.

Eine eintreffende Anforderung muB eine Bedienungsdauer lang
warten, wenn sie
a) entweder die erste Anforderung in der ankommenden Gruppe
ist und die ankommende Gruvpe schon eine Anforderung im
System antrifft
b) oder die zweite Anforderung in der ankommenden Gruppe ist
und die ankommende Gruppe keine Anforderung im System
antrifft.

Nie F&dlle a) und b) schlieBen sich gegenseitig aus.

Die Wahrscheinlichkelt, daB die ankommende Gruppe O bzw. 1 An-
forderung im System vorfindet, ist gleich der Wahrscheinlich-
keit, daB kurz vor dem Takt O bzw. 1 Anforderung im System
enthalten ist, d.h. p{(0,0) bzw. p(1,0). Die Wahrscheinlichkeit,
daB eine ankommende Gruppe Uberhaupt mindestens eine bzw. zwei
Anforderungen enth&lt, ist 1-r(0) bzw. 1-r(0)-r(1). Die Zustands-
wahrscheinlichkeiten und die Ankunftswahrscheinlichkeiten fiir
die Gruppe sind uwnabhdngig voneinander. Deshalb kommen im Mit-
tel pro Takt
p(0,0) [1-r(0) -x(1)] - 140(1,0) [1-r(0) ] -1
— s

T

J
-
von Fall b) von Fall a)

Anforderungen an, welche genau eine Bedienungsdauer lang warten
werden miissen. Insgesamt kommen im Mittel aber E[k] Anforderun-
gen je Takt an. Somit ist die Wahrscheinlichkeit P(1h), daR eine
eintreffende Anforderung genau eine Bedienungsdauer lang warten
muB, gleich dem Quotienten aus diesen beiden Mittelwerten

P(1h) = fvl[—le [D(O,O)(1—1“(0)—P(l))+D(1,O)(1~r‘(O))]

Analog zur Herleitung von P(1h) kodnnen die restlichen wahr-
scheinlichkeiten P(dh) fiir d>1 ermittelt werden. Diese sind in
ausfihrlicher Schreibweise

- 95 -

P(2h) = é%‘@[f (0,0){Ar (o)~ (1)-r(2)) + +pl, 0)(1-rio)-y 4,) p(2,001- y(O))]

Plm-1h) = [4{7] POO)<4 rlo)- r1g)~Y = rlm- 4)) +plo)t-rto)-r )"...-Y(mfZ)t.,+fo(m’7,0)(1“r(o))}

r{m)

Plmh) = E‘E\T—J :FM,O)MHOJ . .;r(m%)ﬁ |o(2,0) (1- rio)-..-r(m-2)t. ‘,+fo(m,0)(4"r(o))}

P((mw)h) = ETWT P(Z,@)(”l'r(o):.r r(m»’!)) + p(Z),O)M’— rio)-..-r(m-2)t. ..+p(m+71o){1- r/o))]

Die allgemeinen Ausdricke fiir P(dh) sind damit

44 o
P(dh)‘m o XO)[ﬂ“ o :[ fir d <m
4 d dx A (3.45)
Pldh) = == Zfﬁ xo EZJMK)' fir dzm
j L k=0 J

Die Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,0) kbnnen aus G1.(3.38)
entnommen werden. NDie Wartezeitverteilungsfunktion P(<dh), 4d.n.
die Wahrscheinlichkeit, daRf eine Anforderung weniger als die
Zeit dh oder gleich die Zeit dh warten mu8, erhilt man nun
durch Aufsummation der Wahrscheinlichkeiten P(dh)

P(zdnh) = > P(jh) (3.46)
J=0
Setzt man G1.(3.45) in G1.(3.46) ein, so ergibt sich

JX
Pled EMZZPXO[ > rik) :l fiir 4 <m
k=0

=0 X

(3.47)

P(sdh) = P(&tm-1ih) + —% dz i xo)[1 Zr(k} filr dxm

m4 k=0

Die komplementdre Wartezeitverteilungsfunktion P(>dh), d.h. die

Wahrscheinlichkeit, daR eine Anforderung ldnger als die Zeit dh
warten muB, ist

P(>dn) = 1 - P(<dh) (3.48)

Die komplementédre Wartezeitverteilungsfunktion W(>dh) bezogen
auf die wartenden Anforderungen ist



Y

W an) = £{200) (3.49)

Die wartewahrscheinlichkeit P(>0) ist aus G1.(3.32) in Verbin-
dung mit G1.(3.31A) bzw.(3.31B) bekannt.

I17..2.8 Numerische Ergebnisse

I11.2.8.1 Exakte Werte

Flr das in diesem Kapitel III behandelte System lassen sich
leider die exakten numerischen Ergebnisse z.B. filir die mittle-
re Wartezeit, die Wartezeitverteilung etc. nicht so geschlos-
sen in wenigen Diagrammen darstellen wie bei dem in Kapitel IT
behandelten System. Der Grund dafiir ist die Vielzahl an beein-
flussenden Parametern

- maximale GruppengroBe m der ankommenden Anforderungen

- (m+1) einzelne Wahrscheinlichkeiten r(k) fiir die Grup-

pengrofle

- Taktzeit T=ch
Man miiBte deshalb entweder fir ein interessierendes System die
einzelnen Werte jeweils fir sich nach den Formeln in den Ab-
schnitten III1.2.2 bis ITI.2.7 berechnen oder aber man miBte
sehr umfangreiche Tabellen bzw. sehr viele Niagramme fur die

verschiedensten Parameterkombinationen erstellen.

Eine Ausnahme ist dabei aber die mittlere Wartezeit fiir den
Sonderfall c=1, d.h. Taktdauer T gleich Bedienungsdauer h, wie
es in Abschnitt III1.2.3 bei G1.(3.26B) schon erwdhnt wurde.
Flr diesen Sonderfall 18Bt sich ein Diagramm angeben, in dem
die normierte mittlere wartezeit't; in Abhéngigkeit der mitt-
leren CGruppengridBe dargestellt ist und Var[k]/E([k] als Para-
meter verwendet wird. Bild 22 zeigt dieses Niagramm.

Als Beispiel flr die Wartezeitverteilung soll Bild 23 dienen,
in dem die komplementire Wartezeitverteilung P(>dh) fir ein
System mit den dort angegebenen, speziellen Parametern dar-
gestellt ist.
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IIT.2.8.2 Nidherungswerte fiir die mittlere Wartezeit

Fur praktische Anwendungen sind Diagramme insbesondere der
mittleren Wartezeit meistens von groBem Nutzen. Man kann aus
ihnen die numerischen Werte flr interessierende Systeme sofort
ablesen und man erspart sich somit lange numerische Auswertun-
gen von Formeln. Da die exakten wWerte filir die Fidlle c¢>1 nicht
in wenigen Ubersichtlichen Diagrammen angebbar sind, wie schon
im vorhergehenden Abschnitt erldutert, wird in diesem Abschnitt
auf die Angabe von Niherungswerten in Diagrammform eingegangen.

Betrachtet man die Formel fur die normierte mittlere Wartezeit
Ty in G1.(3.26B), so sieht man, daB der zweite Term auf der
rechten Seite dieser Gleichung nur von der mittleren Gruppen-
groBe E[k] und der Varianz der GruppengroBe Var[k] abhéngt .

In dem ersten Term E[x,o] spielen allerdings noch die einzel-
nen Wahrscheinlichkeiten r(k), die maximale Gruppengrdfe m

und die Taktdauer T= ch eine Rolle. Tests haben aber gezeigt,
daB fir eine feste Taktdauer T=ch der numerische Wert fir
E[x,0] in der gleichen GriéBenordnung bleibt fir verschiedene
Kombinationen von m und r(k) unter der Bedingung, da8 E[k] und
var[k] konstant gehalten werden. Deshalb kdmnen fiir feste Takt-
dauern T=ch Diagramme fir geniherte mittlere Wartezeiten T%
als Funktion von E[k] unter Verwendung von Var|[k]/E[k] als Pa-
rameter angegeben werden entsprechend wie im Bild 22 fiir die
exakten Werte des Sonderfalls c=1. Bild 24 zeigt ein solches
Beispiel filir den Fall c=2 und m=6. Fiir m<6 tendieren die exak-
ten Werte t; dazu, unterhalb der gezeigten Naherungskurven zu
liegen, filir m>6 tendieren sie dazu, oberhalb der gezeigten Na-
herungskurven zu liegen.
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Bild 23: Beispiel fir die komplementire Wartezeitverteilung
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eines Systems nach Bild 18 fiir m=3 und c=2

Kurve 1: r(0)=0,1655
r(1)=0, 3346
r(2)=0, 3080
r(3)=0,1519
Efk]=1,4863
var [k] =0, 8846
T2 =0,9260

Kurve 2:

r(0)=0, 3684
r(1)=0,3762
r(2)=0,2209
r(3)=0,0345
Efk]}=0,9215
Var [K]=0,7211
Ty =0,3995
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Bild 24: Ndherungswerte fiir die normierte mittlere Wartezeit

eines Systems nach Bild 18 fiir ¢=2 und m=6
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II1.2.8.3 Ndherungen fiir die mittlere Wartezeit fiir den Fall,
daB die Taktdauer kein ganzzahliges Vielfaches der

Bedienungsdauer ist

Fir den von der Strukturbeschreibung des Systems in Abschnitt
I11.1 abweichenden Fall, daB die Taktdauer kein ganzzahliges
Vielfaches der Bedienungsdauer ist, soll hier noch eine Mdg-
lichkeit zur ndherungsweisen Bestimmung der mittleren Warte-
zeit angegeben werden.

Die Taktdauer sei T=ch, wobei jetzt aber c eine reelle Zahl
zwischen den zwel aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen Ca und
5 sei. Dann wird mit den gegebenen Ankunftswahrscheinlich-
keiten r(k) mit Hilfe der G1l.(3.25A) bzw. (3.25B) einmal die
mittlere Wartezeit t; mit cy berechnet und das andere Mal

,Cu

t; o mit Cye Die mittlere wWartezeit t; des tatsadchlichen
s “O
Systems kann dann nZherungsweise durch lineare Interpolation

zwischen den beiden Werten t* und t* gewonnen werden
W,Cu W,Co

t& = (c - Cu)t;,co + (Co - C)ta,cu
Selbstverstdndlich kann derselbe Weg mit Hilfe der im vorher-
gehenden Abschnitt beschriebenen Diagramme fiir Ndherunegswerte
der mittleren Wartezeit beschritten werden. In diesem Fall er-
hdalt man die mittlere Wartezeit t; ndherungsweise durch eine
entsprechende lineare Interpolation zwischen den zwei zu Cu
und s gehorenden Kurven mit gleichem Parameterwert !%%£§3

an der Stelle des gleichen Abszissenwertes E[k]/c.

Simulationen auf einem Digitalrechner haben gezeigt,
daB diese einfachen N&herungsverfahren fiir praktische Anwen-
dungen ausreichende Ergebnisse liefern.

III.3 Unterscheidung der Anforderungen nach ihrer Herkunft

In Abschnitt III.2 wurden die ankommenden Anforderungen noch
nicht nach ihrer Herkunft unterschieden, sondern es wurde die
in den Taktzeitpunkten ankommende Gruppe von Anforderungen
global betrachtet. Wie in Abschnitt III.1 schon beschrieben,
werden innerhalb einer ankommenden Gruppe von Anforderungen
zuerst diejenigen aus Richtung 1 in den Speicher eingeordnet,
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dann diejenigen aus Richtuneg 2 usw. Das bedeutet aber, daB

die Anforderungen aus Richtunz 1 beziglich der Wartezeit gegen-
Uber den Anforderungen aus Richtung 2 begiinstipgt werden, die-
se wiederum gegeniber denjenigen aus Richtung 3 usw. Deshalb
sind auBler den auf alle Anforderungen bezogenen charakteristi-
schen Verkehrswerten, wie sie in Abschnitt III1.2 bestimmt wur-
den, auch noch die entsprechenden Verkehrswerte von Interesse,
welche nur auf die aus einer bestimmten Richtune kommenden An-
forderungen bezogen sind.

I1IT1.3.1 Mittlere Wartezeit

Die mittlere Anzahl von Anforderungen, die sich bei der An-
kunft der Anforderungen aus Richtung i vor diesen im System
befindet sei mit Ri[x,O] bezeichnet. Die von den Anforderungen
aus Richtung 1 angetroffene mittlere Schlangenlinge ist die-
selbe wie die von der ankommenden globalen Gruppe angetrof-
fene mittlere Schlangenlénge

El[x,o] =E[x,o] (3.50)

E[x,0] ist aus G1.(3.20A) bzw. (3.20B) bzw. (3.20C) bekannt.
Nie mittlere Anzahl E[ki} von Anforderungen, welche pro Takt
aus Bichtung i ankommen, ist

n.
i )
Elky] = > kay (0) (3.514)
k=1
Die zugehdrige Varianz der GruppengroBe ist
o4
~ 2
var[k;] = k2=0 (k - E[k;])° a;(k) (3.51B)

Da innerhalb einer ankommenden Gruppe die Anforderungen aus
den Richtungen 1,2,...,1-1 vor denjenigen aus Richtung i in
den Speicher eingeordnet werden, gilt fir die Mittelwerte

E;[x,0]

o] - e+ £ el

oder mit G1.(3.50)

—

Ei[x,o] = E[X,OJ + i E[kj] fir 151 (3.52)

J=
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Ganz analog zu der mittleren Wartezeit t; aller Anforderungen
der globalen Gruppe nach G1.(3.25A) bzw. (3.25B) gilt dann fiir
die mittlere Wartezeit t;,i aller Anforderungen, welche aus
Richtung i kommen

(3.534)

Fiur die auf die Bedienungsdauer h normierten mittleren Warte-

zelten t; 5 aller Anforderungen aus Richtuneg i gilt dann ent-
’

sprechend ny

pHARIERY

X R ) Wi .

Toi = Edxol TSI (3.544)

o3 4 \/ﬂj“(t] ) :
ban T Bl e 4 (MR HEk1-4) (3.548)

Die Werte fiir B, [x,0], E[k;] und var[k,] sind in den Gleichun-
gen (3.50) bzw. (3.52), (3.51A) und (3.51B) angegeben.

I1T1.3.2 Wartewahrscheinlichkeit

Die eintreffenden Anforderungen aus Richtung i1 finden das
System leer vor, wenn kurz vor dem Takt keine Anforderungen
mehr im System vorhanden sind und auBerdem die ankommende glo-
bale Gruppe keine Anforderungen aus den Richtungen 1,2,...,1i-1
enthadlt. Die Wahrscheinlichkeit pi(0,0), daB kurz vor dem Takt
keine Anforderungen im System enthalten sind und auBerdem mit
dem Takt aus den Richtungen 1,2,...,i-1 keine Anforderungen
ankommen, ist

p,(0,0)

p(0,0) (3.554)
i-1

p; (0,0) = p(0,0) TW; qj(o> fiir 1>1  (3.55B)
J:

Die Wahrscheinlichkeit p(0,0) kann aus G1.(3.28) mit Hilfe von
G1.(3.18A) bzw. (3.18B) entnommen werden.

Nun ist ganz analog zur Wahrscheinlichkeit P(=0) in G1.(3.29),
daf eine ankommende Anforderung der globalen Gruppe nicht war-

ten muB, die Wahrscheinlichkeit Pi(=0), daB eine aus Richtung
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i ankommende Anforderung nicht warten muf
1 - qi(o)

Pi(=0) = ‘EE;J““"

pi(0,0) (3.56)
Die Wartewahrscheinlichkeit Pi(>0) fir Anforderungen aus Rich-

tung 1 ist dann

Pi(>0) =1 - P.(=0) (3.57)

IIT.3.3 Wartezeitverteilung

Zur Bestimmung der Wartezeitverteilung Pi(gdh), d.h. der Wahr-
scheinlichkeit, daB eine aus Richtung i kommende Anforderung
weniger oder gleich die Zeit dh warten muB (mit d=0,1,2,...),
missen die Wahrscheinlichkeiten pi(x,o) bekannt sein, daB die
Anforderungen aus Richtung 1 bei ihrer Ankunft bereits x An-
forderungen antreffen. Diese Wahrscheinlichkeiten hé@ngen von
den Wahrscheinlichkeiten p(x,0), daB kurz vor dem Takt x An-
forderungen im System sind und von den einzelnen Wahrschein-
lichkeiten ql(k), q2(k)...,qi_1(k) der Gruppengrofen aus den
Richtungen 1,2,...,1i-1 ab. Deshaldb werden zunichst die Wahr-
scheinlichkeiten ri(k) bestimmt, daB pro Takt aus den ersten

i Richtungen 1,2,...,1 zusammen genau k Anforderungen ankom-
men. Diese Wahrscheinlichkeiten ri(k) konnen allgemein aus der
Faltung der einzelnen Wahrscheinlichkeiten ql(k), qg(k)...,

q. (k) gewonnen werden, da diese unabhdngig voneinander sind.

1
Die jeweils zu ri(k) gehdrende, maximale GruppengriBe ist

i
m, = > 1 (3.58)
J=1
Zur Verdeutlichung des Zusammenhangs zwischen den Wahrschein-
lichkeiten ri(k) und qi(k) soll Bild 25 dienen.
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#ichtung 1 Richtung 2 Richtung 3 e e e e . Richtung &
lql(k),n1 iqz(k),n2 qu(k),n3 e e e qg(k),n
*rl(k),ml

~ v
r,(k),m
4% 2 ,
+r3(x),m3
\‘rg_l(k),mg_l
+rg(k),mg

Bild 25: Rekursive Bestimmung der Wahr-

scheinlichkeiten ri(k)

Aus Bild 25 ist auch ersichtlich, daB die wahrscheinlichkeiten
ri(k) rekursiv berechnet werden konnen, was filir die numerische

Auswertung auf Digitalrechnern besonders geeignet ist.

Ausfihrlich geschriebenvlautet die Beziehung zwischen Pi(k),

v i >
ry_1(k) und a,(k) fiir den Fall m; ,¥n,

gy v, (n)gi0)

e
—
=
-

"
.
N
&
=
i)
—
3
s
-
a0
N

¢ )= v, s 0 * 1 @ gi -t o, npt)g;(0)

rln A=t (=10 g,(n;) *‘2-1(%.4‘%)34 (n;4)~...+ 1 (m; ~1)g; )

Q(vn{%): Y. (m{%’m)Q;(Vl;)*T;_,‘(W\;J—V!;M)qi (Yli"’)“"- . ,+r{_1(M4.4>Qi(O)

1-4
,

o, #027 (ngons H)gs (ni) (i mni#2)g; (st o 4T i) G:1)

r;(m“*'h;): Y‘H(m\ 4)@\;1'_(”{)
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ZusammengefaBt 148t sich das obige Gleichungssystem schrei-
ben als

fir den Fall

m, .In,

R . .. -1°
ri(k) = 2 Pi_l(J)qi(k-J) fir ni§k<m.1~1 '~ & .

k
ri(k) = ?;% ri_l(J)qi(k—J) fiir 0fk<n,
k

(3.594)
i-1
ri(k) =220 r; ,(a;(k-j)  fir m,

<k<m, +n.
j=k—ni i-1 i-1 71

J

Ganz analog dazu lassen sich die Beziehungen fiir den Fall
<
m; &0y angeben als

ri(k) = .z_ ry 1(J)qi(k-g) fir O§k<m.l_1
= fiir den Fall
G-t . Mio1E0
r’.l(k) = Z—O ri_l(g)qi(k—J) fiir mi_lgl«ni
= (3.598)
mi-l . .
ri(k) =j=k-n ri_l(J)qi(k-J) fiir niském, +ng
i »

Als Sonderfélle treten hier rl(k)=q1(k) bzw. my=ny und
k)=r(k) bzw. m_=m auf.
Pg()r() we mg

Die Wahrscheinlichkeiten pi(x,o), dafl die Anforderungen aus
Richtung i bei ihrer Ankunft genau x Anforderungen vor sich im
System finden, sind nun noch durch eine Faltung der voneinan-
der unabhédngigen Wahrscheinlichkeiten p(x,0) und Pi-l(k) zu
erhalten. Analog zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten
p(x,T) in Abschnitt IIT.2.5.2 erhidlt man damit

X

p;(x,0) = %ég p(§,0)ry ;(x-3) fiir x¢m,
X (3.60)
p;(x,0) = p(§,00r; _4(x-3) fir om,_,
J=X-my g

Die Wahrscheinlichkeiten p(j,0) sind aus G1.(3.38) bekannt.

Nachdem nun die Wahrscheinlichkeiten p,(x,0) mit G1.(3.60) be-
i

kannt sind, ergibt sich ganz analog zur Wartezeitverteilung
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P(£dh) der Anforderungen der globalen Gruppe in G1.(3.47) fir

die Wartezeitverteilung Pi(gdh) der Anforderungen aus Richtung
i die Formel

<%ﬁ i ix
P.(<oh) = £k 345 2 p-\(x‘o)p - kzjoqi(k)} fir d<ng

(3.61)
d 1-x
Biledn) = P (cini-nh) + E%kﬂz . p;(x,())[’% %q'\(k)} fir dzn,

J:ni )(:l_n.

Die komplementidre Wartezeitverteilung Pi(>dh), d.h. die Wahr-
scheinlichkeit, daB eine aus Richtung i ankommende Anforderung
lénger als d Bedienunegsdauern warten mufB, ist dann

Pi(>dh) =1 - Pi(gdh)
Die komplementire Wartezeitverteilung wi(>dh) bezogen auf die

wartenden Anforderungen aus Richtung i ist

Pi(>dh)
wi(>dh) = §;T;67—

Die Wartewahrscheinlichkeit Pi(>0) fiir Anforderungen aus Rich-
tung 1 ist aus G1.(3.57) bekannt.
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v
ZWEISTUFIGES WARTESYSTEM MIT ABGETASTETEN,
PARALIELEN EINGANGSWARTESCHLANGEN

IV.1 Struktur und Betriebsweise des Systems

Das in Bild 26 dargestellte
System ist eine Kombination

aus den in Kapitel II und

IITI beschriebenen Systemen.
Die g parallelen, = groBen
Prim&rspeicher PSP 1, PSP 2,
...,PSPg~1, PSPg, denen je

r/ ein Poissonangebot mit der
Ankunftsrate %i zugefiihrt
SSP wird, werden mit jedem Takt
CPU gleichzeitig abgetastet. Aus
Bedienungseinheit, jedem Primarspeicher i werden
. konst. Bedienungs- pro Takt maximal n, Anforde-
dauer h

rungen entnommen und in den

Bild 26: Struktur des Systems oo groRen Sekundédrspeicher SSP

eingeordnet, welcher als Puf-

ferspeicher vor der Bédienungseinheit dient. Auch hier hat die
Bedienungseinheit eine konstante Bedienungsdauer h und die Takt-
zeit T ist ein ganzzahliges Vielfaches ¢ von h. Im Moment des
Taktzeitpunktes werden die Anforderungen aus PSPl zuerst in den
SSP eingeordnet, anschlieBend die Anforderungen aus PSP2 usw.
Die im SSP wartenden Anforderungen werden einzeln seriell von
der Bedienungseinheit, z.B. einem Rechner, abgearbeitet.

Dieses System nach Bild 26 entspricht einem vereinfachten Mo-
dell eines zentralgesteuerten Systems, wie z.B. einem ProzeB-
rechner mit Peripherie oder einer zentralgesteuerten Fernsprech-
oder Datenvermittlungsstelle. Die einzelnen Primérspeicher PSPi
konnen dabei als das Modell von peripheren Gerdten betrachtet
werden, der Sekund&drspeicher SSP und die Bedienungseinheit als
die zentrale Verarbeitungseinheit (Central Processing Unit CPU,
vgl. Kapitel I). Alle g Primdrspeicher zusammen werden als Pri-
marsystem bezeichnet, die Bedienungseinheit mit dem Sekund&r-

speicher als Sekundérsystem.

IV.2 Behandlung des Prim8rsystems

Aus jedem einzelnen Primdrspeicher PSPi werden maximal ny An-
forderungen im Taktzeitpunkt entnommen und an den Sekunddrspei-
cher SSP weitergegeben. Da dieser Sekundirspeicher SSP als un-
begrenzt grofl angenommen wird, kann er immer alle Anforderungen
aufnehmen, die ihm jeweils in den Taktzeitpunkten angeboten
werden. Deshalb tritt nicht der Fall auf, daB auf Grund eines
vollen Sekunddrspeichers im Taktzeitpunkt die Anforderungen

aus dem Prim8rsystem nicht lUbernommen werden kénnen. Es tritt
also kein Riickstau vom Sekundirsystem in das Prim8rsystem auf.
"as bedeutet aber, daB in keiner Weise der Zustand irgend eines
Primédrspeichers durch den Zustand irgend eines anderen Primér-
speichers oder durch den Zustand des Sekunddrsystems beeinfluBt
wird. Deshalb kann jeder einzelne Prim@rspeicher PSPi unabhin-
gig von den anderen Prim&rspeichern und unabhidngig vom Sekun-
dérsystem fiir sich betrachtet werden. Somit entspricht ein ein-
zelner Prim&rspeicher genau dem in Kapitel II behandelten System
und s&@mtliche interessierenden charakteristischen Verkehrsgrofen
konnen aus den dort gewonnenen Ergebnissen entnommen werden.

IV.3 Behandlung des Sekunddrsystems

Das Sekunddrsystem entspricht zwar in seiner Struktur genau dem
in Kapitel III behandelten System , jedoch tritt hier bezliglich
des angebotenen Verkehrs eine andere Bedingung als in Kapitel

ITI auf. Dort wurde nédmlich angenommen, daB die Wahrscheinlich-
keiten r(k) fir die Gruppenankiinfte in aufeinanderfolgenden Takt-
zeltpunkten unabhé@ngig voneinander sind. Diese Voraussetzung
trifft in dem hier behandelten System (vgl. Bild 26) nicht mehr
zu. Als Begrindung kann die folgende Uberlegung dienen:

Werden aus dem Primd@rspeicher PSPi mit dem Takt weniger als ny
Anforderungen entnommen, so ist dieser Prim&rspeicher kurz nach
dem Takt leer. Fir die GruppengroBe, welche im darauffolgenden
Taktzeitpunkt diesem Primé@rspeicher entnommen wird, ist deshalb
nur das Poissonangebot mit der Ankunftsrate %i verantwortlich.
Werden aus dem PrimZrspeicher PSPi mit dem Takt dagegen n, An-
forderungen entnommen, so konnen sich kurz nach dem Takt noch

Anforderungen in diesem Primirspeicher befinden. Fiir die Grup-
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pengroBe, welche im darauffolgenden Taktzeitpunkt diesem Pri-
ma8rspeicher entnommen wird, ist deshalb auBer dem Poissonan-
gebot mit der Ankunftsrate )i auch noch der Zustand dieses
Speichers kurz nach dem Takt verantwortlich. Die Wahrschein-
lichkeiten flr die in einem Taktzeitpunkt dem Sekundédrspeicher
angebotenen Gruppengrofien héngen deshalb davon ab, wie grof

die im letzten Taktzeitpunkt angebotene Gruppengrofe war.

IV.3.1 Primdrsystem besteht nur aus einem Speicher

Das gesamte System, welches nur einen Prim3rspeicher enthilt,
ist in Bild 27 dargestellt. Es kOnnen nun zwei verschiedene
F&lle unterschieden werden, ndmlich ng<c und nsc.

A IV.3.1.1 Fall ntc

Pro Takt konnen maximal n Anforde-
PSP rungen vom Prim@rspeicher PSP in den
Sekundérspeicher libernommen werden.
c-h Da die Bedienungseinheit zwischen
zwel Taktzeltpunkten aber maximal
SSP czn Anforderungen abarbeiten kann,

sind die pro Takt ankommenden Anfor-

. i i adchst akt-
Sedienungs— derungen immer bis zum n8chsten Takt
einheit zeitpunkt schon abgearbeitet. Das be-

CHO =

deutet aber, daB die in den Taktzeit-

Bild 27: Struktur des punkten ankommenden Gruppen von An-
Systems mit nur einem forderungen immer in ein leeres Se-
Primarspeicher kunddrsystem eintreffen. Folglich hat

die Tatsache, daB die Gruppengrdfen
in aufeinanderfolgenden Taktzeitpunkten abhéngig voneinander
sind, keinen EinfluB auf die von den ankommenden Gruppen ange-
troffene Anzahl von Anforderungen im Sekunddrsystem, (welche
hier also immer O ist). Deshalb hidngen die Wartezeiten der An-
forderungen nur von den jeweiligen Gruppengrofen selbst ab.
Es koOnnen deshalb fiir diesen Fall alle in Kapitel III gewon-
nenen Ergebnisse verwendet werden, wenn dort E[g,Q]:O,
p(0,0)=1 und p(x,0)=0 fiir x>0 gesetzt wird.
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Es wdre noch zu bemerken, daB dieser Fall in der Praxis nur
dann sinmnvoll wdre, wenn die Bedienungseinheit zusitzlich noch
durch irgendwelche "Hintergrundaufgaben" belastet wiirde. Andern-
falls muBte sinnvollerweise der Takt schneller gemacht werden,
damit nicht kurz nach dem Takt noch Anforderungen im Primér-
speicher zuriickgelassen werden, die Bedienungseinheit aber an-
dererseits bis zum n8chsten Takt eine zeitlang leer steht.

IV.3.1.2 Fall n>c

Um fur diesen Fall die mittlere Wartezeit und die Wartewahr-
scheinlichkeit im Sekundédrsystem zu bestimmen, wird zuerst das
Gesamtsystem betrachtet und zwar jeweils kurz nach dem Takt
bzw. zur Zeit T vor dem nichsten Takt. Befinden sich kurz nach
dem Takt im Gesamtsystem x¢n Anforderungen, so miissen sich die~
se Anforderungen gezwungenermaBen im Sekundirsystem befinden,
da ja mit dem Takt maximal n Anforderungen aus dem Primérspei-
cher entnommen werden kdnnen. Ist x<c, so werden deshalb wih-
rend des folgenden Zeitintervalles bis zum nichsten Takt alle
x Anforderungen abgearbeitet, ist dagegen Xzc, so werden wédh-
rend des folgenden Zeitintervalles bis zum nichsten Takt genau
¢ Anforderungen abgearbeitet.

Befinden sich kurz nach dem Takt x»>n Anforderungen im Gesamt-
system, so mussen in jedem Fall mindestens n Anforderungen da-
von im Sekundidrsystem sitzen und es kdnnen in dem folgenden

Zeitintervall bis zum ndchsten Takt ¢ Anforderungen abgear-
beitet werden.

{xGi’T} {XG1+1’T}
pG:L(XyT) pGi+1(X’T)
!
N s Iy
> T ) t
Takt i Takt i+1

Bild 28: Beobachtungszeitpunkte

Der Zustand des Gesamtsystems (PSP + SSP + Bedienungseinheit)
kurz nach dem Takt i bzw. i+l sei bezeichnet mit {xGi,T} bzw.
{XG1+1,T},und die entsprechende Wahrscheinlichkeit mit Dg; (x,T)
bzw. pGi+l(x,T) (vgl. Bild 28). Die Folge dieser Zustdnde bil-
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det wieder eine eingebettete Markoff-Kette. Zwischen den Tak-
ten 1 und i+l sollen ki neue Anforderungen im Gesamtsystem ein-
treffen. Diese neuen Anforderungen treffen im Primirspeicher
ein und k&nnen zwischen den Takten i und i+l nicht an das Se-
kundérsystem weitergegeben werden. Deshalb kdnnen im Sekundidr-
system auch nur solche Anforderungen zwischen den Takten i und
i+l abgearbeitet werden, welche sich bereits kurz nach dem Takt
i schon im Sekundidrsystem befunden haben. Hiermit und mit den

obigen Uberilegungen folgt fiir den Zustané {xGi+1’T}
{*g341T} = Max[({;Gi,T}-c),o] + Kk, (4.1)
mit Max[}{xGi,T}—c),O} =4¥;G1,T}-c fiir {XGi’ La c
{ 0 fur {;Gi,T}<:c

Diese Gl.(4.1) ist vdllig analog zu G1.(2.61) in Kapitel II,
wenn dort tv=0 gesetzt wird und damit kv=o wird, d.h. wenn dort
das behandelte System direkt vor dem Takt betrachtet wird. An-
stelle der Abfrageplatzzahl n in Gl1.(2.61) tritt hier nur die
GroBe c. Diese beiden GrdBen entsprechen sich auch physika-
lisch gesehen, da sie die maximal bedienbare Anzahl von Anfor-
derungen pro Taktzeit in dem jeweiligen System darstellen. Die
in der Taktzeit T eintreffende Anzahl von Anforderungen k.1 wird
hier ebenso durch das Poissonangebot mit der Ankunftsrate A be-
stimmt wie die Anzahl k, fir t,=0 in G1.(2.61). Deshalb kann
der weitere Rechnungsgang zur Bestimmung der erzeugenden Funk-
tion der Zustandswahrscheinlichkeiten und der Zustandswahr-
scheinlichkeiten selbst v6llig analog zu demjenigen in Kapi-
tel IT erfolgen. Fiir den Fall des statistischen Gleichgewichts,
welches hier durch die Bedingungen A—<1 und &E<1 gekennzeichnet
ist, kOnnen somit fiir das hier behandelte Gesamusystem die ent-
sprechenden Formeln fir die oben genannten GroBen direkt aus
Kapitel II iUbernommen werden, wenn dort tv=o gesetzt und n
durch ¢ ersetzt wird.

Die erzeugende Funktion GxG(z,T) der Zustandswahrscheinlichkei-
ten pG(x,T) des Gesamtsystems kurz nach dem Takt lautet dann
analog zu Gl.(2.71)

c-A
CAT (2-2y)  70-2)
Gy lzT) = = 0 e (4.2)
b Tlu-z) #emoa
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Nabei sind z, (v=0,1,...,c-1) die Nullstellen mit |z,|<1 der
Bestimmungsgleichung

c _ e—)T(l—z)

z = 0

Der Erwartungswert EG[X,T] der Anzahl von Anforderungen im
Gesamtsystem direkt nach dem Takt ist vdllig analog zu
Gl.(2.74)

c-1 2
_ 1 c-(c-AT)
By lx,7] ‘(2;; -z, * S loam) (#.3)

Die aus der erzeugenden Funktion in Gl.(4.2) mittels einer Rei-
henentwicklung abgeleiteten Zustandswahrscheinlichkeiten
pq(x,T) des Gesamtsystems kurz nach dem Takt sind analog zu

.(2.83)
red | orc TR xbe x-beu
_AT-¢ | JAT AT BAT cp )bT)
i [ o By S, S
(4.4)
mit Si nach Gl.(2.81B)
und bcgx<(b+l)c (b=0,1,2,...)
Y J
Man beachte auch hier: %—:1 und > ...=0 filir j<i
i

Nun ist mit G1l.(4.3) der Erwartungswert EGj},T] der Anzahl von
Anforderungen im Gesamtsystem kurz nach dem Takt bekannt. An-
dererseits ist der Erwartungswert Ep[x,T] der Anzahl von An-
forderungen im Prim&rsystem kurz nach dem Takt aus Gl.(2.74)
bekannt (Begrindung vgl. Abschnitt IV.2). Aus diesen beiden
Erwartugswerten 148t sich der Erwartungswert ES[X,T] der An-
zahl von Anforderungen im Sekunddrsystem durch Differenzbil-
dung berechnen (vgl. dazu auch Bild 29)

Es[x,T] = E4[x,T] - Ep[x,T] (4.5)

Prim8rsystem
Ep[x,7] aus G1.(2.74)
mit tV=T

Gesamtsystem
Eq[x,T] aus GL.(4.3)

Sekundéarsystem
Eg[x,T] gesuchter wert

Bild 29: Bestimmung des Erwartungswertes ES[X,T]
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f'ber die Zustandswahrscheinlichkeiten Pg(x,T) des Sekundirsystems

kurz nach dem Takt 148t sich folgende Aussage machen:

Befinden sich kurz nach dem Taktzeiltpunkt x<n Anforderungen im
Sekunddrsystem, so muB das Primdrsystem leer sein, da ja maxi-
mal n Anforderungen pro Takt vom Primidr- in das Sekundarsystem
Ubernommen werden konnen. Das bedeutet aber, daB auch das Ge-
samtsystem dann nur diese x Anforderungen enthdlt. Deshalb miis-
sen die Zustandswahrscheinlichkeiten ps(x,T) und pG(X,T) flr
x<n gleich sein

pS(X,T) = DG(X,T) flir x<n (4.6)

Befinden sich kurz nach dem Taktzeitpunkt x2n Anforderungen im
Sekundédrsystem, so 148t sich daraus keine Aussage iliber die An-
zahl von Anforderungen im Primérsystem und damit auch im Ge-
samtsystem machen. Flir die Zustandswahrscheinlichkeiten ps(x)
im Falle x2n 1l&d8t sich also keine so einfache Beziehung wie
fliir x<n finden.
Mit Gl.(4.6) folgt fiir den Sonderfall x<c (d.h. b=0) aus
1.(4.4)

— ?\T"C X C (‘O)Xw
Pt = gr ) 2500 e ot
v=1
pg(xﬁﬁ-—ﬁéézlg—— (-4)° XJSC_X (4.7)
V:4("‘1v)

mit S nach G1.(2.81B)

Aus der mittleren Schlangenlénge ES[X,T] und den Zustandswahr-
scheinlichkeiten ps(x,T) direkt nach dem Takt kann nun gang
analog zu Abschnitt III.2.6 die mittlere Speicherbelastung 525
des Sekundédrspeichers ermittelt werden. In Analogie zu Gl.(3.44)
ergibt sich dafiir

{25 = ES[} T] ——% [ iz: (3-x) pglx T)] (4.8)

In G1.(4.8) sind nur Zustandswahrscheinlichkeiten ps(x,T) mit
X<c enthalten. Genau diese sind aber aus Gl.(4.7) bekannt.

Dle Ankunftsrate von Anforderungen ist fiir den Primarspeicher
gleich A (vgl. Abschnitt IV.1). Da sich das Gesamtsystem im
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statistischen Gleichgewicht, d.h. im stationfdren Zustand be-
findet und alle am Primdrsystem eintreffenden Anforderungen
auch das Sekund&rsystem durchlaufen, miissen pro Zeiteinheit

am Sekunddrsystem genausoviele Anforderungen eintreffen wie am
Primédrsystem. Dadurch ist die Ankunftsrate von Anforderungen
im Sekund&rsystem ebenfalls A. Nun kamn die mittlere Warte-
zeit t;s aller Anforderungen im Sekundidrsystem aus der allege-
mein giltigen Beziehung

Qg = Ntig (4.9)

gewonnen werden.
Mit G1.(4.8) folgt aus G1l.(4.9)

the = { [x T] ”_% %g: (3-x) pg(x T)]J (4.10)

ES[X’TJ ist aus G1.(4.5) bekannt, ps(x,T) aus Gl.(4.7).

Mit der mittleren Wartezeit t*P aller Anforderungen im Primér-
system nach G1.(2.76A) wird dann die mittlere Wartezeit t*c
aller Anforderungen im Gesamtsystem

= »
t;G =tip t tws (4.11)
t;G ist diejenige Wartezeit, die eine Anforderung von ihrem

Eintritt in das Primdrsystem bis zu ihrer Bedienung im Sekun-
dérsystem im Mittel warten muB.

Schlieflich kann nun noch die Wartewahrscheinlichkeit P (>O)
der Anforderungen im Sekunddrsystem bestimmt werden. Dazu ist
es wieder sinnvoll, zuerst die Wahrscheinlichkeit P (—0) zZu
ermitteln, daB eine Anforderung im Sekundérsystem nicht warten
muf3.

Die erste Anforderung einer im Taktzeitpunkt am Sekund&rsystem
ankommenden Gruppe muB nicht warten, wenn das Sekundidrsystem
bei der Ankunft der Gruppe leer ist. Dies kann aber nur der
Fall sein, wenn kurz nach dem Taktzeitpunkt des vorhergehenden
Taktes nur 0,1,2,... oder c Anforderungen im System waren.
Dies bedeutet aber zwingend, wie oben schon erwdhnt, daB das
Prim&rsystem kurz nach dem vorhergehenden Takt leer ist.

Die Wahrscheinlichkeit pS(O,O), daB kurz vor dem Taktzeitpunkt
das Sekunddrsystem leer ist, ist also
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,C‘
pg(0,0) = > | pg(x,T) (4.12)

x=0
Die Wahrscheinlichkeit, daB in einem Taktzeitpunkt, vor wel-
chem das Sekunddrsystem leer ist, iUberhaupt eine Anforderune
am SekundZrsystem eintrifft, ist gleich der Wahrscheinlichkeit,
daB- wEhrend der Zeit T im Primdrspeicher (der ja nach dem vor-
hergehenden Takt leer war) eine Anforderung ankommt. Aufgrund
des Poissonangebotes ist diese Wahrscheinlichkeit gleich

1 - e AT

Da diese Wahrscheinlichkeit unabhingig von pS(O,O) ist, ist die
Wahrscheinlichkeit, daB mit dem Takt eine Gruppe von Anforde-
rungen eintrifft und ein leeres Sekundédrsystem vorfindet,
gleich dem Produkt

-\
p4(0,0) (1 - e™)
Da in diesem Fall nur die erste Anforderung der ankommenden
Gruvpe nicht warten muB, kommen somit im Mittel DS(O,O)(l-e_kT)i

Anforderungen pro Takt am Sekundarsystem an, die nicht warten
missen. Im Mittel kommen zwischen zwei Takten AT Anforderungen
am Primdrsystem an. Da sich das Gesamtsystem im statistischen
Gleichgewicht befinden soll, werden pro Takt auch AT Anforde-
rungen vom Primidrsystem an das Sekundidrsystem weitergegeben.
Pamit kommen insgesamt pro Takt im Mittel W\T Anforderungen am

Sekund&rsystem an. Die Wahrscheinlichkeit P.(=0), daB eine An-

S
forderung im Sekunddrsystem nicht warten muB, ist dann
pg(0,0) (1-e7"T)
PS(=0> = Gl (4.13)

Setzt man noch G1.(4.12) in G1.(4.13) ein, so erhdlt man

1 T, <&
Po(=0) =57(1 - e )%% pg(x,T) (4.14)

Die Zustandswahrscheinlichkeiten ps(x,T) konnen fir x<c aus
Gl.(4.7) entnommen werden und fiir x=c aus GL.(4.6).

Die Wartewahrscheinlichkeit PS(>O) der Anforderungen im Sekun-
d&drspeicher ist nun einfach

PS(>0) =1 - PS(=O) (4.15)
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IV.3.2 Prima@rsystem besteht aus g Speichern

In diesem Abschnitt wird das Sekund&rsystem behandelt, welches
zu einem Gesamtsystem nach Bild 26 gehdrt. Es koénnen hier drei
F&alle unterschieden werden, nédmlich

a - n, <
)§ sC

i=1

b) jedes einzelne niz c

c) > n; > c, aber einzelne n,< ¢
i=1

IV.3.2.1 Fall ;fi nsc

i=1
Auch hier gilt wie in Abschnitt IV.3.1.1, daB die maximale
GrupnpengroBe, welche pro Takt am Sekund&rsystem ankommen kann,
kleiner ist als die Anzahl c¢ von Anforderungen, welche maxi-
mal in einem Taktzeitintervall abgearbeitet werden kann. Die
in den Taktzeitpunkten am Sekund&rsystem ankommenden Gruppen
von Anforderungen treffen also immer ein leeres Sekunddrsystem
an. Es gilt in diesem Fall flr die charakteristischen Verkehrs-
groflen genau dasselbe wie das in Abschnitt IV.3.1.1 Gesagte.

Zu bemerken ware hier noch, daR die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung flur die GroBe der in den Taktzeitpunkten ankommenden
Gruppen von Anforderungen mit Hilfe der Gleichungen (2.90) und
(3.5%4A) bzw. (3.59B) berechnet werden konnen.

IV.3.2.2 Fall jedes einzelne nié c

Dieser Fall, bei dem aus jedem einzelnen Primdrspeicher PSPi
mindestens so viele Anforderungen mit dem Takt abgeholt wer-
den kdnnen, wie im Sekundirsystem wihrend einer Taktperiode
maximal verarbeitet werden konnen, entspricht dem in Abschnitt
IV.3.1.2 behandelten Fall bei einem Prim&rspeicher. Auch hier
wird zuerst des Gesamtsystem kurz nach dem Taktzeitpunkt
betrachtet.

Befinden sich kurz nach dem Takt im Gesamtsystem nginEni
Anforderungen, wobei Min[ﬁi] gleich dem kleinsten aller n, ist,
so miissen sich diese Anforderungen im Sekunddrsystem befinden.
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Befinden sich kurz nach dem Takt x>Min[ni] Anforderungen im
Gesamtsystem, so miissen mindestens Min[ni] davon im Sekundir-
system sein. Deshalb gilt nach den gleichen liberlegungen wie
in Abschnitt IV.3.1.2 auch hier die Gleichung (4.1). Nur ist
jetzt k; aus Gl.(4.1) die Anzahl der Anforderungen, welche
insgesamt zwischen Takt i und Takt i+l (vgl. Bild 28) am Pri-
méréystem ankommt ; ki wird also bestimmt durch den gesamten
Poisson-Ankunftsprozel mit der Gesamtankunftsrate A

A = ‘i; N (4.16)
i=

Ganz entsprechend zu Gl.(4.2) ist dann die erzeugende Funktion
GxG(z,T) der Zustandswahrscheinlichkeiten pG(x,T) des Gesamt-
systems kurz nach dem Takt

c-1
CAT Tl(z-2,)  -ATi4-2) .
Gx(2,T) = = € (4+.17)
Xa F 4(1 2,) 2. A7)

Pabei sind z, (v=0,1,...,c-1) die Nullstellen mit |z [<1 der
Bestimmungsgleichung

2C e--A'I‘(l—z)= 0

Der Erwartungswert EG[X,T] der Anzahl von Anforderungen im Ge-
samtsystem direkt nach dem Takt ist ganz entsprechend zu

Gl.(4.3)

c-1 2

o8 c-(c-AT) .

Eg[xr] = Zﬂ 1-z, " 2(c-am) (4.18)
=1 “

Die aus der erzeugenden Funktion in G1.(4.17) abgeleiteten Zu-

standswahrscheinlichkeiten pG(x,T) des Gesamtsystems sind ent-

sprechend zu Gl.(4.4)

AT-c¢ g’(e c C/LS (=A3T)" JC/‘)

p(XT)~ | p—

T | 50 @) e bx-je)!
bAT L5 Jerg LABT) e (4.10)
T T S e

mit Si nach G1.(2.81B)
und be £ x < (b+l)c (b=0,1,2,...)

Man beachte auch hier %%:1 und Z%:.._O fir j<i
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Die Erwartungswerte EPi[x,TJ der Anzahl von Anforderungen im
Primérspeicher PSPi kurz nach dem Takt kdnnen fiir jeden ein-
zelnen Primérspeicher PSPi aus G1.(2.74) berechnet werden.
Dann gilt flir den Erwartungswert ES[X,T] der Anzahl von An-

forderungen im Sekundirsystem kurz nach dem Takt entsprechend
zu Gl.(4.5)

EBg[x,7] = EG[x,T] - 1% Eps [%,7] (4.20)

Fiir die Zustandswahrscheinlichkeiten ps(x,T) des Sekundérsy-
stems gilt das in Abschnitt IV.3.1.2 Gesagte analog, wenn

dort n durch Min[ni] ersetzt wird. Entsprechend zu G1.(4.6)
ist also

pg(x,T) = py(x,T) fir x <Min[n, | (4.21)

Speziell fiir den Sonderfall x<c entsprechend zu Gl.(4.7)

AT-c -
Ps(x,T) = m (-1)° S (4.22)

V=4
Flir die mittlere Speicherbelastung Q des Sekundirspeichers ist
Gl.(4.8) voll gililtig, wern dort E [x T ] aus G1.(4.20) und
ps(x T) aus Gl.(4.22) eingesetzt w1rd Die mittlere Wartezeit
t;s der Anforderungen im Sekunddrsystem ist dann analog zu

1.(4.9) ) Qs
tWS :7\— (4.23)

Gl.(4.8) in Gl.(4.23) eingesetzt

. 1 1 <,
fws = A IZES[X’T]‘ ) % [J - go(j—X)ps(x'T)]} (1. 24)

ES[X,T] ist aus Gl.(4.20) bekannt, pg(x,T) aus GL.(4.22).

Wird die mittlere Wartezeit der Anforderungen im Primdrspei-
cher PSPi mit typy (aus Gl.(2.76A) berechenbar) bezeichnet, so
folgt fiir die mittlere Wartezeit t;P aller Anforderungen im
ganzen Primérsystem durch gewichtete Summenbildung

* — 7\ *
tep = é A tepi (&.25)
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Tie mittlere Wartezeit taG aller Anforderungen im Gesamtsysbtem
ist dann

* — * L % N

th =trp + th R mit G1l.(4.25)

t* }R_‘\ 3]; t* + t* (LL 26)
WG 7 A TwR wS :

1

Die Wahrscheinlichkeit PS(=0), dafl eine Anforderung im Sekun-
ddrsystem nicht warten muf, wird ebenfalls analog zu Abschnitt
IV.3.1.2 bestimmt. Auch hier gilt fiir die Wahrscheinlichkeit
DS(O,O), daf kurz vor dem Takt das Sekundidrsystem leer ist,

die Gl.(4.12). Dann muB kurz nach dem vorhergehenden Takt das
cesamte Primé&rsystem leer gewesen sein. Die Wahrscheinlichkeit,
daB mit dem Takt, vor welchem das Sekunddrsystem leer ist,
Uberhaupt eine Anforderung ankommt, ist deshalb gleich der Wahr-
scheinlichkeit, daB wahrend der vorhergehenden Taktperiode im

Primdrsystem eine Anforderung eingetroffen ist. Diese Wahr-

scheinlichkeit ist 1-e~AT,
Analog zu Gl.(4.14) ergibt sich dann fir PS(=O)
1 AT, <2
=0) =-2=(1 - e~ T 4.2
Ps(—O) _1XT(1 e ) géo pS(X,J) (4.27)

Tie Zustandswahrscheinlichkeiten ps(x,T) kdénnen fiir x<c aus
G1l.(4.22) entnommen werden und fiir x=c aus Gl.(4.21), wobei
dann aber Min[ni]>c sein muB.

Die Wartewahrscheinlichkeit im Sekundi@rsystem ist dann

P.(>0) =1 - P.(=0) (4.28)

S S

g
IV.3.2.3 Fall >_ n; > c, aber einzelne n, <c
i=1

Tieser Fall ist wesentlich komplizierter zu behandeln als die
in den vorhergehenden Abschnitten beschriebenen Fille. Ein
Beispiel kann dies am besten verdeutlichen.

<c. Di

1 ie
Abfrageplatzzahlen ni aller anderen PrimZrspeicher PSPi seien

Der Primidrspeicher PSP1 habe eine Abfrageplatzzahl n

grofler als c¢. Kurz nach dem Takt sollen sich im Gesambsystem

x Anforderungen befinden, wobei n,<x<e sein soll. Dann konnen
sich entweder alle x Anforderungen im Sekundarsystem befinden
und alle Prim8rspeicher leer sein oder es konnen sich weniger
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als x, aber mehr als n, Anforderungen im Sekundédrsystem be-
finden und der Rest kann im Frimirspeicher PSP1 enthalten
sein. Um angeben zu kdnnen, wieviele Anforderungen in der
néchsten Taktperiode abgearbeitet werden konnen, geniligh nun
nicht die Kenntnis lber den Zustand des Gesamftsystems, son-
dern es muBte detailliert die Verteilung der Anforderungen auf
die einzelnen Speicher bekannt sein. Zur Ldsung dieses Prob-
lems miiBten umfangreiche Rechnungen mit mehrdimensionalen
Zustandswahrscheinlichkeiten angestellt werden, welche aber

hier nicht weiter verfolgt werden sollen.

Es soll vielmehr flr diesen Fall im folgenden noch eine Nihe-
rungslosung fur die mittlere Wartezeit t;s im Sekundarspeicher
bei symmetrischen Systemen angegeben werden. Bei symmetrischen
Systemen besitzen alle Primdrspeicher PSPi (i=1,2,...,g) gleiche
Abfrageplatzzahlen n,=n und gleiche Ankunftsraten A,=\.

Die absoluten (d.h. unbedingten) Wahrscheinlichkeiten r(k), daB
pro Takt eine Gruppe von k Anforderungen vom gesamten Primir-
system an das Sekund&rsystem iibergeben wird, kdnnen mit Hilfe
der Gleichungen (2.90) und (3.59A,B) berechnet werden. Als erste
Naherung kdnnte man nun diese Wahrscheinlichkeiten r(k) als un-
abhi@ngig voneinander in aufeinanderfolgenden Taktzeitpunkten an-
nehmen (im Gegensatz zur Wirklichkeit, vgl. Abschn. IV.3, S.109).
Dann wirde das Sekundirsystem beziliglich seiner Struktur und
seiner Verkehrsparameter genau mit dem in Kapitel III behandel-
ten System Ubereinstimmen (vgl. Abschn. III.1, S.72) und als
Ndherung fiir die mittlere Wartezeit t;s aller Anforderungen im
Sekundérspeicher konnte G1.(3.25B) verwendet werden. Eine groBe
Anzahl von Simulationen auf einem Digitalrechner hat gezeigt,

daB diese erste Ndherung die mittleren Wartezeiten t*_ insbeson-

dere filr hohe Ankunftsraten unterschitzt. Der Grund ?ir diese

Unterschatzung kann folgendermaBen qualitativ erkldrt werden:

Wenn mit dem Takt von einem Primérspeicher die maximale Anzahl

von n Anforderunegen an das Sekundidrsystem lbergeben wird, so

sind folgende zwei Punkte von Bedeutung:

- Erstens ist die vom Primar- zum Sekund@rsystem ibertragene
Gruppe relativ groB, so daB direkt vor dem n8chsten Takt noch
relativ viele Anforderungen im Sekundidrsystem enthalten sind.

- Zweitens besteht eine gewisse Wahrscheinlichkeit, daB in dem
Primdrspeicher noch Anforderungen zurlickgelassen werden und
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deshalb mit dem ndchsten Takt eine Gruppe mit mindestens
einer Anforderung an das Sekundérsystem iibergeben wird. Nie
wartezeit der ersten Anforderung dieser Gruppe ist dann re-
lativ groB wegen des ersten Punktes.
Bei der Nazherung mit einem Modell nach Kavitel ITT bleibt diese
Korrelation unberiicksichtigt.

Die Idee flr eine bessere Ndherung geht deshalb davon aus, die
mittlere Wartezeit der ersten Anforderung einer am Sekundidr-
system ankommenden Gruppe um einen Faktor F gegeniiber derjeni-
gen bel dem Modell nach Kapitel IIT zu erhdhen. In G1.(3.25RB)
war der erste Term E[x,0]-h die mittlere Wartezeit der ersten
Anforderung einer Gruppe, wogegen der restliche Term von der
zusdtzlichen Wartezeit der anderen Anforderungen der Grupne
herriihrte. Mit G1.(3.25B) und der obigen Iberlecung folegt des-
halb fir die ndherungsweise mittlere Wartezeit t;s:

trg = F-E[x,0]-h + %(V—g% +E[K] - 1)-n (4.29)

Der Faktor F in Gl.(4.29) berilicksichtigt die oben erwidhnte
Korrelation. Als ein MaB flir diese Korrelation kann die Wahr-
scheinlichkeit angesehen werden, daB mindestens eine Anforde-
rung direkt nach dem Takt im Primérsystem zuriickgelassen wird,
d.h., daB das Primérsystem mindestens eine Anforderung zur Zeit
tva vor dem nidchsten Takt enthdlt. Wegen der Annahme eines
symmetrischen Systems ist diese Wahrscheinlichkeit gleich
1 - (pplo,T)%

wobeil pp(O,T) die Wahrscheinlichkeit ist, daB ein Primirspei-
cher zur Zeit t,=T vor dem ndchsten Takt 0 Anforderungen ent-
halt (aus G1.(2.83) mit x=0 und tV:T). Mit Hilfe einer groRen

Anzahl von Simulationen hat sich nun gezeigt, daB der Faktor
F allgemein angenommen werden kann als

F=1+1,9[1 - (pp(0,7)F] (4.30)
Der Faktor F aus G1.(4.30) kann jetzt in Gl.(4.29) eingesetzt
werden. Alle anderen Grofen auf der rechten Seite von Gl.(4.20)

werden wie bei dem Modell nach Kapitel III berechnet, d.h. also

mit den Gleichungen (3.20C),(3.11C) und der Beziehung fiir Var[k]
auf S$.82 unten.

Die Genauigkeit dieser Naherung ist flr praktische Anwendungen
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ausreichend. In allen durch Simulation iiberpriiften Fillen be-
trug die Differenz zwischen dem Ndherungswert nach G1l.(4.29)
und dem Simulationswert fiir t;s weniger als 10%.

IV.2.3 Numerische Ercebnisse und Auswertuneen

IV.3.2.1 Mittlere Wartezeiten t;s und Wartewahrscheinlichkeit
im Sekunddrsystem

Tie mittlere Wartezeit L;S nach Gl.(4.24) wird eenau wie die
mittlere wartezeit des in Kapitel III behandelten Systems
durch eine sehr erofe Anzahl von Parametern beeinfluBt. Im
Gegensatz zu Kanitel TIT besteht aber hier die Moglichkeit,
die mittlere wartezeit t;s im Sekundédrsystem fir ein beliebie
cestaltetes Gesamtsystem unter Beriicksichtigung der Bedingun-
gen in den Abschnitten IV.3.1.2 bzw. IV.3.2.2 aus nur zwei
"iagrammen zu ermitteln. Nieser MSglichkeit liegen die Glei-
chunegen (4.23) und (4.8) zugrunde. Schreibt man Gl.(4.8) durch
Einsetzen von 01.(4.20) ausfilhrlich an, so erhdlt man fiir die

mittlere Speicherbelastung QS des Sekundérspeichers

3 c j-1
< w1 . )
Qs = Bg[x,T]- 2B [x,7]- 5 S {J— i (J—X)DF(X,T)} (4.31)
i=1 i=1 x=0 ~
In G1.(4.31) kommen nur Zustandswahrscheinlichkeiten ps(x,T)
mit x<c vor. Es kamm also weiterhin noch G1.(4.21) in Gl.(4.31)
eingesetzt werden. Dann ergibt sich

-1
{9 = EG[x,T]—% %[3— X%_% (j-x)pdx,?)} % Bpy [x,T] (4.32)
(- c B ;)

v
GS

Der in G1.(4.32) mit QS (Gesamt-System) bezeichnete Term

hédngt nur vom Gesamtsystem ab. Er wirid einzig und allein durch
das Gesamtangsbot mit der Ankunftsrate A und die Taktzeit T=ch
bestimmt, nicht aber davon, wie das Primédrsystem im einzelnen
aussieht. Die GroBe S, welche keine direkte physikalische Be-
deutung hat sondern nur ein Rechenwert ist, kann alsoc in einem
Diagramm in Abhidngigkeit von der Gesamt -Ankunftsrate A darge-
stellt werden unter Verwendune von c als Parameter. Nieses
Diagramm zeigt Bild 30.
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Der zweite Term von Gl.(4.32) hidngt nur allein vom Primirsy-
stem ab. Dieser Term enth&lt die mittlere Schlangenlénge
EPiEX,T] jedes einzelnen Prim&rspeichers PSPi kurz nach dem
Takt, welche auch flir jeden einzelnen Primérspeicher nach
Gl.(2.74) mit tva flir sich berechenbar ist. Aus GLl.(2.74) ist
auch ersichtlich, daB die mittlere Schlangenlénge EPi[x,T] nur
von Aim und der Abfrageplatzzahl ny des Prima&rspeichers PSPi
abhingh. Deshalb konnen die Werte fiir EPi[x,T] in Abhdngigkeit
von XiT geschlossen in einem Diagramm dargestellt werden, wobel

ni als Parameter verwendet wird. Dieses Diagramm zeigh Bild 31.

Die mittlere Speicherbelastung Q% des Sekund&rspeichers kann
nun folgendermaBen auf einfache Art und Weise aus den Diagram-
men ermittelt werden:

Zuerst wird aus Bild 30 mit den Parametern /A und c der Wert
von GS abgelesen. Aus Bild 31 konnen nacheinander die einzel-
nen Werte von EPi[x,T] jeweils mit den Parametern %iT und 1,
abgelesen werden. Durch einfache Subtraktion dieser abgelese-
nen Werte Epi[x,T] von dem abgelesenen Wert GS erhdlt man ent-
sprechend zu Gl.(4.32) sofort den Wert von Q%. Damit ist aber
auch die mittlere Wartezeit tas im Sekundidrspeicher entspre-
chend zu G1.(%.23) bekannt, némlich

Auf diese Weise kann fir ein beliebiges System mit den Ein-
schrinkungen nach Abschnitt IV.3.1.2 bzw. IV.3.2.2 sehr leicht
aus den zwei Diagrammen in den Bildern 30 und 31 die mittlere
Wartezeit t;s durch eine Subtraktion und eine Division durch
A gewonnen werden.

Als Beispiel fiir ndherungsweise bestimmte mittlere Wartezeiten
%S nach Abschnitt IV.3.2.3 soll Bild 32 dienen. Viele Tests
haben gezeigt, daB bel einem Angebot von A-h<0,5 die Niherung

mit dem Modell nach Kapitel III fiir praktische Anwendungen
ausreichend ist (vgl. auch gestrichelte Linie a in Bild 32).
Flir Angebote von A-h20,5 jedoch sollte die genauere Ndherung
nach G1.(4.29) verwendet werden (vgl. auch durchgezogene Linie
b in Bild 32).
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SchlieBlich zeigt Bild 33 noch die Wartewahrscheinlichkeit im
Sekunddrsystem nach G1.(4.28) flir Systeme, bei denen jedes
einzelne n, groBer als ¢ ist. Sie ha@ngt nur von den Parametern
A und ¢ des Gesamtsystems ab.

IV.3.3.2 Gegenseitiger EinfluB der Abfrageplatzzahl n im

Prim&rspeicher und der Taktdauer T auf die absolute

mittlere Wartezeit im Gesamtsystenm

In diesem Abschnitt soll eine Untersuchung entsprechend zu Ab-
schnitt II.5.3 durchgefihrt werden. Der Ubersichtlichkeit we-
cen soll das Gesamtsystem nur einen Prim&rspeicher enthalten.
In Abschnitt II.5.3 wurde untersucht, wie sich die absolute
mittlere Wartezeit in einem Primdrspeicher dndert, wenn die
Taktdauer erhdht wird und zugleich auch die Abfrageplatzzahl n
vergrifBert wird und zwar derart, daB der Quotient n/T konstant
bleibt. Der Grund flr eine Erhdohung der Taktdauer ist in Ab-
schnitt I1.5.3 angefiihrt. Hier soll nun untersucht werden, wie
sich die obige MaBnahme auf die absolute mittlere Wartezeit im
Gesamtsystem auswirkt. Mit Hilfe der numerischen Ergebnisse aus
Abschnitt IV.3.3.1 fiihren diese Betrachtungen zu dem Diagramm
in Bild 34. Bild 34 kann entsprechend interpretiert werden wie
Bild 17 in Abschnitt II.5.3. Auch hier ist es nicht ratsam,
fiir kleine Ankunftsraten A das Taktintervall T und die Abfrage-
platzzahl n des Primdrspeichers zu erhthen (also z.B. von Kur-
ve 1 auf Kurve 2 iliberzugehen), da die absolute mittlere Warte-
zeit im Gesamtsystem dann relativ gesehen sehr stark ansteigt.
Bei grofen Ankunftsraten A aber steigt die absolute mittlere
Wartezeit im Gesamtsystem beil Erhdhung von n und T relativ ge-
sehen nur wenig an, cobwohl die Anzahl von Takten pro Zeitein-
heit und damit die Anzahl von Unterbrechungen pro Zeiteinheit
in der Zentraleinheit erheblich herabgesetzt wird.

Dieser Effekt ist hier allerdings weniger stark ausgeprdgt als
bei der entsprechenden Betrachtung der absoluten mittleren
Wartezeit nur innerhalb eines Primérspeichers (vgl. Bild 17 in
Abschnitt I11.5.3).
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v
ZUSAMMENFASSUNG

In Rechnersystemen bzw. rechnergesteuerten Systemen werden
hdufig die Informationen zwischen einzelnen Baueinheiten takt-
méRig ausgetauscht (z.B. zwischen Peripherie und Zentralein-
heit) bzw. verarbeitet. In dieser Arbeit wurden drei prinzi-
pielle Modelle von Wartesystemen vorgestellt, welche durch
einen Takt beeinfluBt werden.

Im ersten Modell treffen zufallsmidBig die Informationen ein-
zeln an einem Speicher ein und sie werden jeweils in Gruppen

in Taktzeitpunkten mit konstantem Abstand aus dem Speicher ab-
geholt.

Im zweiten Modell treffen in Taktzeitpunkten mit konstantem
Abstand Gruppen von Informationen mit beliebig vorgebbarer

Verteilung der Gruppengrédfen (0 bis Maximalwert m) an einem
Pufferspeicher ein. Die wartenden Informationen werden hier
einzeln seriell von einer Bedienungseinheit abgearbeitet.

Fliir die beiden obigen Modelle wurden exakte, explizite Ldsun-
gen fir die folgenden charakteristischen Verkehrsgrdfen er-
mittelt: Mittlere Schlangenléngen zu beliebigem Zeitpunkt,
mittlere Wartezeiten, Zustandswahrscheinlichkeiten zu belie-
bigem Zeitpunkt, Wartewahrscheinlichkeit und Wartezeitver-
teilung.

Das dritte, komplexere Modell stellt ein zwelstufiges Warte-
system dar. Insgesamt g parallele Wartespeicher, PriméArspei-
cher PSP genannt, werden gleichzeitig durch einen Takt nach
wartenden Informationen abgefragt. In jedem Taktzeitpunkt
wird aus jedem einzelnen Primérspeicher eine Gruppe von In-
formationen entnommen und in einen Pufferspeicher, den soge-
nannten Sekund&rspeicher SSP, transferiert. Die im Sekundir-
speicher befindlichen Informationen werden einzeln seriell
durch eine zentrale Bedienungseinheit abgearbeitet. Sdmtliche
oben genannten charakteristischen Verkehrsgrofen konnen fiir
Jeden einzelnen Primdrspeicher direkt aus dem ersten Modell
entnommen werden. Fir das Sekunddrsystem allerdings ist eine
ilbernahme der Ergebnisse aus dem zweliten Modell nicht mdglich
auf Grund einer gewissen Abhingigkeit des Sekundarsystems vom
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Frimé@rsystem. Deshalb wurden fir das Sekundérsystem noch fir
bestimmte Kombinationen der Strukturparameter die folgenden
charakteristischen VerkehrsgroBen exakt bestimmt: Mittlere
Speicherbelastung, mittlere Wartezeit und Wartewahrscheinlich-
keit. Flr die restlichen Kombinationen der Strukturparameter
wurde eine N&herungsformel filir die bei praktischen Anwendungen
besonders wichtige mittlere Wartezeit im Sekund@rspeicher an-
gegeben. Exakte Ergebnisse wiren in diesen Fallen nur durch
die Verwendung mehrdimensionaler Zustandswahrscheinlichkeifen
erreichbar.

Samtliche oben erwidhnten Ergebnisse wurden mit Hilfe der Me-
thode der eingebetteten Markoff-Ketten und mit erzeugenden
Funktionen der Zustandswahrscheinlichkeiten gewonnen.

AlTe theoretischen Ergebnisse, welche fir praktische Anwen-
dungen von besonderem Interesse sind, wie z.B. mittlere Warte-
zeiten und Wartezeitverteilungen, wurden auch numerisch aus-
gewertet und so Weit wie mdglich in Diagrammen dargestellt.

Die analytische Behandlung des Verkehrs innerhalb grofler, kom-
plexer Rechnersysteme ist heute noch nicht exakt durchfiihrbar.
Um sich trotzdem ein Bild iiber das Verkehrsverhalten solcher
Systeme zu machen bzw. Dimensionierungsfragen zu beantworten,
ist man gezwungen, einzelne Teilprobleme herauszugreifen und
somit Teilsysteme zu berechnen. Viele solche speziellen Prob-
leme z.B. in rechnergesteuerten Nachrichtenvermittlungssyste-
men, in Dateniibertragungssystemen oder in ProzeBrechnersyste-
men etc. konnen zum Teil exakt, zum Teil wenigstens ndherungs-
welse auf eines der in dieser Arbeit vorgestellten Modelle
zuriickgefihrt werden.
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ANHANG 1

Bestimmune der erzeugenden Funktion der Zustanswahrscheinlich-

keiten aus dem Gleichungssystem der Zustandswahrscheinlich-
keiten in G1.(2.34)

In diesem Anhang soll gezeigt werden, dafl durch Einsetzen von
1.(2.3%) in G1.(2.35) die erzeugende Funktion der Zustands-
wahrscheinlichkeiten nach G1.(2.45B) entsteht.

1.(2.3%) in G1.(2.35) eingesetzt ergibt

Ay ik xk 1 0 ¥+d X1
. AT e ) SO X E o ) x )«
Grlet,)=¢ p(or»‘/);;;“w )Z Vgl ekt )l 'z +g ZF g V>(>< vl
— ks

e7¢nz

Der erste Summenausdruck in der eckigen Klammer stellt die

Atnz

Reihenentwicklung von e dar. Die beiden Doppelsummen wer-

den noch mit Hilfe von Bild 35 umgeordnet.

v
U‘\V)A
. o X+ 0 00
o T PP ID
> = S X=0 V4 VA x-vA
Xovd T g
— L
> Ao
4 >
f% X
AR
D ’ %+ 4
x=0 Nz
Bild 35: Umordnung der Doppelsummen
%k, +1

o ()X )

_ a7 Moz, 2
Kt =€ [p(O.%v)e Otv)kvzx o k! e k1)

2. .2 et
*\Z%P(V'{V) xva)! ~

Die von der Laufvariablen x der inneren Summe unabhingigen

Teile der Doppelsummen kdnnen vor die innere Summe gezogen

Kv—l ZV—l

und mit z bzw. erweitert werden:
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kot
. T Apz _7\332_ oA S5 Dy ) K
Grlat,)-€ [p(oﬂcv)e +P(O'tv)kz W L O]

[ J

e)\tnz

Ny xvrzo (x-v+1)!

oo o0 X-vi
+ Zp(v,tv)zv'4 So b J

e)\TZ - extnz extvz

Gx(iﬂh)?»(’:)T Aon [0% )+plot,)e” Z(w gt ZZ'{ZPr)tv)ZvJ

Gxlz.ty) = MenzT) [P(Oiv)\t plot,) ;:4(8&"2—4) vt (Gx(z,tv)~p(o{{v))]

Atpz-T) ’A(th‘T) Aty 2 G ( rtV
Grlgt,y = e )p(O.tv) (1-5)re e )

AT(z-1) tnz-T)
€ = pAltn
z)*e

Gret) {1 - plot) 11-4)

POt (2-4)  Albez-T)
Gx(zt,) = S awET €

Die unbekannte Zustandswahrscheinlichkeit p(0,t ) wird mittels
der Normiermgsbedingung Gx(1,t ) 1 eliminiert unter Verwen-
dung der Regel von de l‘Hosplfal.

b)) NzT) Altn=T) 1

Jm e € S pORIeT i e
) MeaT) 4
= ploty)e s = 1

poL,) = (4-2T) e M7

Damit wird die erzeugende Funktion

z-1 Atn(z-1)

Gx{z,t_) = (I—AT)—————Y~——T e
v z-e%T z-1

Diese Formel fiir Gx(z,tv) ist identisch mit G1.(2.45B).
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ANHANG 2
Bestimmung der expliziten Formel flir die Wartezeitverteilung
im Fall n=1 aus dem Losungsansatz in Kapitel TI. 2.5

G1.(2.57C) ist der Ansatz fiir die Wartezeitverteilungsfunk-
tion. Diese Gleichung besteht aus Integralausdriicken der Form

= Jﬁp(x,tv)dt

Es wird deshalb zuerst das Integral I durch Einsetzen der Zu-
standswahrscheinlichkeiten p(x,t ) aus Gl.(2.51) berechnet.

L. fMT)[ (xTsty) Le“g”t)[mmﬂ ( AlTH) ”Jdt

J‘O (X 4- J)' X']
t x4
T= (- )\T)[ XAT Mv f Z ((X) JT*t )X ] AT+t )0“\/
U A il 5
1
tox- -‘ . Te
- > )" i jTet £ )T t“)otth (4.1)
o i (x1

Der in G1.(A.1) mit T1 bezelchnete Term setzt sich aus Inte-
gralen der Form K\fu Uqu zusammen (K, a, b sind Konstanten) .
Diese Integrale werden mit Hilfe der partiellen Integration
umgeformt. Flir den Ausdruck Ii ernédlt man dabei

x-1 X . 14
(N el Wia AGTe, xPEN*T S PIRES)
= g eprat e | fZO T G e
- .
x-4 - . %=
4 A, AT EA oy AT
M= 5 > S limt)e - & T)3e™
A bt ) A £ beqll ) )"l
toxd X1 X- 4 NGTet,
] 520"’(?.-44» (et )T (1.2)
o ]
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Setzt man Gl.(A.2) in Gl.(A.1) ein, so hebt sich der letzte
Term von I1 gegen den letzten Term von I weg und man erhélt

x-1

t
x )
I:ij(x,tv) =T[4 @) +-}§

=0

)“3 12T, . BNE
33)‘ e Ejﬁ{)”e“-(ﬂ)xjj} (4.3)

Mit Gl.(A.3) kanmn nun P(<wT) nach G1.(2.57B) bestimmt werden,
wenn in Gl.(A.3) t=T und x=v gesetzt wird

w-4 w-14 V-4 AT . »
PleT) = W{ NEe S S AL M ]|
V=0 V=0 j:o J
N + J \ v )
T T2

Der mit T1 bezeichnete Term ist eine endliche geometrische

Reihe mit w Gliedern, Ihre Summe 1ist

(eXT_ 1) 1(e". 1)
Mot

Tl =

T1 = eWNF 1 (A.5)

Der in Gl.{(A.4) mit T2 bezeichnete Term ist in ausfihrlicher

Schreibweise

w-2 w4~’ w1 *4 W= \W-1-j Al 0T
2= Z il [ T] J o Z((\?ﬁ‘j)' (jT)w le! ~<— von v=w-i
10
L L ek T ”i(-a)”‘i(,ow.z.j o R
=1 jrl e E ) E
170 1=0
L WG e T
Z [( AT] Z =] (31)" e ~— V0N V=w-3
i=o :
+

- 11 0 (. mj‘ - AAT
%j)L’J[(j”)ﬂ Je(l”)r - ZE—E‘J}TTQT)'l Jgﬁ — von v=1
. j:o '
AN

+
Lo

[ o
o

V=0
entfalit
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In der zweiten Summe jeder Zeile wird jeweils das Glied mit
j=0 ebenfalls gleich 0. Deshalb kann man die zweiten Summen
jeder Zeile erst bei j=1 beginmen lassen. Fllhrt man dann noch
eine Substitution der Laufvariablen Ja1t=3neu+1 durch, so er-
gibt sich fir T2

w A4 w-3 \)w-ZJ ~ 1)7\7-

w2 - W1 (AT
ZOE N ].uj"‘ T] J VJ - Z WZJ)' Lf”‘ﬂﬂ

15

3 W2l GeaT b T
- 1 (]‘r\)/ _ Z W/} (H’U
e [(«

[

A .
1:
‘W
Lfr 33 w-§ 8 w-lq Wl ()
- 5 il T - S ] e
':o ):O '

et sich WS

+ Z [1+1 TT\‘J' e(j*.’l)?\T

Der zweite Term in jeder Zeile hebt sich jewells gegen den
ersten Term der nichsten Zeile weg. Es bleibt lediglich librig

w-2 w-1-j ) .
- Zo ‘(@—ﬁ_‘jﬁ' [(-j+l>ﬂw'1-3 G(IFLINT h6)
Gl.(A.5) und Gl.(A.6) in Gl.(A.4) eingesetzt ergibt

A= ( w-A- J w11 +1)
Pleur) = 2 { N+ F_ - T P far] et m} (h.7)

SchlieBlich wird noch G1.(A.7) und G1.(A.3) mit t=tv in
G1.(2.57A) eingesetzt



1- A )] Ry M i T
Plontet,) = | &) o 5 DRI 20t e
AT 10 (w 3
k-2 (A 1- 1 s g
e S A T T

In dieser Gleichung wird fiir die zweite Summe in der eckigen
Klammer die gleiche Unformung vorgenommen wie fiir die zwelten

Terme jeder Zeile der obigen ausfiihrlichen Gleichung fir T2,
Man erhdlt dann

- AwTety) g1 a6 t,) LIt b
P(éwT*tkm[ﬁ o *%%T):Le 8 O o

B et
w-2 w- P
et
“h w1})![ Tt }
]°0

Der erste Term in der eckigen Klammer kamm noch mit unter das
erste Summenzeichen geschrieben werden, wenn man die Lauf-
variable j bis w laufen 148t.

w-j
JT+e )] SAITHE )

-l
P(ewr+t ) = L2AT Z_‘ - TR S vio 1 (4.8)

AT

G1.(2.58A) ist identisch mit Gl.(A.8).

- 130 _

ANHANG 13
Bestimmung der expliziten Formel fir die Warrezei*verteilung
im Fall n>1 aus dem Losungsansatz in Kapitel IT. 3.5

G1.(2.87) ist der Ansatz fiir die Wartezeitverteilungsfunktion
im Falle n>1. Diese Gleichung besteht aus Integralausdriicken

der Form t
(w+1)n-1
I = f E p(x,tv)dtv (A.9)
0 X=wn

Das Integral I nach G1.(A.9) wird durch Einsetzen der Zustands
wahrscheinlichkeiten p(x,tv) aus G1.(2.83) bestimmt

3 ftin-1 w1 n o AGTH, X-Jr-m AGTot
I- n:ﬂ_ Z SRS S0 iTvta)] el t,)
T | % 370 u0 o begn-w)!
v=1
(wn-1 x~wn T WAM N T
+ n~/u [AlwT +‘tv.1 wT+t, OHi

t
N :wamn.« w1 i g wj_h_tL_ M) (A.10A)
o 3':0 =] V)(“ (x J\r\ (u,)l v

t
W n-4 x-wn i T (T £ ) T4 y
IQ:f Z (_On/us X (wTs tvﬂ e>\( T+t,)

- dt (A.10B)
“n
o X=wn @0 s (X‘WV]?I,(,)_' Y
Damit ist
I = %—T_Tl—rl—-.(li + 12) (4.100)
[ (1-2,)
v=1

Zunachst wird das Integral I1 nach Gl.(A.10A) ausgewertet . Dazu
werden alle Summenzeichen vor das Integralzeichen gezogen und
auBerdem wird das Summenzeichen mit der Laufvariablen x an

die letzte Stelle gebracht und ausgeschrieben, Damit erhdlt

man dann fiir I1 in ausfiinhrlicher Schreibweise
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-5 S __m-————-””“vﬂ I A
= & n-u J (wh- ]n /}”H v
£ 1-1n
Tk T R o T+tv)d
(wned - ]"‘ (u V
+

VQ £

n-2-in-
[)jquw*)n 1”/*e>\(jm

0 [WH 23" M]'
t

EMJMV)]MM —Ljn

[ws)n-14- fn-u]!

[ i
et

U, (4.11)

Die n Integrale in der eckigen Klammer sind von der Form
K\fu? budu (K, a, b sind Konstanten), welche mittels partiel-
ler Integration umgeformt werden konnen. Fiir das letzte Inte-
gral der eckigen Klammer gilt damit

t wlln-1-in- : T trtin-t-gn -1 ; i
[_)\(‘:—t )1 K e‘)\(J.ﬁtV)dt - L_'}\Uﬂ-tv)l ] i ) ?\(g'ﬁ‘tv)
N [lw+t)n- jn‘(u] \ Y [(W”)V‘*f-jﬂ‘}tjf A 0
wﬁ}n-Z-jn-{u

[(WH )n-1-jnm] AT
Llw+t)n - 4- qn- ((L]I

) 4 2GR
5E ot

DT I i AT ATty

A (-2
TN Lwsin-t- in /x} Llwstin-A- Jh AL]I

t + n- .
+f AGTE)]) bt -2=gnop e?\(JT+ t,) Jt
Lwtn-2-jn-p1 "

Das Integral am Ende dieses Ausdrucks ist genau gleich wie das
Integral in der vorlebzten Zeile von Gl.(A.11) und kann des~
halb mit diesem zu Z‘j . v zusammengefaBt werden. Dieses In-
tegral wird wieder partlell integriert, wobei wieder als ein
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Teil ein Integral entsteht, welches mit demjenigen der darii-
berliegenden Zeile zusammengefaBt werden kann usw. Niese Re-
kursion wird so lange fortgesetzt, bis man in der ersten Zei-
le angelangt ist. Als Formel filir I1 ergibt sich dann nach
einer Zusammenfassung

w-1 n (w+)n-1 :
it fwihin-x (- )ur{ Lo XA GAT
T _JZO %\_1) #V\nw %Z %(-M )] M AT ) - ]/\T) LN )

T in- .
J‘[X +,)] M (jT+t0) df
(wn-gn- ) !

Auch das letzte Integral in diesem Ausdruck kanm noch durch
fortgesetzte partielle Integration entsprechend wie oben ge-
18st werden. Man erhalt dann schlieBlich

w-1 (w+tin-

n i
_ M 4= ftnx . u Nj T+t) xm(u AT
= 2 %( DRSS E, ;wm—_(x’l' o] ([»A(Jﬂt)j RN A )

s

>qj

wn-jn-u L
wn- Jn L= { ) T wn=jn-p f T

Z<wn3nﬂ§¢%<T+ N ) e
(A.12)

Als néchstes wird das Integral I2 nach G1.(A.10B) berechnet.

Auch hier werden alle Summenzeichen vor das Integral gezogen.

AuBerdem wird die Doppelsumme mit Hilfe von Bild 36 umgeord-

net.
oy
—p N-4
. o wrln-1 X=wn n-1 win-1
Wein-1 * E Z § g "
— O X=Wn M=o X’WW{M
XEWNHU —p~ p——
— "
e b o »
| et wn wein-1 X
n-A . t . T
Z X=wWn xown
I
p=0

Bild 36: Umordnung der Doppelsumme
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Im Zusammenhang mit GLl.(A.14):

L [’AwT«»t ] AlwT+t,)
12= S 64) MS_D e ot " e N
i e v - Z[Z( o4 S imw)“”‘m SOTT)

: } =0 X=0
ATy pAWTHt,)

. f D) ot ~4 w2 >

4! v 1 } - (-vAT)X T

) - Soere St S ) AT (5. 15)
u=0 X=0 X
n(u 4

+ f[}(nwﬁt/[ AlwT+t )O&VJ (8.13) Fir P(swT) nach G1.(2.86) gilt dann unter Verwendung der

((A

Gleichungen (A.2), (A.10) und (A.15,B,C)

Die n-u Integrale in der eckigen Klammer von Gl.(A.13) kdnnen

AT - n 1 . B
P(<WT) = — = (TL + T2 + 7T AL15D)
auf die gleiche Weise durch partielle Integration wie dieje- (<wT) A-1 (1 ) T ( 3 (
" [ 1-z,
nigen in Gl.(A.11) rekursiv geldst werden, beginnend mit dem i v

v=1
letzten Integral. Das Ergebnis lautet dann

Zuerst wird der Term T1 von Gl.(A.154) berechnet. Nach der

n- 4 nlus { iH-M(["MWTW)]XGMNH)—(w)\T)XQWN_‘ (A.14) Summe mit der Laufvariablen v aufgeldst, lautet er
- X! )
& o
Wil n g
— [T AqTeT T
Th=2> > ——!‘—“” Z whn-x) [_—(xj s o e AUTT)
i=0 “4=0 X={w-n+1 Jn
Gl.(A.12) und (A.14) kbnnen in G1.(A.10C) eingesetzt werden. : betne & V=W~
Damit ist das Integral I nach G1.(A.Q) bestimmt. Jetzt kann w2 n L«X\)X u T
P(<wT) nach G1.(2.86) berechnet werden, wenn in G1.(A.12) bzw. - < Zo 1)”’“—‘& 2 {wn-x) W
(A.158) £=T und w=y gesetzt wird. Dazu werden noch einige Ab- e Xt Kk
kiirzungen eingefiihrt. Im Zusammenhang mit G1.(A.12) :
w-5 n < w-{)n-1 I T+T] j M
4 5 AGTHT)
wA [v-4 n +ln-1 T, xyn MiT» + ZH)W(MJ—”& > E(W—ﬁrrx]*J—“———
Z Z h/A Sng Z [VH n x] X (i *T] ‘/Me J T) 1=0 p=0 A X=w-2)n+4 (x M (u)
V=0 J:O a0 A X=vn+1 (X jV\ (u) - Vzw-)
w-3 n w1 T)'W ” 5.)\“—
v-1 n (\M)n AT T -> ZH)V" > [(w hn- x]
Z Z Z [w)n-x] _(i_)nh)_‘— ! (A.154) =0 40 T {x- :]WM
120 =0 x=vnt1 K o S\C"wag
+ LA
o
et ot n onefrou nu-f T ‘*/Smg/
+T) AT+T) nee
T2 = {_ 2(1']/{3 ("”—% Z —[()\)(nT 31]_‘10)' e J 5} n < 2n-1 [_)(r—{-q)])(-jn‘(u AGTHT)
V=030 p=0 §-=0 = 2027 i%\& (Zn-x) —m{ - el
‘ ) ) j:O ME0 X=n+1 (X'J"“({A).{
v-4 n o Vi (-jXT)V”'j"?“'F T (h.158) 4 vz
IR D UANIE -l =) e 8158 AT Ep——
L "Ny one e 6 n o o (AT T
{0 = fro” on-j-pufl =SSR e S ) e
o N A (x-jn-put
] 0 (u-O A=N+4
. J
e
0 v=0

entfallt
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Das gegenseitige Wegheben der einzelnen Terme, wie es in der
obigen Gleichung angegeben ist, soll am Beispiel des zweiten
Termes der ersten Zeile (d.h. der durchv=w-1 gekennzeichne-
ten Zeile) erlautert werden:

Das Glied mit j=0 liefert keinen Beitrag (d.h. es ist 0). Des-
halb kann die erste Summe auch erst bei j=1 begonnen werden.

Flihrt man dann die Substitution der Laufvariablen ja1‘ +1

t=Ineu
durch, so wird aus diesem Term

- 1)
Wﬁi nSnw G L g EAGR0TT T G
\

j=o p=0 [ [x=(jrtn-pu 1!
Eine weitere Substitution der Laufvariablen X?ltzxneu+n in
der innersten Summe filhrt auf

W= W-1)n- . - in-M

% anm)”l‘ks_m& E o] [tw-1)n-x] M e AGTT)

3=0 #=0 A X=(u-2)n+1 (X'j"’/*)}

Dieser Ausdruck hebt sich gegen den ersten Term der zwelten
Zeile (mit v=w-2 gekennzeichnet) weg. Entsprechendes gilt
fir die anderen Terme. Es bleibt nur der erste Term der er-
sten Zeile lbrieg, d.h.

™= ZZ ) 2ns Z (wn- ——L——“‘”XJ“ A (A.16)
j=o M0 x=(w-Tn+1 ( x-ja-pl! o

Als n#chstes wird T2 von Gl.(A.15B) berechnet. Auch T2 wird
nach der Summe mit der Laufvariablen v aufgelost
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w-2 n - (w-AIn-jn-at . s (w-1n-1n- ‘f THT
5o DGRl AGT)

T2= %4 - - - 1
=0 “=0 M 'F:O *(W"{)\n—JVl—(u—f] < V=y-]
(w-n-Jn -n- R
5 e, S e
=0 Lw-1)n- in- f<—f]l

t2n-jn-u - (w—z)n-jnw—{ NGT+T
S S, S T T

3=0 /L:O 1& 0 [W 2n- 3Y\ /V» F] | ~—end
w3 o ~ w-2n-gn-u w2n-in-u-f
- % ZH)” /*Sn_ S Lﬁu :]“
A 0 @ “ Ty [won- Jn—(u (]' .
+ o, )
0.8 e oy men]”™ Nt sy TaT) )
PSS, S e e
A =0 p=0 M {‘O {n- M- ]C)‘ —ye
N s wyrinsef
SRS, o I
A 170 45 N7 oy (n— jnp- f) emf\éjg

Auch hier werden wieder entsprechend wie bei T1 jewells die
zweiten Terme einer Zeile umgeformt. Die Umformung wird am
Beigpiel des zweiten Terms der ersten Zeile (durch v=w-1 ce-
kennzeichnet) erliZutert:

Das Glied mit j=0 wird aus der Summe herausgezogen. Man erhilt

T N 3y S Qi o vt
2 S 2 T
von §=0

Es wird fur die Laufvariable j wieder die Substitution
Jalt=3neu+1 durchgefihrt. Das ergibt

(w?n)n(ur\ \—1“’2)"‘ JH(M{ AGHDT
e

2 St S Z

4=0 —o Vu [lw- 2)n~3n-/x~f] !
. - L v J
Bleibt in jeder Hebt sich gzegen den ersten Term der
der w-1 Zeilen nidchsten Zelle weg. Entsprechendes

von T2 ibrig zilt bei den anderen Zeilen von T2
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AuBerdem bleibt noch der erste Term der ersten Zeile librig.
T2 wird also

) D_W-Z n A (w-n- 'ﬂ'((,t ,:A(T U:](wﬂ)m‘jnyu»F >\(jT+T)
TZ= PN - (1) P |
70 9 200 tethn-jn-ea- 11

- @;;m ‘L_j(—1)””*5,q_(u (A.17)
40

SchlieBlich wird noch T3 von G1.(A15C) berechnet. Eine Auf-
1osung der Summe mit der Laufvariablen v ergibt

e gt FA=0T+T) X ALw-A)TT]

|
X=0 X —— Vzy-1
n- 1 Al X i
z )nﬂsﬁ&i(ﬂx(u[ w1)T] Mw-1)
4=0
\u“w ‘5
o 2
n-1 . ] [A(w-2)T+T Al w-2)T47]
PG S S () RO
M=0 x=0 X
—-— =W
A o FAW-2TF AT
T2 25 D () S e
470 X=0 '
+ \(\é‘-’) 5\(\\
T el
nd A Ao MO
Pl 2z S o) EROTL RO
“=0 A x=0
) = ()
- Sy, 2] 20X Ao0T
=S Se T () 207
M=0 X=0 :
Bel T3 bleibt also nur der erste Term der ersten Zeile und

der zweite Term der letzten Zeile Ubrig

ot st AW wroelon
= LZO S\n#é(n—xw)gﬁﬁe)T (UZO -1 @Mn(uJ (A.18)
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Mit den Gleichungen (A.16), (A.17) und (A.18) ist dann
P(£wT) nach G1.(A.15D) bestimmt.

Zur Berechnung der'Wartezeitverteiluneg P(ngthv) nach G1.(2.87)
kann jetzt G1.(A.15D) und G1.(A.Q) mit t=t  herangezogen wer-

den. Dazu werden wieder einige Abkiirzuneen eingeflihrt

T1* = T1 + erster Term von I1 nach G1.(A.12) mit ﬁ:tv (A.1CA)

T2* = T2 + zweiter Term von I1 nach Gl. (A.12) mit t=tv (A,109R)
T3* = T3 + I2 nach GLl.(A.14) mit T:fv (A.190)
Dann ist
P(swT+t ) = %L_m%(l +T2% 4+ TR (A.107)
: (1-z,)
v=1

Zuerst wird T1* von G1.(A.1C0A) berechnet. Mit Gl.(A.16) und
(A.12) erhdlt man aus Gl. (A.1CA)

10 @=0 X=wn+] (x- J” ("“)’
~—vohn 11
wl n W) TP
- ZUHM 5”" Z[wﬂn x] J J l @
hebt 170 w0 X=Wn+] x-jn- )|
Sich
"€ 2 witn-1 W’L
wien e WHn- Al q\jx o 7\( TJ T
+Z H)”/“ Snp Z (wn-x) ! e e
170 p=0 x=lw-1n+ (x- et

Dle letzten beiden Terme dieses Ausdrucks heben sich gegen-
seitig weg, wenn man den zweiten Term des Ausdrucks genauso
unformt wie die zweiten Glieder Jjeder Zeile von T1 (siehe S.144).
Es bleibt lediglich lbrig

Wl 0 w1 (T VI i
<L ZZ.J n(ujn Z_, (w+n- x] —*—*——] emﬂh/’ (A.20)
e [y (x-ja-p) !

Als néchstes wird T2* von G1.(A.19R) berechnet. Mit G1.(A.17)
und Gl.(A.12) erhZlt man aus GLl.(A.19B)
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w1 n n-n- wh n/AF X
TS0 (S, i_j_tn_l__ 7‘(JTt
370 p0 w0 wnejnea-ft
< von T4
w-1 n wn- 3n~(u ST Jn-pu-f 7\T
_n s _ﬁ_l___u__
A 5 (MZ_O ‘g"zl* {wn-jn-u- Il’
2 (w-n-) (w1) £ T
n Wi - “”an/“‘[‘)\ AT+ W HJV\/J )(TM’“) n
PR3 o, > Rl ¢ el S e

5 Lbtn-jnp 1] &

Wird bei diesem Ausdruck im zweiten Term das Glied mit j=0

herausgezogen, so hebt sich der Rest nach einer Umformung ent-

sprechend zu derjenigen fir die zweiten Termen jeder Zeile
von T2 (siehe S$.145) gegen den dritten Term weg. Es bleibt
dann noch ibrig

S D AR 0 A
T =L 20 D IS, > g LS
A j=0 w0 s =0 (wn»Jn-MA{)[ A o o
(A.21)
SchlieBlich wird noch T3* von Gl.(A.19C) berechnet. Mit
G1.(A.18) und G1.(A.14) erhdlt man aus Gl.(A.19C
g ol nc AT+t * WTet,) “4 ”4 D)X T
A u=0 x=0 {uro .
hebtstdﬂwe
4 n-1 n-u WAl WAl A L
I w T [ ST
A /A:O n—(u"x:o /L 7\(u=0 ‘-‘h{b\( (LA,>
n-1 np-A n-14
X~ _’1_ A . [“’)\(WT*— \/ﬂ ?\(WTﬁ't i n e
T3*= % MZ:,O( 1) S"w?;o‘n ) == € ANZ:O Sn(un(u) (A.22)

Die Gleichungen (A.20), (A.21) und (A.22) kOmnen jetzt in
G1.(A.19D) eingesetzt werden. Dabei werden gleichzeitig noch
folgende kleine Umformungen vorgenommen:

In G1.(A.22) kann man die Laufvariable N.in beiden Summen an-
statt nur bis n-1 auch bis n laufen lassen, da flr u=n beide
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Terme zu O werden. Weiterhin kann der zweite Term von Gl.(A.21)
und der zweite Term von Gl.(A.22) zusammencefaBt werden zu
n

1 n-u
X = (-1) Sn—y [}W+1)H—HJJ

AuBerdem kann aus sdmtichen Termen der Gleichungen (A.20),
(A.21) und (A.22) der Teil

n
x > (-1)*+s ausgeklammert werden.

SchlieBlich kann noch aus dem ersten Term von Gl.(A.21) das
Glied mit f=0 herausgezogen werden und bei T1* nach GL.{(A.20)
beriicksichtigt werden, indem dort die Laufvariable x bereits
bei x=wn beginnt.

Nach allen diesen kleineren Umformungen erhdlt man endgiiltig
die folgende explizite Formel flir die Wartezeitverteilungs-
funktion

Won 4 D e L it ltind T
Plentet,)= g1 57 2ot Sl 2oe T 20 DA P
Y M) N "1 x=wn Liejrpn
V=
(W‘j)ﬂ‘ﬁ T \mvl m A AwT+t,) ntu TAlwTet )
. AT ] f > v (n—xyu)&—'—i%—
Py Uw n-u-f10 x=0 e

— (w4 mfij} (h.23)

1.(2.88) ist identisch mit Gl.(A.23).
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ANHANG 4
Nachweis fiir ¢ Nullstellen des Nemners von G1.(3.8) inner-
halb und auf dem Einheitskreis

Der Nachweis fiir ¢ Nullstellen des Nenners von G1.(3.8) inner-
halb und auf dem Einheitskreis wird mit Hilfe des aus der Funk-
tionentheorie bekannten Satzes von Rouché durchgefiinrt.

Der Satz von Rouché lautet (vgl. [267):

Satz: Die Funktionen f(z) und g(z) mogen in einem Bereich B
der z-Ebene eindeutig und analytisch erklirt sein. In
dem Bereich B verlaufe eine einfachgeschlossene stetige
rektifizierbare Kurve &£, die einen einfach zusammenhin-
genden Teilbereich G von B abgrenzt. Auf [ sei iiberall
|=(2)[<|f(2)| (das enthalt implizit £(z)£0). Dann be.
sitzt f(z)+g(z) in dem von £ begrenzten Teilbereich G
genauso viele Nullstellen wie f(z).

Dieser Satz wird auf den Nenner von G1.(3.8) angewendet, d.h.

auf die Funktion
c

z” - Gk(z)
Es werde zugeordnet
f = z°
(2) z (A.24)
I K
g(z) = -Gk(z) = - > r(k)z
k=0

Nun werden Gebiete betrachtet, welche durch konzentrische
Kreise mit Radius R um den Nullpunkt begrenzt werden (ein
Kreis entspricht hier der Kurve { des Satzes von Rouché).
Auf einem solchen Kreis ist

;6
z =R e’
wobei J = Einheit der imagindren Achse
R = Bealzahl (Badius)
X jc® c
Damit wird f(z)] = |Br%I°°| = g
| | l | (A.25)
m kK ikg m Kk
Fir g(z) gilt lg(z)[ = ‘ r(k)R*. e’ lg > r(k)R
k=0 k=0
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Es sei  f(R) = R® f1(R) = cg°1 1
, (A.26)
o k z k-1
g(R) = > r(kR®, g (R) = > kr(k)R
k=0 k=0
Dann ist f(R),RzOz o, f(R)*R=1= 1
(8.27)
2(R)| 5 o= T(0)>0 , &(R) |g_,= 1

f{R) und g(R) sind beide an der Stelle R=1 gleich 1. Es werden
nun zwei Fidlle fiir die Steigungen der beiden Funktionen an der
Stelle R=1 unterschieden:

1. Fall f'(H)lR:1>éZ'(H) R=1

daraus folgt mit G1.(A.26)
m 1

c> E kr(k)
k=0

bzw. c¢> E[k] (E[k] = Erwartungswert von k)

Genau diese Bedingung muB aber fiir das statistische Gleichge-
wicht des Systems erfiillt sein, d.h. im Mittel miissen pro Takt-
intervall weniger Anforderungen eintreffen, als maximal pro
Taktintervall abgefertigt werden konnen.

2. Fall  £1(B) | 2e (R)|o,
daraus folgt mit Gl.(A.26)

c £ Efk] ~~  kein statistisches Gleicheewicht.

Der prinzipielle Verlauf der beiden Funktionen f(R) und g(R)
ist unter Verwendung der obigen Betrachtungen in Bild 37 dar-
gestellt.

(R)
@m

——— g(R) bei c<E [k], kein stati-
stisches Gleichgewicht

— — &(R) bei c>E[k], statisti-
sches Gleichgewicht

Bild 37: Prinzipieller Verlauf der Funktionen
f(R) und g(R)
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Man sieht aus Bild 37, daB fir den Fall des statistischen
Gleichgewichtes (c>E[k]) fiir B=1+d (d>0, jedoch beliebig
klein) g(R)<f(R) ist. Deshalb folgt daraus mit Gl.(A.25), daB
auf einem Kreis mit |z|=1+d liberall ]g(z)l<|f(z)| ist. Die
Funktion f(z) nach Gl.(A.24) hat c Nullstellen innerhalb die-
ses Kreises, nédmlich eine c-fache Nullstelle bei z=0. Dann be-
sagt der Satz von Rouch&, daB auf Grund der obigen Gegebenhei-
ten auch die Funktion f(z)+g(z) innerhalb des Bereiches [z|s1
genau ¢ Nullstellen besitzt.




