
 127 

 

 

 

Kapitel  5  

 

Leistungsfähigkeit von Zellen-Multiplexern mit  
Zentralpuffer 

 

5.1  Modelle und Annahmen für die zeitdiskrete Analyse  

Den Mittelpunkt dieses Kapitels bildet der M : 1-Zellen-Multiplexer mit Zentralpufferarchi-
tektur. Gemäß Bild 5.1 wird der Multiplexer als zeitdiskretes Single-Server Bediensystem mit 
zentraler Warteschlange modelliert. Gespeist wird die Warteschlange von M  Eingängen, die 
Bedieneinheit repräsentiert den Multiplexer-Ausgang. Das Multiplexen der Zellenströme fin-
det bei dieser Konfiguration durch koordinierte Aufnahme der ankommenden Zellen in den 
gemeinsamen, K Zellen fassenden Puffer statt. Als Anwendungsbeispiel zeigt Bild 5.2 die 
Anordnung mehrerer derartiger Multiplexer-Elemente in einem Schaltknoten mit Ausgangs-
pufferung zur Zellenvermittlung (siehe z.B. [Chao01]).  
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Bild 5.1:  Zellen-Multiplexer mit M Eingängen und end-
licher Warteschlangenkapazität K, modelliert als einlini-
ges zeitdiskretes Bediensystem. 
 

 Bild 5.2:  Anwendungsbeispiel für M:1-Zellen-Mul-
tiplexer: M x N-Zellenschalter, bestehend aus N 
Multiplexer-Elementen (siehe z.B. [Yeh87]). 
 

Für die wichtigsten Leistungsgrößen wie Warteschlangenlänge, Wartedauer und Anzahl von 
Zellenverlusten pro Gruppenankunft werden in den folgenden Abschnitten exakte geschlosse-
ne Lösungen entwickelt. Die Analysen basieren – wie auch im Kapitel 4 – auf den Early-Arri-
val- und Late-Arrival-Modellvarianten. Die Annahmen bezüglich Zeitraster, Verkehr usw. 
(äußere Randbedingungen), sowie Abfertigungsdauer entsprechen denen für die Analyse der 



128 Kapitel 5 

Polling-Systeme in Kapitel 4. Ferner gilt hier:  

 Die Ankünfte treten synchron als Gruppe der Größe 0,1, ,A M=   auf.  

 Sämtliche Ankünfte haben gleiches Nutzungsrecht des Warteraums (dynamischer Zel-
len-Multiplexer, kein Reservierungsschema).  

 Die akzeptierten Ankünfte werden in zufälliger Reihenfolge an das Warteschlangen-
ende angefügt (Zugangsdisziplin Random Order, RO).  

 Zellen, die aufgrund fehlenden Warteraums zum Ankunftszeitpunkt nicht im System 
aufgenommen werden können, gehen verloren. Mithin ist die teilweise Aufnahme von 
Aufträgen aus einer eintreffenden Gruppe möglich; ihre Auswahl erfolgt zufällig.  

 Abgefertigt werden die Aufträge gemäß einer vorgegebenen Warteschlangendisziplin 
(z.B. Reihenfolge der Ankunft, d.h. FCFS, oder zufällige Reihenfolge, d.h. SIRO).  

 Die Bedieneinheit arbeitet im Sinne einer erschöpfenden Warteschlangenabfertigung, 
solange sich Aufträge im System befinden. 

Im Zusammenwirken resultieren FCFS-Warteschlangen- und RO-Zugangsdisziplin in einer 
unparteiischen Abfertigung. Die Bestimmung der Warteschlangenlänge ist aber auch mit be-
liebigen anderen unparteiischen Warteschlangendisziplinen, wie beispielsweise SIRO, mög-
lich.1  Wichtig ist nur, dass in jedem Zeitschlitz ein Auftrag bedient wird, solange sich das 
System nicht im Leerlauf befindet. FCFS und SIRO sind im Hinblick auf die Pufferimple-
mentierung (FIFO- bzw. RAM-Puffer, siehe Kapitel 3.1.1.1) naheliegende Warteschlangen-
disziplinen. Im Folgenden wird das EA-IR-Modell unter FCFS und SIRO ausführlich analy-
siert und anschließend mit den Kennwerten der analog untersuchten LA-Modelle verglichen.  

Betrachtet wird das System an den Zeitschlitzgrenzen, wo sämtliche Aktionen des gerade be-
endeten Zeitschlitzes abgeschlossen sind und Aktivitäten des darauffolgenden Zeitschlitzes 
noch nicht begonnen haben. Die Warteschlangenlänge ist dann (unabhängig vom verwendeten 
Analysemodell) identisch mit dem Systeminhalt. Bild 5.3 zeigt das Schema der resultierenden 
zeitdiskreten Markov-Kette. 

Es wird angenommen, dass die Ankünfte an den M  Eingängen unabhängigen Bernoulli-Pro-
zessen folgen, sodass Forderungen an jedem Eingang pro Zeitschlitz t∆  mit der Wahrschein-
lichkeit p t Mλ= ∆  auftreten, 0 1λ≤ < . Danach ergeben sich für A die binomialen Wahr-
scheinlichkeiten 

 { } ( )1 , 0,1, ,M ii
i

M
a P A i p p i M

i
− 

= = = − = 
 

 , (5.1) 

 
                                                           
1 Warteschlangenzugang und Service in zufälliger Reihenfolge ergeben im Verbund globale SIRO-Abfertigung.  
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Bild 5.3:  Zustandsübergangsdiagramm für die Warteschlangenlänge in einem Puffer mit K Warteplätzen bei 
Gruppenankünften, bestehend aus 1 ... M Forderungen, K > M, hier dargestellt für das EA-Modell. Das LA-
Modell basiert auf der gleichen Struktur, es existiert aber ein weiterer Zustandsübergang P0,K.  
 
 

wobei ia  die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zufallsvariablen A ist, welche die Anzahl 
gleichzeitig ankommender Aufträge in einem beliebigen Zeitschlitz angibt. Im Grenzfall einer 
unendlichen Anzahl von Eingängen folgt die Anzahl simultaner Ankünfte den Poisson-Wahr-
scheinlichkeiten ( )lim e !i t

M ia t iλλ − ∆
→∞ = ∆ .  

Der beschriebene Zellen-Multiplexer stellt ein Geo[X]/D/1/K-System mit konstanter Bedien-
dauer t∆  (1 Zeitschlitz) dar.2  Die folgenden Analysen basieren auf diesem Modell.  

 

5.2  Analyse mit dem Early-Arrival-Modell 

Auf der Basis des EA-Modells mit sofortiger Warteplatznachbesetzung werden in den folgen-
den Abschnitten die Verteilungsfunktionen von Warteschlangenlänge und Wartedauer ermit-
telt, sowie weitere daraus abgeleitete Leistungsgrößen. Die Analysen basieren auf dem Sys-
teminhalt, wie ihn die zeitdiskrete ergodische Markov-Kette gemäß Bild 5.3 beschreibt. Für 
einen Bernoulli-Ankunftsprozess mit genereller Gruppengröße betragen die Zustandsüber-
gangswahrscheinlichkeiten3  
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2 Anzumerken ist, dass sich dieses Bediensystem bei Verwendung von Bernoulli-Quellen auch als Geo/D/1/K-

Modell mit der Bediendauer M  interpretieren lässt. Dies ist darin begründet, dass die Anzahl der Forderungen, 
die während einer M Zeitschlitze andauernden Bedienperiode von einer einzelnen Bernoulli-Quelle generiert 
werden, identisch ist mit der gleichzeitig eintreffenden Auftragsanzahl beim Gruppenankunftsmodell (überla-
gerte BP bzw. BBP, siehe Kapitel 3.2.2.3). Natürlich setzt diese Sichtweise voraus, dass man als Beobach-
tungszeitpunkt den Service-Abschluss wählt, und zwischen den unterschiedlichen Ankunftszeitpunkten wäh-
rend einer Bedienperiode nicht differenziert.  

3 Der Index j der Zustandsübergangswahrscheinlichkeiten verwendet in diesem Kapitel die Zustandsnummern 
als Absolutwerte.  
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5.2.1  Analyse der Warteschlangenlänge 

Den Ausgangspunkt der Analyse bildet der Umstand, dass der Warteschlangenprozess im vor-
liegenden Fall identisch ist mit dem eines Geo[X]/D/1/∞-Systems, solange sich nicht mehr als 
K Aufträge in dem auf K Warteplätze begrenzten Puffer aufhalten. In [Takagi93] ist dargelegt, 
dass die mit der Zufallsvariablen Q gekennzeichnete Auftragsanzahl in der Warteschlange am 
Ende eines beliebigen Zeitschlitzes (unmittelbar nach Bedienende) mit den Wahrscheinlich-
keiten  

 { } ( ) ( )
0

, 0,1, ,K
n n ii

q P Q n q q n K∞ ∞

=
= = = =∑   (5.3) 

auftritt. Der Ausdruck ( )q ∞  kennzeichnet hier einen Warteraum (außerhalb der Bedieneinheit) 
unbegrenzter Größe.4  Es sei angemerkt, dass es sich beim Nenner von Gleichung (5.3) um 
die kumulative Verteilungsfunktion für die Wahrscheinlichkeit von Q K≤  handelt. Durch 
Auflösung der Zustandsübergangsmatrix, die sich aus der mit Gleichung (5.2) beschriebenen 
Markov-Kette ergibt, gelangt man schließlich zur Leerlauf-Wahrscheinlichkeit des Systems5 

 ( )
( ) ( )

( )
0

0

1 1
1 , , .

1

iK

M K i i
i

p M K i i
q K M

ip
+

− +
=

−  + − + − 
= ∈ ∈ 

−  
∑    (5.4) 

Bemerkenswert ist, dass dieser Ausdruck für 0K =  ebenso hält wie für 1M = . Aus Glei-
chung (5.3) folgt die Beziehung ( )

0 00
n n

ii q q q= =∑ , und aufgrund der Tatsache, dass  
sich nq  durch 1

0 0
n n

n i ii iq q q−
= == −∑ ∑  ausdrücken lässt, gelangt man zu dem Ausdruck 

( ) ( )1
0 0 0 0

n n
nq q q q q −= − . Mit Hilfe von Gleichung (5.4) folgt daraus nach einigen Rechen-

schritten 

( )
( ) ( ) ( )

( )
0

0

1 111 , 1,2, , .
1 11

in

n M n i i
i

p M n i ip iq q n K
p M n i i ip − +

=

 −  + − + − −
= + = …    + − + −−   

∑  (5.5) 

Dieser Ausdruck ist lediglich durch 0q  von K abhängig und gilt folglich auch im Fall 
unbegrenzten Warteraums, wobei natürlich ( )

0q ∞  anstelle von 0q  verwendet werden muss. 
Somit liefern die Gleichungen (5.4) und (5.5) eine allgemeingültige geschlossene Lösung für 

( ), ,nq f K M p= . Die Resultate stimmen ausgezeichnet mit der in [Hluchyj88] präsentierten 
rekursiven Lösung überein. Die Konsistenz von Gleichung (5.4) mit dem bestens bekannten 
Ausdruck  
 ( ) ( ) ( )0 0lim 1 1 M

Kq q M p p∞
→∞= = − −  (5.6) 

wird im Anhang C nachgewiesen. Dort wird ebenfalls gezeigt, dass sich aus diesen Kernbe-
                                                           
4 Diese Kennzeichnung wird nur verwendet, soweit erforderlich. Fehlt dieser Index, so wird die Abhängigkeit 

von der Warteraumkapazität K unterstellt.  
5 Zur Auflösung der Übergangsmatrix siehe Kapitel 4. Im vorliegenden Fall gelingt bei Verwendung des BP-

Ankunftsprozesses die Überführung in eine geschlossene Lösung. Eine Verallgemeinerung auf den generellen 
Ankunftsprozess scheitert an der Determinantenbestimmung (u.a. wegen Unübersichtlichkeit der Terme). 
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ziehungen unschwer weitere Kenngrößen ableiten bzw. beweisen lassen.  

Die Warteschlangenlänge bei unendlicher Eingangsanzahl M → ∞  folgt unmittelbar aus der 
Grenzwertbetrachtung der allgemeinen Lösung. Hierbei nimmt die Gruppengröße der An-
künfte die Poisson-Verteilung an, und die Grenzwertanalyse von Gleichung (5.4) liefert 

 ( ) ( )0
0

1
lim 1 e 1 e

!

iK iK t t

M i
q K i t

i
λ λλ∆ − ∆

→∞
=

 −  = + − ∆    
∑ . (5.7) 

In Verbindung mit Gleichung (5.5) folgt daraus 

 ( )( ) ( )0
0

lim e 1 1 e 1 !, 1,2, ,
1

n in t t
nM i

iq q n i t i n K
n i t

λ λλ
λ

∆ − ∆

→∞
=

 
 = − + − ∆ + =   + − ∆ 

∑  . (5.8) 

Wieder halten diese Ausdrücke für alle K ∈  bis hin zu K → ∞ . Im Anhang C wird gezeigt, 
dass die aus [Karol87] bekannte Beziehung für Systeme mit unbegrenzter Kapazität mit dieser 
verallgemeinerten Lösung konsistent ist.  

Anhand der Herleitung für nq  in Gleichung (5.5) lässt sich auch die mittlere Warteschlangen-
länge bestimmen. Nach einigen Rechenschritten ergibt sich der einfache Ausdruck  

 [ ] ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1

0 01
0 1 0 10 0

1
1

1

iK K K K i
M

n Mn in n
n n i n

Mn i pn nE Q nq q K q p
iq q p

− −

+−
= = = =

+ − − 
= = − = − −  

− 
∑ ∑ ∑∑ . (5.9) 

Bei unbegrenzter Kapazität konvergiert die mittlere Warteschlangenlänge gegen den Wert des 
Geo/D/1-Systems, z.B. nach [Takagi93] bekannt als 

 [ ] ( ) [ ]
2

Geo/D/1

1lim
2 1K

ME Q E Q
M

ρ
ρ→∞

−
= =

−
. (5.10) 

Die Auslastung tρ λ= ∆  ist hier – ebenso wie bei den Polling-Systemen im Kapitel 4.2.3 – 
durch 0 01 q aρ = −  gegeben, denn die Bedieneinheit befindet sich nur dann im Leerlauf, wenn 
die Warteschlange leer ist und im betrachteten Zeitschlitz keine Ankünfte auftreten. Entspre-
chend ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine bestimmte Zelle aus einer ankommenden Auf-
tragsgruppe wegen Pufferüberlauf zu Verlust geht  

 [ ] ( ) ( )0 01 1 1vp E A q a tρ λ= − = − − ∆ . (5.11) 

Typische, rekursiv berechnete Diagramme der Verlustwahrscheinlichkeit als Funktion des 
Verkehrsangebots finden sich in [Hluchyj88]. Sie decken sich mit der analytischen Lösung 
von Gleichung (5.11). Bild 5.4 zeigt, dass die Pufferkapazität für eine bestimmte Verkehrs-
leistung generell proportional zur Eingangsanzahl M ist. Mit wachsender Eingangsanzahl 
verschwindet dieser Effekt. Es sei angemerkt, dass die hier ermittelte allgemeine Lösung  
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( ),f M Kρ =  konsistent ist mit der in [Dickey94]6 explizit angegebenen Lösung des Einzel-
falls 2M K= = .  

In gleicher Weise wie zuvor gelangt man zum zweiten Moment der Warteschlangenlänge 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2

0 1

1
1 2 2 1 1

K K i
i Mn i

i n

Mn i
E Q K i n p p

i
ρ

− −
− −

= =

+ −   = − − + − − −    
∑∑ , (5.12) 

mit dem Grenzfall unendlichen Warteraums ( )tρ λ= ∆  

 ( ) ( )
( )

2 3 4
2 2

22 Geo/D/1

3 4 11lim
6 1K

M M MME Q E Q
M

ρ ρ ρ
ρ→∞

− + + +−   = =   −
. (5.13) 

 

5.2.2  Wartedauer bei Abfertigung in der Reihenfolge des Eintreffens 

Für zeitdiskrete Single-Server-Bediensysteme mit FCFS-Disziplin und fester Abfertigungs-
dauer von einem Zeitschlitz pro Auftrag gilt nach [Wittevrongel96] bei unbegrenztem Warte-
raum für die Wartedauervarianz die Beziehung (siehe auch Kapitel 4.4.1.1)  

 [ ] [ ] ( ) [ ]( )22
FCFSvar ( ) var 1 .W t Q E Qρ ρ ρ∆ = − −  (5.14) 

Im Anhang C wird bewiesen, dass dieser Ausdruck auch auf Systeme mit beliebiger endlicher 
Kapazität zutrifft. Mit der Auslastung 0 01 q aρ = −  folgt aus Gleichung (5.14) 

 { } ( ){ 01 1 falls 0,
falls 1 .i

i

q i
w P W i t

q i K
ρ

ρ
− − =

= = ∆ =
≤ ≤

 (5.15) 

Die mittlere Wartedauer kann leicht aus Gleichung (5.15) gewonnen werden, oder mit Hilfe 
des Littleschen Gesetzes aus der mittleren Warteschlangenlänge, d.h. [ ] [ ] ( )E W E Q tρ= ∆ .7  
Ferner resultiert aus Gleichung (5.14) [ ] [ ] 22 2 ( )E W E Q t ρ= ∆ , sodass man mit Gleichung 
(5.12) schließlich zum zweiten Moment der Wartedauer gelangt:  

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

2 2

FCFS
0 1

1( ) 1 2 2 1 1
K K i

i Mn i

i n

Mn itE W K i n p p
i

ρ
ρ

− −
− −

= =

 + −  ∆  = − − + − − −      
∑∑ , (5.16) 

bzw.  

 ( ) ( )
( )

2 3
2 2

22FCFS

3 4 11lim ( )
6 1K

M M MME W t
M

ρ ρ ρ
ρ→∞

− + + +−  = ∆  −
. (5.17) 

Die gesamte Aufenthaltsdauer im System beträgt [ ] [ ] 1E T E W= +  Zeitschlitze der Dauer t∆ .  
                                                           
6 Dass es sich um das EA-IR-Analysemodell handelt, ist dort nur aus dem Kontext ersichtlich.  
7 Nicht in der Warteschlangenlänge enthalten ist beim EA-IR-Modell der Verkehrsanteil, der unmittelbar im 

Ankunftszeitschlitz (ohne Aufenthalt in der Warteschlange) geleistet wird.  
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Bild 5.4:  Geleisteter Verkehr als Funktion der Puf-
ferkapazität am Beispiel von zwei hohen Verkehrs-
lasten. Zur Verdeutlichung sind die diskreten Werte 
durch Linien verbunden. 
 
 

 Bild 5.5:  Mittlere Wartedauer als Funktion der Ein-
gangslast für Multiplexer mit M = 2 bzw. 32 Eingän-
gen und verschiedenen Pufferkapazitäten. Das 
M/D/1/∞-System markiert hier die obere Grenze. 

Numerische Ergebnisse, wie sie z.B. in [Hluchyj88] publiziert worden sind, stimmen mit die-
sen exakt ermittelten Resultaten ausgezeichnet überein.  

Bild 5.5 illustriert die mittlere Wartedauer als Funktion des Eingangslast für kleine und große 
Multiplexer ( 2 bzw. 32)M = mit verschiedener Warteplatzanzahl K. Es wird deutlich, dass 
die Wartedauer unter voller Auslastung den Wert [ ] 2E W K=  Zeitschlitze knapp übersteigt.8  
Generell verschwindet in diesem Lastbereich die im Übrigen vorhandene Abhängigkeit von 
der Eingangsanzahl (siehe M/D/1/K-System in [Kühn76]). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung 
der Wartedauer als Funktion von M, K und λ ist in Bild 5.6 dargestellt. Durch FCFS begrenzt 
auf die maximale Wartedauer von K Zeitschlitzen zeigt die Wahrscheinlichkeitsverteilung 
eine nahezu lineare Charakteristik und nur geringe Abweichungen im überlappenden Bereich 
unterschiedlicher Warteraumkapazitäten bis hinauf zu Lasten von 0,85λ = . Unter Volllast 
treten im Falle 2M =  alle Zustände mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf, und mit Ausnahme 
des Leerlaufs sind sie bei beliebiger Eingangsanzahl 2M >  nahezu gleich verteilt. Die War-
tedauerwahrscheinlichkeiten hängen dann primär vom K ab, weshalb das Wahrscheinlich-
keitsniveau mit zunehmender Warteschlangenkapazität sinkt.  

 

 
 

                                                           
8 Der exakte Wert lässt sich unschwer aus Gleichung (5.9) sowie dem Durchsatz ermitteln.  
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Bild 5.6:  Diskrete Wartedauerwahrscheinlichkeiten 
für Systeme unterschiedlicher Größe mit K = 8 (fette 
Linien) und K = 16 (dünne Linien) Warteplätzen in 
verschiedenen Lastsituationen. K markiert bei FCFS-
Abfertigung die obere Grenze der Wartedauer. 
 

 Bild 5.7:  Wartedauervarianz über der Eingangslast 
für Multiplexer mit K = 10 Warteplätzen (fette Linien) 
bzw. unbegrenztem Puffer (dünne Linien) bei mini-
maler und maximaler Eingangsanzahl M unter FCFS- 
bzw. SIRO-Abfertigung. 
 

 

5.2.3  Wartedauer bei Service in zufälliger Reihenfolge 

Unparteiische Disziplinen haben bei dem hier behandelten Bediensystem unter den getroffe-
nen Verkehrsannahmen keinen Einfluss auf Warteschlangenlänge, Verlustwahrscheinlichkeit 
oder mittlere Wartedauer. Diese in den vorherigen Abschnitten für FCFS analysierten 
Parameter gelten also auch unter Disziplinen wie SIRO. Von der Warteschlangendisziplin 
maßgeblich bestimmt wird allerdings die Verteilung der Wartedauer. Bei der SIRO-Disziplin 
schließt der Auswahlprozess zur Abfertigung jeweils eines Auftrags sämtliche anwesenden 
Forderungen ein. Unter Performance-Aspekten mag dieses Verfahren bei Zellen-Multiplexern 
kaum zweckmäßig sein.9  Da es sich aber durch eine einfache Auswahl- und Puffersteuerung 
auszeichnet, kann es unter Implementierungsaspekten für bestimmte Anwendungen durchaus 
relevant sein. Im Folgenden wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Wartedauer bei 
SIRO-Abfertigung bestimmt. Hierfür findet die bereits in Kapitel 4.4.1.1 angewendete nume-
rische Methode Anwendung.  

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich nach Ankunft einer Gruppe von n Aufträgen – darunter der 
beobachtete Auftrag – unmittelbar zu Beginn des Bedienprozesses 1, 2, , 1k K= +  Forderun-
                                                           
9 Werden sämtliche wartenden Aufträge in den Zuteilungsprozess einbezogen, so sind „Überholvorgänge“ in-

nerhalb der Warteschlange möglich. Das kann zu einer veränderten Reihenfolge von Zellen führen, die zur 
selben virtuellen Verbindung gehören. Infolgedessen erfordert dieses Zuteilungsverfahren im Anschluss an 
den Vermittlungsprozess eine Überprüfung und ggf. Wiederherstellung der korrekten Zellenreihenfolge.  
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gen im System befinden, beträgt ( )0
k
nk n k nP q k n a ρ= −= −∑ . Hierbei ist nq  die im Abschnitt 

5.2.1 ermittelte Wahrscheinlichkeitsverteilung der Warteschlangenlänge. In Verbindung mit 
den bedingten Wahrscheinlichkeiten ( )|P i k  einer Wartedauer von i ∈  Zeitschlitzen für die 
beobachtete Forderung in Gegenwart von anfänglich k Aufträgen (siehe auch Gleichung 
(4.13) im Abschnitt 4.4.1.1) gelangt man zur Wahrscheinlichkeitsverteilung der Wartedauer  

 { } ( ) ( ) ( )
1 1 0

11| 1| , .
M M k

i k n k n
k k n

w P W i t P i k P P i k q k n a i
ρ −

= = =

= = ∆ = + = + − ∈∑ ∑ ∑   (5.18) 

Hierbei ist zu beachten dass bei der Ermittlung von kP und ( )|P i k sämtliche Ankünfte berück-
sichtigt werden müssen, auch wenn diese nicht zur Abfertigung ausgewählt werden und we-
gen Pufferüberlauf zu Verlust gehen. Beispiele für die Wahrscheinlichkeitsverteilung der 
Wartedauer unter SIRO bei unterschiedlicher Eingangsanzahl, Pufferkapazität und Verkehrs-
last sind weiter hinten in Bild 5.8 dargestellt. Leicht lassen sich aus der Wartedauerverteilung 
auf numerischem Wege auch die höheren Momente der Wartedauer bei beliebiger Warte-
raumkapazität K ermitteln. Für den Fall unbegrenzten Warteraums gibt es eine geschlossene 
Lösung. Sie basiert auf einer festen Beziehung zwischen den zweiten Momenten der Warte-
dauer bei Geo[X]/G/1-Systemen mit FCFS- bzw. SIRO-Disziplin [Takagi93].10  Danach gilt 
für den hier behandelten Zellen-Multiplexer  
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t

β
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   + + = =    − ∆
. (5.19) 

Mit Gleichung (5.17) und der mittleren Wartedauer, die für beide Disziplinen identisch ist, er-
gibt sich hieraus das zweite Moment der Wartedauer zu  
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bzw. 
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Bild 5.7 zeigt einen Vergleich der Wartedauervarianzen bei FCFS- und SIRO-Zuteilung für 
kleinste ( 2)M =  und größte ( )M → ∞  Systeme. Natürlich stellt sich bei kleinen Ankunftsra-
ten und SIRO nur eine geringfügig höhere Wartedauervarianz ein als mit FCFS-Zuteilung, 
weil sich nur selten mehrere Aufträge gleichzeitig im System befinden. Bei höherer Last hin-
gegen bewirkt die Teilnahme aller wartenden Aufträge an der Auswahl zur Abfertigung eine 
deutlich höhere Varianz. Des Weiteren ergibt sich nach Gleichung (5.21) bei sehr großer Ein-

                                                           
10 Die Herleitung des zweiten Momentes der Wartedauer für SIRO in [Takagi93], S. 56, enthält Unstimmigkei-

ten, während das Resultat korrekt abgedruckt ist und sich z.B. mit dem Ergebnis eines alternativen Ansatzes in 
[Laevens95] deckt.  
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gangsanzahl eine stärkere Wartedauervarianz als bei einem M/D/1-System, was darauf zu-
rückzuführen ist, dass beim hier betrachteten System Gruppenankünfte möglich sind.  

 

5.3  Analyse mit dem Late-Arrival-Modell bei sofortiger Warteplatznachbesetzung 

Angelehnt an die obigen Ausführungen folgen in den beiden nächsten Abschnitten verkürzte 
Analysen der wichtigsten Leistungsgrößen mit dem LA-Modell bei sofortiger bzw. verzöger-
ter Warteplatznachbesetzung unter den Disziplinen FCFS und SIRO. Das EA-Modell mit ver-
zögerter Nachbesetzung ist identisch mit dem LA-Modell mit sofortiger Nachbesetzung (siehe 
Kapitel 4.2.4). 

Außerhalb der Bedieneinheit hat das LA-Modell eine Warteraumkapazität von K +∈  Zel-
len. Für einen Durchsatz > 0 benötigt es also mindestens einen Warteplatz, weil der Ankunfts-
zeitpunkt hier unmittelbar vor dem Zeitschlitzende (Beobachtungszeitpunkt) liegt, und An-
künfte bis zum Abfertigungsbeginn gepuffert werden müssen. Es wird angenommen, dass der 
Warteplatz, den die gerade im Abfertigungsprozess befindliche Zelle räumt, im gleichen Zeit-
schlitz wieder besetzt werden kann. Aus Bild 5.3 ergeben sich damit für einen Bernoulli-An-
kunftsprozess mit genereller Gruppengröße die Zustandsübergangswahrscheinlichkeiten 
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Entsprechend der Vorgehensweise beim EA-Modell liefern die Gleichgewichtsbedingungen 
für die mit Gleichung (5.22) beschriebene Markov-Kette bei binomial-verteilter Gruppengrö-
ße der Ankünfte die Zustandswahrscheinlichkeiten11 
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 (5.23) 

                                                           
11 Der Parameter a wird überall dort verwendet, wo keine Abhängigkeit vom Ankunftsprozess besteht.  
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Mit Hilfe der im Anhang C beim EA-IR-Modell angewendeten Prozedur lässt sich leicht zei-
gen, dass für unbegrenzte Pufferkapazität 

 0lim 1K q M p→∞ = −  (5.24) 

gilt. Da die Ausdrücke nq , n +∈  nicht von K abhängen, liefert das Einfügen von Glei-
chung (5.24) in Gleichung (5.23) die allgemeine Lösung für ein System mit unbegrenzter 
Kapazität. Wie schon für das EA-IR-Modell ausgeführt wurde, trifft diese Lösung auf das 
Geo[X]/D/1/K-Modell mit konstanter Bediendauer von einem Zeitschlitz ebenso zu wie auf 
das Geo/D/1/K-Modell mit diskreter Bediendauer von M  Zeitschlitzen, das in [Gravey90] 
analysiert worden ist. Durch Grenzwertbetrachtung M → ∞  erhält man aus der allgemeinen 
Lösung von Gleichung (5.23) für den Poisson-Fall mit K +∈  unmittelbar  
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Die Auslastung ist durch 01 qρ = −  gegeben (siehe auch Kapitel 4.2.1), denn die Bedienein-
heit befindet sich immer dann im Leerlauf, wenn die Warteschlange zum Zeitschlitzwechsel 
leer ist. Anzumerken ist, dass der mit diesem Modell ermittelte Durchsatz auch auf das EA-
DR-Modell zutrifft; natürlich ergibt sich dort wegen 0 01 q aρ = −  eine andere Leerlaufwahr-
scheinlichkeit. In Analogie zu Gleichung (5.15) gilt für die Wartedauerverteilung bei FCFS-
Abfertigung 
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Erläuterungen hierzu enthält Anhang C. Die mittlere Warteschlangenlänge [ ] 0
K

iiE Q i q== ∑  
repräsentiert den Systeminhalt während einer Bedienperiode. Mit dem Gesetz von Little folgt 
daraus die typische Aufenthaltsdauer einer Zelle im Multiplexer [ ] [ ] ( )E T E Q tρ= ∆ =  

[ ]E W t= + ∆ , wobei [ ]E W  identisch ist mit dem aus Gleichung (5.26) gebildeten Erwar-
tungswert. Ausführlicher wird auf die Verteilung der Wartedauerwahrscheinlichkeit im Ab-
schnitt 5.5 eingegangen – auch für den Fall der SIRO-Abfertigung.  
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5.4  Analyse mit dem Late-Arrival-Modell bei verzögerter Warteplatznachbesetzung 

Wie im vorherigen Abschnitt kommen auch beim LA-Modell mit verzögerter Nachbesetzung 
nur Warteraumkapazitäten von K +∈  Zellen in Betracht. Eine Besonderheit dieses Modells 
ist, dass der Warteraum an den Zeitschlitzgrenzen nur dann vollständig gefüllt sein kann, 
wenn bei K M≤  Warteplätzen Gruppenankünfte mit mindestens K Forderungen ein leeres 
System betreten. Die Zustandsübergangswahrscheinlichkeiten sind gegeben durch 
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 (5.27) 

Für die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Warteschlangenlänge12 gilt dann 
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Die Ausdrücke für Systeminhalte 0n >  unterscheiden sich von denen des LA-IR-Modells nur 
im Bereich K M≤ . Bei größerem Puffer charakterisiert ausschließlich die Leerlaufwahr-
scheinlichkeit 0q  die Modellunterschiede. Im Übrigen entsprechen die Ausdrücke für den 
Systeminhalt voll und ganz der Gleichung (5.23).13  Leicht zu erkennen ist ferner, dass im 
Falle unbegrenzten Warteraumes ( )K→∞  die Unterschiede zwischen den Gleichungen (5.28) 
und (5.23) vollständig verschwinden, sodass LA-IR- und LA-DR-Modell dann gleichwertig 
sind. Bei sehr großer Eingangsanzahl ( )M →∞  und K +∈  gilt schließlich 

                                                           
12 Wieder ist ai nicht gebunden an den Bernoulli-Ankunftsprozess, sehr wohl aber der Parameter p.  
13 Wie eingangs erwähnt, gilt ( ) 0Kq K M> = . 
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Der Term Kq  verschwindet bei unbegrenztem Warteraum grundsätzlich, denn das Schema 
der Warteplatznachbesetzung wird dann belanglos, sodass die Leerlaufwahrscheinlichkeit ge-
gen den Ausdruck von Gleichung (5.24) konvergiert.  

Die Auslastung lässt sich analog zum LA-IR-Modell angeben; die Wartedauerverteilung bei 
FCFS- und SIRO-Abfertigung wird im nächsten Abschnitt adressiert. 

 

5.5  Vergleich der Multiplexer-Modelle anhand der Leistungsgrößen 

Die in den vorherigen Abschnitten aus den EA- und LA-Modellen hergeleiteten Kennwerte 
werden nun miteinander verglichen, wobei sich die Aufmerksamkeit zunächst auf die beiden 
Modelle mit sofortiger Warteplatznachbesetzung richtet. 

Nach den Ausführungen in [Takagi93] ist die Verteilung der Warteschlangenlänge bei beiden 
Modellen – gleiche Eingangsanzahl M vorausgesetzt – identisch, wenn man als Beobach-
tungszeitpunkt beim LA-IR-Modell die Zeitschlitzgrenze wählt und beim EA-IR-Modell den 
Zeitpunkt unmittelbar nach potentiellen Ankünften. Folglich muss die Verteilung der Warte-
dauer akzeptierter Aufträge bei beiden Modellen gleich sein. Hier bedarf es allerdings einer 
Präzisierung, denn entsprechend der Definition in den Kapiteln 4 und 5 hat das LA-IR-Modell 
tatsächlich eine effektive Kapazität von 1K −  Zellen, .K +∈  

Die Analysen der Warteschlangenlängen belegen, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilun- 
gen (an den Zeitschlitzgrenzen) nur dann übereinstimmen, wenn die Warteraumkapazität 

(EA-IR) (LA-IR) 1K K= −  beträgt. Im Detail gilt 
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Daraus folgt mit der Beziehung  

 ( ) ( ) ( 1) ( 1)
(LA-IR) 0 (LA-IR) 0 (EA-IR) 0 (EA-IR)1 1 ,K K K Kq q a Kρ ρ− − += − = − = ∈  (5.31) 
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ferner, dass die Systemauslastung bei beiden Modellen immer dann identisch ist, wenn das 
LA-IR-System gegenüber dem EA-IR-System einen zusätzlichen Auftrag annehmen kann. Im 
Gegensatz zum EA-IR-Modell umfasst der Systeminhalt beim LA-IR-Modell an den Zeit-
schlitzgrenzen die Restarbeit sowie sämtliche Aufträge, die unmittelbar zuvor eingetroffen 
sind. Infolgedessen gilt 

 ( 1) ( 1) ( )
(EA-IR) (EA-IR) (LA-IR) , .K K KE Q E Q Kρ− − +   + = ∈      (5.32) 

Dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Wartedauer unter der genannten Pufferrelation 
identisch ist, lässt sich im Falle von FCFS in geschlossener Form anhand der Gleichungen 
(5.15) und (5.26) leicht überprüfen. Ebenso gelingt dies für SIRO-Abfertigung mit Hilfe des 
numerischen Verfahrens, das in Gleichung (5.18) mündet. Der Zusammenhang der mittleren 
Wartedauer (in Zeitschlitzen t∆ ) ist für beide Disziplinen gegeben durch 

 ( 1) ( )
(EA-IR) (LA-IR) , .K KE W E W K− +   = ∈      (5.33) 

Beim Vergleich des LA-DR-Modells mit den beiden zuvor betrachteten Modelltypen muss 
man unterscheiden zwischen Pufferkapazitäten K M≤  und .K M>  Im letztgenannten Fall 
bleibt der K-te Warteplatz des LA-DR-Modells, bedingt durch das Nachbesetzungsschema an 
den Zeitschlitzgrenzen, stets frei. Das Modell entspricht somit voll und ganz dem LA-IR-Mo-
dell mit 1K −  Warteplätzen und zeigt identische Performanz. Aufgrund der obigen Diskus-
sion ist das LA-DR-Modell dann auch in jeder Hinsicht äquivalent zum EA-IR-Modell mit 

2K −  Warteplätzen. Die Erwartungswerte von Warteschlangenlänge und Wartedauer (in 
Zeitschlitzen t∆ ) unter FCFS bzw. SIRO lassen sich mithin angeben als  
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Die Wartedauerwahrscheinlichkeiten für die drei Modelle bei SIRO-Abfertigung sind in 
Bild 5.8 dargestellt.14 Üblicherweise, d.h. bei hinreichend großem Warteraum, bilden die 
Restwahrscheinlichkeiten von Systemen mit zwei Eingängen eine untere Grenze. Dies kehrt 
sich bei geringer Pufferkapazität unabhängig von der Verkehrslast um. Der Grund hierfür ist, 
dass der Systeminhalt bei kleiner Eingangsanzahl geringfügiger variiert als bei großer. Ein 
kleiner Puffer mit wenigen Eingängen befindet sich nämlich häufiger an seinem Limit, wobei 
die Zufallsauswahl dann jeweils aus der maximal möglichen Zellenanzahl erfolgen muss. 
Dies drückt sich zwangsläufig in einer höheren Wartedauervarianz aus. Im Übrigen sei darauf 
hingewiesen, dass die Darstellungen der Wartedauer und deren Varianz im Kapitel 5.2 bei 
Berücksichtigung der entsprechenden Pufferkapazität auch für die LA-Modelle gelten.  
                                                           
14 Die angegebene Pufferkapazität K bezieht sich auf das EA-IR-Modell; für das LA-IR-Modell gilt 1K +  und für 

das LA-DR-Modell 2K + . 



Kapitel 5 141 

 

100

10-3

10-6

10-9

10-12

0 10 20 30 40
Wartedauer [Zeitschlitze]

Au
ftr

itt
sw

ah
rs

ch
ei

nl
ic

hk
ei

t

M  = 16 2   16    2   

K  = 2

K = 12; λ  = 0,9

16
2

λ  = 0,5 

K = 5; λ  = 0,9

M  = 16

λ  = 0,9

2

 

100

10-1

10-2

10-3

10-4

0 2 4 6 8
Wartedauer  [Zeitschlitze]

Au
ftr

itt
sw

ah
rs

ch
ei

nl
ic

hk
ei

t

M  = 8, λ  = 0,95 

K  = 5

LA-IR
LA-DR 

LA-DR, FCFS

LA-IR, FCFS

K  = 2, LA-DR,
disziplin-
unabhängig

K  = 2, LA-IR, FCFS

SIRO

 
Bild 5.8:  Für die EA- und LA-Modelle gleicherma-
ßen geltenden diskreten Wartedauerwahrscheinlich-
keiten am Beispiel von M = {2,16} Eingängen unter 
verschiedenen Verkehrslasten bei SIRO-Service. Die 
Pufferkapazitäten beziehen sich auf das EA-IR-Mo-
dell, für die LA-IR- und LA-DR-Modelle gelten K + 1 
bzw. K + 2. 
 

 Bild 5.9:  Diskrete Wartedauerwahrscheinlichkeiten 
beim LA-DR-Modell mit K ≤ M Warteplätzen am Bei-
spiel M = 8, K = {2,5}, bei FCFS- und SIRO-Abferti-
gung. Zum Vergleich dargestellt sind auch die FCFS-
Werte des LA-IR-Modells.  

Hat das LA-DR-Modell nur eine Kapazität von 1 K M≤ ≤  Zellen, so ist der grundsätzliche 
Unterschied zum zuvor betrachteten Fall, dass der Puffer an der Zeitschlitzgrenze durchaus 
vollständig belegt sein kann.15  Dies passiert immer dann, wenn sich das System im Leerlauf 
befindet und eine Gruppe von K n M≤ ≤  Aufträgen eintrifft. Die Konsequenzen werden im 
Folgenden näher beleuchtet. So ist die Wartedauerverteilung bei beliebiger Eingangsanzahl M 
und { }1,2K =  Warteplätzen völlig unabhängig von unparteiischen Service-Disziplinen. Die 
Wartedauerwahrscheinlichkeiten ( 2), {0, 1}K

iw i K≤ = −  lassen sich daher durch Einsetzen von 
Gleichung (5.28) in Gleichung (5.26) explizit angeben. Unter SIRO kann die Wartedauer also 
nur bei 2K > Warteplätzen beliebig lang werden und sich erst dann vom Fall der FCFS-Abfer-
tigung unterscheiden. Exemplarisch ist dies in Bild 5.9 dargestellt. Unter SIRO differiert die 
Wartedauerverteilung zwischen LA-DR und LA-IR bei gleicher Pufferkapazität nur um 
< 1‰. Dagegen ist das Wahrscheinlichkeitsniveau unter FCFS bei DR etwas höher als bei IR, 
mit einem starken Abfall der Wahrscheinlichkeit 1Kw − . Der Grund hierfür ist, dass der letzte 
Warteplatz ausschließlich in der oben beschriebenen, wenig wahrscheinlichen Situation belegt 
sein kann, und nur dann eine Wartedauer von 1K −  Zeitschlitzen auftritt. 

Der Auslastungsvergleich mit dem LA-IR-Modell ergibt bei gleicher Pufferkapazität im LA-
DR-Modell generell einen geringeren Betrag. Verfügt das LA-DR-Modell über einen zusätzli-
                                                           
15 Indirekt hebt sich dieser Fall auch von den LA-IR- und EA-IR-Modellen ab.  
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chen Warteplatz, so ist die Auslastung beider Modelle im Bereich K M>  identisch, während 
sich im Bereich K M≤ beim LA-DR-Modell eine etwas höhere Auslastung als beim LA-IR-
Modell zeigt. Grund hierfür ist die zuvor erwähnte bessere Pufferausnutzung in diesem Son-
derfall. Den gesamten Auslastungsvergleich der drei Analysemodelle in Abhängigkeit der 
Pufferkapazität fasst Tabelle 5.1 zusammen.  

Insgesamt ist es also unerheblich, mit welchem der drei Modelle die Leistungsgrößen eines 
einlinigen Warte-Verlustsystems ermittelt werden; sie lassen sich durch einfache Umrechnung 
auf das jeweils andere Systemmodell übertragen. Eine Ausnahme bildet das LA-DR-Modell, 
das bei K M≤  Warteplätzen individuell betrachtet werden muss. Dass die drei Modelle bei 
unbegrenztem Warteraum identische Performanz haben, sei hier nur der Vollständigkeit hal-
ber noch einmal erwähnt. 

 

Warteplatzanzahl K Auslastung ρEA-IR (K) 
im EA-IR-Modell  

Auslastung ρLA-IR  
im LA-IR-Modell  

Auslastung ρLA-DR  
im LA-DR-Modell  

0 ρEA-IR (0) − − 

1 ρEA-IR (1) ρEA-IR (0) 0 < ρLA-DR < ρEA-IR (0) 

2 ρEA-IR (2) ρEA-IR (1) ρEA-IR (0)< ρLA-DR < ρEA-IR (1) 

∈ {2,3 }M  ρEA-IR (M) ρEA-IR (M − 1) ρEA-IR (M − 2)< ρLA-DR < ρEA-IR (M − 1) 

M + 1 ρEA-IR (M + 1) ρEA-IR (M) ρEA-IR (M − 1) 

M + i, i∈ +
  ρEA-IR (M + i) ρEA-IR (M + i − 1) ρEA-IR (M + i − 2) 

 
Tabelle 5.1:  Vergleich der Auslastung für die LA-IR- und LA-DR-Modelle mit der Auslastung im EA-IR-Mo-
dell, die bei gegebener Warteplatzanzahl K als Bezugsgröße dient.   
 

 

5.6  Leistungsvergleich der Multiplexer-Architekturen 

In ihrer grundsätzlichen Funktion und Leistungsfähigkeit sind zellenbasierte Polling-Systeme 
und Multiplexer mit Zentralpufferarchitektur als gleichwertig anzusehen. Dies gilt auch im 
Fall endlichen Warteraums, vorausgesetzt, die Pufferkapazität ist entsprechend dimensioniert 
und die Zellenabfertigung erfolgt in identischer Weise. Beide Punkte sind eng verknüpft mit 
dem Nutzungsgrad, d.h. der Puffereffizienz, auf die weiter unten ausführlich eingegangen 
wird. Zunächst sollen Realisierungsaspekte beider Architekturen beleuchtet und verglichen 
werden, d.h. notwendige Funktionen und Ressourcen zum Erreichen identischer Performanz.  

Hauptmerkmal von Polling-Systemen sind die an den Systemeingängen befindlichen, in der 
Regel räumlich verteilten Puffer, deren Speicherfunktionen (Auftragsaufnahme bei Ankunft 
und Abgabe bei Aufforderung durch die Bedieneinheit) voneinander unabhängig ausgeführt 
werden können. Die Synchronisation der einfallenden Verkehrsströme ist durch den Sende-
aufruf der zentralen Bedieneinheit implizit gegeben, wobei individuelle Übertragungsraten an 
den Systemeingängen problemlos möglich sind. Die Puffer-Hardware benötigt zur Verarbei-
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tung ankommender bzw. abgehender Datenströme keine erhöhte Verarbeitungsgeschwindig-
keit (speed-up). Infolgedessen können höchste (technisch realisierbare) Übertragungsraten 
verarbeitet werden.  

Die auf einem zentralen Speicher basierende Multiplexer-Architektur ist charakterisiert durch 
ein einfaches, die Server-Funktion ausübendes Ausgangs-Interface, sowie durch M Eingangs-
schnittstellen. Die koordinierte Speicherung der ankommenden Zellen bedingt eine Synchro-
nisation der entsprechenden Abläufe. Folglich muss sich die systeminterne Verarbeitungsge-
schwindigkeit an der Summe der Übertragungsraten, mit denen die M  Zellenströme ankom-
men, orientieren. Im Vergleich zum Polling-System bedeutet dies eine Geschwindigkeitser-
höhung (speed-up), sodass die intern mögliche Verarbeitungsgeschwindigkeit des Multiplex-
ers für die Summe der Übertragungsraten ankommender Zellenströme eine obere Grenze setzt. 
Parallelverarbeitung, wie sie beim Polling-System per se stattfindet, hilft beim Vermeiden 
bzw. Begrenzen des speed-up nur soweit, wie die Pufferressourcen einzelnen Eingängen fest 
zugeordnet sind. Andererseits ermöglicht der zentrale Warteraum in Kombination mit einer 
zentralen Warteplatzverwaltung und Multiplexer-Steuerung eine einfache Umsetzung nahezu 
beliebiger Abfertigungsdisziplinen. So sind FCFS und G-SIRO hier besonders einfach imple-
mentierbar. Im Falle von FCFS muss der Puffer als FIFO-Speicher organisiert sein, und die 
Aufnahme von Gruppenankünften in zufälliger Reihenfolge stattfinden. G-SIRO lässt sich 
mithilfe eines RAM-Speichers umsetzen, dessen Inhalt per Zufallsauswahl abgefertigt wird.  

Im Gegensatz dazu bedarf es bei Polling-Systemen aufgrund der verteilten Pufferung einer se-
paraten Betrachtung von Warteschlangen- und Interqueue-Disziplin (siehe Kapitel 4.5). Die 
Warteschlangendisziplin lässt sich wie beim Zentralpuffer umsetzen, also z.B. für FCFS mit-
tels FIFO-Prinzip. Um allerdings im Zusammenwirken mit der Interqueue-Disziplin Gesamt-
disziplinen wie G-SIRO oder FCFS zu realisieren, muss hier auch der Sendeaufruf per Zu-
fallsauswahl erfolgen bzw. in der Reihenfolge des Eintreffens der an den Warteschlangenköp-
fen (HoL) befindlichen Zellen. Solche in einem Zentralpuffer einfach umzusetzenden Ge-
samtdisziplinen erfordern also bei Polling-Systemen eine (z.T. nicht triviale) Abstimmung 
zwischen den Warteschlangen bzw. intensiveren Austausch von Steuerungsinformation zwi-
schen Server und Warteschlangen. Die Dauer von Abfrage und Weiterschaltung zur nächsten 
Warteschlange kann in solchen Fällen signifikant sein (dieser Aspekt wurde in dieser Arbeit 
vernachlässigt). Traditionell werden deshalb übersichtliche und im Gesamtsystem sehr viel 
einfacher implementierbare Interqueue-Disziplinen wie Elevator-Scan, zyklische Abfrage 
(SICO) und HoL-SIRO eingesetzt. Wie die Analysen gezeigt haben, nähert man sich damit 
(unter den angenommenen symmetrischen Lastverhältnissen) recht gut den Leistungskenn-
werten unter FCFS an. 

Die Anzahl der Warteplätze ist bei Polling-Systemen prinzipiell für jeden Puffer individuell 
dimensionierbar, z.B. entsprechend der Verkehrs- und Performanzanforderungen. Vorausset-
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zung ist aber in der Regel mindestens ein Warteplatz je Puffer. Bei der in dieser Arbeit ange-
nommenen einheitlichen Kapazität aller Puffer ist die Warteplatzgranularität entsprechend der 
Eingangsanzahl M recht grob. Anzumerken ist schließlich, dass sich Polling-Systeme sehr gut 
zur einfachen Realisierung von gerahmten TDM-Systemen eignen. 

Ein variabler Wechsel der Kapazität einzelner Warteschlangen ist generell nur dann möglich, 
wenn der Puffer insgesamt eine Einheit bildet, und die Warteschlangen darin logisch organi-
siert sind, wie es beim Zentralpuffer-Multiplexer der Fall ist. Bezogen auf das Gesamtver-
kehrsangebot ist dann feinste Warteplatzgranularität gegeben. Auch lassen sich mit dieser Ar-
chitektur Funktionen, wie z.B. eine dynamische Reservierung von Warteraum oder eine 
Priorisierung bestimmter Zellenströme, leichter implementieren als in einem Polling-System. 
Des Weiteren ist die Möglichkeit zur Ausnutzung von Bündelungseffekten gegeben. Dieser 
Bündelungsgewinn wird im Folgenden anhand eines Vergleichs vom Pufferaufwand für ein 
Polling-System und einen Zentralpuffer-Multiplexer unter identischen Randbedingungen und 
bei möglichst gut übereinstimmender Verkehrsleistung näher untersucht. 

Im Vergleich zu einer starr gegliederten Warteschlangenorganisation bei Polling-Systemen 
lässt sich durch die wahlfreie Nutzung der Warteplätze beim Zentralpuffer-System aufgrund 
von Bündelungseffekten größtenteils mit geringerer Pufferkapazität die gleiche Leistungs-
fähigkeit erzielen. Zur quantitativen Bestimmung dieses Bündelungsgewinns (economy of 
scale) an Warteplätzen können die beiden Multiplexer-Architekturen z.B. auf Basis der War-
tedauer oder auch der Auslastung (bzw. der Zellenverlustwahrscheinlichkeit) verglichen wer-
den. Da es bei der Pufferdimensionierung primär um die Begrenzung von Zellenverlusten 
geht, und damit um eine Optimierung der Auslastung, wird hier identische (oder möglichst 
gut übereinstimmende) Auslastung zugrunde gelegt.16  Demgemäß wird in dieser Arbeit der 
Quotient aus der ungebündelten Pufferkapazität des gesamten Polling-Systems P( )K M K=  
und der gebündelten Kapazität des Zentralpuffer-Multiplexers P ZK K  als Bündelungsgewinn 

1B ≥  bezeichnet. Da die Granularität des ungebündelten, gleichmäßig auf die einfallenden 
Verkehrsströme aufgeteilten Warteraums grundsätzlich gröber ist als bei Bündelung, sind PK  
bzw. ZK  für den Vergleich derart zu bemessen, dass sich im Fall gebündelten Warteraums die 
gleiche oder eine minimal bessere Auslastung17 ergibt als ohne Bündelung. Hierbei ist eine 
höhere Auslastung im gebündelten Fall immer dann minimal, wenn die Reduktion des gebün-
delten Warteraums um einen Warteplatz von einer höheren zu einer geringeren Auslastung 
gegenüber ungebündelter Warteraumorganisation (bei konstanter Kapazität) führt. Somit be-

                                                           
16 Bei Verlustsystemen wird der Bündelungsgewinn durch die Zunahme der Kanalauslastung in Abhängigkeit 

der Bündelgröße bei konstanter Verlustwahrscheinlichkeit angegeben. Für (reine) Wartesysteme ergibt sich 
ein Bündelungsgewinn in entsprechender Weise [ITG97]. 

17 Eine möglichst gut übereinstimmende Auslastung lässt sich nur durch Kapazitätsvariation des Warteraums mit 
der feineren Granularität erreichen, d.h. mit dem gebündelten Warteraum (in 1er-Schritten). Für die konserva-
tive Bestimmung von B ist es notwendig, dass die Auslastung im gebündelten Fall identisch oder nur minimal 
höher ist als im ungebündelten Fall.  
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trägt der Bündelungsgewinn  

 ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }P Z Z P Z P, 1K K K K KB Kρ ρ ρ ρ≥ ∩ − <= . (5.35) 

Eine Abschätzung der oberen Grenze von B ergibt sich aus den folgenden Überlegungen. Ver-
luste durch Pufferüberlauf treten beim Polling-System nur dann auf, wenn sich zum An-
kunftszeitpunkt PK M  Aufträge im betreffenden Puffer aufhalten und eine Abfertigung aus-
bleibt. Diesem Systemzustand muss ein zentraler Puffer mindestens Raum bieten, denn eine 
geringere Kapazität ZK  würde zwangsläufig zu höheren Verlusten führen als bei einem ein-
zelnen Puffer des Polling-Systems. Des Weiteren zu berücksichtigen ist der Status der übrigen 
Puffer des Polling-Systems.18 Hier bieten die unvollständig gefüllten Warteschlangen Raum 
zur Aufnahme von Ankünften. Wenn ein zentraler Puffer Gleiches leisten soll, muss er also 
zusätzlich zum oben genannten Betrag über mindestens einen weiteren Warteplatz verfügen, 
woraus Z P1K K M≥ +  folgt, und schließlich die Bereichabschätzung 

 
P

1
1

MB
M K

≤ ≤
+

. (5.36) 

Bild 5.10 zeigt den Bündelungsgewinn als Funktion der Zentralpufferkapazität für Zellen-
Multiplexer mit unterschiedlicher Eingangsanzahl bei FCFS-Abfertigung19 unter Volllast und 

0,9λ = . Die Unstetigkeiten des Bündelungsgewinns im Diagramm sind Folge der Randbe-
dingung für die Auslastung nach Gleichung (5.35). Bei der dargestellten Eingangsanzahl und 
einer Warteraumkapazität von 32ZK =  liegt das Niveau der Zellenverlustwahrscheinlichkeit 
bei 2( 1) 10vp λ −= ≈ . Eine deutlichere Abhängigkeit von der Eingangsanzahl zeigt sich bei ei-
ner Eingangslast von 0,9λ = ; die Wahrscheinlichkeit eines Zellenverlustes bei gleicher Puf-
ferkapazität wie zuvor liegt dann zwischen 7( 2) 10vp M −= ≈  und 5( 16) 10 .vp M −= ≈ 20 Natür-
lich lässt sich das Wahrscheinlichkeitsniveau durch einen größeren Warteraum beliebig ab-
senken. Der Vollständigkeit halber sei erwähnt, dass im ungepufferten Fall (für beliebige un-
parteiische Disziplinen) generell 1B =  gilt. Bemerkenswert ist auch, dass der Vergleich des 
Polling-Systems mit zwei Eingängen unter LQFS (siehe Kapitel 4.5.1) und dem gleichartigen 
Zentralpuffer-Multiplexer bei beliebigen Verkehrslasten und Pufferkapazitäten exakt 1B =  
ergibt.  

Ein Vergleich des Polling-Systems mit 1K =  Warteplatz je Eingang und der Zentralpufferar-
chitektur liefert bei größerer Eingangsanzahl das Maximum von B  bzw. bei wenigen Eingän-
gen eine gute Näherung. Damit lässt sich der Bündelungsgewinn unter dem Aspekt der Maxi- 

                                                           
18 Hier wird angenommen, dass die Warteschlangen des Polling-Systems statistisch unabhängig sind.  
19 FCFS wurde gewählt, um einen präzisen Vergleich zu ermöglichen. Da bei Polling-Systemen die Unterschie-

de im Durchsatz bei FCFS-, SICO- und SIRO-Abfertigung gering ausfallen (siehe Kapitel 4.4.4), dürfte sich 
die Interque-Disziplin auf den Bündelungsfaktor ebenfalls nur mäßig auswirken. 

20 Die Zellenverlustwahrscheinlichkeiten für das Polling-System mit mehreren Warteplätzen je Eingang wurden 
durch Simulation ermittelt.  
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Bild 5.10:  Diskreter Bündelungsgewinn im EA-IR-
Modell unter FCFS in Abhängigkeit der gebündelten 
Pufferkapazität und der Eingangsanzahl bei Ein-
gangslasten λ = 1 sowie 0,9. 
 

 Bild 5.11:  Bündelungsgewinn bei KP = M Warteplät-
zen im Polling-System (d.h. K = 1 je Warteschlange, 
EA-IR-Modell, FCFS) in Abhängigkeit der Eingangs-
last bei unterschiedlicher Eingangsanzahl M. 

mierung als Funktion der Eingangslast angeben. Bild 5.11 zeigt, dass sich B umgekehrt pro-
portional zur Verkehrslast verhält, denn ein geringes Angebot eröffnet dem Zentralpuffer 
grundsätzlich ein hohes Bündelungspotential. Dementsprechend bewegt sich B bei geringer 
Verkehrslast in der Größenordnung des abgeschätzten Maximums. Bei hoher Last und größe-
rer Eingangsanzahl fällt B hingegen stark ab auf Werte ( )p1, ldB K M Mλ = = ≈ . Zu beachten 
ist, dass diese Betrachtung auf einem sehr kleinen Warteraum beruht. Der in Bild 5.10 ver-
wendete Parameterraum und die daraus resultierenden Bündelungsgewinne liefern insofern 
Hinweise von größerer praktischer Bedeutung. Danach ist für Systeme mit 16M ≤  Eingängen 
unter Volllast von Bündelungsgewinnen 1 2,5B≤ ≤  auszugehen. Zu bedenken ist auch, dass 
diese Werte auf symmetrischer Verkehrslast basieren. So werden sich die parallelen Ein-
gangspuffer eines Polling-Systems bei Schieflast oder Lastspitzen vermutlich robuster verhal-
ten als ein auf hohen Bündelungsgewinn ausgelegter Zentralpuffer. Die Analyse derartiger 
Einflüsse bleibt zukünftigen Untersuchungen vorbehalten.  
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Zusammenfassung 

 

6.1  Ergebnisse dieser Arbeit  

Zellen-Multiplexer sind in den meisten Netzknotentypen von Kommunikationsnetzen anzu-
treffen. Sie werden unter anderem in Koppelnetzen und Leitungsmodulen von Routern einge-
setzt und gehören deshalb zu den Schlüsselelementen der paketbasierten Vermittlungstechnik. 
Große Bedeutung kommt der Netzknotendimensionierung zu, denn für die Einhaltung vorge-
gebener Dienstgütekriterien ist es unerlässlich, Ressourcen und Systemorganisation der Netz-
knoten angemessen auszulegen. Hierzu zählt auch, Zellen-Multiplexer mit einem hohen Maß 
an Flexibilität zu versehen, damit sie sich beispielsweise schnell an veränderte Verkehrssitua-
tionen anpassen lassen. Konfigurierung, Ablaufplanung und Puffer-Management der Multi-
plexer setzen für solche Zwecke eine umfassende Kenntnis ihres Leistungsverhaltens voraus, 
und nach Möglichkeit eine entsprechende analytische Beschreibung. Anzutreffen sind Funkti-
onen des Zellen-Multiplexens auch in vielen Bereichen außerhalb der Telekommunikation. 
Beispiele hierfür sind Produktionsprozesse und die Fließband-gestützte Fertigungstechnik. 

In der Vergangenheit wurden Multiplexer überwiegend als zeitkontinuierliche Systeme analy-
siert. Die bei block- bzw. zellenweiser Übermittlung und Verarbeitung von Dateneinheiten 
eher angebrachten zeitdiskreten Untersuchungen sind in weitaus geringerem Umfang vorhan-
den. Durchgeführt wurden solche Arbeiten größtenteils mit der idealisierten Annahme eines 
unbegrenzten Warteraums, oder mit dem Anspruch, komplexe Verkehrsszenarien konkreter 
Telekommunikationsdienste zu berücksichtigen − modelliert durch entsprechende Ankunfts-
prozesse. Letzteres stellt eine erhebliche Hürde dar, an der viele analytisch exakte Betrachtun-
gen scheiterten. So existieren für Zellen-Multiplexer mit endlichem Warteraum vorwiegend 
Simulationsergebnisse sowie approximative und numerische Resultate.  

Die in der vorliegenden Arbeit ausgeführten Untersuchungen und Analysen tragen zu einem 
vertieften und erweiterten Verständnis der zeitdiskreten Leistungsanalyse von Zellen-Multi-



148 Kapitel 6 

plexern mit begrenztem Warteraum bei. Es wurden formelmäßige Zusammenhänge hergelei-
tet und identifiziert, die es erlauben, Leistungsgrößen wie die Zellenverlustwahrscheinlichkeit 
und die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Wartedauer unmittelbar aus der Verkehrslast und 
den Systemparametern zu bestimmen. Dies ermöglicht beispielsweise eine schnelle und fle-
xible Anpassung von Systemkonfigurationen an veränderte Bedingungen im laufenden Be-
trieb. Zum Erreichen dieser Ziele wurden die wesentlichen leistungsrelevanten Modellaspekte 
berücksichtigt. Um ein solches Systemmodell analytisch handhaben zu können, wurden die 
Untersuchungen ausschließlich auf der Zellenebene durchgeführt, und es wurde ein relativ 
einfaches Verkehrsmodell verwendet. Als Verkehrslast wurden unabhängige, symmetrische 
Verkehrsströme angenommen, woraus sich pro Zeitschlitz Gruppenankünfte mit binomialver-
teilter Zellenanzahl ergeben. Dieses Verkehrsmodell ist gewiss nicht adäquat, um Ankunfts-
prozesse zu modellieren, wie sie von vielen realen Telekommunikationsanwendungen herrüh-
ren. Es stellt aber einen sinnvollen Ausgangspunkt für Leistungsuntersuchungen dar. So kann 
dieses Vorgehen als Entscheidungshilfe dienen bei der Frage, ob und bei welchen Parametern 
eine eingehendere Untersuchung mit komplexeren, dem jeweiligen Anwendungsgebiet näher 
kommenden Verkehrsmodellen angebracht ist. 

Verwendet wurden die für zeitdiskrete Analysen üblichen Early- und Late-Arrival-Modelle. 
Besonders zu beachten war hier der bei endlichem Warteraum wichtige Umgang mit dem 
durch Zellenabfertigung frei werdenden Warteplatz, und dessen erneute Vergabe an eine An-
kunft, die damit zum „Nachrücker“ wird. Die Differenzierung zwischen sofortiger und verzö-
gerter Nachbesetzung mündete in drei disjunkte Modellvarianten, die sich für jede beliebige 
Eingangsanzahl eignen, und die bei den Analysen systematisch angewandt wurden. Entspre-
chend der Zielsetzung ist auch die Frage untersucht worden, inwieweit sich aus den leistungs-
beschreibenden Parametern eines dieser Modelle Kennwerte für die übrigen Varianten gewin-
nen lassen. Einzelheiten der erzielten Ergebnisse sind im Folgenden zusammengefasst. Analy-
siert wurde der Zellen-Multiplexer in den zwei wesentlichen und grundverschiedenen Archi-
tekturformen:  

 dem klassischen Polling-System (ohne und mit Zeitschlitzreservierung), mit einheitli-
cher Kapazität der Warteschlangen, FCFS-Warteschlangendisziplin (FIFO), und 1-be-
grenzter Abfertigung, sowie 

 dem Zentralpuffer-System mit Mehrfachzugang, wobei die Aufträge in zufälliger Rei-
henfolge in eine gemeinsame Warteschlange aufgenommen und gemäß FCFS- oder 
SIRO-Disziplin abgefertigt werden. 

Für beide Multiplexer-Typen wurden analytische Ansätze auf der Grundlage von Markov-
Ketten verwendet, deren Zustandsübergangswahrscheinlichkeiten allgemeingültig entwickelt 
wurden, soweit es die maßgeblich von der Warteplatzanzahl bestimmte Modellkomplexität  
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zuließ. Die auf matrixalgebraischem Wege prinzipiell mögliche Berechnung der Zustands-
wahrscheinlichkeiten erwies sich nur bei Multiplexern mit relativ geringer Eingangsanzahl als 
praktikabel. Allerdings gelang in einigen Fällen die Lösung in geschlossener Form. Bei allen 
übrigen exakt modellierten Multiplexer-Varianten führte die rekursive numerische Auswer-
tung der allgemeingültigen Übergangsmatrix zu Ergebnissen von sehr guter Qualität.  

Das Polling-System (ohne Zeitschlitzreservierung) wurde als Multiwarteschlangenmodell mit 
den Interqueue-Disziplinen FCFS, G-SIRO, HoL-SIRO und LQFS ausführlich behandelt. Des 
Weiteren wurde am Beispiel einer Kombination aus FCFS und LQFS analytisch exakt ge-
zeigt, inwieweit sich durch Pufferüberlauf verursachte Zellenverluste minimieren lassen, 
wenn in Situationen drohenden Überlaufs die betroffenen Warteschlangen vorrangig abgefer-
tigt werden. Anwenden lässt sich dieses Prinzip aber nur dann, wenn der Puffer eine sofortige 
Warteplatznachbesetzung ermöglicht. Mit den Analysen nur ungenügend erfasst werden 
konnte die zyklische Warteschlangenabfrage (SICO). Der Grund hierfür ist die mit zuneh-
mender Eingangs- und Warteplatzanzahl immens ansteigende Anzahl von Systemzuständen, 
worauf die Ausnutzung von Symmetrieeffekten keinen entscheidenden Einfluss hat. Infolge-
dessen musste sich die Berücksichtigung der SICO-Disziplin auf wenige Einzelfälle beschrän-
ken. 

Unter allen weiteren zuvor genannten Abfertigungsdisziplinen wurde das einfach gepufferte 
Polling-System ( 1)K =  mit allen drei Analysemodellen bezüglich der diskreten Wahrschein-
lichkeitsverteilungen von Warteschlangenlänge und Wartedauer sowie der Zellenverlustwahr-
scheinlichkeit exakt analysiert. Darüber hinaus wurden für den Sonderfall eines Polling-Sys-
tems mit 2M =  Eingängen und beliebiger Pufferkapazität unter LQFS-Abfertigung exakte 
geschlossene Lösungen präsentiert. Die Größe der Ankunftsgruppen kann hier eine beliebige 
Verteilung haben.  

Systeme mit 2M >  Eingängen entziehen sich aufgrund der exzessiv hohen Anzahl von Sys-
temzuständen einer exakten Analyse weitgehend. Sie wurden approximativ analysiert, und 
zwar mithilfe eines Ansatzes mit neuartigen Details. Hierbei wird die exakte Wartedauer eines 
vergleichbaren Bediensystems − des Zentralpuffer-Multiplexers mit endlichem Puffer − aus-
genutzt und im Polling-System aus Sicht einer Warteschlange als Servicedauer verwendet. 
Als Interqueue-Disziplin wurde dabei HoL-SIRO angenommen. Die Überprüfung mit (natur-
gemäß in der Ausführungsdauer begrenzten) Simulationen lässt den Schluss zu, dass sich auf 
diesem Weg gerade der Bereich sehr geringer Zellenverlustwahrscheinlichkeiten sehr gut 
abdecken lässt.  

Des Weiteren enthält die Arbeit auch eine Untersuchung zur Auswirkung der Interqueue-Dis-
ziplin auf die Multiplexer-Performanz. Eine sehr gute Näherungslösung für die HoL-SIRO-
Disziplin bei unbegrenztem Puffer zeigt, dass sich Systeme mit wenigen Eingängen sehr ähn-
lich verhalten wie unter FCFS, während bei 16 und mehr Multiplexer-Eingängen nahezu G-
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SIRO-Verhalten vorliegt. Die angenommene Verkehrssymmetrie hat natürlich Einfluss auf 
die Ergebnisse der Analysen und stellt insofern einen Sonderfall dar. Dennoch sind die Lö-
sungen relevant, auch für Polling-ähnliche Prozesse (z.B. slotted ALOHA Protokoll). Den 
Parameterraum von Eingangs- und Warteplatzanzahl der analysierten Polling-Systeme mit 
den entsprechend verwendeten Bediensystemmodellen illustriert Bild 6.1.  
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Bild 6.1:  Übersicht der Bediensystem-Varianten zur Analyse von 
zeitdiskreten Zellen-Multiplexern des Polling-Typs.  
Anmerkung: Für Polling-Systeme im TDM-Modus sowie den Multi-
plexer mit Zentralpufferarchitektur stellt diese Arbeit unter der An-
nahme symmetrischen Verkehrs exakte Lösungen für den gesamten 
hier dargestellten Parameterraum bereit.  
 
 

Das Polling-System mit Zeitschlitzreservierung, d.h. im (zyklischen) Zeitmultiplexbetrieb, 
konnte mithilfe des Geo[X]/D/1/K-FCFS-Modells vollständig analysiert werden. Entwickelt 
wurden dabei geschlossene Lösungen für beliebige Warteraumkapazität und Anzahl von Ein-
gängen. Die Annahme der Verkehrssymmetrie ist in diesem Fall belanglos, denn die Warte-
schlangen sind aufgrund des Betriebsmodus voneinander unabhängig. Die Zellenverlustwahr-
scheinlichkeit als Funktion der Eingangsanzahl verläuft hier im Gegensatz zum klassischen 
Polling-System monoton steigend. 

Die Multiplexer-Architektur mit einem Zentralpuffer endlicher Kapazität wurde mithilfe der 
Geo[X]/D/1/K-Modelle ebenfalls umfassend analysiert. Entwickelt wurden geschlossene Lö-
sungen für Warteschlangenlänge, Zellenverlustwahrscheinlichkeit und Wartedauerverteilung, 
die den im Bild 6.1 (für Polling-Systeme) dargestellten Parameterraum vollständig abdecken. 
Präzise Resultate werden damit auch bei sehr geringen Auftrittswahrscheinlichkeiten erzielt. 
Die für die Analyse notwendige Annahme der Verkehrssymmetrie dürfte hier gegenüber dem 
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allgemeinen Fall keine gravierende Einschränkung darstellen, denn alle Verkehrsströme wer-
den gleichrangig behandelt und im System aufgenommen, solange freie Warteplätze vorhan-
den sind.  

Sämtliche Analysen und Approximationen wurden durch Simulationen überprüft und − so-
weit verfügbar − an (Teil-)ergebnissen aus der Literatur gespiegelt. Obwohl sich insgesamt 
sehr gute Übereinstimmungen gezeigt haben, bedarf es weiterer Untersuchungen, insbesonde-
re der Pollingsysteme mit mehreren Eingängen und endlichem Puffer (siehe Ausblick).  

Schließlich brachte der Vergleich von Resultaten zu Zellen-Multiplexern mit endlichem War-
teraum viele in dieser Arbeit erstmals aufgezeigte Zusammenhänge der zeitdiskreten LA- und 
EA-Analysemodelle hervor.1  Damit sind Ergebnisüberführungen von einem in das jeweils 
andere Analysemodell leicht möglich, was der Anwendungsbreite der zeitdiskreten System-
modelle zugute kommt.  

In ihrer grundsätzlichen Funktion und Leistungsfähigkeit sind zellenbasierte Polling-Systeme 
und Multiplexer mit Zentralpufferarchitektur auch im Fall endlichen Warteraums als gleich-
wertig anzusehen, eine entsprechende Dimensionierung der Pufferkapazität vorausgesetzt. Ein 
Vergleich des Warteraumbedarfs zum Erzielen identischer Leistungsfähigkeit zeigt, dass Pol-
ling-Systeme mit typischer Eingangsanzahl (bis zu einigen 10) unter symmetrischer Last bis 
zu 2 ½-mal mehr Warteraum benötigen als ein Zentralpuffer-Multiplexer. Andererseits unter-
scheiden sich beide Architekturen signifikant bezüglich der Pufferausführung bzw. der techni-
schen Anforderungen. So genügen für die Puffer von Polling-Systemen einfachste Architektu-
ren mit je einem Eingang und Ausgang. Hiermit lassen sich an jedem Multiplexer-Eingang 
höchste Übertragungsraten verarbeiten. Der Zentralpuffer muss hingegen imstande sein, die 
an seinen Eingängen ankommenden Zellen simultan aufzunehmen. Im Vergleich zu den ver-
teilten Puffern des Polling-Systems erfordert dies eine der Eingangsanzahl entsprechende hö-
here Bandbreite für den Pufferzugang. Im speichertechnologischen Grenzbereich werden die 
möglichen Übertragungsraten der ankommenden Übertragungssysteme demgemäß begrenzt. 
Der günstigeren Pufferkapazität des Zentralpuffer-Multiplexers steht folglich die eingangs-
seitig höhere maximale Gesamtübertragungsrate beim Polling-System gegenüber. Ausgangs-
seitig unterscheiden sich beide Architekturen bezüglich der Warteschlangenauswahl, die beim 
Polling-System per Schaltfunktion (physikalische Abfrage mittels Raumstufe und Protokoll) 
erfolgt, und beim Zentralpuffer-System mittels logischer Abfrage (Pufferverwaltung).  

Insgesamt wurde für die in dieser Arbeit gewonnenen Ergebnisse nachgewiesen, dass sie mit 
bekannten Resultaten für unbegrenzten Warteraum konsistent sind. Die Analysen bilden eine 
wichtige Ausgangsbasis für Warte-Verlustsysteme mit Gruppenankünften, auch auf Gebieten 
jenseits der Paket- und Zellenvermittlung. Anwendungsmöglichkeiten ergeben sich unter an-

                                                           
1 Bei unbegrenztem Puffer ist es belanglos, welches zeitdiskrete Analysemodell gewählt wird.  
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Die Summe der Übergangswahrscheinlichkeiten aus jedem beliebigen Zustand i heraus muss 
, 1i jj P =∑  sein. Auf die vom Leerlaufzustand ausgehenden Übergänge trifft dies offensicht-

lich zu, sodass sich ein Beweis für 0i =  erübrigt. Die Allgemeingültigkeit der Übergangs-
wahrscheinlichkeiten aus allen weiteren Zuständen wird im Folgenden für eine beliebige Ein-
gangsanzahl M auf dem Wege der vollständigen Induktion bewiesen. Die Induktionsbehaup-
tung bezieht sich hierbei zunächst auf einen Ausgangszustand { }1,2, ,i M∈   im Falle von 

1M +  Eingängen, und anschließend auf den Ausgangszustand 1i + . Aus Gleichung (A.1) 
folgt  
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Die Neuordnung der kombinatorischen Terme führt nach entsprechender Anpassung der Sum-
mationsgrenzen zu 
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Da die Reihenfolge der Summanden beliebig ist, lässt sich dieser Ausdruck mit k j n= +  um-
formen zu 
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Mithilfe der Vandermonde-Konvolution zeigt sich sodann, dass der kombinatorische Sum-
menausdruck im Zähler identisch ist mit dem Nenner, woraus unmittelbar 0 1M

kk a= =∑  folgt. 
Dies beweist zugleich die Gültigkeit von Gleichung (A.1) für alle +∈M . 

Auf gleichem Wege wird die Gültigkeit von Gleichung (A.2) für alle weiteren Ausgangszu-
stände bewiesen, denn ausgehend von Gleichung (A.1) muss auch für den Zustand 1i +   
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gelten. Analog zur obigen Vorgehensweise ergeben die Umformungen hier 

 
min{ , }

0 max{0, }

!
1.

k M iM

k
k j k i

k M k M
a

j M i j i

−

= = −

−     
=     − −     

∑ ∑  (A.6) 

Und wieder liefert die Vandermonde-Konvolution das erwartete Resultat 0 1M
kk a= =∑ , was die 

Gültigkeit von Gleichung (A.1) für alle Ausgangszustände mit dem Index {1,2, , }i M∈   be-
weist.    
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Die so gewonnenen Übergangswahrscheinlichkeiten gelten für beliebige zeitdiskrete An-
kunftsprozesse, solange sich die Ankunftswahrscheinlichkeiten in der für den hier gewählten 
Ansatz1 notwendigen Form 0 1M

kk a= =∑  angeben lassen.  

Die Warteschlangenlänge im stationären Zustand lässt sich mittels Analyse der Übergangsma-
trix gewinnen (siehe Abschnitt 4.4), oder mit zusätzlicher Hilfe der Gleichgewichtsbedingun-
gen aus dem Markov-Modell. Aus der Bedingung des globalen Gleichgewichts für den Zu-
stand ( 1)n −  folgt  
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Normiert auf die Zustandswahrscheinlichkeit 0q  ergibt sich daraus mit 0n nx q q=  
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und schließlich folgt aus der Summe der Zustandswahrscheinlichkeiten  

 00 0 1M M
i ii iq q x= == =∑ ∑ ,  sowie  0
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q x
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= ∑  (A.9) 

Mithilfe von Gleichung (A.9) ergeben sich dann die stationären Zustandswahrscheinlichkeiten 

iq , {1,2, , }i M∈   unmittelbar aus Gleichung (A.7). Diese Lösung gilt für beliebige Über-
gangswahrscheinlichkeiten ,i jP , 1 ,i M≤ ≤  1 ,i j M− ≤ ≤  d.h. für beliebige obere Hessenberg-
Matrizen einschließlich der Tridiagonal-Matrix. Sie ist somit auch auf die EA-Analysemodel-
le anwendbar. Auch für große M lassen sich damit die stationären Zustandswahrscheinlichkei-
ten sehr präzise rekursiv berechnen.  

Eine geschlossene Lösung für die Zustandswahrscheinlichkeit q0 des hier behandelten Bei-
spielsystems ist ebenfalls verfügbar (siehe Kapitel 4.4.1.1). Sie setzt allerdings eine binomiale 
Verteilung der Ankunftsgruppengröße je Zeitschlitz voraus, während die aufgezeigte rekursi-
ve Lösung den Vorteil hat, dass die Gruppengröße beliebig verteilt sein kann.  

 

                                                           
1 Im Ansatz sind die (Gruppen-)Ankünfte in den voneinander unabhängigen Zeitschlitzen nicht an bestimmte 

Systemeingänge des M:1-Multiplexers gebunden, was symmetrische Verkehrslast impliziert.  
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Analysen vom Multiplexer des Polling-Typs  

 

Ergänzend zum Kapitel 4 adressiert dieser Anhang folgende Details von einfach gepufferten 
Polling-Systemen. Zunächst wird gezeigt, dass sich im LA-Modell bei zyklischer Abfertigung 
der gleiche Systeminhalt ergibt wie beim Service in zufälliger Reihenfolge. Es folgt ein Nach-
weis, dass die EA-DR- und LA-IR-Modelle bezüglich Auslastung identisch sind. Analysiert 
wird ferner die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Wartedauer im EA-IR-Modell bei Zufalls-
auswahl. Schließlich wird die Systemauslastung von Polling-Systemen mit einfacher Puffe-
rung bei sehr großer Eingangsanzahl ermittelt und der Fall des TDM-Betriebs bei unbegrenz-
tem Warteraum betrachtet.  

 

LA-Modell des einfach gepufferten Polling-Systems mit zyklischer Abfertigung 

Im Kapitel 4.4.1 wird das Polling-System mit 1K =  Warteplatz je Eingang unter symmetri-
scher Verkehrslast mithilfe der LA-IR- und LA-DR-Modelle analysiert, d.h. bei sofortiger 
bzw. verzögerter Warteplatznachbesetzung. Als Abfertigungsdisziplin, die beim LA-Modell 
im Falle einfacher Pufferung zugleich Interqueue-Disziplin ist, werden dort SIRO und FCFS 
betrachtet. Anhand eines Beispiels mit dem LA-IR-Modell wird im Folgenden gezeigt, dass 
sich bei Anwendung der klassischen zyklischen Abfrage (SICO) derselbe Systeminhalt ergibt. 

Das exakte Modell mit zyklischer Abfrage umfasst 0 2M M
i

M
i

 
 
 = =∑ unterschiedliche Systemzu-

stände, die sich als 1M +  Makrozustände strukturieren lassen. Bild B.1 zeigt das Zustands-
übergangsdiagramm am Beispiel eines Polling-Systems mit 4M =  Eingängen. Anzumerken 
ist, dass bei dieser Markov-Kette eine Zerlegung der Zustände S0 und S4 in Mikrozustände, 
welche die Positionen der aktuellen Polling-Priorität angeben, unnötig ist. Aufgrund der ange-
nommenen Verkehrssymmetrie würden sich von jedem dieser Mikrozustände gleich wahr-
scheinliche Übergänge in denselben Makro-Zielzustand ergeben. Des Weiteren sind beim LA-
IR-Modell alle Übergangswahrscheinlichkeiten von den Mikrozuständen  innerhalb eines Ma- 
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Bild B.1:  Übergänge zwischen den Makrozuständen eines Polling-Systems mit M = 4 Stationen 
(Warteschlangen) und zyklischer Abfrage. Fordernde Stationen sind durch „1“ gekennzeichnet, 
leerlaufende durch „0“. Die Markierung einer Station kennzeichnet die räumliche Priorität. Aus 
Übersichtlichkeitsgründen nicht dargestellt sind die Übergänge innerhalb der Makrozustände. 
 

krozustands zu einem bestimmten anderen Makrozustand identisch. Dies ermöglicht das di-
rekte Zusammenfassen von Übergangswahrscheinlichkeiten und eine Modellbetrachtung auf 
der Ebene der Makrozustände. Es bedeutet ferner, dass die Polling-Reihenfolge bezüglich der 
Zustandswahrscheinlichkeiten im Falle eines Warteplatzes je Eingang keine Rolle spielt. Das 
Zustandsübergangsdiagramm in Bild B.1 entspricht somit dem Schema im Bild 4.5, und es 
gelten die im Kapitel 4.4.1.1 angegebenen Übergangswahrscheinlichkeiten  
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Zu beachten ist, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Wartedauer selbstverständlich 
von der Abfertigungsreihenfolge der wartenden Aufträge abhängt. Die entsprechende Analyse 
gestaltet sich allerdings sehr aufwändig. Zu erwarten ist, dass die Wartedauerverteilung zwi-
schen den Fällen mit FCFS- und mit SIRO-Abfertigung rangiert (siehe Kapitel 4.4). Ferner 
sei angemerkt, dass die Interqueue-Disziplin im LA-IR-Modell bei mehreren Warteplätzen je 
Warteschlange ( 1)K >  sehr wohl Einfluss auf den Systeminhalt nimmt. Dies alles trifft auch 
auf das LA-DR-Modell zu. 

 

Äquivalenz von LA-IR- und EA-DR-Modell  

Wie im Kapitel 4.2.4. ausgeführt wurde, entspricht das LA-IR-Modell bezüglich der Auslas-
tung dem EA-DR-Modell. Dies wird im Folgenden am Beispiel des Polling-Systems mit K 1=  
Warteplatz je Eingang nachgewiesen. Zunächst wird hierzu die Auslastung im EA-DR-Mo-
dell analysiert und anschließend mit dem Resultat aus dem LA-IR-Modell verglichen. Die 
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Zustandsübergangswahrscheinlichkeiten für den Systeminhalt im EA-DR-Modell lassen sich 
angeben mit 
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Unter der Annahme, dass es sich bei diesem System um ein Äquivalent des LA-IR-Modells 
handelt, muss die Auslastung beider Systeme unter gleichen Randbedingungen identisch sein, 
d.h. es muss  

 0(LA-IR ) 0 0(EA-DR )1 1q a qρ− = = −  bzw. 0(EA-DR ) 0(LA-IR ) 0q q a=  (B.3) 

gelten. Mit Gleichung (4.11) für die Leerlaufwahrscheinlichkeit des LA-IR-Systems sowie 
p t Mλ= ∆  folgt daraus für das EA-DR-Modell der Ausdruck  
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bzw. mit modifizierten Grenzen  
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Dass die alternative Bestimmung der Leerlaufwahrscheinlichkeit ( )0 EA-DRq nach Gleichung 
(4.6) mit den betreffenden Zustandsübergangswahrscheinlichkeiten aus Gleichung (B.2) zum 
selben Resultat führt, lässt sich unschwer bestätigen. 

 

Wartedauerwahrscheinlichkeiten im einfach gepufferten EA-IR-Modell bei SIRO- 
Abfertigung  

Zu den wichtigsten Details der Charakterisierung eines Bediensystems gehört die Kenntnis 
der Wartedauerverteilung. Während die Analyse bei einer Abfertigungsdisziplin wie FCFS 
noch relativ einfach möglich ist, gestaltet sie sich bei anderen Disziplinen je nach verwen-
detem Systemmodell sehr viel aufwändiger. In diesem Abschnitt wird die Wartedauervertei-
lung eines Polling-Systems mit beliebiger Eingangsanzahl M und einem Warteplatz je Ein-
gang ( 1)K =  bei SIRO-Abfertigung anhand des EA-IR-Modells ermittelt. 

Bei der Wartedaueranalyse mit dem EA-IR-Modell muss man innerhalb eines Zeitschlitzes 
zwischen dem Ankunftszeitpunkt von Forderungen und dem Beginn des Abfertigungsprozes-
ses differenzieren. Zusätzlich zum generellen Beobachtungszeitpunkt an den Zeitschlitzgren-
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zen ist hier also ein weiterer Betrachtungszeitpunkt einzuführen.1  Die Übergangswahrschein-
lichkeiten zum Zeitpunkt zwischen Ankunft und Servicebeginn (siehe 4.4.2.1) lassen sich für 
eine beliebige Anzahl von Eingängen M nach dem im Anhang A dargestellten Schema wie 
folgt angeben.  
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Die beobachtete Forderung kann bei ihrer Ankunft entweder in eine leere Warteschlange ge-
langen und unmittelbar am Auswahlprozess teilnehmen, oder sie kommt als Nachrücker eines 
gerade zur Abfertigung ausgewählten „Altauftrags“ erst im darauffolgenden Zeitschlitz infra-
ge. Insofern unterscheidet sich die Analyse des Ankunftszeitschlitzes (Ausgangszeitintervall) 
grundsätzlich von den weiteren Schritten. Die Wahrscheinlichkeit einer sofortigen Abferti-
gung bei Ankunft kann mit 
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angegeben werden, wobei es sich bei nq  um die rekursiv aus den Übergangswahrscheinlich-
keiten von Gleichung (4.18) berechenbaren Zustandswahrscheinlichkeiten des Systems an der 
Zeitschlitzgrenze (Wahrscheinlichkeitsverteilung der Warteschlangenlänge) handelt. Die sich 
anschließende Analyse längerer Wartedauern beruht auf der Präsenz der betrachteten Forde-
rung am Kopf der betreffenden Warteschlange. Zeitschlitz für Zeitschlitz wird dabei rekursiv 
– unter Berücksichtigung sämtlicher Neuankünfte – die Wahrscheinlichkeit ermittelt, dass der 
beobachtete Auftrag bedient wird (vergleiche Ansatz zur Wartedauerverteilung unter SIRO in 
Kapitel 4.4.1.1). Die weiteren Wartedauerwahrscheinlichkeiten ergeben sich danach zu  
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1 Es ist zu beachten, dass es sich bei der Systembetrachtung zu einem Zeitpunkt zwischen Ankunft und Abferti-

gungsbeginn keinesfalls um eine Sicht handelt, die äquivalent zum LA-IR-Modell ist. Die ankommende For-
derung an der zur Abfertigung ausgewählten Warteschlange kann nämlich hier auf den frei werdenden Warte-
platz nachrücken, während sie im LA-Modell abgewiesen werden würde. 
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wobei ,i kP∗ die Übergangswahrscheinlichkeiten der Zustandsmatrix zum Zeitpunkt zwischen 
Ankunft und Servicebeginn gemäß Gleichung (B.6) bezeichnet. 

 

Systemauslastung bei einfacher Pufferung und sehr großer Eingangsanzahl 

Insbesondere bei Polling-Systemen mit geringer Pufferkapazität stellt sich die Frage nach dem 
Einfluss der Warteschlangenanzahl auf den erreichbaren Durchsatz. Der folgende Abschnitt 
beweist, dass bereits ein Warteplatz je Warteschlange ausreicht, um unter der getroffenen 
Verkehrsannahme mit zunehmender Eingangsanzahl eine Auslastung von eins zu erzielen, 
bzw. eine beliebig geringe Verlustwahrscheinlichkeit.  

Bei sehr großer Eingangsanzahl M →∞  nehmen die Zustandsübergangswahrscheinlichkeiten 
des einfach gepufferten Polling-Systems (siehe Bild 4.5) unabhängig vom Ausgangszustand i 
die Gestalt der Poisson-Wahrscheinlichkeiten an, d.h. es gilt  
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Die Zustandswahrscheinlichkeiten werden folglich durch jene des M/D/1-Systems beschrie-
ben (siehe auch Anhang C). Leicht einzusehen ist ferner, dass in diesem Fall die Unterschiede 
zwischen den EA- und LA-Modellen sowie den Schemata der Warteplatznachbesetzung ver-
schwinden. So kann für eine allgemeingültige Grenzwertbetrachtung die geschlossene Lösung 
der Leerlaufwahrscheinlichkeit im LA-IR-Modell herangezogen werden.  

Gemäß Gleichung (4.11) ist die Leerlaufwahrscheinlichkeit bei endlicher Eingangsanzahl M 
und jeweils einem Warteplatz je Eingang ( 1)K =  gegeben durch 
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k n

M
q

k p= =

    = + −     −    
∑ ∏ . (B.10) 

Mit p t Mλ= ∆  folgt aus dem (Teil-)Grenzwert der Summanden 

 ( )
1

lim 1
nk

k

M n

M M t
k M t

λ
λ→∞

=

   
− = ∆    − ∆     

∏  (B.11) 

und schlussendlich  

 ( )0
1

lim lim 1 1 1 .
M

k

M M k
q t tλ λ

→∞ →∞
=

 = + ∆ = − ∆ 
 

∑  (B.12) 

Damit ergibt sich die Systemauslastung zu ( )LA 01 .q tρ ρ λ= = − = ∆  Dies ist bereits bei einem 
Warteplatz je Eingang und unparteiischer Abfertigung der Fall, trifft also auch auf 1K ≥  zu. 
Allerdings dürfte das Resultat kaum von praktischem Nutzen sein, denn die Kurven der Sys-
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temauslastung konvergieren mit zunehmender Eingangsanzahl nur sehr allmählich gegen den 
Grenzwert (siehe Bilder 4.6 und 4.7). 

 

TDM-Betrieb bei unbegrenzter Pufferkapazität  

Auch beim Polling-System im TDM-Betrieb interessiert die maximal erreichbare Auslastung 
bei unbegrenzter Pufferkapazität. Mithilfe der im Kapitel 4 beschafften Leerlaufwahrschein-
lichkeiten für die EA- und LA-Modelle mit begrenztem Puffer ist die Analyse leicht möglich. 
Darüber hinaus wird in diesem Abschnitt nachgewiesen, dass die Modellunterschiede bei un-
begrenztem Warteraum verschwinden.  

Die Leerlaufwahrscheinlichkeit im EA-IR-Modell mit unbegrenztem Puffer in einem beliebi-
gen Zeitrahmen, direkt nachdem die betrachtete Warteschlange bedient wurde, liefert die 
Grenzwertbetrachtung →∞K  des Ausdrucks von Gleichung (4.40) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1
0

0

1
lim 1 1

iM K M

K i

MK i M
q p p p

i

∞
− + −∗

→∞
=

 − − 
= − − −  

 
∑ . (B.13) 

Der Nenner von Gleichung (B.13) korrespondiert mit der in [Pólya25] bewiesenen kombina-
torischen Identität  

 
( ) { }

1

0
, ,

1
i

i

i xy
i x

αα β
α β

β β

+∞

=

+ 
= ∈  − + 

∑  , (B.14) 

wobei x die Wurzel der trinomialen Gleichung 1 0x y xβ− + =  ist. Aus dem Koeffizientenver-
gleich der linken Seite von Gleichung (B.14) mit dem Nenner der Gleichung (B.13) folgt un-
mittelbar , 1MK Mα β= = − und ( ) 11 .My p p −= − −  Durch Einsetzen dieser Terme erhält man  

 ( ) ( )

( )
1

1 1
0lim 1

1
M K i

K i i

xq p
x

α

β β

+
− +∗

→∞
= −

− +∑ , (B.15) 

wobei wegen des Grades der Bestimmungsgleichung 1M −  Lösungen xi existieren. Im Grenz-
fall →∞K  verbleibt als einzige relevante und für alle M +∈ gültige Lösung 1= −x p . So 
liefert Gleichung (B.15) mit 

 ( ) ( )0lim 1 1 M

K
q Mp p∗

→∞
= − −  (B.16) 

ein Resultat, das sich mit dem in [Karol87] für ein Geo[X]/D/1/K ermittelten Ausdruck deckt 
(siehe auch Kapitel 5.2.1). 

Für das LA-IR-Modell folgen aus der in Kapitel 4 hergeleiteten Beziehung zur Leerlaufwahr-
scheinlichkeit am Ende des Servicezeitschlitzes 
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 ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1
0(LA-IR )

0

1 1
lim 1 1

iM K M

K i

MK i M
q p p p

i

∞
− + −∗

→∞
=

 − − − 
= − − −  

 
∑  (B.17) 

sowie mithilfe der zuvor angewandten Prozedur  

 ( ) ( ) 1
0lim 1 1 M

K
q Mp p −∗

→∞
= − − . (B.18) 

Dasselbe Ergebnis für unbegrenzten Warteraum liefert auf entsprechendem Wege auch die 
Grenzwertbetrachtung für das LA-DR-Modell mit 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
0(LA-DR )

0

2 1
lim 1 1

iM K M

K i

MK i M
q p p p

i

∞
− −∗

→∞
=

 − − − 
= − − −  

 
∑ . (B.19) 

Dass die Auslastung bei den betrachteten Modellvarianten im Fall unbegrenzten Puffers bei 
gleicher Eingangsanzahl M +∈ identisch ist, lässt sich leicht durch Vergleich der beiden 
Ausdrücke ( ) ( )( )EA-IR 01 1 1 Ma Mp pρ = − − −  sowie ( )( ) ( )( )

1
LA 0 11 1 1 Ma a M Mp pρ −= − + − −  

überprüfen, wobei ( )0 1 Ma p= −  und ( ) 1
1 1 Ma M p p −= −  zu berücksichtigen sind.  
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Anhang  C 

 

Analysen vom Multiplexer mit zentraler Pufferung  

 

Die im Kapitel 5 ermittelten Leistungsparameter für Zellen-Multiplexer mit zentralem Puffer 
einer beliebigen endlichen Kapazität werden in den folgenden Abschnitten dieses Anhangs 
mit bekannten Resultaten aus der Literatur für Systeme mit unbegrenzten Warteraum vergli-
chen bzw. überprüft. Zu diesem Zweck werden unter anderem die Wartedauerwahrscheinlich-
keiten bei FCFS-Abfertigung der begrenzten Warteschlange hergeleitet. 

 

Systeminhalt im Falle unbegrenzten Warteraums 

Zunächst wird die für beliebigen endlichen Warteraum mit dem EA-IR-Modell hergeleitete 
Warteschlangenlänge1 

 

( )
( ) ( )
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( ) ( ) ( )
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1 1
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1 11

falls 1 ,1 1
, ,
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M K i i
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n M n i i
i

M K i ip
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ip

p p iq q
p M n i ip

n KM n i i
i K M

− +
=

− +
=

+

  + − + − −
=  

−  


 − − = +   + − + −−   
 ≤ ≤ + − + −  ⋅   ∈ ∈ 

∑

∑

 

 (C.1) 

im Grenzfall →∞K  betrachtet. Der Vergleich mit dem ausschließlich für unbegrenzte Puf-
ferkapazität geltenden Ausdruck (siehe beispielsweise [Karol87]), lässt Identität erwarten, d.h. 

 ( ) ( )( ) ( )
( )

1
0

0

1 1 1lim 1 1
1

iMK M
MK i

MK M i M Mpq p p p
i p

∞
−

→∞
=

 + − − −  −
= − − − = 

− 
∑ . (C.2) 

                                                           
1 Siehe Gleichungen (5.4) und (5.5).  



166 Anhang C 

Beweis:  Der Nenner der linken Seite von Gleichung (C.2) korrespondiert mit der im An-
hang B verwendeten kombinatorischen Identität von Gleichung (B.12). Damit folgt aus Glei-
chung (C.2) unmittelbar  

 ( )
( )

( )
1

0 1
1

M K
MK i

i i

xq p
M x M

+

= −
− −∑ , (C.3) 

wobei im Grenzfall →∞K  mit 1= −x p  nur eine relevante und für alle +∈M  gültige 
Lösung verbleibt. Das Einsetzen in Gleichung (C.3) liefert das erwartete Resultat von Glei-
chung (C.2) und schließt so den Beweis.    

Es sei angemerkt, dass sich die oben verwendete Prozedur für den Beweis der entsprechenden 
Resultate aus dem LA-IR-Modell gleichermaßen eignet. Erwähnenswert ist ferner, dass es 
sich bei Gleichung (C.3) um eine alternative Darstellung von Gleichung (C.1) handelt, die 
insbesondere für kleine M  attraktiv ist. Weil sich der Nenner von , 1, 2, ,nq n K=   aus Glei-
chung (C.1) in zwei kombinatorische Terme aufteilen lässt, ist hier ebenfalls eine Darstellung 
in der von Gleichung (C.3) gegebenen Form möglich.  

Im nun folgenden Abschnitt wird der Multiplexer bei unbegrenztem Warteraum ( )K →∞  
und sehr großer Eingangsanzahl ( )M →∞  betrachtet, d.h. bei Poisson-verteilter Gruppengrö-
ße der Ankünfte. Da es sich in diesem Fall um ein reines Wartesystem handelt, gilt .tρ λ= ∆  
Wie in [Karol87] ausgeführt ist, ergeben sich die Wahrscheinlichkeiten der Warteschlangen-
länge eines solchen Zellen-Multiplexers in geschlossener Form als MacLaurinsche Reihe aus 
der erzeugenden Funktion der korrespondierenden stationären Warteschlangenlänge eines 
M/D/1-Systems. Dies führt nach [Gross74] zu 
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 (C.4) 

wobei für 2n ≥  der zweite Faktor des Summanden mit dem Laufindex 1i n= +  ignoriert 
werden muss. Durch Grenzwertbildung des in der vorliegenden Arbeit verallgemeinerten 
Ausdrucks zur Warteschlangenlänge bei beliebig großem Warteraum nach Gleichung (C.1)2  

{ }
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 (C.5) 

                                                           
2 Siehe auch Gleichungen (5.7) und (5.8).  
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wird hier die Identität mit Gleichung (C.4) bewiesen. 

Beweis:  Von Gleichung (C.5) ausgehend erhält man mit ( )1Kα ρ= − +  den Ausdruck 

 ( ) ( ) ( )0
0

lim e e e 1
!

i
i

K i

i
q

i
α ρρ ρα ρ

ρ
∞

− +

→∞
=

+
= = −∑ , (C.6) 

dessen unendliche Summe mit Jensens Theorem3 korrespondiert (siehe [Syski60] sowie dort 
genannte weiterführende Zitate), was schließlich zum gesuchten Grenzwert führt. Dieser ist 
mit dem Ausdruck für 0q in Gleichung (C.4) identisch, und stimmt im Grenzfall M→∞  auch 
mit dem Ausdruck (C.3) überein.  

Es folgt die Betrachtung der Terme 1 Kq q . Gleichung (C.4) lässt sich für 2n ≥  unter Be-
achtung der genannten Bedingung zu  
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=

  
 = − + − + ∈ 

 − + −   
∑   (C.7) 

umformen, und erlangt so auch für 1n =  Gültigkeit. Nach Umkehr der Summationsreihenfol-
ge durch Vertauschen der Indizes i und n i−  ergeben sich weitere Vereinfachungen, die zu  

 ( ) ( )

( ) ( )
( )1

1

1 e
1 e 1 1 1 , ,

1 !

i
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in
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n iiq n
n i i

ρ
ρ ρ

ρ
ρ

−
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  + −    = − + + − ∈   + −  
∑   (C.8) 

führen. Schließlich lässt sich der Ausdruck innerhalb der eckigen Klammern in eine bei 0i =  
beginnende Reihe umwandeln, wodurch man zusammen mit dem Faktor, der 0q  repräsentiert, 
einen zu Gleichung (C.5) äquivalenten Ausdruck erhält.    

 

Wartedauerverteilung im EA-IR-Modell unter FCFS 

Für zeitdiskrete Single-Server-Bediensysteme mit FCFS-Disziplin wird in [Wittevrongel96] 
die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Wartedauer hergeleitet, wobei ein unbegrenzter Warte-
raum und eine konstante Abfertigungsdauer von einem Zeitschlitz pro Auftrag angenommen 
werden. Basierend auf der Verteilung der Warteschlangenlänge im EA-IR-Modell wird im 
Folgenden bewiesen, dass die in [Wittevrongel96] angegebene Beziehung zur Wartedauerver-
teilung auch für Systeme mit beliebiger endlicher Pufferkapazität und FCFS-Abfertigung 
gültig ist (siehe auch [Langer05]).  

Die Wartedauer einer Zelle setzt sich aus der Summe 0 1W W W= + zusammen, wobei 0W Q t= ∆  
die Wartedauer einer ankommenden Auftragsgruppe aufgrund der im System vorgefundenen 

                                                           
3 Benannt nach dem dänischen Mathematiker J.L.W.V. Jensen (1859-1925). 
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Restarbeit darstellt. Die zweite Komponente W1 repräsentiert die zusätzliche Wartedauer (in 
Zeitschlitzen t∆ ), die sich für ein typisches Mitglied der ankommenden Gruppe ergibt, wobei 
angenommen wird, dass die vom System akzeptierten Aufträge in zufälliger Reihenfolge an 
das Warteschlangenende angefügt werden. Da die Abfertigung der bereits wartenden Zellen 
in FCFS-Manier erfolgt und die Bediendauer pro Zelle genau einen Zeitschlitz beansprucht, 
kann man die Wartedauer einer Auftragsgruppe (bis zum Servicebeginn des ersten Auftrags 
dieser Gruppe) direkt aus der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Warteschlangenlänge über-
nehmen. Im Folgenden wird die zusätzliche, durch die Gruppenankunft bedingte Wartedauer 
näher untersucht. Hierzu richte sich die Aufmerksamkeit auf die Position eines bestimmten 
Auftrags aus der Gruppe. Die Zufallsvariable G  kennzeichne die Größe einer vom System ak-
zeptierten Auftragsgruppe. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Gruppe aus i Zellen besteht 
(nachdem sie vom System akzeptiert wurde), ist [ ]ii a E G . Somit hat ein beliebiger Auftrag 
innerhalb seiner Gruppe eine bestimmte Position mit der Wahrscheinlichkeit [ ]( )ii a i E G =  

[ ]ia E G=  inne. Nimmt man Gruppen von allgemeiner Größe an und berücksichtigt für die 
Zelle auf der Position 1,2, ,k M=   eine zusätzliche Wartedauer von 1k −  Zeitschlitzen, so 
erhält man { } [ ]1 1

M
ii kP W k t a E G= += ∆ =∑ . Nun lässt sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung 

der gesamten Wartedauer aus der Beziehung { } { }0 1iw P W i t P W W i t= = ∆ = + = ∆  angeben. 
Dieser Ansatz gewährleistet, dass nur solche Zellen berücksichtigt werden, die tatsächlich 
vom System akzeptiert worden sind. Es gilt  

 { } ( ) ( )
{ }min , 1

0 1 0 0

1 1 1 , 0,1, , .
i M M i i n

K K
i i n k n k

n k n n k
w P W i t q a q a i K

ρ ρ

− −

−
= = + = =

 = = ∆ = = − = 
 

∑ ∑ ∑ ∑   (C.9) 

Anzumerken ist, dass der verwendete Ansatz und dieses Resultat auch auf das einfach gepuf-
ferte Polling-System mit großer Eingangsanzahl zutreffen (siehe Kapitel 4.6.1).  

In [Wittevrongel96] wird für Single-Server-Systeme mit unbegrenzter Kapazität und FCFS-
Abfertigung in jeweils einem Zeitschlitz pro Auftrag die Beziehung  

 [ ] [ ] ( ) [ ]( )22var ( ) var 1W t Q E Qρ ρ ρ∆ = − −  (C.10) 

hergeleitet.4  Mit der Annahme, dass Gleichung (C.10) auch für Systeme mit endlicher Kapa-
zität hält, führt Gleichung (C.9) zusammen mit Gleichung (C.1) zu 

 { } ( ){ 01 1 falls 0,
falls 1 .i

i

q i
w P W i t

q i K
ρ

ρ
− − =

= = ∆ =
≤ ≤

 (C.11) 

Dies wird im Folgenden für binomial-verteilte Gruppengrößen bewiesen. 

                                                           
4 Die Wartedauervarianz wird angegeben in 2 .( )t∆  
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Beweis:  Mit 0 01 q aρ = −  zeigt sich die Identität der Gleichungen (C.9) und (C.11) für 0w  
unmittelbar. Für den Beweis der Beziehung n nq wρ= , 1, 2, ,= n K , wird − unter der Vor-
aussetzung einer binomial-verteilten Größe der ankommenden Gruppe sowie FCFS-Abferti-
gung − die in Kapitel 5.2.1 beschriebene Beziehung  

 ( )
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0 00 0 0

−
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= − = −∑ ∑
K K K n jn

K K
n j kn n n

j k

q q qq q a
q q q
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herangezogen. Danach muss  
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j k
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q q
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gelten. Nach dem Ersetzen sämtlicher jq  (Pufferkapazität von K Zellen) durch Gleichung 
(C.1) lässt sich dieser Ausdruck mittels Aufteilung der Summanden und Neuordnung (anhand 
einheitlicher Grenzen) vereinfachen. Einige weitere algebraische Schritte führen dann zum 
Ausdruck 
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n j ijq
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Durch erneuten Wechsel der Summationsreihenfolge, und mit Hilfe einer Variante der Van-
dermonde-Konvolution [Riordan68] erhält man die Vereinfachung 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1

1
00
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p p

n iq
. (C.15) 

Nun kann die Reihenfolge der Summation durch Vertauschen der steigenden und fallenden 
Indizes i bzw. 1− −n i  geändert werden, was schließlich nach Kehrwertbildung zu Gleichung 
(C.1) führt und somit den Beweis abschließt.   

 

Wartedauerverteilung im LA-IR-Modell unter FCFS  

Analog zur obigen Herleitung der Wartedauerverteilung im EA-IR-Modell wird hier die War-
tedauer im LA-IR-Modell unter FCFS-Abfertigung bestimmt.  

Da sich das System nur dann im Leerlauf befindet, wenn an den Zeitschlitzgrenzen kein Auf-
trag auf Abfertigung wartet, beträgt die Auslastung 01 qρ = − . Zu beachten ist, dass im LA-
IR-Modell die beiden Systemzustände mit leerer Warteschlange bzw. einem einzelnen war-
tenden Auftrag an der Zeitschlitzgrenze (zu Servicebeginn) wegen des Prinzips der sofortigen 
Warteplatznachbesetzung (am Ende der Bedienung) äquivalent sind. Unter Berücksichtigung 
dieses Zusammenhangs erhält man – dem obigen in Gleichung (C.9) mündenden Ansatz für 
das EA-IR-Modell folgend – die Wartedauer  
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Natürlich beträgt die maximale Wartedauer bei FCFS-Abfertigung 1K−  Zeitschlitze, denn 
der Auftrag am Kopf der Warteschlange wird ohne Verzögerung unmittelbar nach der be-
trachteten Zeitschlitzgrenze abgefertigt, während die letzte Forderung in einer mit K Aufträ-
gen vollständig gefüllten Warteschlange 1K−  Zeitschlitze bis zum Servicebeginn warten 
muss. Die mittlere Wartedauer ist folglich 1

0
K

iiW i w t−

== ∆∑ . Ausführungen zur Wartedauer-
varianz finden sich im Anhang D. 
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Anhang  D 

 

Warteschlangenlänge und Wartedauer bei unbegrenztem 
Warteraum 

 

Dieser Anhang gibt eine zusammenfassende Übersicht zu den ersten zwei Momenten von Ge-
samtwarteschlangenlänge und Wartedauer bei Zellen-Multiplexern mit unbegrenztem Warte-
raum in Abhängigkeit der Eingangsanzahl und der Verkehrslast, wobei Gruppenankünfte aus 
einer binomial- bzw. Poisson-verteilten Zellenanzahl bestehen. Die Übersicht trifft auf die 
Zentralpufferarchitektur ebenso zu wie auf Polling-Systeme. Sie ist gegliedert nach Ankunfts-
prozess und des Weiteren nach dem zeitdiskreten Analysemodell (EA- und LA-Modell1, rele-
vant für die Warteschlangenlänge) bzw. nach der Abfertigungsdisziplin (relevant für die War-
tedauer). Zum Vergleich ist in der Übersicht auch das M/D/1-System enthalten. 

Den Ausgangspunkt für die Angaben zur Warteschlangenlänge in Tabelle D.1 bildet die 
wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion für den Bernoulli-Gruppenankunftsprozess 

 ( ) 1
Mt tA z z

M M
λ λ∆ ∆ = − + 

 
, (D.1) 

wobei wegen des unbegrenzten Puffers tλ ρ∆ =  gilt. Die Abfertigungsdisziplin (einschließ-
lich Interque-Disziplin im Falle der Polling-Architektur) ist hier nicht relevant. Beim LA-Mo-
dell ist zu beachten, dass Ankünfte ( [ ]E A tλ= ∆ je Zeitschlitz) unmittelbar Bestandteil der 
Warteschlangenlänge werden. Sehr anschaulich wirkt sich dies beim Erwartungswert aus. 

Bei den Angaben zur Wartedauer in Tabelle D.2 ist das zeitdiskrete Analysemodell unerheb-
lich. Als Bediendisziplinen sind FCFS und SIRO2 berücksichtigt, was im Fall der Polling-
Systemarchitektur die 1-begrenzte Abfertigung impliziert. Die Ergebnisse basieren für FCFS 
auf der erzeugenden Funktion der Wartedauerverteilung in einem Geo[X]/D/1-Wartesystem 
[Kolias99]. 
                                                           
1 Aufgrund des unbegrenzten Warteraums ist das Warteplatznachbesetzungsschema unerheblich.  
2 Die Abfertigung in zufälliger Reihenfolge wird in Kapitel 4 (Polling-Systeme) mit G-SIRO bezeichnet.  
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Modell3 
Warteschlangenlänge 

Q(z) E[Q] E[Q2] var[Q] 
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Tabelle D.1:  Explizite Darstellung der ersten zwei Momente und der Varianz der gesamten Warteschlangen-
länge für Zellen-Multiplexer mit unbegrenztem Warteraum bei symmetrischem Verkehr (ρ = λ ∆t). 
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Tabelle D.2:  Explizite Darstellung der ersten zwei Momente und der Varianz der Wartedauer für Zellen-Multi-
plexer mit unbegrenztem Warteraum bei symmetrischem, gleichberechtigtem Verkehr. Die Architektur kann so-
wohl auf einer zentralen Warteschlange beruhen als auch auf dem Prinzip des Polling-Systems mit 1-begrenz-
ter Abfertigung. Die Angaben zu E[W] beziehen sich auf Zeitschlitze (∆t), die Angaben zu E[W2] und var[W] auf 
(∆t)2.  
 

                                                           
3 Unabhängig von der Abfertigungsdisziplin.  
4 Unabhängig vom zeitdiskreten Analysemodell.  
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Für die explizite Angabe des zweiten Moments der Wartedauer bei SIRO-Abfertigung wurden 
Ansätze von Takagi und Laevens herangezogen [Takagi93], [Laevens95]. Bemerkenswert ist 
der Zusammenhang zwischen den zweiten Momenten von Wartedauer und Warteschlangen-
länge bei FCFS-Abfertigung (siehe Kapitel 5 sowie [Wittevrongel96]) 

 [ ] ( ) [ ]22 2
EA EA

E W t E Q ρ∆ = . (D.2) 

Auf das LA-Modell trifft dies so nicht zu. Weil hier an der Zeitschlitzgrenze die Ankünfte in 
der Warteschlangenlänge enthalten sind, ergeben sich entsprechend unterschiedliche Momen-
te. Da aber zwischen den Ausdrücken für das EA-Modell und denen des LA-Modells feste 
Beziehungen bestehen, ist ein Wechsel zwischen den Modellen leicht möglich. So lässt sich 
anhand von Tabelle D.1 unschwer nachprüfen, dass  

 [ ] [ ] [ ]LA EA EAvar varQ Q E Q Mρ= + +  (D.3) 

gilt. Eine weitere Relation für Gruppenankunftssysteme mit unbegrenztem Warteraum unter 
FCFS- bzw. SIRO-Abfertigung ist nach [Fuhrmann91] und [Takagi93]  

 [ ] [ ]{ } [ ] [ ]{ }2 2
SIRO FCFSSIRO FCFS

1
1 2

E W E W E W E W
ρ

+ + =
−

. (D.4) 

Dieser Ausdruck gilt für EA- und LA-Modell gleichermaßen, da die Warteschlangenlänge 
nicht enthalten ist.  

Der Zellen-Multiplexer im TDM-Modus wird wegen seiner besonderen Betriebsart nicht un-
mittelbar von den Tabellen abgedeckt. 
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