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In der Fernsprechverkehrstheorie werden zur Priifung der Genauwkext von Niherungslésungen
Simulationen mit kiinstlichem Verkehr durchgefiihrt. Die statistische Ausw ertung orfo]otc bisher
in der Regel mit Hilfe des STrpENT- oder ¢- Tests und licferte ein Vertrauensintervall far die ge-
suchte Groﬁe, heispielsweise fiir die Verlustwahrscheinlichkeit. Bel dieser Art der Aus“erwnc
wird zwar beriicksichtigt, dal die Stichprobenwerte der Verlustwahrscheinlichkeit von Teilaus-
wertung zu Teilausw elmnfr schwanken; es wird jedoch vernachlissigt, daB auch das (mit Pseudo-
zufallszahlen erzeugte) Verkehr sangebot in den einzelnen ’Iellabschmtron der Simulation schwankt.

Inder voxhr*vcndvn Arbeit wird ein Verfahren zur Berechnung des Vertrauensintervalls fiir die
Verlustwahrscheinlichkeit vorgeschlagen, das auch die Schwankungen des Angebots beriick-
sgichtigt. Dabei wird sich herausstell en, daB die Vertrauensintervalle im dllvememen enger werden.

A Proposal for Calculating the Confidence Limits in Tralfic Tests

To check the accuracy of approximate methods for calculating switching arrangements
simulations with artificial traffic are used. Up to now the statistical evalnatlon has been
effected by means of the STUDENT or f-test and yielded confidence limits for the unknown
quantity, for instance for the probability of loss. However, it was not taken into account that
not only the random sample values of loss vary, buat also those of traffic offered.
~ In this paper a method for calculating confidence limits for the probability of loss is pro-.
posed which also takes into account the “Variation of the traffic offered. Generally the results

“ show & decrease of the confidence limits.

Mit.den entsprechenden kleinen Buchstaben (z)
werden bestimmte Werte bezeichnet, welche die Zu-
fallsvariable angenommen hat, z. B. der Verlust je

1. Einleitung

In der Verkehrstheorie werden zur Priffung der

Genauigheit von Naherungslésungen Simulationen
it kinstlichem Verkehr durchgeftihrt. Ein Simula-
tionslauf — kurz Test genannt — ist so aufgebaut,
dafl z.B. zehnmal nacheinander je 10000 Aurufe
cintreffen und nach jeweils 10000 Anrufen die
sinteressierenden Grofien' wie Verlustwahrschein-
Nichkeit, Streuwert, mittlere Wartedauer usw, fest-
gestellt werden. Man sagt, der Test besteht aus
10 Teiltests zu je 10000 Anvufen. Die je Teiltest er-
mittellen Werte einer (réBe weichen infolge sta-
tistischer Schwankungen voneinander ab. Das Ziel
ist nun, ans diesen Werten eine statistische Aussage
tiber die ,,intercssierende Grofe'’ zu gewinnen.

Tn der Spmc 1 der mathematischen Statistik
- heillt dies: Einer Grundgesamthelt wird eine Stich-
probe vom Umfang n entnommen (beispielsweise
n == 10 Teiltests), wm iber ein Merkmal dieser
Grundgesamtheit eine statistische Aussage zu er-
halten.

2. Bezeichnungen

Mit groflen Buchstaben werden Zufallsvariable
bezeichnet: Z. ;
BE[Z] = p sei der Erwartungswert von Z.

D2[Z] = 0% sci die Varianz von Z.

* Dipl-Ing, K. KitusereE, im Institut fr Nachrichten-
vermittlung  und  Datenverarbeltung  der  Universitat,
7 Stuttgart 1, BreitscheidstraBe 2. )

Teiltest. Man nennt diese Werte , Realisationen
von Z. '
Der Stichprobenumfang, d.h.
Teiltests, wird mit n bezeichnet.
Alle tibrigen Bezeichnungen und Abkirzungen
werden an den entsprechenden Stellen eingefihrt
und erldutert.

die Anzahl der

3. Ergebnisse der Teiltests

Hier werden die Tirgebnisse je Teiltest aus eincm
Simulationslauf mitgeteilt. Daran soll gezeigt wer-
den, dafl durch Verwendung von Informationen, die
im Sruprxt-Test nicht berticksichtigt sind, eine
genauerce statistische Aussage xnoghch ist.

Es sollte die Verlustwahrscheinlichkeit eines un-
vollkommenen Bindels bei einem Verkehrsangebot
von 4 == 70,2 Erl ermittelt werden. Bild 1 zeigt die
Schwankung des Verlustes von Teiltest zu Teiltest
(ausgezogene Linie). Auflerden ist zu erkennen, daf}
nicht genau das vorgegebene Angebot von 4 = 70,2
Erl wirksam war, sondern dafBl das tatsichlich wirk-
same Angebot — bedingt durch die Art sciner Er-
zeugung mit Pseudozufallszahlen — von Teiltest zu
Teiltest um den vorgegebenen Wert schwankte (ge-
strichelte Linie). Weiterhin ist deutlich eine Kor-
relation zwischen Verlust und Angebot zu schen;
den Schwankungen der Angebotswerte entsprechen
die Schwankungen der Verlustwerte,
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Auf Grund der gemessenen Teiltestergebnisse soll
mit Hilfe eines .statistischen Verfahrens ein Ver-
trauensintervall fiir die unbekannte Verlustwahr-
scheinlichkeit berechnet werden, d.h. es soll ein
Intervall angegeben werden, das die unbekannte
Grofe mit einer gewissen vorgegebenen Wahrschein-
lichkeit tberdeckt. Der bisher angewandte Sru-
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Bild 1. Teiltestergebnisse.
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nexrt-Test verwendet dazu lediglich die Verlust-
werte je Teiltest und 148t das Angebot ganz auller
acht. Bei dem i Abschnitt 5 vorgeschlagenen Ver-
fabren wird dagegen die zusitzliche Information
ausgenitzt, die darch die Korrelation zwischen An-
,gebot und Verlustwahrscheinlichkeit gegeben ist.

4. Student-Test

In diesem Abschnitt werden die Grundziige des
Srupext- oder f-Tests erliutert; er wurde von
Gossrr {3] unter dem Pscudonym STUDENT ent-
wickelt. Dabei werden die in der mathematischen
Statistik tiblichen Symbole verwendet; auf ihre
verkehrstheoretische Bedeutung wird hingewiesen.

Die Grundgesamtheit sei nach N (y, 02) normal-
verteilt, Wir nchmen also an, die Verteilung der
einzelnen Mefergebnisse folge einer Gaulschen
Normalverteilang  mit  Erwartungswert p und
Varianz o2

Dieser Grundgesamtheit entnehmen wir cine
Stichprobe vom Umfang n, d.h. wir stellen n7-mal
nacheinander Werte der interessicrenden Grofie fest.
Auf Grand der Stichprobe soll eine Aussage tiber den
unbekannten Erwartungswert g gemacht werden,
wenn auch die Varianz o2 unbekannt ist. Die Grée
1 kann beispielsweise die Verlustwahrscheinlichkeit,

" den Streuwert oder eine mittlere Wartezeit bedeuten.

Zu dieser Untersuchung ziehen wir n Stichproben-

variable X;heran — nimlich zur Beschreibung eines

jeden Teiltests eine —, welche dieselbe N (g, 02)-

Verteilung wie dic Grundgesamtheit haben und von-
einander unabhingig sind. Die je Teiltest gemessenen
Werte ay sind jetzt als Realisationen der Zufalls-
variablen A; zu betrachten, wobel die 2; beispicls-
weise gemessene Verlustwerte bedeuten,
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Aus den Stichprobenvariablen X; bilden wir zu-
nichst die Schatzfunktion fiir den Erwartungswert

L 1 & .
X==2'X (1)
‘ . ni=1 -
und die Schiatzfunktion fir die Varianz o2
1 < -
82‘2;—:‘:’—]‘-‘ “ (_}1{ "“X)Z (2)

Aus X und S2? wird nach Gosser [3] die neue
Zufallsvariable _
X - .
e (3)

yn

gebildet. Es kann gezeigt werden, dali die Zufalls-
variable 7,1 einer (- Verteilung mit n — 1 Freiheits-
graden gentigt. Thre Wahrscheinlichkeitsdichte wird
iblicherweise mit ,—; bezeichnet. ' :

Wesentlich ist, dafl 7",-1 nicht die unbekannte
Varianz o2 enthilt, sondern nur den unbekannten
Erwartungswert g, fir den ein Vertrauensintervall
ermittelt werden soll, sowie die beiden Schatzfunk-
tionen X und S und den Stichprobenumfang ».

‘iTn—l =

~ o=ty .
{ -

Bild 2. Dichte k-1 ciner ¢-verteilten Zufallsvariablen.

Zur Ermittlung eines Vertrauensintervalls fiir den
unbekannten Erwartungswert g der Grundgesamt-
heit wird ecine Irrtumswahrscheinlichkeit o vor-
gegeben, deéren Bedeutung aus Bild 2 ersichtlich
wird. Ubliche Werte fiir « liegen zwischen 0,1 und
0,01. (Das Komplement 1 — o« wird als statistische
Sicherheit oder Aussagesicherheit des Tests be-
zeichnet.) .

Die Wahrscheinlichkeit dafir, dafl die Zufalls-
variable 7,1 Werte aullerhalb des symmetrisch
zum Nullpunkt gelegenen Intervalls (— fy, 4 {y)
annimmt, soll glejch o sein, also

P(l Tyﬂ—'l] > ly) =«,
oder mit Gl. (3)

e 8 " s B

I)<X“"l'a—r: §#§‘¥'+lu'ﬁr =] -, (4)
Vn ' In

Diese Gleichung konnen wir folgendermaflien

interpreticren: Das Intervall mit den zufilligen

Crenzen X — 1, §~ und X -+ ty »:S:— iiberdeckt den
n I

unbekannten Erwartungswert g mit der Wahr-

scheinlichkeit von 1 — «. Der Wert £, wird aus einer

{-Tafel bel n — 1 Freibeitsgraden abgelesen.

Wir gehen nun von den Zufallsvariablen X und S2
zu ihren Realisationen & und s2 iiber, d.h. zu den
festen Werten, die sie im Test angenommen haben,
und erhalten damit Realisationen der Intervall-
grenzen in Gl (4):
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- / n :
Realisation von X: £ z";l; Z xq, (5)
i=1
Lo ©)
Realisation von S2: 2 = p— Z (2 — £)2
— 1
Somit gilt nach Gl (4)
F g S U E Aty e
Jr Jn
oder K= T o by = (7)

mit der Wahrscheinlichkeit 1 — o.

Wie oben bereits erwahnt wurde, kénnen wir uns
unter u beispiclsweise die unbekannte Verlustwahr-
scheinlichkeit, eine mittlere Wartedauer oder einen
Streuwert vorstellen; der Wert # ist der Stich-
probenmittelwert der entsprechenden GréBen, d.h.
der Mittelwert aus den einzelnen Teiltestergebnissen.

B. Dic vorgeschlagene 3ecthode

&.1. Grundziige der Methode

Wie wir in Bild 1 gesehen haben, schwanken nicht
nur die Verluste von Teiltest zu Teiltest, sondern
auch das Verkehrsangebot schwankt um, den vor-
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gegebenen Wert. Uberdies war deutlich eine Korre-
o -

fation zwischen Angebot und Verlust festzustellen.
Diese Tatsache war bisher nicht beriicksichtiot
worden. Im folgenden Vorschlag wollen wir bei der
Berechnung eines Vertrauensintervalls fiir die Ver-
lustwahrscheinlichkeit die Schwankungen des An-
gebots mitberiicksichtigen, wm dadurch eine ge-
nauere Aussage zu erhalten.

- Dafiir bietet sich das in der Statistik unter dem
Namen ,modifiziertes Regressionsproblem' be-
kannte Verfahren an, das auf unsere Verhiltnisse
ibertragen werden kann.

Die Grundgesamtheit, der die Stichprobe ent-
nommen wird, sei wieder nach N{u, 0?) normal-
verteilt. Dabei soll der Erwartungswert g nihe-
rangsweise linear von einem Parameter £ abhdngen
(Gl. (8a)):

[u:ﬂ*—}‘}’f BWahr:ﬂ’*‘yA‘

f und y sind Konstanten.

Im Hinblick auf Verkehrstests heif3t das, daB3 wir
den tatséichlich bestehenden Zusammenhang zwi-
schen der unbekannten, gesuchten Verlustwahbr-
scheinlichkeit Bwanr und dem Verkehrsangebot A
in der Umgebung des fiir die Simulation gewihlten
Angebotswertes naherungsweise durch eine lineare
. Funlktion ersetzen (Gl. (8b)).

Zur Beschreibung der » Teiltests betrachten wir
n Stichprobenvariablen Xy, die voneinander unab-
hingig und nach N (z, ¢2) normalverteilt seien. Das
Ergebnis ciner Stichprobe liegt in Form von n Zah-
lenpaaren (g, &) bew. (B, 4;) vor. Dabeiist (2, &)
nicht Realisation einer zweldimensionalen Zufalls-
variablen, denn &; ist ein fester, spezieller Wert des
Parameters £,

(8a,b)
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Fir Verkehrstests bedeutet das, dafl wir das An-
gebot A als Parameter betrachten, der im Teiltest
Nr. 7 den bestimmien Wert 4; hat und zu dem sich
zuféilliy der Verlustwert B; ergeben hat.

Aus den festgestellten Stichprobenwerten (z;, &;)
bzw. (B, 4¢) kénnen folgende Schitzwerte berech-
net werden (zur Verdeutlichung werden die Glei-
chungen parallel zum allgemeinen Fall fiir Verlust
und Angebot angegeben):

Mittelwert der Stichproben‘:verte xg, By

= Z B’*"' Z Bia (gaib)
" i
Mittelwert der Parameterwerte &, 4s:
5:»« }_, &, A== Z As, (10a,b)

mittlere quadratische ’\bwelchunv der Stichpr oben-
werte 1{, B{ (11 a b)
L

Z H Z 'Bf - B)Z’

=1
mittlere quadmhsche Abweichung
werte &;, A (12a, b)

O A T

Die beiden folgenden Grofien erfassen die Ab-
héngigkeit zwischen X und & bzw. zwischen Bund 4

H

SB
d Cr }E &Ianlete! -

2 2
8¢ = SA =

QIH
N)i}-d

1 B}
g Z‘ wi— &) (E—5,  (13a)
Spa = — }_, (Bi— By(4; — A),  (13b)
e 335 o Sha S
Tye == 83 SZ » Thy == 8%8% (14 a, b)

Zunichst berechnen wir fir die Grofen £, v und o?
Schatzfunktionen nach dem Maximum-Likeliliood-
Prinzip. Die Bestimmung der Schitzfunktionen f{ic
g und 3 nach diesem PI]II/I}) crweist sich bier
identisch mit der Methode der kleinsten quadx ati-
schen Abweichung (vgl. [1], [2]). Es muB also gelten

n
2l = (B + y&9] = Min. (15)
= .
Als Realisationen der aus Gl (15) berechneten
Schitzfunktionen fiir § und y erbalten wir die
Schitzwerte
S =

(16)

fir g: b=23&—ry ¢,
. S
fir y: g::rxgs—z— (17)
S¢
Die Schitzfunktion fir ¢2 hat die Realisation
82 = 5% (1 — 7:). (18)

Dieinden Gl (16), (17) und (18) enthaltenen Grofen
sind durch die GL (9a) bis (14a) definiert.

Somit erhalten wir entsprechend der Beziehung
(8a) einen Schitzwert x fiir den Lrwartungswert g



510

~ der Grundgesamtheit:

z=b+gé
oder mit Gl. (16) und (17)

xzf2+rza%(«f-2), (192)

Bseniz = B + rpa »j«f (4 —4). (19D)
Bscnatz ist der Schitzwert fir die gesuchte, unbe-
kannte Verlustwahrscheinlichkeit Bwanr.

In Bild 3 sind die Gl. (19a, b) graphisch darge-
© stellt. Formalist die Gerade identisch mit der Rcrrres-
sionsgeraden von @ bezurrllch
& d. h esist diejenige Gcr ade,
fiir welche die Abstinde zu
den MeBpunkten — parallel
zur Ordinate gemessen — im

x,Bsexieg, ==

v A

& A b

Bild 3. Graphische Darstellung
von Gl (19a, b).

quadratischen Mittel ein Minimum haben (vgl. Gl

(15)). Zum Wert & = & gehdrt der Wert @ = &, d.h."

dem Mittelwert der Parameterwerte &; ist der Mittel-
wert der Stichprobenwerte a; zugeordnet. Wenn wir
nundem Parameter £ einen bestimmten Wert aus der
Umgebung von £ geben, gehort dazu nach Gl (8a)
der unbekannte Lrwartungswert p = f 4 y£ mit
demn Schitzwert x aus der Geraden. Fiir Verlust und
Angebot bedeutet dies: Zu einem bestimmten An-
gebotswert 4 gehort der uns interessierende, aber
unbekannte Verlust Bwanr. Aus Bild 3, dessen
Werte aus den gemessenen Verlust- und Angebots-
werten je Teiltest berechnet wurden, kann ein
Schitzwert Bsenitz fiir Bywanr abgelesen werden.

Nun wird fir den Erwartungswert p ein Ver-
travensintervall gesucht. Dazu miissen wir — wie
.oben beim ¢-Test besprochen wurde — eine geeig-
nete Stichprobenfunktion konstruieren und ihre
Verteilung berechnen. Die Herleitung Gberspringen
wir hier (vgl. [2]) und geben sogleich die Resultate
an.

Wir finden eine Zufallsvariable 7,5, die einer
{-Verteilung mit » — 2 Freiheitsgraden gentigt. Fir
das Vertrauensintervall des Erwartungswertes s,
der dem Paramecter & zugeordnet ist, erhalten wir

{ =X :t H ».-‘;,ﬁ:_:: /;:E—:—’Ej (Qoa)
F * V?l — 2 } S¢ ? “
B Jg _L{ 8__* /; 1 AL -—:’j‘f 2
Wahr & Schitz o V-—;-—z }, - (—-———___)

‘ {20 D)
mit der Wahrscheinlichkeit 1 — «. Der Wert fir
ly wird aus einer ¢-Tafel bei n — 2 Freiheitsgraden
abgelesen.

Diskussion des Ergebnisses

Die Grofie 4 ist der unbekannte Erwartungswert
der Grundgesamtheit, der dem Parameter £ nach
Gl..(8a) zugeordnet ist. Auf Grund der Stichproben-
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werte haben wir die Gerade z = f(§) gefunden, wir
kennen also zu jedem ¢ aus der Umgebung von
einen Schiatzwert fiir das entsprechende u. Gl (20a)
gibt dann das Vertrauensintervall fiir g bei vor-
gegebener Irrtumswahrscheinlichkeit o an.
Ubersetzt in die Sprache des Verkehrstests heif3t
dies: Die Verlustwahrscheinlichkeit irgendeiner An-
ordnung sei nach einem Niherungsverfahren be-
rechnet worden und soll nun durch Simulation der
Anordnung bei einem bestimmten Angebotswert
iberpriift werden. Die Werte je Teiltest tragen wir
in einem Diagramm (Bild 4) auf (durch Kreuze ge-

27
v0/o N /
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26
! n=10 i // =
g ] LT
25 > » *
//
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i 68 - 89 90 A1 92 €l
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Bild 4. Ergebnisse einer Simulation; x Teiltestergebnisse,
o Punkt (4, B).

.
kennzeichnet) und berechnen die Gerade Bgonit, =
f(4) nach Gl. (19b). Dic Teiltestergebnisse kénnen
wir uns jetzt als entfernt denken, denn sie werden
durch die Gerade reprisentiert. — Nun missen wir
einen uns inferessierenden Angebotswert aus dem
Testbereich wihlen. Als das Ist-Angebot des Tests
verwenden wir zweckméafiigerweise den Mittelwert 4
aus den Teiltestangeboten. Dazu gebort der un-
bekannte Verlust.

Bywanr S.B + Vfi‘
mit dem Schitzwert
BSchEi.tz == B

(durch o gekennzeichnet) und dem Vertrauens-
intervall
Vn~

Es sei darauf hingewiesen, dafy diese Gleichung die-
selbe Struktur wie Gl. (7) beim ¢-Test hat, wobei
jetzt s natiirlich anders berechnet wird.

Wenn wir nun andere, benachbarte Angebots-
werte wihlen, z.B. das beim Test vorgegebene An-
gebot, das sich jedoch wegen der Schwankung der

BWahr = B o e (21)

Zufallszahlen nicht genau eingestellt hat, so gehéren

dazu andere wahre Verluste Bywanr mit Schitz-
werten gemil der Geraden und Vertrauensinter-
vallen nach Gl (20b). Als Grenzen fiiv die Ver-
trauensintervalle ergibt sich cine Hyperbel. Zum
Vergleich ist in Bild 4 das Vertrauensintervall mit
dem Srupexr-Test nach Gl. (7) eingetragen (ge-
strichelte. Linie). Es soll dabei noch einmal aus-
driicklich betont werden, daB Bild 4 nur fir eine
cinzige Simulation bei einem bestimmten Angebots-
wert gilt und nicht eine Verlusthurve B == j(.d)
darstellt. :
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Bild5. Relatives Vertrauensintervall in Abhingigkeit vom

Btichprobenumfang n; ——— StupENT-Test,
-— — — vorgeschlagene Methode.

In Bild 5 ist das relative Vertrauensintervall, d.h.
.die Intervallbreite bezogen auf den Mittelwert, in
Abhéngigkeit vom Stichprobenumfang = fiir zwei
Simulationen dargestellt.

5.2 Ergebnisse

Zusammenfassend konnen wir feststellen:

1. Mit der vorgeschlagenen Berechnungsmethode
werden unter sonst gleichen Bedingungen die
Vertrauensintervalle im allgemeinen durch-
schnittlich um 309, enger.

2. Der Rechenmehraufwand, insbesondere wenn
nur das Vertrauensintervall bei 4 = A inter-
essiert, ist unerheblich und {allt bei der Rechen-
zeit nicht ins Gewicht.

3. Dadie Vertrauensintervalle im allgemeinen enger
werden, kann umgekehrt zur Erzielung gleicher
oder dhnlicher Intervallbreiten Simulationszeit
eingespart werden.

4. Zubeliebigen Angebotswerten aus der Umgebung
der Teiltestangebote 146t sich Schitzwert plus
Vertrauensintervall fir den zugehorigen, unbe-
kannten Verlust berechnen.
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