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ABSTRACT

The paper deals with the analytical investigation of single.stage
service systems having n fully or limited accessible servers and

g 2 1 limited input queues with s; waiting places, J = 1,2,...,8.
The input processes are Poissonian with arrival rates A_, Jd =1,2,.
..,8. Service times are negative exponentially distributed with
termination rate £I for the I-th server, I = 1,2,,..,n (Markovian
assumptions), As queue disciplines FIFO (D1), RANDOM (D2),and LIFO
(D3) are assumed, the latter with two variations: a) with and b)
without displacing priorities, respectively, For the service of a
certain queue, a general probabilistic interqueue discipline is in-
troduced defined by a conditional probability P1s for service of
the J_th queue on condition that server I terminates its service,
I=1,2,...,n J=1,2,...,8. In the general case, pp; depends on
the whole state of the system, including various special cases as
fixed or variable nonpre-emptive priorities, service according to
probabilities proportional to. the momentary queue lengths, and ran.
dom selection. For the hunting of free servers, two hunting modes
are considered: sequential hunting and random hunting,

Based on the Kolmogorov equations, the stationary state probabili-
ties and the conditional probability distribution functions (cpdf)
of waiting time are investigated by considering the corresponding
random processes of system states and waiting; Main interest is
drawn to the methodically uniform construction of the waiting pro-
cesses from the process of system states and their investigation on
the basis of eigenvalue theory, Characteristic values as probabili-
ties for waiting and loss, mean queue lengths, mean waiting times,
and the carried traffic are derived from the probabilities of state,
From the cpdfs of waiting time the total pdf of waiting time and

its higher moments are also derived, Numerical results are presented
to demonstrate the influences of system structure, queue, and inter-
queue disciplines on the characteristic values and the pdf of walt-
ing time, In the final chapter, various methods are suggested for
approximate calculations,

In the following, a brief review of the various chapters will be
given.
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Chapter 1, General Remarks on Service Systems (pp.13-1%4)

Introducing remarks are given on classifications of service systems
and their appearance in practice, It 1s referred to general problems
of traffic theory, its basic assumptions and the possible outcome.

Chapter 2, Assumptions and Stating of the Problem (pp.15-26)

The basic assumptions about the input process (2.1), the termination
process (2.2), the structure of the service system (2.3), and the
organization (disciplines) of the service system (2.4) are explained
in detail and briefly summed up (2.5). In Section 2.6, the traffic
characteristics are defined which characterize the grade of service
of the service systems in question. A short reference to the calcu-
lation of the various traffic characteristics and the contents of
the following chapters ends the chapter,

Chapter 3, Fields of Application (pp.27-31)

Two fields of application of the investigated service systems are
inspected: switching systems (3.1), as well as computer structures
and operating systems (3.2). For traffic models in switching systems,
a single-stage commecting array for the speech path network, and a
connecting network between junctors and centralized registers are
referred to, Traffic models in computer systems can be found in
batch processing computers, real-time computers for process-control
and measurement processing, multiprogrammed computers with schedul.
ing routines for the central processing unit, as well as in com-
puterized data networks with message switching, overflow, and load-
sharing strategies.

Chapter 4, Introduction to the Theory of Markovian Service Systems
(pp.32-59)
In Section 4,1, the principal Kolmogorov equations are derived for
the random process of system states. For the probabilities of state,
the basic foreward-type differential equation Eq.(4,12) for the non-
stationary case, and the corresponding equilibrium state equation
Eq.(4,14) for the stationary case are derived, respectively, The
fundamental characteristic values are defined for the example of a
single.queue system (4.2), Section 4,3 handles the problem of wait-
ing and response times., The process of waiting of an arbitrary"test
call" is constructed uniformly from the process of system states by
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consideration of all those transitions which influence the fate of
the waiting test call either directly or indirectly, By application
of the Kolmogorov-backward equation to this waiting process, the
basic backward.type differential equation Eq.(4.32) for the cpdfs
of waiting time is derived, The theoretical treatment of the differ.
ential equations is carried out by investigation of the underlying
eigenvalue problem, The residual parts of Section 4,3 deal with the
total pdf of waiting time, the moments of the cpdfs and the total
pdf of waiting time, and the calculation of response times, as well,
In Section 4.4, the methods are extended to multiqueue service sys-
tems with more than one input process. Finally, some basic proper-
ties of multidimensional Markovian processes are derived,

Chapter 5. Single-Queue Service Systems (pp.60-98)

This chapter deals with the fully accessible n.server system with a
limited input queue, In Section 5.1, the probabilities of state are
investigated for sequential hunting (5.1.1) as well as for random
hunting (5,1.2); for the latter, an explicit solution is derived,
From the stationary probabilities of state, the most important char.
acteristic values are derived (5.2). In Section 5.3, the waiting
Processes are investigated systematically for the above mentioned
queue disciplines FIFO (D1,5,3.1), RANDOM (D2,5.3.2), LIFO with
(D3a2,5.3.3) and LIFO without displacing priorities (D3b,5.3.4). The
solution steps are as follows: Construction df the waiting process
and its graphical representation by random walk diagrams, matrix of
the transition coefficients of the waiting process, investigation
of the eigenvalues (cf. also the Appendix), conditional and total
pdf of waiting time, conditional mean waiting times and conditicnal
higher moments, total mean waiting times and total higher moments,
For D1, the well-known results are reproduced by this method; for
D3a, the explicit solution of the total pdf of waiting time could
also be derived, For all disciplines, explicit solutions or recur-
sion algorithms are given for calculation of the higher moments,

In Section 5.4, some limiting cases of the arrival rate are con.
sidered,

Section 5,5 presents some numerical results for a single.server sys-
tem operating under the four different queue disciplines to demon-
strate the effects of queue disciplines and load on the character.
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istic values and the total pdf of waiting time W(>t), cf. Table 1
and Figs. 15a,b,c. It should be mentioned that the effect of queue
disciplines and load on the waiting times is also reflected by the
distribution of eigenvalues, cf, Fig. 16.

Chapter 6, Multiqueue Service Systems with Full Accessibility
(pp.99-134)

This chapter deals with the fully accessible n-server system with
g> 1 limited input queues (for simplicity, in most cases g = 2),

The state space and the calculation of the stationary probabilities
of state are discussed in general as well as for some special cases
of the interqueue discipline (6.1). The characteristic values are
defined in Section 6.2. The waiting times are treated in Section 6,3
This section is subdivided into two main parts according to two
main groups of interqueue disciplines which are independent (type A,
6.3.1) or dependent (type B, 6.3.2) of the momentary lengths of the
(nonempty) queues. For each type A and B, the four queue disciplines
D1, D2, D3a, and D3b are considered. The waiting processes and their
corresponding multidimensional random walk diagram representations

are investigated with respect to eigenvalues and division into sub-
systems, respectively,

Section 6.4 presents a numerical example of a double-queue service
system operating under three different interqueue disciplines. The
results are shown in Fig, 24a for the prob&bilitieé of waiting and
loss, W; and By, in Fig, 24b for the mean waiting times th, and in
Fig. 25 for the total pdfs of waiitng time WJ(>t), J = 1,2, The in-
terqueue disciplines are: priority serwvice for queue one (solid 1li-
nes), service according to probabilities proportional to the momen-
tary queue lengths (dashed lines), and random selection of queues
(dotted lines). For Fig.25, FIFO was assumed as queue discipline,
By these results, the influence of interqueue disciplines on the
traffic characteristics can be studied,

Chapter 7. Multiqueue Service Systems with Limited Accessibility
(pp.135-152)

In this chapter, the methods of Chapter 6 are extended to limited
accessibility, Section 7.1 deals with the probebilities of state.
In Section 7.2, the characteristic values are defined by the exam-
ple of a simple grading to show the differences compared with full



accessibility. Section 7,3 deals with the waiting times, This section
follows the same line as Section 6,3 for fully accessible servers,
Therefore, the main interest is drawn to the more complicated con-
struction of waiting processes which is additionally demonstrated by
a more extensive practical example, cf, Fig.28 (7.3.1.1c).

The final Section 7.4 presents two numerical examples., In the first
example, a double-queue, 3.server system with different mean service
times is considered working under two types of interqueue disciplines,
cf. Fig. 30: priority service for queue one (solid lines), and ser.
vice according to probabilities proportional to the momentary queue
lengths (dashed lines), This example stands for a three.computer sys.
tem, where the third computer takes the overflow traffic of the first
and second one, and demonstrates the effects of unbalanced load as
well as interqueue disciplines on the characteristic values. The
second example is drawn from switching systems and shows the influence
of the accessibility k on the traffic characteristics. Two 6.server
systems with three input queues and limited accessibility (k = 4) or
full accessibility (k = 6), cf, Fig.31, are compared with each other,
Table 2 shows the characteristic values for 3 cases of offered traf.
fic AJ =1,2,3, J=1,2,3. In Fig. 31, the total pdfs of waiting

time are shown. The queue discipline was FIFO, nonempty queues were
selected randomly for service,

Chapter 8, Approximate Calculation Methods (pp.153-178)

According to the two basic equations for the probabilities of state
and the cpdfs of waiting time, various approximation methods are’'re-
viewed in Sections 8,1 and 8,2, respectively, Each section starts
with a short recapitulation of the exact solution and refers to some
special cases, cf, Sections 8,1.1 and 8.2.1, respectively. Numerical
examples of the various approximation methods are given in Section
8.3.

For the approximate solution of the equations for the multidimen-
sional probabilities of state, two conceptions of "half_symmetry"
(8.1.2) and "full.symmetry" (8.1.3) are proposed which allow the re-
cursive calculation of all probabilities of state. Another concept-
ion introduces "macrostates", especially to calculate large connect-
ing arrays (8,1.4), An example of such a description by "macrostates"
in connection with the conception of "half.symmetry" is given for
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demonstration, The accuracy of this method can be seen from the ex-
amples given in Figs., 34 and 35 where the obtained results are com-
pared with simulation results, Finally, an approved approximation
method based on given distributions with iterated parameters is al.
so referred to, cf, Section 8.1.5.

For the approximate solution of larg systems of differential equa-
tions for the cpdfs of waiting time, the conceptions of "half.sym-
metry" (8.2,2) and "full.symmetry" (8.2.3) are introduced analogously,
In Section 8.2.4, a method of successive approximations by power
series expansions is proposed which works recursively and can be
applied to systems of differential equations of extremely high order.
The accuracy of this method can be prescribed arbitrarily., By this
method, systems of differential equations can be solved with an or.
der up to one third of the available computer memory. The results of
Figs, 25 and 31 have been calculated by this method, Besides recurs-
ivity and prescribed accuracy, another aspect of this method is
formed by the interchangeability of necessary computer memory and
computing time, which can be adjusted by the order of the power ser-
ies expansion, cf. the example given in Table 4, In Section 8.2.35,
the well-known method of approximation by exponential sums matching
the first moments of the total pdf of waiting time has been extended
to the approximation of the cpdfs of waiting time, By this method,

a more accurate approximation was obtained as it is shown in Table 3
by comparison of exact results with those results obtained from var-
ious approximations of the total or conditional pdfs with one or two
exponential functions, respectively,

Appendix (pp.181-190)

In the Appendix, various theorems stated in Chapter 5 are proved
concerning properties of matrices and eigenvalues of the waiting
processes for queue disciplines D2 (Appendix A1), D3a (Appendix A2),
and D3b (Appendix A3),
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BEZEICHNUNGEN

1. Strukturparameter

Zahl der Teilgruppen bzw. Wartespeicher
Zahl der Leitungen

Zahl der von der Tellgruppe J aus erreichbaren
Leitungen

Erreichbarkeit

Zahl der Warteplitze des J-ten Wartespeichers
Zahlvariable fiir Leitungen

Zéhlvariable fiir Teilgruppen

Organisationsparameter

D... Abfertigungsdisziplinen innerhalb einer Warteschlange

A,B Abfertigungsdisziplinen zwischen den Warteschlangen

Py Bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das Abfertigen der
J-ten Warteschlange bei einem Belegungsende
(vollk. Erreichbarkeit)

pIJ Bedingte Wahrscheinlichkeit fiir des Abfertigen der
J-ten Warteschlange bei Belegungsende der Leitung I
(unvollk. Erreichbarkeit)

Verkehrsparameter

AJ Mittlere Anrufrate des J-ten Anrufprozesses

A Gesamte mittlere Anrufrate

SI Mittlere Enderate der I-ten Leitung

£ Mittlere Enderate einer beliebigen Leitung

“ Gesamte mittlere Enderate aller Leitungen

EIJ Bedingte Abfertigungsrate der J-ten Warteschlange
beziliglich der Leitung I

“5 Bedingte Abfertigungsrate der J-ten Warteschlange
bezliiglich aller Leitungen

AJ Verkehrsangebot des J-ten Anrufprozesses

A Gesamtes Verkehrsangebot

gJ Verkehrsangebot des J-ten Anrufprozesses
bezogen auf eine Leitung

§ Gesamtes Verkehrsangebot
bezogen auf eine Leitung

Zufallsvariable

T, Anrufabstand (interarrival time)

TS Belegungsdauer (service time)

- 10 -

Tw Wartezelt (waiting time)

T& Erfolgreiche Wartezeit

TG‘ Erfolglose Wartezeit

Th Antwortzeit (response time)

i, 3,k Allgemeine Systemzusténde

X1 Belegungszustand der I-ten Leitung

X Zahl insgesamt belegter Leitungen

iJ,zJ Zahl der Wartenden in der J-ten Warteschlange

Uy Zahl der auf dem » -ten Warteplatz Wartenden
5. Zufallsprozesse

§(t) ZufallsprozeB der Systemzustinde

E(t) WarteprozeR

gJ(t) Warteproze im J-ten Wartespeicher

A Menge der Systemzustinde des £ (t)-Prozesses

H Menge der Absorptionszusténde des £(t)-Prozesses

HJ Menge der Absorptionszusténde des gJ{t)-Prozesses
6. Verteilungen

A(S ) Verteilungsfunktion (VF) der Anrufabstinde

S(5 t) VF der Belegungsdauern (Bedienungsdauern)

py (t) VF fir » Ereignisse

P(t; 3]y Bedingte Ubergangswahrscheinlichkeit des
§(t)-Prozesses

HP(t;j!i) Bedingte Ubergangswanhrscheinlichkeit des
(t)~Prozesses

P(t;1) Zeltabhéngige Zustandswahrscheinlichkeit
pli) Stationére Zustandswahrscheinlichkeit
qij’qi ﬁbergangswahrscheinlichkeitsdichten des

(t)-Prozesses

a(1,)),q(1)bergangswahrscheinlichkeitsdichten des
(t)-Prozesses

£(1) Endewahrscheinlichkeitsdichte des £(t)-Prozesses

P (t) Matrix der bedingten Ubergangswahrscheinlichkeiten

Q Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeitsdichten des
&(t)-Prozesses

A Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeitsdichten des

£(t)-Prozesses

P(1) Antreffwahrscheinlichkeit
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Bedingte Wartezeitverteilungsfumktion
Bedingte Wartezeitverteilungsdichtefunktion
Laplace-Transformierte von w(t|i)
Laplace-Transformierte von h(t|1)

(komplementdre) Wartezeitverteilungsfunktion
(komplementédre) Antwortzeitverteilungsfunktion

Index beziliglich der J-ten Teilgruppe
Index beziiglich erfolgreich wartender Rufe
Index beziiglich erfolglos wartender Rufe

Verlustwahrscheinlichkeit
Wartewahrscheinlichkeit

Mittlerer Anrufabstand
Mittlere Belegungsdauer
Mittlere bedingte Wartezeit
Mittlere Wartezeit

K-tes Moment der bedingten Wartezeitverteilungs-

funktion

K-tes Moment der gesamten Wartezeitvertellungs-

funktion

Mittlere Zahl belegter Leitungen
Mittlere Warteschlangenlénge

Index bezliglich der J-ten Teilgruppe
Index beziiglich erfolgreich wartender Rufe
Index beziiglich erfolglos wartender Rufe

Allgemeine Grofen

h,t,u
dh,dt,du
T, 7.8

S
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ey
N
N!
Ky
v, X

Zeitvariable

Zeitdifferentiale

Hilfsvariable

Komplexe Bildvariable

Reelle bzw. imagindre Komponente von s

Eigenwert

Rang, Anzahl aller Eigenwerte

Anzahl unterschiedlicher Eigenwerte
Vielfachheit des » -ten Eigenwerts e,

ZdhlgroBen

(2)

iv
‘AlEic;lr
Di’Di(s)
)y
G,G'
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Residuum

Matrizen
Hauptabschmittsdeterminanten
Nullstellen von Di(s)

Einschrénkungsgebiete flir Eigenwerte
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1. ALLGEMEINES UBER BEDIENUNGSSYSTEME

Bedienungssysteme haben die Aufgabe, Anfragende mdglichst schnell
mit einem freien Abfertigungsorgan zu verbinden. Die Zahl der Ab-
fertigungsorgane ist in der Begel kleiner als die maximale Zahl
der Anfragenden, wodurch in Zeiten von Anfragehdufungen ein Hemm-
nis bei der Abfertigung auftreten kann. Trifft eine Anfrage zu
einem Zeitpunkt ein, in dem alle erreichbaren Abfertigungsorgane
belegt sind, so darf sie entweder auf ihre Abfertigung warten (War-
tesystem) oder sie wird sofort abgewiesen (Verlustsystem). Bei
einer beschrénkten Zahl von Wartepldtzen darf in diesem Falle die
Anfrage nur dann warten, wenn noch mindestens ein freier Warte-
platz angetroffen wurde. Sind auch sémtliche verfligbaren Warte-
plétze belegt, so kamn die Anfrage entweder sofort abgewiesen wer-
den oder sie wird akzeptiert und verdringt damit eine andere be-
reits wartende Anfrage (Kombiniertes Warte-Verlustsystem). Sind
die Anfragen in Gruppen von warte- und nichtwarteberechtigten auf-
geteilt, so wird eine nichtwarteberechtigte Anfrage abgewiesen,
wenn sie alle erreichbaren Bedienungsorgane belegt vorfindet,
wihrend eine warteberechtigte Anfrage in diesem Falle einen Warte-
platz belegen darf (Gemischtes Warte-Verlustsystem).

Wartezeitprobleme beobachtet man u.a. an Schaltern, Kassen von
Supermdrkten sowie bei der Abfertigung von Transportmitteln wie
Lastwagen, Schiffen und Flugzeugen. Eine sehr wichtige Rolle spie-
len Wartezeitprobleme in Vermittlungssystemen fiir Ferngespréche
und Fernschreiben, in ProzeBrechnersystemen, innerhalb von moder-
nen Grofirechenanlagen und in vermaschten Datenlbertragungsnetzen
fir Auskunftszwecke. Bei der Massenbedienung in derartigen Syste-
men stellt man fest, daB i.a. sowohl die Anfrageabstinde als auch
die Bedienungszeiten statistischen GesetzméBigkeiten unterliegen.

Die Aufgabe der Bedienungstheorie (Verkehrstheorie) besteht darin,
optimale Strukturen und optimale Organisationsformen von Bedienungs-
systemen zu finden, um einerseits eine schnelle Abwicklung aller
Aufgaben zu erreichen, und um andererseits die erforderlichen Be-
dienungseinheiten gut auszunutzen. Zur Losung dieser Aufgabe gibt

es prinzipiell zwel Mdglichkeiten: analytische Methoden und Simu-

lationsmethoden. In der vorliegenden Arbeit werden nur analytische
Methoden behandelt.
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Die Optimierungsaufgabe kann in vielen F&llen nicht direkt geldst
werden. Man geht vielmehr so vor, daB vorgegebene Strukturen und
Organisationsformen mit Hilfe geeigneter KenngroBen, welche ent-
weder durch analytische Rechnung oder Simulation gewonnen werden,
beurteilt werden. Hieraus gewinnt man Anhaltspunkte fﬁr eine itera-
tive LOosung der gestellten Aufgabe.

Zur Charakterisierung des Problems werden folgende vier Angaben ge-
macht:

~ Vertellung der Anfrageabsténde (Anrufprozes)
- Vertellung der Bedienungszeiten (FEndeprozeR)
- Struktur des Bedienungssystems

- Organisation des Bedienungssystems.

Als KemngrdBen werden Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten der
verschiedenen Systemzust&nde, fiur das Warten, das Abgewiesenwerden
sowie flr bellebige Wartezeiten berechnet. Ferner werden Mittel-
werte flr Warteschlangenléngen, Belegung der Abfertigungsorgane
sowie auftretende Wartezeiten bestimmt.

Die ersten wichtigen Arbeiten auf dem Gebiet der Bedienungstheorie
gehen auf A. K. ERLANG zu Beginn dieses Jahrhunderts zuriick [l},
In der Zwischenzeit ist eine sehr groBe Zahl von Arbeiten auf die-
sem Gebiet erschienen, siehe [2,3,4]. Die meisten dieser Arbeiten
behandeln Systeme mit einem oder mehreren Abfertigungsorganen und
einem unbeschrénkt groBen Warteraum unter sehr allgemeinen Voraus-
setzungen beziiglich Anruf- und EndeprozeB. In jingerer Zeit haben
Jedoch auch Untersuchungen iber komplizierter strukturierte und
komplizierter organisierte Bedienungssysteme an Bedeutung gewon-
nen. Als Beispiele seien Systeme mit seriellem Warten, unvollkom-
men erreichbaren Abfertigungsorganen bzw. Systeme mit Prioritdts-
disziplinen angefiihrt.

In der vorliegenden Arbeit werden kombinierte Warte-Verlustsysteme
mit einer Warteschlange wie auch mit mehreren Warteschlangen be-
handelt. Die betrachteten Systeme finden vornehmlich ihre Anwen-
dung in Wahlvermittlungen, ProzeRsteuerungen und modernen Grof-
rechenanlagen.
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2. VORAUSSETZUNGEN UND AUFGABENSTELLUNG

Im folgenden sollen die Voraussetzungen uber AnrufprozeB, Endepro-
zeB, Struktur und Orgsnisation eines Bedienungssystems im einzelnen
erlédutert werden. Die wichtigsten KenngroBen zur Beurteilung der
Gliite eines Bedienungssystems werden diskutiert.

Im Verlauf der weiteren Arbeit werden Anfragen kurz als "Rufe" und
Bedienungsorgane als "Leitungen" bezeichnet.

2.1 Der Anrufprozef

Der AnrufprozeB beschriebt die zeitliche Aufeinanderfolge von Rufen.
Ist ""ti—l’ti"" die Folge von Anrufzeitpunkten, so kann der An-
rufproze durch die Wahrscheinlichkeits-Verteilungsfunktion (VF) der
Anrufabsténde TA=ti'ti-l beschrieben werden. Im allgemeinen Falle
des rekurrenten Anrufprozesses sind die Anrufabsténde TA (inter-
arrival times) unabhingige Zufallsvariable, welche entsprechend
einer allgemeinen VF

Alzt) = P{T,4¢} (2.1)

verteilt sind.

Der in der Praxis wichtigste Fall eines Anrufprozesses ist der
POISSON-ProzeB. Er hat in der Theorie und in den Anwendungen des-
halb die groBte Bedeutung erreicht und soll in dieser Arbeit durch-
weg vorausgesetzt werden. Der POISSON-ProzefR ist dadurch gekenn-
zeichnet, daR ein Ruf im Zeitintervall (t,t+dt) mit der Wahrschein-

lichkeit
f?,(df):')‘dt +D(d{) (2.2)

eintrifft, wobei A eine Konstante ist, welche die mittlere Anzahl
von Rufen pro Zeiteinheit angibt (mittlere Anrufrate oder Rufinten-

sitdt). o(dt) ist eine GroBe von hdherer Ordnung in dt mit der

Eigenschaft 11“12i921 = 0. Ebenso ist die Wahrscheinlichkeit fir
) at—=o 4t
das Eintreffen von »>1 Rufen im Intervall (t,t+dt) von héherer Ord-

nung in dt.

Durch Betrachtung aller mdglichen Ereipnisse im Intervall der Lange
dt 188t sich eine Differentialgleichung fiir die Wahrscheinlichkeit
py{t), daB im Intervall (0,t) genau » Rufe eintreffen, aufstellen:

ppltrdt) = () [1-0d¢] + B (-Qdt + oldt), vzo. (2.38)
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pp(t+dt) ist die Wahrscheinlichkeit, daB im Intervall (0,t+dt)

¥ Rufe eintreffen. Sie bestimmt sich entsprechend G1.(2.3a) aus
der Wahrscheinlichkeit, dag im Intervall (0,t) schon alle » Rufe
eingetroffen sind und sich im Intervall (t,t+dt) nichts ereignet,
pw(t)'[l—jdt}, und der Wahrscheinlichkeit, daB im Intervall (0,t)
nur ¥-1 Rufe eingetroffen sind und im Intervall (t,t+dt) der V-te
Ruf eintrifft, p),__l(t) *Adt.

Durch Grenziibergang dt—=0 folgt aus Gl.(2.3a)

df;,;{(t) =-Ant) +3p., 0, rzo (2.3b)
Mit der Anfangsbedingung
plo) =0, rz9 (2.3c)
erhdlt man als LOsung von Gl.(2.3b)
ita
Bt) = %%L-erp(-,?t), »z 0. (2.4)

Die Zahl der Rufe in einem festen Intervall (0,t) folgt also einer
POISSON-Verteilung.

Wegen der konstanten mittleren Anrufrate A kann der PQOISSON-Anruf-
prozeB durch eine unendlich groBe Quellenzahl erzeugt gedacht wer-
den, wobel jede einzelne Quelle einen verschwindenden Anteil lie-
fert, derart, daB die Summe aller Anteile die endliche Rufintensi-
tdt A ergibt.

Die VF der Anrufabsténde folgt aus Gl.(2.4) und ist negativ-exponen-
tiell:
ACY) = 1-p,(t) = 1-exp(-At). (2.5)

Der mittlere Anrufabstand tA ist der Erwartungswert von TA und be-~
stimmt sich zu

[
_ ' - 1 2.6)
4 -—é_[of-A(éf)dt = 1. (

2.2 Der EndeprozeB
Der EndeprozeB beschreibt die Bedienungszeiten (Belegungsdauern,
service times bhder holding times) der einzelnen Rufe. Die Belegungs-

dauern TS sind voneinander unabhingige Zufallsvariable mit der VF

S(st) = P{r5¢}. (2.7)
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In dieser Arbeit soll vorausgesetzt werden, daB die Belegungsdauern
negativ-exponentiell verteilt sind:

S(Et) = 1-expl-&t), (2.8)
wobei & die mittlere Enderate ist.

Eine zum Zeitpunkt t noch bestehende Belegung endet im Intervall
(t,t+dt) mit der Wahrscheinlichkeit

zp,(olt) = E£dt + oldl). (2.9)

Die mittlere Belegungsdauer ts (oft auch als tm oder h bezeichnet)

ist der Erwartungswert von TS:
o

4
ts = [tsedt = 7. (2.10)
=0
ts ist dem Kehrwert der mittleren Enderate gleich.

Aus der mittleren Anrufrate A und der mittleren Belegungsdauer t
wird das Angebot A definiert:

A = Ats = A (2.11)

S

Das Angebot A ist die mittlere Anzahl von Bufen, welche widhrend der
mittleren Belegungsdauer eintreffen und stimmt mit dem Erwartungs-
wert gleichzeitig bestehender Belegungen Uberein, welcher sich ein-
stellen wirde, wenn den Rufen unendlich viele Leitungen zur Verfiligung
stiinden.

Die Annahmen negativ-exponentiell verteilter Anrufabsténde als auch
negativ-exponentiell verteilter Belegungsdauern werden auch als
MARKOFF'sche Voraussetzungen. bezeichnet. Sie sind notwendig, jedoch
nicht hinreichend, um stochastische Bedienungssysteme mit Hilfe von
MARKOFF'schen Prozessen zu beschreiben.

2.3 Die Struktur des Bedienungssystems

Wie einleitend schon ausgefiihrt wurde, lassen sich Verlustsysteme,
Wartesysteme und kombinierte Warte-Verlustsysteme unterscheiden, je
nachdem keine, unbegrenzte oder nur teilweise Méglichkeit zum Warten
besteht. In dieser Arbeit wird von einer beschrénkten Zahl von Warte-
plétzen ausgegangen; das reine Verlustsystem bzw. das reine Warte-
system ergeben sich hieraus als Grenzfélle mit verschwindender bzw.

unbegrenzter Zahl von Warteplétzen.
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Eine weitere Unterteilung wird hinsichtlich der Zahl g von Zubringer-
teilgruppen vorgenommen, welchen Jeweils ein individueller Anrufpro-
zefl zugeordnet ist. Bei Systemen mit einer Zubringerteilgruppe (g=1)
sind alle n Leitungen vollkommen erreichbar, wdhrend bei Systemen
mit g>1 Zubringerteilgruppen und n>1 Leitungen noch in vollkommen
bzw., unvollkommen erreichbare Leitungen unterteilt werden muB. Bei
unvollkommen erreichbaren Leitungen werden Rufe der Teilgruppe J nur
von kJ< n Leitungen bedient, wihrend bei vollkommener Erreichbarkeit
kJ=n, J=1,2,...,g. SchlieBlich werde noch vorausgesetzt, daB dem
J—Fen AnrufprozeB mit der mittleren AnrufratelﬂJ ein Wartespeicher
mit Sy Wartepldtzen zugeordnet ist, J=1,2,...,g. Belegungen der
I-ten Leitung enden mit der mittleren Enderate €I, I=1,2,...,n.

In Bild 1 sind die drei verschiedenen Typen von Bedienungssystemen
anhand von Beilspielen charakterisiert.

Teilgruppen g=1 g=3 g=3
Anrufprozess iAT=A 1A1 l%z 1A3 Ay lhz LA3
Wartespeicher E—- 5,=5 Esfs 552—455:56 551:5__52=4553=6
—0 & 00 — 0
Leitungen —0 E; =3 —o~—o-~—og; n=3 i a— n=3
-0 C3 OO oL °© E3
Erreichbarkeit Ky=k=n ke=n &fn ks k=2 k=1 ku
volikommen vollkommen unvollkommen
cal) b) c)

Symbole: —= AnrufprozeR
— Warteplatz
O Koppelpunkt

Bild 1. Strukturen kombinierter Warte-Verlustsysteme

Die Verbindung zwischen einem Ruf und einer freien Leitung erfolgt
Jewells lber einen Koppelpunkt. Eine Leitung kann grundsatzlich nur
dber einen Koppelpunkt mit einem Ruf verbunden werden. Die
Verbindung bleibt wdhrend der gesamten Bedienungszeit bestehen, es
sei denn, die Organisation des Bedienungssystems 148t Unterbrechun-
gen wédhrend der Bedienungszeit zu.
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J

Die Zahl der Koppelpunkte betrégt

g =g *n fiir vollkommene Erreichbarkeit
2{?*& g~ n fir unvollkommene Erreichbarkeit.
I=1

Die Zuordnung der einzelnen Leitungen auf die Zubringerteilgruppen
wird als "Mischung" bezeichnet. Koppelanordnungen mit unvollkomme-
ner Erreichbarkeit haben vor allem in W&hlvermittlungen aus Grinden
der Koppelpunkteersparnis grofie Bedeutung erreicht. Mischungen sind
insbesondere bei Verlustsystemen intensiv untersucht worden ({5] und
alle dort angegebenen Literaturstellen).

In dieser Arbeit sollen die im Vorangehenden beschriebenen System-
strukturen zugrundegelegt werden. Sie konnen als "einstufige Bedie-
nungssysteme mit Wartemdglichkeit" bzw. bei g >1 als "Bedienungs-

systeme mit parallelem Warten" zu einem Oberbegriff zusammengefafBt

werden.

Es sei an dieser Stelle noch erwdhnt, daB es auch Bedlenungssysteme
gibt, bel denen ein Ruf mehrere Abfertigungsorgane nacheinander
durchlaufen muB (serielles Warten), bei denen ein Ruf mehrere Male
dasselbe Bedienungssystem durchlaufen muB (Bedienungssysteme mit
Riickkopplung) bzw. bei denen ein Ruf eine mehrstufige Koppelanord-
nung mit konjugierter Durchschaltung (Linksystem) durchlaufen muB.
SchlieBlich sei noch auf vermaschte Netze mit mehreren Knotenpunk-
ten hingewiesen, bei denen ein Ruf {liber mehrere Koppelanordnungen
entweder auf einmal (line-switching) oder stafettenweise (Speicher-
vermittlungen, message-switching) durchgeschaltet wird.

2.4 Die Organisation des Bedienungssystems

2.4.1 Allgemeines

Unter der Systemorganisation soll allgemein die Art und Welse der
Zuordnung von Wartepldtzen bzw. Leitungen zu neu eintreffenden
Rufen sowie deren Abfertigungsreihenfolge verstanden werden. Die
Systemorgenisation wird hdufig auch als "Abfertigungsdisziplin®
oder "Abfertigungspolitik" bezeichnet. Sie regelt allgemein die
Prioritdten bei der Abfertigung von Rufen.

Zunidchst lassen sich zweli Hauptgruppen von Priorit&ten unterteilen:

- Unterbrechende (pre-emptive) Prioritéten
-~ Nichtunterbrechende (nonpre-emptive) Prioritédten.
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Ein Buf mit unterbrechender Prioritédt darf eine bestehende Belegung

geringerer Prioritdt unterbrechen und die freiwerdende Leitung zur
eigenen Abfertigung belegen.

Bei nichtunterbrechenden Priorit&ten werden die wartenden Rufe im
Wartespeicher entsprechend einer vorgegebenen Priorit@tsregel fiir
die Abfertigungsreihenfolge eingeordnet. Man unterscheidet bei Be-
dienungssystemen mit begrenztem Wartespeicher noch zwei Untergrup-

pen:

- Verdrédngende Prioritét
- Nichtverdréangende Prioritdt.

Bei verdridngender Prioritdt wird ein neuer Ruf im Wartespeicher auf

einen bevorrechtigbten Platz gesetzt; er verschiebt somit einen Teill
der wartenden Rufe auf unglinstigere Wartepldtze. Ist jedoch bei An-
kunft des neuen Rufs der Wartespeicher schon voll, so wird dadurch
ein anderer wartender Ruf aus dem Wartespeicher verdringt und geht

verloren.

Bei nichtverdringender Prioritdt wird einem neuen Ruf entsprechend
seiner Wichtigkeit ein bevorrechtigter Warteplatz zugeteilt, solange
noch freie Warteplétze verfiigbar sind. Bei vollem Wartespeicher wird

der neue Ruf jedoch abgewlesen und geht sofort verloren.

Den allgemeinsten Fall gemischter Prioritdten erh&lt man als Kombi-
nation von unterbrechenden mit nichtunterbrechenden Prioritéten,
wobel die Unterbrechungsstrategie entweder von der Zeit, dem Zu-

stand oder der Distanz der Prioritdtsklasse eines momentan bedienten

Rufes zur Klasse des neu eintreffenden Rufes abhéngig ist.

In dieser Arbeit werden nur nichtunterbrechende Priorit&ten voraus-
gesetzt; sobald ein Ruf von einer Leitung abgefertigt wird, so wird
er auch vollsténdig abgefertigt.

2.4.2 Abfertigungsdisziplinen innerhalb der Warteschlangen

Nach den allgemeinen Bemerkungen werden nun spezielle Voraussetzun-
gen iliber die Abfertigungsreihenfolge getroffen. Als Disziplinen
innerhalb der Warteschlangen (queue disciplines) werden zugrunde-
gelegt:

D1 Abfertigung in der Beihenfolge des Eintreffens

D2  Abfertigung in zufdlliger Reihenfolge



- 21 -

D3 Abfertigung in der inversen Reihenfolge des Eintreffens

a) mit verdrédngender Prioritat

b) mit nichtverdréngender Prioritit.
Bel D1, D2 und D3b geht ein neuer Ruf sofort verloren, wenn er sei-
nen artespeicher voll belegt vorfindet. Bei D3a hingegen wird in
diesem Falle der neue Ruf trotzdem vorrangig auf den 1. Warteplatz
gesetzt; er kann jedoch durch nachfolgende Rufe nachtridglich aus
dem Wartespeicher verdringt werden.

Es gibt noch sehr viele weitere Abfertigungsdisziplinen, welche je~
doch nicht im Rahmen dieser Arbeit behandelt werden konnen. Eine
sehr bekannte dieser Art ist jene, welche die Rufe in der inversen
Reihenfolge zur erwarteten Bedienungszeit abfertigt, wodurch die
Gesamtwartezeit bezliglich aller Rufe ein Minimum wird.

Héufig sind die Rufe eines Anrufprozesses in Klassen verschiedener
Priorit&t unterteilt. Hierbei kann es sich um unterbrechende oder
nichtunterbrechende Prioritédten handeln. Innerhalb der einzelnen
Prioritatsklassen kann dabei jeweils noch nach verschiedenartigen
Abfertigungsdisziplinen (z.B. D1 bis D3) abgefertigt werden. Kom-
binierte Warte-Verlustsysteme mit nichtunterbrechenden Prioritédten
wurden von W. WAGNER [6} untersucht. Fir unterbrechende Prioritédten
wurde das Verlustsystem von L. KATZSCHNER [7], das kombinierte War-
te-Verlustsystem von G. J. BRANDT [8] behandelt., Fiir Bedienungs-
systeme mit nur einer Leitung ist eine Vielzahl von Arbeiten iiber
wWarteschlangen mit Prioritdten bekannt geworden (siehe z.B. {9] ).

2.4.3 Abfertigungsdisziplinen zwischen den Warteschlangen

Bei Systemen mit g >1 Wartespeichern miissen noch weitere Voraus-
setzungen bezliglich der Auswahl der abzufertigenden nichtleeren
Warteschlange im Falle des Freiwerdens einer bestimmten Leitung
getroffen werden. Als mOgliche Disziplinen zwischen den Warte-

schlangen (interqueue disciplines) seien folgende genannt :

~ Zyklische Abfertigung von Warteschlangen

a) Es wird jeweils nur ein Wartender abgefertigt
D) Es wird jeweils die ganze Warteschlange abgefertigt

- WahrscheinlichkeitsmdBige Abfertigung von Warteschlangen

a) Entsprechend einer Auftellungsregel, die unabhangig von
den Warteschlangenldngen ist

b) Entsprechend einer Aufteilungsregel, die von den momen-
tanen Warteschlangenléngen abhéngt
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- Abfertigung einzelner Rufe innerhalb des von der freiwer-
denden Leitung aus erreichbaren Gesamtwarteraumes nach
Kriterien der Ankunftsreihenfolge (D1 bis D3).

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit soll nur die wahrscheinlichkeits-
méRige Abfertigung von Warteschlangen vorausgesetzt werden. Endet
die Belegung einer bestimmten Leitung, so wird unter allen diese
Leitung erreichenden nichtleeren Wartespeichern (Warteschlangen)
einer entsprechend einer Wahrscheinlichkeitsregel herausgesucht .
Aus spdter noch genauer zu erliuternden Grinden soll in zwei Unter-
gruppen unterteilt werden:

A Wahrscheinlichkeitsméﬁigg Abfertigung nach einer Auftei-
lungsregell welche unabhéngieg von den momentanen Warte-
schlangenldngen ist

B WahrscheinlichkeitsmaBige Abfertigung nach einer Auftei-
lungsregel, welche von den momentanen Warteschlangenlédngen
abhéngt .

Als Aufteilungsregeln der Disziplin A konnen z.B. gelten:

- Aufteilungswahrscheinlichkeiten alle gleich groB
- Aufteilungswahrscheinlichkeiten entsprechend den mittleren
Anrufraten

- Aufteilungswahrscheinlichkeiten nach Prioritétsregeln zwi-
schen den Warteschlangen.

Als Aufteilungsregeln der Disziplin B seien beispielsweise genannt:

- Aufteilungswahrscheinlichkeiten proportional zu momentanen
Warteschlangenlidngen

- Aufteilungswahrscheinlichkeiten nach Prioritétsregeln, wel-
che der momentan lZngsten Warteschlange Prioritdt geben.

Die Abfertigungsdisziplin zwischen den Schlangen wird allgemein bei
unvollkommener Erreichbarkeit durch eine Matrix (pIJ) angegeben,
wobei Py die Wahrscheinlichkeit angibt, mit der Warteschlange J
abgefertigt wird, vorausgesetzt, daf die Belegung der Leitung I
endet, I=1,2,...,n; J=1,2,...,g.

Im allgemeinen muB fiir jeden Systemzustand (d4.h. fir jedwede Kombi-
nation aus belegten Leitungen und Warteplatzen) eine Matrix <pIJ)
angegeben werden.

Im Falle vollkommener Erreichbarkeit vereinfachen sich die Matrizen
(pIJ) zu Spaltenvektoren (pJ), wobei Py dle Wahrscheinlichkeit fir
das Abfertigen der Warteschlange J bedeutet, vorausgesetzt, dag
eine beliebige Belegung des voll belegten Leitungsbiindels endet,
J=1,2,...,¢g.
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Fiir die Wwahrscheinlichkeiten p bzw. p, gilt in jedem Zustand:
1J J

g
Z P =1 I =412..,m, (2.12a)
F=1

bzw. 9
ZP" =7 (2.12b)
7=1

2.4.4 Absuchdisziplin der erreichbaren Leitungen

Die von einer Teilgruppe J aus erreichbaren kJ Leitungen sollen der
Reihenfolge nach von oben nach unten belegt werden ("geordnetes Ab-
suchen") bzw. unter den erreichbaren freien Leitungen soll eine be-
liebige Leitung ausgesucht werden ("zufallsmidBiges Absuchen"). Die-
se Voraussetzungen bedeuten keine Einschrénkung der Allgemeinheit
und kdnnen beliebig modifiziert werden.

2.5 Zusammenfassung der Fdlle von Systemstrukturen und Abfertigungs-

Y

disziplinen
Nachfolgend seien die in der Arbeit zu untersuchenden Fdlle von
Systemstrukturen und Abfertigungsdisziplinen in ibersichtlicher
Weise zusammengestellt (siehe Seite 243 .

Das reine Verlustsystem bzw. das reine Wartesystem folgen als Son-
derfdlle aus dem allgemeineren kombinierten Warte-Verlustsystem

durch verschwindende bzw. unbeschrénkte Zahl von Warteplédtzen. Da-
bei ist zu beachten, daBf beim reinen Verlustsystem die Unterschei-
dung der Abfertigungsdisziplinen allgemein und beim reinen Warte-
system die Unterscheidung bei inverser Abfertigungsreihenfolge in
verdridngende und nichtverdrangende Prioritét bedeutungslos werden.

Es werde fermer vorausgesetzt, daf wartende Rufe nicht vorzelitig
das Warten aufgeben ("no defections") und daB abgewiesene bzw.
verdréngte Rufe das System verlassen und keinen weiteren EinfluB
auf das System haben ("lost calls cleared").

2.6 Gutemerkmale und Kenngrdfen

Nach Herleitung der allgemeinen Gleichungen zur exakten Beschrei-
bung der stochastischen Prozesse wird eine Reihe von Kenngrdfen
ermittelt, welche fiir die Glite des Bedienungssystems nach auflen

kennzeichnend sind:

Reines Kombiniertes Reines
ot = e Warte-Verlust- == :
Verlustsystem system Wartesystem
N — /”’j;7
N\ s
N\ /
AN e
g=1 Teilgruppe g>l Teilgruppen
(Wwarteschlange) (Warteschlangen)
Vollkommene Vollkommene Unvollkommene
Erreichbarkeit Erreichbarkeit Erreichbarkeit
k1 =k=n kJ=n,J=1,2,..,g RJ>n,J=1,2,..,g
i
Abfertigung Abfertigung
zwischen den zwischen den
Warteschlangen Warteschlangen
léngenunabhéngig ldngenabhéngig
(Disziplin A) (Disziplin B)

Abfertigung innerhalb der Warteschlangen

Reihenfolge des Eintreffens (D1)

zufdllige Reihenfolge (D2)

Inverse Reihenfolge des Eintreffens
mit verdréangender Prioritdt (D3a)

Inverse Reihenfolge des Eintreffens
mit nichtverdrdngender Prioritédt (D3b)

Fdlle von Systemstrukturen und Abfertigungsdisziplinen
(zu Abschnitt 2.95)

J\ v
Systemstrukturen

k4
Abvfertigungsdisziplinen
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. Stationére Zustandswahrscheinlichkeiten
. Wartewahrscheinlichkeiten

. Verlustwahrscheinlichkeiten

- Mittlere Zahl belegter Leitungen
Mittlere Warteschlangenléngen

. Mittlere Wartezeiten
Wartezeitverteilungsfunktion

. Momente der Wartezeitverteilungsfunktion
9. Antwortzeitverteilungsfunktion

10. Mittlere Antwortzeiten

O~ O\ EW N

Diese Kenngrofen sind Funktionen der
- Systemstruktur (g, n, kJ, 813 J=1,2,...,8)

- Systemorganisation (A, B; D1, D2, D3a, D3b)

- Parameter der Anrufprozesse (AJ; J=1,2,...,g)

- Parameter der Endeprozesse (€ I=1,2,...,n)

14
und gestatten daher die Einfliisse dieser Parameter auf die Giite des
Bedienungssystems zu beurteilen. Wie einleitend schon erwdhnt wurde,
ist i.a. eine explizite Optimierung a 1 1 e r Parameter nicht mdg-
lich (hierzu miBten auBerdem Kostenfunktionen beispielsweise fir
Wartezeiten und Bedienungszeiten als auch Kosten des erforderlichen
Aufwands berilicksichtigt werden) und zumeist auch nicht erforderlich.
Teilprobleme lassen sich jedoch mit Hilfe der KenngroBen entweder
explizit oder zumindest iterativ optimieren.

Die KenngréBen 1. bis 6, lassen sich, unter obigen Voraussetzungen,
Uber die LOsung eines linearen Gleichungssystems ermitteln.Die weit-
reichendste Aussage iiber das Systemverhalten erhidlt man jedoch aus
der VF der Wartezeiten. Hierzu ist i.a. die LOsung groBerer linearer
Differentialgleichungssysteme erforderlich. Wenn dies nicht moglich
oder zu umfangreich ist, so kénnen die Momente der Wartezeitvertei-
lungsfunktion zur Beurteilung herangezogen werden, welche wieder aus
linearen Gleichungssystemen gewonnen werden. Mit Hilfe der Momente
ist auBerdem approximativ eine beliebig genaue Losung fir die War-
tezeitverteilungsfunktion mdglich (siehe Abschnitt 8.2.5).

In Rechneranwendungen ist hdufig die VF der Antwortzeiten von Inter-
esse. Die zuf8llige Antwortzeit setzt sich aus einer eventuellen Zu-
félligen Wartezeit und der sich daran anschlieBenden Bedienungszeit
zZusammen. Sie kann unter der Voraussetzung der Unabhéngigkeit zwi-
schen zufélliger Wartezeit und Bedienungszeit, welche hier gegeben
ist, durch eine Faltungsoperation berechnet werden.
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Ankniipfend an die Voraussetzungen werden im 3. Kapitel der Arbeit

zunéchst einige Bereiche fiir die Anwendung der untersuchten Modelle
aufgezeigt.

Im 4. Kapitel werden in knapper Form die theoretischen Grundlagen
Markoff'scher Bedienungssysteme dargestellt. Es wird gezelgt, daRB
sich die wesentlichsten KenngriBen aus der Untersuchung der Zufalls-
prozesse flr Systemzustinde und Wartezeiten ableiten lassen. Insbe-
sondere wird hierbei auf eine methodisch einheitliche Konstruktion
und Formulierung der Warteprozesse eingegangen, welche dazu geeignet
ist, Bedienungssysteme mit mehreren Warteschlangen und Abfertigungs-
arten systematisch zu beschreiben.

In den Kapiteln 5 bis 7 werden fiir Bedienungssysteme mit einer War-
teschlange, mehreren Warteschlangen und vollkommener bzw. unvoll-
kommener Erreichbarkeit die Zufallsprozesse filir Systemzustinde und
Wartezeiten fir verschiedene Abfertigungsarten im einzelnen unter-
sucht. Fir Systeme mit g = 1 Warteschlange sind die Verh&dltnisse am
libersichtlichsten und lassen sich daher weitestgehendst entwickeln.
Die Beschreibung von Systemen mit allgemeiner Zanl g von Teilgrup-~
pen fihrt hiufig auf uniibersichtliche Darstellungen; in solchen
Fdllen werden wir uns auf g = 2 Teilgruppen beschrénken, woran je-
doch die Unterschiede von Systemen mit g> 1 Teilgruppen zu Systemen
mit g = 1 Teilgruppe gezelgt werden konnen,

Das abschlieBende 8. Kapitel befaBt sich mit verschiedenen approxi-
mativen Berechnungsmethoden, welche fiir die praktische Auswertung
der Theorie von Bedeutung sind.

Die Kapitel 5 bis 8 werden jeweils durch eine Reihe numerischer Bei-
splele abgeschlossen, welche den Einfiu8 von Systemstruktur und Ab-
fertigungsart auf die KenngroBen des Systems aufzeigen.

In der vorliegenden Arbeit wird Uberwiegend auf das Problem der Be-
rechnung der Wartezeitverteilungsfunktionen eingegangen, woriiber es
in der Literatur nur in vereinzelten Féllen L8sungen gibt. Wartezeit-
verteilungsfunktionen bei Systemen mit unvollkommener Erreichbarkeit
sind bislang noch nicht untersucht worden.,
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3. ANWENDUNGSBEREICHE

In diesem Abschnitt wird das Auftreten der zu untersuchenden Bedie-
nungssysteme anhand typischer Beispiele aus der Whlvermittlungs-
technik sowie von Rechnerstrukturen und Betriebssystemen aufgezeigt.

3.1 Wahlvermittlungssysteme

3.1.1 Koppelanordnungen im Verbindungsweg

In Wahlvermittlungen fiir Ferngesprédche und Fernschreiben ist prin-
zipiell die Zahl der internen Verbindungswege kleiner als die Zahl
der Teilnehmer. Bei der Verkehrskonzentration als auch bei der Ver-
teilung des Verkehrs auf verschiedene Richtungen treten Engpésse auf.
In den meisten Realisierungen arbeiten die Koppelanordnungen als Ver-
lustsysteme; ist im Falle des Verbindungswunsches keine erreichbare
Leitung frei, so geht der Ruf verloren. L&Bt man nun die Mdglichkeit
des Wartens zu, so konnen die Leitungen noch besser ausgenutzt wer-
den.

In Bild 2 ist eine typische Koppelanordnung mit unvollkommener Er-
reichbarkeit gezeigt. Vor den erreichbaren Leitungen einer Teilgrup-
pe ist jewells ein begrenzter Wartespeicher vorgesehen. Koppelanord-
nungen der Wahlvermittlungstechnik zeichnen sich i.a. durch Symmetrie
in Struktur und Verkehrsparametern aus, siehe Bild 2. Sie wurden be-
reits niherungsweise filir unendlich groBe ﬁo] und endlich grofBe
Wartespeicher Bl] untersucht.

RERENEEEY

Y‘H /012 /)13 /014 /015 /013 /017 /018 /019 /)20 ky =
7 & s & & I sy =
21 ﬁﬂg/pzz/pzi/oz2/925/021/02?:531/033 52-
o
A A A G AR

K

Bild 2. Koppelanordnung der Wahlvermittlungstechnik mit wartespeichern

1]
1
11|
111

_ 28 -

3.1.2 Anschaltung zentralisierter Baugruppen

Moderne Wihlvermittlungssysteme zeichnen sich gegeniiber klassischen
Losungen durch weiter zentralisierte elektronisch arbeitende Bau-
gruppen aus, welche nur sehr kurze Zeit zur Aufnahme bzw. Verarbei-
tung von Steuerinformationen bendtigt werden. Als Beispiele seien
Register zur Aufnahme von Wahlinformationen, Zuordner zur Umwertung
von Wdhlinformationen, zentrale Prozessoren zur Ermittlung der Ein-
stellinformationen fiir die Koppelnetze sowie Markierer fir die Ein-
stellung der Koppelnetze selbst genannt. Um derartige teure Bau-
gruppen gut auszunutzen, stellt man - je nach Belegungszeit - nur
wenige im Verhdltnis zur Zahl innerer Verbindungswege zur Verfiligung.
Die Anschaltung erfolgt liber Koppelnetze entweder im Raum- cder im
Zeitmultiplex.

Als Beispiel ist in Bild 3 die Anschaltung zentralisierter Register
R ("Leitungen") an die Verbindungssétze VS der inneren Verbindungs-

wege ("Rufe" und zugleich "Wartepldtze") angedeutet.

VS |
Innere

VS

— Verbindungswege

vs ]

VS g

Koppelnetzwerk

O @ @

Bild 3. Anschaltung zentralisierter Register

Je nach Ausfilhrung des Koppelnetzwerkes (eine oder mehrere Zubrin-
gerteilgruppen, vollkommene oder unvollkommene Erreichbarkeit,
Linksystem) kommen verschiedene Bedienungssystemtypen in Betracht,
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3.2 Bechnerstrukturen und Betriebssysteme

3.2.1 "Closed Shop"-Betrieb im Rechenzentrum

In Rechenzentren, die vielen Benutzern zur Verfiigung stehen, werden
die einzelnen Programme ("RBufe") z.B. in der Reihenfolge des Ein-
treffens in einer Bandeinheit gepuffert ("Wartespeicher"), bis sie
von dem Rechner ("Leitung") verarbeitet werden. Da ein Programm
nach dem anderen von einem "Stapel" abgearbeitet wird, spricht man
auch von "Stapelverarbeitung" (batch processing). Zur Berechnung
der Wartezeiten kann das Modell (a) aus Bild 1 benutzt werden.

3.2.2 ProzeBsteuerung und MeBwertverarbeitung

Moderne Prozefrechner gestatten die simultane Steuerung mehrerer
Prozesse bzw. die simultane Verarbeitung von MeBwerten mehrerer Vor-
gédnge. MeBwertdnderungen konnen beisplielsweise in regelloser Folge
eintreffen und werden bis zur Verarbeitung gespeichert. Diese ge-
speicherten "Rufe" bilden je nach Herkunft Warteschlangen, welche
nach einer Priorit&tsregel abgefertigt werden. Zur theoretischen
Behandlung solcher Probleme eignet sich das Modell (b) aus Bild 1.

3.2.3 Rechnerkernvergabe in Realzeit- und Grofirechenanlagen

Rechenanlagen fiir Realzeitbetrieb (z.B. Dialogverkehr) miissen ex-
tremen Anforderungen beziiglich der Antwortzeiten gerecht werden.
Dies wird erreicht, indem wichtigere Anfragen h8here Prioritdten
zur vorrangigen Abarbeitung erhalten. Auf Anderungen der Anfrage-
prioritédten miissen solche Systeme sehr schnell reagieren, u.U,
durch Unterbrechung gerade bearbeiteter Auftrége geringerer Prio-
ritat.

Moderne Grofrechenanlagen arbeiten heute ausnahmslos nach dem Prin-
zip der Vielfachprogrammierung (multiprogramming). Hiermit wird er-
reicht, daB mehrere Anfragen gleichzeitig von der Rechenanlage be-

arbeitet werden. Wdhrend der Rechnerkern beispielsweise gerade eine

Anfrage 1 bearbeitet, kann die Eingabe/Ausgabe (E/A)-Einheit parallel
hierzu entweder die Ergebnisse der Anfrage i-1 ausspeichern oder eine

neue Anfrage i+1 einspeichern.

Die Organisation derartiger Aufgaben obliegt sog. Betriebsprogrammen
hochster Priorit&t (Betriebssystem oder operating system).In Bild 4
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ist an einem Beispiel angedeutet, wie vom Betriebssystem einzelne
Aktivitdten prioritétsgerecht in mehreren Listen (Warteschlangen)
zusammengefaflt werden. Der zentrale Rechnerkern (central processor
unit CPU) bedient die Warteschlangen entsprechend einer vorgegebenen
Abfertigungsdisziplin (scheduling routine). Die Prioritédten nehmen
in diesem Beispiel von 1 nach 3 ab.

e
>

LM
>

w

Bedeutungen:

Realzeit-Anfragen

Durch E/A-Aktionen zu
peripheren Speichern
unterbrochene Programme

1]
111

—

3 Stapelverarbeitung von
"background" -Programmen

Zentraler Rechnerkern

Bild 4. Rechnerkernvergabe durch das Betriebssystem

3.2.4 Vermaschte Rechnersysteme

In Auskunftssystemen, wie z.B. das weltweite Netz zur Platzreser-
vierung bel Fliigen, treten Rechner iiber ein vermaschtes Dateniiber-
tragungsnetz miteinander in Verbindung. In den Knotenpunkten des
Netzes treten infolge beschrénkter ﬁbertragungs-Bitraten Warteschlan-
gen vor den einzelnen Datenferniibertragungsleitungen auf. Fir die
Berechnung der zu erwartenden Warte- und Antwortzeiten konnen Modelle
nach Bild 1 herangezogen werden.

Reicht die vorhandene Rechnerkapazitdt zur ﬁberbrﬁckung eines Eng-
passes nicht aus oder sollen Bechner gegen Totalausfall geschitzt
werden, so kommt man zum Prinzip der Parallelverarbeitung (parallel
processing, load sharing). In Bild 5 ist ein einfaches Beispiel an-
gegeben, wie man zwel einzelne Rechner C1 und 02 gegen Totalausfall
der Bedienung schiitzen kann, indem beispielsweise der AnschluB an
einen fernen schnellen Rechner C3 (remote computer) zur_Aushilfe
vorgesehen wird. Die Berechnung solcher Strukturen kann mit Hilfe

von Bedienungssystemen vollkommener und unvollkommener Erreichbar-
keit vorgenommen werden.
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Bild 5. Parallelverarbeitung zur Entlastung und Sicherung gegen

Ausfall

AbschlieBende Bemerkungen

1.

Bei der Untersuchung realer Systeme werden nicht immer die Voraus-
setzungen iber Anruf- und EndeprozeB exakt erfullf sein. Sieht man
von VF extrem groBer Varianz (z.B. hyperexponentielle Verteilung)

ab, so erhdlt man unter MARKOFF'schen Voraussetzungen meistens zu

pessimistische Ergebnisse; die Systeme arbeiten dann in Wirklich-

keit besser als vorausberechnet.

Die Voraussetzung der wahrscheinlichkeitsmidBigen Abfertigung der
verschiedenen Warteschlangen ist gegeniiber den anderen Abferti-
gungsarten sehr flexibel in der Anpassung an die unterschiedlichen
Arbeitsweisen und erfordert im Einzelfalle keine neue Berechnungs-

methode.

Innerhalb der Warteschlangen wird in vielen F&llen die "gerechte"
Abfertigungsdisziplin D! verwirklicht sein. O0ft bedingt die tech-
nische Realisierung jedoch mehr eine zufallsméﬁige Abfertigung
(D2). In ProzeBsteuerungen kamn es vorkommen, daf die Abfertigung
in der inversen Reihenfolge des Eintreffens (D3) erfolgt, da die
zuletzt eingetroffene Nachricht die aktuellste Information ent-
hidlt.

Fiir jedwede Abfertigungsdisziplin, welche nicht die VF der Anzahl
von Wartenden in der Warteschlange beeinfluBt, haben J.F.C. KING-
MAN [12] bzw. D.G. TAMBOURATZIS [13] gezeigt, daB die Varianz der
VF der Wartezeiten fir D1 ein Minimum bzw. fir D3 ein Maximum an-
nimmt. Mit der Behandlung dieser zwei F&dlle haben wir also gleich-
zeitig die Grenzfélle erfaBt.
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4, EINFUHRUNG IN DIE THEORIE MARKOFF'SCHER BEDIENUNGSSYSTEME

In diesem Abschnitt soll in kurzer Form die Theorie Markoff'scher
Bedienungssysteme dargestellt werden. Die Ausfuhrungen~gelten zZu-
nidchst flir ein Bedienungssystem mit n vollkommen erreichbaren
Leitungen und einem Wartespeicher mit endlich vielen Warteplédtzen
entsprechend Bild 1(a). Uber die Systemorganisation wird ledig-
lich vorausgesetzt, daB nichtunterbrechende Prioritédten (ver-
dridngende und nichtverdréngende) zugelassen sind. Erweiterungen
dieser Theorie auf Systeme mit mehreren Warteschlangen und voll-
kommen bzw. unvollkommen erreichbaren Leitungen werden abschlies-
send diskutiert.

4.1 Zuscinde und Uberginge

4.1.1 Zusténde als Zufallsprozef

Der Zustand des Systems zur Zeit t ist durch das zuf&dllige Muster
§(t) aus Belegungen von Leitungen und wWartepldtzen gekennzeichnet.
E(t) ist i.a. ein Vektor, gebildet aus mehreren Zustandskomponen-

ten. Die Menge aller Zusténde sei Z.

Im einfachsten Falle kann das System durch einen eindimensionalen
Vektor beschrieben werden, welcher die Zahl der im System weilen-
den Rufe zur Zeit t angibt; es ist dann §(t)=i, i=0,1,...,n+8,,

wobei Z aus n+sl+1 Zusténden besteht.

Der Zustand § des Systems besteht so lange, bis er durch einen
einfallenden Ruf oder eine endende Belegung in einen anderen Zu-
stand iibergent. Die zeitliche Folge der (diskontinuierlichen) Zu-
fallsvariablen ¥ bildet den ZufallsprozeRB

{§(/f)/téo_} /gez/

(kurz "E(t)-ProzeB").

4,1.2 Die Markoff 'sche Eigenschaft

Der §(t)-ProzeB werde an k aufeinanderfolgenden Zeitpunkten t,,
t,,...,t, betrachtet, wobei oét1<t2<...<tk, k22, Der ProzefB be-
sitzt dann die Markoff'sche Eigenschaft, wenn

PLEM) =E(|50)=8 E)=8,,... 50t )=k, } = P{EC)-5l56)-5, )
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gilt [14, 15]. Gl.(4.1) besagt, daB der Verlauf des £(t)-Prozesses
nur vom gegenwdrtigen Zustand abhingig ist, nicht jedoch davon, wie
dieser Zustand zustandekam. Der Markoff'sche Zufallsprozef besitzt
kein "Ged&chtnis"; er ist der einfachste aller denkbaren Zufalls-
prozesse und wird oft auch als "Markoffkette" bezeichnet.

4.1.3 Ubervangs— und Zustandswahrscheinlichkeiten

Der Prozef befinde sich zu einem Zeitpunkt uZ o im Zustand i. Die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der ProzeB zu einem spéteren Zeit-
punkt u+t, t>o, den Zustand j annimmt, vorausgesetzt, daB er sich
zum Zeitpunkt u im Zustand i befunden hat, heiBt bedingte Ubergangs-
wahrscheinlichkeit

P, jli) = P{E(urt)=g|8lw) =<}, w20, t>0 57,  (4.2)

Der ProzeB wird auBerdem als "homogen" bezeichnet, da die bedingte
Ubergangswahrsche1nlichkeit P(t;jli) nicht vom Ausgangszeitpunkt u
abhéngt .

Die absolute Wahrscheinlichkeit flir das Auftreten eines Zustands
wird als Zustandswahrscheinlichkeit bezeichnet und ist wie folgt
definiert:

P(t,c) =P{s(t)=c} , t20, i €Z. (4.3)

Ist die Anfangsverteilung der Zusténde P(0;1i),1 €Z, bekannt, so
lassen sich die Zustandswahrscheinlichkeiten P(t;1),1 € Z, mit Hilfe
der bedingten Ubergangswahrscheinlichkeiten ausdricken:

Pltg) = ) PO;4)-Pltglc), tz0 ez, (4.4)
1€Z

Da sich die Zusténde gegenseitig ausschliefen und ein vollstdndiges
Ereignissystem bilden, gelten folgende Vollsténdigkeitsrelationen:

). P Fl) =1, tzo, (&-52)
jGZ
Z P(t %) -7, tzo (4.5b)
3'62

Den Zusammenhang zwischen den bedingten Ubergangswahrscheinlichkei-
ten erhédlt man, indem zwel aufeinanderfolgende Zeitabschnitte der
Léngen h und t betrachtet werden. Zu Beginn befinde sich dér ProzeS8
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im Zustand i; er entwickelt sich wBhrend der Spamme h in einen Zu-
stand k und widhrend der anschlieBenden Spanne t in den Zustand 3

Plh*t;gle) = )| Plh #£12)-P(t4l8), 4t >0, (4.62)
teZ
Gl.(4.6a) wird auch CHAPMAN-KOLMOGOROFF-Gleichung genannt.

ist P(t) = (P(t;jli)) die Matrix der bedingten {fbergangswahrschein-
lichkeiten ("ﬁbergangsmatrix" oder "Stochastische Matrix"), so 1&8t
sich Gl.(4.6a) einfach in Form des Matrizenprodukts darstellen:

Pl4rt) = P(R)-P(t) , 4¢>0. (4.6b)
Als bedingte ﬁbergangswahrscheinlichkeitsdichten werden definiert:
. Pl# 7lz) y . (4.7a)
bm LT o g €z '
/ﬁ—>0 ,ﬁ ?’t‘? ’ ¢/¢7 / té:}/
bim TP 1) 9, , fE€Z. (4.70)
A0

Die Koeffizienten qij geben die Wahrscheinlichkeitsdichte an, mit
welcher der £(t)-ProzeB vom Zustand i in den Zustand j wechselt;
sie heiBen auch "Intensitéten", "Ubergangskoeffizienten" oder
"Sprungkoeffizienten®, Der Koeffizient a4 ist die Wahrscheinlich-
keitsdichte flr die augenblickliche Anderung des Zusteandes i, und
es gilt wegen Gl.(4.5a)

e = Z fis (%.7¢)
) #+1
Die Ubergangswahrscheinlichkeitsdichten werden in der Matrix
Q = (-71}) (4.8)

zusammengefafBt, wobei 944=-9; - Die Koeffizienten der Matrix @
lassen sich flir jede Systemstruktur aus den mittleren Anrufraten,
den mittleren Enderaten und der Systemorganisation (Absuch- und
Abfertigungsdisziplinen) bestimmen. Insbesondere folgt aus (4.7a)
und (4.7b) fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten im Intervall
(t,t+dt):

]

P(dt §1<)
1- Pl ¢|¢)

9 dt  +o(dt), i5 €7 t%f, (4.9a)

I

9.4t +oldt) 1€Z. (4.9p)
< /
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4.1.4 Die Kolmogoroff'schen Gleichungen

Aus der CHAPMAN-KOLMOGOROFF-Gleichung (4.6a) lassen sich zwei ver-
schiedene Differentialgleichungen ableiten, indem einmal der Dif-
ferentialquotient fiir t-+0, zum anderen fir h—+0 gebildet wird:

d

aF Phgle) = -9 Pl 4li) +ﬁ£‘ géj-P(é,éla'), ij ez (4.102)
(KOLMOGOROFF -VORWARTS-Gleichung)

d 1) = ,

QTP(é/- Jti) = ~7;'/D(f,-]'i¢) + Z 7516 'P{f/-f [é)/ z/], eZ. (4.112)

¢
(KOLMOGOROFF-RUCKWARTS~Gleichung)

In Matrizenschreibweise erhdlt man hierfir

d - (4,10b)
P P(4Q

# PO - -ap. (b.110)

Diese zwel Differentialgleichungssysteme sind grundlegend fir die
Behandlung Markoff'scher Bedienungssysteme.

Mit Hilfe der Definition fiir die Zustandswahrscheinlichkeiten Gl.
(4.4) 148t sich aus der KOLMOGOROFF-VORWARTS-Gleichung (4.10a) eine
entsprechende Differentialgleichung fir die Zustandswahrscheinlich-
keiten ableiten:

d : .
7 Pths) = -4 P43) +é; G PIhA) , sET. (4.12)

Die KOLMOGOROFF-BﬁCKwAHTS-Gleichégg eignet sich ibrigens n i c h t
zur Bestimmung der Zustandswahrscheinlichkeiten. Sie wird jedoch
spdter bei der Bestimmung von Wartezeitverteilungsfunktionen zen-
trale Bedeutung haben (siehe Abschnitt 4.3).

4,1.5 Der stationdre Fall

Flir die meisten praktischen Anwendungen ist das Verhalten des Be-
dienungssystems im Falle einer léngere Zeit andauernden Spitzen-
belastung interessant. Es ist aus vielen Untersuchungen bekannt,
daB der Verkehr in diesen Zeiten (sog. "Hauptverkehrsstunde") als

stationdr angenommen werden kann. Die allgemein hergeleiteten
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Merkmale zur Beschreibung des Markoff 'schen Prozesses werden nun
fiir den "eingeschwungenen Fall" (d.h. stationdren Fall) angegeben.

In diesem Falle gilt:
dim PG gls) = p(z)
£ —>o00
d.h. die stationdre Zustandswahrscheinlichkeit p(j) ist unabhangig
von der Zeit wie auch vom Ausgangszustand i.

‘7 €2, (F.13)

/

Wird G1.(4.13) auf G1.(4.12) angewendet, so erhdlt man

yPE = T guetd), ez (1)
EEy

G1l.(4.14) wird auch als Gleichung fiir das "Statistische Gleichge-
wicht" bezeichnet und ist sehr anschaulich zu deuten: qu(j) ist

die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Verschwinden des bestehenden
Zustands j; sie ist gleich der Wahrscheinlichkeitsdichte fur das

Entstehen des Zustands j aus allen Zustédnden k#j, jeweils mit der
Wahrscheinlichkeitsdichte qkjp(k). (Ist kein direkter Ubergang von
einem Zustand k#j in den Zustand j mdglich, so ist der betreffende

Ubergangskoeffizient qkj=0).

Gl.(4.14) ist ein lineares homogenes Gleichungssystem, bestehend
aus sovielen Gleichungen wie es Zusténde gibt und mit verschwin-
dender Systemdeterminante. Es darf eine beliebige Glelchung weg-
gelassen und durch die '‘aus Gl.(4.5b) resultierende "Normalisierungs-
bedingung"
) el = 1 (4.15)
F€Z
ersetzt werden. Das Gleichungssystem (4.14) und (4.15) ist dann in-

homogen und eindeutig auflosbar.

Im weiteren Verlauf der Arbeit soll durchweg nur der stationére
Fall betrachtet werden.

4,2 Charakteristische Grofen

In den meisten Fdllen sind die stationdren Zustandswahrscheinlich-
keiten allein zur Beurteilung der Abfertigungsgiite nicht geeignet

(z.B. bei sehr groBen Zustandszahlen). Men leitet daher "charakte-
ristische GroBen" aus den Zustandswahrscheinlichkeiten ab. Im fol-

genden werden fiir das System mit einer begrenzten Warteschlange
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einige Definitionen angegeben.

Die Zusté&nde seien durch die Zahl der Rufe im System definiert,
E(t)=1, i=0,1, N IR
Die Wartewahrscheinlichkeit W ist die Wahrscheinlichkeit, mit der
ein eintreffender Ruf warten muB (Wahrscheinlichkeit fiir Wartebe-

ginn). Dies ist immer dann der Fall, wenn ein Zustand angetroffen
wird, welcher weder sofortige Abfertigung noch sofortiges Verloren-
gehen bedeutet.
Vv n+sl—1 fiir D1,D2,D3b
W= )" pld , wobei v = ) (L.16)
i=n n+s1 fir D3a.
Die Verlustwahrscheinlichkeit B ist die Wahrscheinlichkeit, mit der
ein eintreffender Ruf bei Ankunft verlorengeht. Es ist
i p(n+s,) fiir D1,D2,D3b (4.17)
0 fliir D3a.

Die Erfolgs-Wartewahrscheinlichkeit W* ist die Wahrscheinlichkeit,
mit der ein eintreffender Ruf warten muB und seine Wartezeit er-

folgreich, d.h. mit der Belegung einer Leitung, beendet.

W fiir D1,D2,D3b

L. ntsg-1 (4.18)
w P fir D3a.

t=n
Die MiBerfolgs-Wartewahrscheinlichkeit W** ist die Wahrscheinlich-
keit, mit der ein eintreffender Ruf warten muB und seine Wartezeit

erfolglos, d.h. durch Verdréngtwerden, beendet; sie wird auch als
Verdréngungswahrscheinlichkeit bezeichnet.

M/**: 0 f%r D1,D2,D3b (4.19)
p(ﬁ+%) fir D3a.
Zwischen den GroBen W, W* und W** gilt stets die Beziehung
w o= wr W™ (4.20)

Der Verkehrswert Y ist die mittlere Zahl belegter Leitungen (Erwar-
tungswert)

n-1 n+s
Y = Zzz'-p(ﬁ) + n-Z p(1) (4.21)
=0 Z=n
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Der Warteverkehrswert {2 (auch Wartebelastung genannt) ist die

mittlere Warteschlangenlénge und berechnet sich als Erwartungs-

wert belegter Warteplédtze:
7+

0 = Z‘ (,‘:_,n),p(»f,') (4.22)
t=n
Die mittlere Wartezeit ty bezogen auf alle Rufe, die bei Ankunft
warten miissen (ohne Ansehen, ob sie erfolgreich oder erfolglos
warten), 148t sich aus der Bilanz

Q = (-wli, (4.23)

berechnen. Die mittlere Warteschlangenlénge ist dem Produkt gleich,
gebildet aus der mittleren Zahl von Rufen, welche pro Zeiteinheit
einfallen und warten miissen, A‘W, und der mittleren Aufenthalts-
dauer im Wartespeicher ty- Aus G1.(4.23) folgt
Pl
woAW
Die VF der Wartezeiten und ihre Momente, mittlere Wartezeiten er-
folgreich bzw. erfolglos wartender Rufe und die VF der Antwortzei-
ten sind Gegenstand des nichsten Abschnittes.

(4.24)

4.3 Wwarte- und Antwortzeiten

4.3.1 Definitionen

Ein beliebiger Ruf kommt in das System und beginnt zu warten. Es
konnen drei Typen von Zufallsvariablen der Wartezeiten (waiting
times) unterschieden werden:

Wartezeit Tw = Aufenthaltsdauer im Wartespeicher
Erfolgreiche Wartezeit TQ

Zeitintervall zwischen Ankunft
und Bedienungsbeginn

Zeitintervall zwischen Ankunft
und Verdringung.

il

Erfolglose Wartezeit TQ*

Als zuf@llige Aufenthaltsdauer erfolgreicher Rufe im System wird
definiert:

Antwortzeit TR = Zeitintervall zwischen Ankunft
und Bedienungsende.
Die zufdllige Antwortzeit Ty (response time) eines eintreffenden Ru-

fes setzt sich aus einer zufélligen erfolgreichen Wartezeit TQ und
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der sich daran anschlieBenden Bedienungsdauer Ts(gervice time) zu-

sammen:
Tg falls der Ruf sofort bedient wird )
T, = (4.25)

R Tﬁ + TS falls der Ruf warten mufB.

4.3,2 Der Warteprozef

Zur Bestimmung der Wartezeit wird ein sog. "Testruf" betrachtet.
Der Testruf komme zu einem beliebigen Zeitpunkt in das System und
beginnt zu warten. Es wird durch Betrachtung aller mdglichen Ereig-
nisse das Schicksal des Testrufs im Wartespeicher verfolgt.

R. SYSKI [15} hat fiir Markoff'!'sche Bedienungssysteme ohne unterbre-
chende bzw. verdréngende Disziplinen eine allgemeine Theorie der
Wartezeiten entwickelt, indem die Phase des Wartens des Testrufs

im Wartespeicher mit Hilfe eines aus dem E(t)-ProzeB konstruierten
sog. "modifizierten Prozesses" beschrieben wird. Diese Methode des -
modifizierten Prozesses soll im folgenden angewendet werden. Der
modifizierte ProzeB heiBe kurz "WarteprozeB',

Der Testruf kommt zu einem beliebigen Zeitpunkt (t=0) in das System
und startet einen speziellen WarteprozefB. Dieser WarteprozeB endet,
wern der Testruf entweder abgefertigt oder verdringt wird. Die Zu-
fallsvariable E(t) des Warteprozesses{ﬁ(t),tgo} gibt das Muster
aller jener Rufe an, welche zur Zeit t im System sind und die War-
tezeit des Testrufs beeinflussen konnen (der Testruf selbst ist in
diesem Muster n i ¢ h t enthalten).

§(t) ist i.a. ein Vektor, welcher aus mehreren Zustandskomponenten
zusammengesetzt ist. Die spezielle Definition von €(t) hinegt von
der Systemstruktur und der Systemorganisation ab.

Im einfachsten Falle ist £(t) wieder ein eindimensionaler Vektor,
welcher eine Zahl von beeinflussenden Rufen angibt. Als Beispiel
werde das System mit einer Warteschlange beil der Disziplin D1 be-
trachtet. Befindet sich der Testruf nach der Wartezeit t auf dem
i-ten Warteplatz, so ist E(t) = n+i-1 die Zahl derjenigen Rufe,
welche die Wartezeit des Testrufs noch beeinfluBt, gebildet aus
den n Rufen, welche gerade abgefertigt werden und den (i-1) Rufen,

welche vor dem Testruf in der Warteschlange warten und mit
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Sicherheit v o r dem Testruf abgefertigt werden. Im Gegensatz da-
zu haben alle Rufe, welche n a c h dem Testruf angekommen sind

und sich hinter dem Testruf in der Warteschlange eingeordnet haben,
keinen EinfluB auf dessen Wartezeit; sie sind deshalb in €(t) nicht

enthalten.

Mehrdimensionale Vektoren E(t) erhdlt man bei komplizierter struk-
turierten bzw. organisierten Systemen. Betrachten wir als Beispiel
wieder das einfache System mit einer begrenzten Warteschlange und
der Disziplin D3b. Ein Testruf treffe bei Ankunft z Wartende an und
werde wahrend einer Wartezeit t durch nachfolgende Bufe auf den
i-ten Warteplatz zurlickgeschoben. Nun ist g(t) = (n+i-1,z) ein
zweidimensionaler Vektor: die Komponente n+i-1 gibt die Zahl der
Rufe an, welche gerade abgefertigt werden bzw. in der Warteschlange
v o r dem Testruf warten (direkt beeinflussende Rufe). Die bei An-

kunft angetroffenen z Wartenden konnen erst n a c h dem Testruf

abgefertigt werden; sie haben jedoch auch einen Einfluf auf die

Wartezeit des Testrufs, da sie das Abweisen nachfolgender Rufe mit-
bestimmen, wenn die Warteschlange voll ist (indirekt beeinflussende
Rufe). Mehrdimensionale Vektoren 5 (t) gibt es vor allem bel Syste-

men mit mehreren Warteschlangen.

Allgemein konnen die Rufe, welche die Wartezeit des Testruf's be~

einflussen, in zweil Kategorien eingeteilt werden:

- Direkt beeinflussende Rufe
Dies sind Rufe, welche entweder gerade abgefertipgt werden
oder warten und v o r dem Testruf abgefertigt werden
bzw. Vv o r dem Testruf abgefertigt werden konnen ("Kon-
kurrenten", z.B. bei D2).
- Indirekt beeinflussende Rufe
Dies sind Rufe, welche entweder mit Sicherheit erst n & ¢ 143
dem Testruf abgefertigt werden oder auf den Testruf keine
Konkurrenz beziiglich einer Leitung ausiiben, deren Anwesen-
heit im System jedoch das Schicksal des Testrufs mitbe-
stimmt (z.B. bei D3b).
Der E(t)-ProzeB kann aus dem §(t)-ProzeR konstruiert werden, in-
dem nur diejenigen Uberginge des g(t)~Prozesses bericksichtigt
werden, welche einen EinfluB auf die Wartezeit des betrachteten

Testrufs haben. Da der £(t)-ProzeR die Markoff'sche Eigenschaft
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besitzt und die Uberginge des £(t)-Prozesses eine Untermenge der
Ubergidnge des €(t)-Prozesses sind, besitzt auch der £(t)-Prozes
die Markoff'sche Eigenschaft.

Der £(t)-ProzeB startet nur dann, wenn der Testruf bei seiner An-
kunft weder sofort bedient noch abgewiesen wird. Er endet entweder
durch Abfertigen (Bedienungsbeginn) oder Verdrdngen des Testrufs.
Alle Zustédnde, welche das Enden des £(t)-Prozesses bedeuten (sie
"absorbieren" den Testruf), werden in einer "Tabu-Menge" H zusam-
mengefaflt. Die "Lebenszeit" des E(t)—Prozesses dauert also so lange
an, wie seine Zust&nde auBerhalb der Tabu-Menge H bleiben. Die War-
tezeit des Testrufs kann auf diese Weise als "Zeit fiir den ersten
Eintritt in die Tabu-Menge H"aufgefaBt werden.

Fiir die Uberginge des £(t)-Prozesses werden nun - in entsprechender
Weise wie fir den E(t)-ProzeB - bedingte iiberpangswahrscheinlich-
keiten und Sprungkoeffizienten definiert (die Zustande i, j beziehen
sich nun auf den E(t)-ProzeB).

HP(t;j{i) sei die bedingte ibergangswahrscheinlichkeit dafiir, daB
der £(t)-ProzeR in der Zeit t vom Ausgangszustand i unter Meidung
der Zusténde der Tabu-Menge H in den Zustand j iibergeht:

WPlE71E) = Pl & 1, 0cuct £ ~7le@=1}, o5 én. (4.26)

Gehtren 1 bzw. j oder beide der Menge H an, so ist HP(t;jli) = 0.
Eine Vollstandigkeitsrelation filir die bedingten {bergangswahrschein-
lichkeiten - entsprechend Gl.(4.5a) fir den E(t)-ProzeB - gilt fiir
den E(t)-ProzeB n i ¢ h t. Da der £(t)-ProzeR wihrend der Zeit t

enden kann, gilt
D PglE) <1 k20 idny (b.27)
FEH
Die Vollst&ndigkeitsrelation kann jedoch wieder hergestellt werden,
wenn die Bedingung j¢H fallengelassen wird.

Entsprechend Gl.(4.7a) und (4.7b) erhalten wir die Sprungkoeffizien-
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tim

1 _Hp(t/ Z/VH)
¢ 0 ¢

- ?(0 , ‘ ¢ H. (4.28b)
Bedeutet £(1) die bedingte Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte fur

das Enden des £(t)-Prozesses vom Zustand i aus, so gilt die Voll-
stédndigkeitsrelation

9ld) = Z q9(i7) +E(¢) , 1 EH. (4.28¢)
77
7 EH
Da der §(t)-ProzeB die Markoff'sche Eigenschaft besitzt, gehorchen
die bedingten Ubergangswahrscheinlichkeiten wieder den beiden Kol-
mogoroff'schen Gleichungen. Fiir die Bestimmung der Wartezeiten ist
insbesondere die KOLMOGOROFF-Riickwirts-Gleichune interessant:

jf“HP(f,»jlz‘) = = 9(d,Plt z13) ;;- 94%) PLFI%), 47 & H. (4.29)
7

KEH
4.3.3 Bedingte Wartezeitverteilungsfunktionen

a) Bedingte Wartezeitverteilungsfunktionen aller wartenden Rufe

Ein Ruf kommt in das System und treffe den Zustand E(0)=1, i,¢H, an.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit w(t|i) wartet er lédnger als die Zeit
t (t20)? Die Wahrscheinlichkeit w(t|i) heiBt bedingte (komplemen-
téare) Wartezeitverteilungsfunktion und ist wie folegt definiert:

ten fiir den & (t)-ProzeR:

Iom HP(i;ju‘) = gki) , i+p 5;¢H, (4.28a)

t—>0

witle) = P{1,>tlg=c} , < ¢H. (4.30)

Es wird nun der Zusammenhang zwischen den bedingten Wartezeitver-
teilungsfunktionen und den bedingten Ubergangswahrscheinlichkeiten
des E(t)-Prozesses hergestellt. Wie weiter oben schon ausgefiihrt
wurde, kann die Wartezeit eines Testrufs als "Zeit fiir den ersten
Eintritt in die Tabu-Menge H" aufgefaBt werden. Der Testruf wartet
l1&dnger als die Zeit t, solange der E(t)-Prozes beliebige Zu-
stédnde auBerhalb H annimmt, d.h. mit G1.(4.26)

w(tz)

P{g(a)$H,0<u<tlg(o) :1:}
; Pew) ¢H, 0cuct, et)=5le@=s} - (4.31)
76H

) Pzl
FEH
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Durch Summation von Gl.(4.29) entsprechend Gl.(4.31) erhdlt man
die KOLMOGOROFF-Rickwirts-Gleichung fir die bedingten Wartezeit-
verteilungsfunktionen:

d—‘:—w(tlﬁ = - ?(i}w*(fit’) +ﬁ;{7(¢,’é)l4’(f|ﬁ)/ < d;H (4.32)
£ EH

GemdB Gl.(4.32) sind die bedingten Wartezeitverteilungsfunktionen
aus einem System gekoppelter linearer Differentialgleichungen
1. Ordnung zu bestimmen. Zur eindeutigen Auflosung missen jedoch

noch die Anfangsbedingungen angegeben werden.

Betrachten wir hierzu zunichst nur die bedingten Wartezeitvertei-
lungsfunktionen der Rufe, welche nach ihrer Ankunft warten, o h n e
Riicksicht auf das spidtere Schicksal (Abfertigung bzw. Verdréngung).
Aus der Definitionsgleichung (4.30) entnehmen wir fiir t = 0, daB
w(ol1), i$}{, identisch ist mit der Wahrscheinlichkeit des Auftre-
tens einer positiven Wartezeit. Wenn jedoch der Ruf warten muB, was
vorausgesetzt wird (14 H), so tritt eine positive Wartezeit mit der
Wahrscheinlichkeit 1 auf:

w(oli) =1, <4&H. (4.33)

7
Als ni3chstes werde der Grenzwert
. witle,
t—0+ at
untersucht. Dieser Grenzwert wird aus

w(dtlc) = w (o]
At

erzeugt flir dt —0.

Mit
w(dtlc) —w0ls) =P{T,>dt|§0) =<} -P{T, >0lE @)=} =-P{o <7, £ dt|c@ =<}

folgt

/&hn dw'{flt) — _E(’t.) ;

T (4.34)

wobei €(1) die (bedingte) Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte fiur
das End en des £(t)-Prozesses vom Zustand i aus ist. Wird nun
Gl.(%.32) an der Stelle t = O+ betrachtet, wobei w(0|i) nach G1.
(4.33) eingesetzt wird, so ergibt sich gerade die Vollsténdigkeits-
relation Gl.(4.28c).
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b) Bedingte Wartezeitverteilungsfunktionen erfolgreich bzw.
erfolglos wartender Rufe

Bei Abfertigungsdisziplinen, welche Verdrangung aus dem Wartespei-
cher zulassen, endet die zufdllige Wartezeit eines Testrufs entwe-
der erfolgreich (Bedienungsbeginn) oder erfolglos (Vefdréngung). Es
werde nun nach den bedingten Wartezeitverteilungsfunktionen der er-
folgreich (*) bzw. erfolglos (**) wartenden Bufe gefragt:

w) = P{T>t|E0 =1}, <éH, (4.352)

bzw.

[

W) = PiTiStlem=1}, 74, (4.35b)
Durch Betrachtung der Warteprozesse fiir die erfolgreich bzw. erfolg-
los wartenden Rufe ergibt sich, daB flir w*(t|1) bzw. w**(t]i), 1€ H,
jeweils dasselbe Differentialgleichungssystem gilt wie flr witii),
Gl.(4.32). Zwischen w(t|i), w*(t]i) und w**(t|i) gilt die Beziehung

witli) = whiele) + ), < §H. (%.36)
Die drei in ihrer Koeffizientenstruktur gleichen Differentialglei-
chungssysteme unterscheiden sich in den Anfangsbedingungen w(oli),
w*(0]1) und w**(0l1), 1¢H. Fir w(0|1) gilt stets G1.(4.33). Fir
w*(0]i) bzw. w**(0]i) kenn das Differentiaslgleichungssystem an der

Stelle t = O+ benutzt werden. Hierzu sind die Grenzwerte

o dwltll) %,
t-‘f”ﬁ —F T T€f), (4.372)
bzw. %,p/ Y
tm B g, < (.370)
t—0+

erforderlich. £*(i) bzw. £**(1i) bedeuten die bedingten Ubergangs-
wahrscheinlichkeitsdichten filir das Enden des jeweiligen Wartepro-
zesses vom Zustand i aus. Man gewinnt diese Grofen unmittelbar aus
dem Ablauf des Warteprozesses fiir die erfolgreichen bzw. erfolglo-
sen Rufe unter Beachtung, daB erfolgreiche Rufe nur durch Bedie-
nungsbeginn, erfolglose Bufe nur durch Verdréngung den Warteprozef

beenden.

Die Anfangsbedingungen w*(0|i) bzw. w**(0|i), 14 H, bestimmen sich
also jewells aus einem linearen Gleichungssystem. Wegen Gl. (4.33)
und (4.36) gilt w*(0|1) + w**(0|1) = 1, i ¢ H; es braucht aus diesem
Grunde jedoch nur eines der beiden linearen Gleichungssysteme auf-
geldst zu werden. Die Anfangsbedingungen w*{0|1) bzw. w**(0|i) sind
gleichzeitig auch die Wahrscheinlichkeiten fir Erfolg bzw. MiBer-
folg vom Startzustand £(0) = i aus.
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Abschlieflend sei noch auf ein praktisch sehr einfaches Beweisver-
fahren fir die KOLMOGOROFF-RiickwBrts-Gleichung der bedingten War-
tezeitverteilungsfunktionen Gl.(4,32) hingewiesen, welches auf

C. PALM [16] zuriickgent.

Ein Testruf kommt in das System und trifft den Zustand §(O) = i,
i¢‘H, an. Es wird das differentielle Intervall der Linge dt nach
der Ankunft betrachtet. Es gibt zwei Mglichkeiten im Intervall at:

1. Es f&8llt ein neuer (beeinflussender) Ruf ein oder es endet
eine der Belegungen.

Der Zustand §(O) = 1 des Warteprozesses geht hierdurch in
einen Zustand £(dt) = k mit der Wahrscheinlichkeit g(i,k)dt
uber, k#i,l{$H. Von dort aus wartet der Testruf lédnger als
die Zeit (t-dt) mit der Wahrscheinlichkeit w(t-dtl|k).

2. Es ereignet sich nichts.

Der angetroffene Zustand £(0) = 1 bleibt erhalten, sodaB
£ (dat) = i. Es ereignet sich nichts im Intervall der Linge
dt mit der Wahrscheinlichkeit 1-q(i)dt. Der Testruf wartet
sodann vom Zustand £(dt) = i aus langer als die Zeit (t-dt)
mit der Wahrscheinlichkeit w(t-dt|i).

Der gesamte Zeitintervall ist in zwel aufeinanderfolgende Abschnitte
zerlegt, die Spanne dt und die Restzeit (t-dt). Wie bei der Ablei-
tung der CHAPMAN-KOLMOGOROFF-~Gleichung (4.6a) konnen wir deshalb
ansetzen:

witld) =) gl0)dt ule-atlh) +[1-g)dtlwit-atie) 7§,
Ret
2EH

“’ff"gfﬁ'd*'ﬁ = gl + )" glikjult-atl), < &4

oder

A1
£EH
Durch Grenziibergang dt—0 folgt hieraus sofort Gl.(4.32).

4.3.4 Absolute Wartezeitverteilungsfunktionen

Die absolute VE der Wartezeiten beziiglich aller Rufe o h n e Riick-
sicht auf den angetroffenen Zustand,

W(>t) = P{T,>¢t} , (4.38)

- 46 -

erhdlt man durch Mittelbildung iliber die bedingten Wartezeitver-
teilungsfunktionen aller antreffbaren Zusténde i¢E{, verbunden
mit den "Antreffwahrscheinlichkeiten" P(1i)

wit) = Z Pld)w(t]c) , (4.39)
TEH
wobeil
Pl) = P{Em =<} , céH. (i . 40)

Die Antreffwahrscheinlichkeiten P(1) kénnen aus den stationiren
Zustandswahrscheinlichkeiten gewonnen werden.

G1l.(4.39) gilt in entsprechender Weise auch fiir erfolgreich bzw.
erfolglos wartende Rufe:

W >t) = 37 pr)wttele) | (4.41a)
CEH
bzw.
Wt = Z Pli)w**(t]c) (4.41D)

‘éH
Insbesondere erhdlt man fir t = 0 die Wartewahrscheinlichkeiten W,
W* bzw., W**:

W(>0) = W , (4.42a)
W (>0) = Wt (4.42b)
WA (>0) = W (4.42¢)

Zwischen den GrdSen W, W* und W** gilt auBerdem die Beziehung Gl.
(4.20).

Die VF der Wartezeiten bezogen auf die wartenden Rufe, erfolgreich
wartenden Rufe bzw. erfolglos wartenden Rufe sind dann durch

W(>t) /W, W (>t)/W* bzw. W**(>t)/W** gegeben. Diese (normierten)

VF nehmen fir t = O den Wert 1 an.

In den folgenden Abschnitten wird auf die prinzipiellen mathema-

tischen Methoden zur Behandlung der Differentialgleichungssysteme
fir die bedingten Wartezeitverteilungsfunktionen bzw. der linearen
Gleichungssysteme filir die entsprechenden bedingten Momente einge-

gangen.
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4,3.5 Laplace-Transformierte der Wartezeitverteilungsfunktionen
und Eigenwertproblem

Zur weiteren Behandlung des Differentialgleichungssystems (4.32)
wird die Laplace-Transformierte der bedingten Wartezeitverteilungs-
funktion eingefiinrt [17]-

Wisle fw(tlt)exp (-st) dt (4.43)
t=0

wobei § = 6+ jw die komplexe Bildvariable bedeutet. Wird die La-
place-Transformation auf Gl.(4.32) angewendet, so erhdlt man

[s+q()IWGsle) = ) gl R)W(s|4) = wlols), < &H. (4.44)
b
AEH
Es sei vermerkt, daB Gl.(4.44) auch fiir erfolgreich bzw. erfolglos
wartende Rufe gilt, wenn alle Wahrscheinlichkeiten bzw. deren Trans-
formierte mit * bzw. ** versehen werden.

Die Sprungkoeffizienten des E(t)—Prozesses werden in der Matrix
A - (-7[¢,é}) (4.45)

zusammengefaBt, wobei -g{i,i) = q(i). Die Koeffizienten des Glei-
chungssystems (4.44) lauten dann in Matrixschreibweise

K=A+sI, (4.46)

wobei [ die Einheitsmatrix bedeutet.

Als LOsung des Systems (&.4@) erhdlt man gebrochen rationale Funk-
tionen in s, wobei das Nennerpolynom mit det(A + sI ) identisch ist.
Durch Partialbruchentwicklung folgt
s’ (f)
St ' (4.47)
W( I ) Z (‘5. 5') ’ 4 &‘H/

P=1 £=1

wobei e, die Nullstelle der Vielfachheit K, Dbedeutet, vy=1,2,...,N".
Die GroBe N' kenmzeichnet die Anzahl verschiedener Nullstellen, wih-
rend N den Rang des Systems (4.44) angibt. a;:?sind die Residuen

der Partialbruchentwicklung, »=1,2,...,N'; #=1,2,...,K,, 14 H.
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Zwischen N, N' und Ky gilt auBerdem die Beziehung

ZK—N
Die Laplace-~ Rucktransformation [17] von W(s|i) nach Gl.(4.47) lie-

fert den gesuchten Ausdruck fir die bedingte Wartezeitverteilungs-

funktion
x-4

witld) = Z em(eyf)z (x Tl ‘4H . (4.48)

Mit GL1.(4.39), (4.40) und (4.48) ist die Wartezeitverteilungsfunk-
tion damit prinzipiell bekannt.

Die Hauptschwierigkeit bel der Bestimmung der Wartezeltverteilungs-
funktion entsteht bei der Bestimmung der Nullstellen (Eigenwerte)

von

aet (A+s]) =0 (4.49)

]

welche auch bei der sog. Eigenwertaufgabe ﬁ8] auftritt: Man finde
einen Vektor X derart, daB

AX +sX =0 . (4.50)

G1.(4.50) hat dann und nur dann nichttriviale L&sungen, wenn Gl.
(4.49) erfiillt ist.

Liegt die Matrix der Sprungkoeffizienten Gl.(4.45) des E(t)-Pro-
zesses vor, so kann das Wartezeitproblem bei Markoff'schen Bedie-
nungssystemen auf ein Eigenwertproblem reduziert werden. Die Unter-
suchung der Wartezeiten beginnt deshalb zundchst mit der Untersu-
chung der Eigenwerte. Es gibt hierfir Kriterien, welche von der
tcharakteristischen Gleichung" (4.49) ausgehen (HURWITZ, STURM).

In dieser Arbeit wird die Kenntnis der Koeffizienten des "charak-
teristischen Polynoms" det(A + sI ) jedoch nicht vorausgesetzt;

es werden nur Kriterien benutzt, welche von den Elementen der

Matrix A ausgehen.

4,3,6 Momente der Wartezeitverteilungsfunktionen

In vielen Fdllen ist die exakte Berechnung der Wartezeitvertelilungs-

funktion mit sehr groBem Rechenaufwand verbunden. Zur Beurteilung
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der Eigenschaften des Warteprozesses werden dann die Momente der
Wartezeitverteilungsfunktion herangezogen.

Es sei h(t|i) die Dichte der bedingten (nichtkomplementédren) Warte-
zeitverteilungsfunktion 1-w(t{i), d.h.

Altl) = - a% Wwit|i) . (4.51)

Das K-te Moment der bedingten Wartezeitverteilungsfunktion ist de-
finiert als

M) = [ ¢%elc) ar. (4.52)
t=0

Ist H(s|i) die Laplace-Transformierte von h(tli), so gilt die Kor-
respondenz [1ﬂ

K
Ny — 4%7 Hisle) (4.53)

Aus der Definition der Laplace-Transformation sowie Gl.(4.52) und
(4.53) folgt

e
My (%) = tim (< L Hislg) (4. 54)

K
s—0 ds

Wird G1.(4.32) nach t differenziert und die Laplace-Transformation
angewendet, so folgt

[s+q)]H(sle) - Zy(@é)H(slé) = €((), 1H. (4.55)

é .
£EH
Sukzessive Differentiation-von Gl.(4.55) nach s und Grenziibergang

s—0 fihren mit Gl.(4.54) auf folgende Rekursionsgleichungen fiir
die bedingten Momente

9IM ) = )7 18 M(E) = KM (), < &H, (4.56)

b+¢ K=12 .,
b EH "

wobei Mo(i) = w(0]1i).

Fir erfolgreich bzw erfolglos wartende Rufe gilt das G1.(4.56) ent-
sprechende System, wenn MK(i) durch M%(i) bzw. M%‘(i) ersetzt wird.
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Aus Gl.(4.56) ist zu ersehen, daB fiir jedes K=1,2,... ein lineares
Gleichungssystem aufzuldsen ist. Die Lésungen filir das (K-1)-te
System erscheinen als "rechte Seiten" im K-ten Gleichungssystem,
womit eine rekursive Aufldsung beziiglich K moglich is@.

Die absoluten Momente der Wartezeitverteilungsfunktion ergeben sich
mit Gl.(4.39) zu
Me = )] POMI(), K=12. (4.57)
TEH
Es sei an dieser Stelle noch vermerkt, daf die Momente fiir die

approximative Losung der Wartezeitverteilungsfunktion mit Vorteil
angewendet werden kdnnen, worauf wir in 8.2.5 noch zuriuckkommer .

4.3.7 Mittlere Wartezeiten

Die mittlere Wartezeit beziiglich aller bei Ankunft wartenden Rufe,
tw, wurde bereits mit Hilfe der mittleren Warteschlangenlidnge in
G1.(%4.23) berechnet. Mit dieser Methode ist es jedoch nicht mdg-
lich, bedingte mittlere Wartezeiten oder mittlere Wartezeiten er-
folgreich bzw. erfolglos wartender Rufe anzugeben, wenn verdringen-
de Prioritédten zugelassen werden.

Flir die (bedingten) mittleren Wartezeiten fir Warten vom Startzu-
stand §(0) = 1 aus gilt

00
byl = [thtl)dt = M(g)
f_io (4.58)
= [wtlodt - ol cen.
t=0

Die bedingten mittleren Wartezeiten tw(i), i¢!L errechnen sich also
aus einem linearen Gleichungssystem (entweder Gl.(4.56) fiir K=1 oder
Gl.(4.44) fiir s=0).

Gl.(4.58) gilt entsprechend auch fiir erfolgreich bzw. erfolglos war-
tende Rufe. In jedem Falle hat wegen Gl.(4.36) die Beziehung

b () = 4710 + L) éu, (4.59)

Gliltigkeit.
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Die absolute mittlere Wartezeit bezliglich & 1 1 e r wartenden Rufe,

ty (bzw. t&, t@‘), wird durch Integration der Wartezeitverteilungs-
funktion der wartenden Rufe, W(>t)/W (bzw. W*(>t)/W*, W**(>t)/W**),
gewonnen. Mit Gl.(4.39) und (4.58) folgt

t, = .Mg_gH Ple)ty(5) (4.60)

1

Ein Vergleich von Gl.(4.57) mit Gl.(4.60) lehrt, daB

M,, = Wity (4.61)

4.3.8 Antwortzeiten

Die Antwortzeit TB beschreibt die erfolgreiche Aufenthaltszeit ei-
nes eintreffenden Rufes im System. Der eintreffende Ruf kann folgen-
de Schicksale erleiden:

Schicksal Antwortzeit Wahrscheinlichkeit
Bedienung ohne Warten TS 1-B-W
Verlust 0 B
Erfolgreiches Warten Tﬁ + Tq W*
Erfolgloses Warten 0 W

Die Verteilungsfunktion der Antwortzeiten eines beliebigen Rufes
R(>t) = P{Ta>t]} (4.62)

stellt sich demnach dar als
Ri>t) = (1-8-w)-S(>t) +W P{R +Ts >t} +(6+W™)-0  (4.63)

In Gl.(4.63) ist als einzige unbekannté GrdBe noch die VF einer Sum-
me von Zufallsvariablen zu bestimmen. Nach einem Satz der Wahr-
scheinlichkeitstheorie ist die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion ei-
ner Summe von Zufallsvariablen gleich der Faltung der Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktionen der einzelnen Zufallsvariablen. Hierbeil
mufl vorausgesetzt werden, daB die Zufallsvariablen voneinander un-
abhingig sind.

Mit 4 Wit d Wt

dyrlt) = ZF "VV(T") =7 wi‘ / (1. 6ha)
und

do(#) = ig%)_ = £ oexp(-&4) (4.64D)
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folgt zun#chst flir die Dichte von P Tﬁ + TS < t}

A plrreTs £t} = dyelt) % ds®) = [ QD) d(t-D)dr (4.65)
und aus GL.(k.65) e
¢
p{'];v*.,h"/:g >t} = 1 -f fa!h,;(l’%ds(rz-l)dydf . (4.66)
'Z:D T=0

Mit der Kenntnis der Verteilungsfunktionen der erfolgreichen Warte-
zeiten und der Belegungsdauern kann nach Gl.(4.63) mit G1.(4.66)
die Verteilungsfunktion der Antwortzeiten berechnet werden (Dieses
Verfahren 188t sich allerdings nur dann anwenden, wenn alle Lei~
tungen dieselbe Belegungsdauerverteilung besitzen).

Der Faltungsoperation zweier Zeitfunktionen im Zeitbereich Gl.(4.65)
entspricht im Bildbereich die Multiplikation der entsprechenden La-
place-Transformierten. Auf diese Weise gelangt man zu dem Ergebnis

P{RS+Ts <2} =x"{w*(s)» ;%—E—} , (4.67)
wobei W*(s) =& {w*(ét)/w*}.

Die mittlere Antwortzeit beziiglich aller erfolgreichen Rufe, tE’ er-
h&lt man durch Integration der Antwortzeitverteilungsfunktion der
erfolgreichen Rufe R(>t)/R(>0) zu

: w* *
tg = 5 + oty - (4.68)
(t.=mittlere Belegungsdauer, tf=mittlere Wartezeit der erfolgreich
S W

Wartenden, R(>0) = 1-B-W** = Erfolgswahrscheinlichkeit).

4.4 Markoff'sche Bedienungssysteme mit mehreren Eingangs-
Warteschlangen

Im Vorangehenden wurde die Theorie der Markoff'schen Bedienungs-
systeme fiir den Fall einer einzigen Warteschlange entsprechend
Bild 1(a) dargelegt. Es sollen nun die Erweiterungen auf die Falle
g >1 Warteschlangen entsprechend Bild 1(b) und 1(c¢) diskutiert
werden. Der Allgemeinheit wegen werde das Bedienungssystem mit un-
vollkommen erreichbaren Leitungen entsprechend Bild 1(c) zugrunde-

gelegt.
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4.4.1 Zustinde als ZufallsprozeR

Die Zustidnde des Systems miissen durch ein hinreichend differenzier-
tes Muster aus Belegungen von Leitungen und Wartepldtzen charakte-
risiert werden, damit eine exakte Beschreibung des £ (t)-Prozesses
moglich ist. "Hinreichend differenziert" bedeutet hierbei, dag

- mit Ricksicht auf Struktur und Organisation des Systems - die
Matrix Q@ der Ubergangswahrscheinlichkeitsdichten des €(t)-Pro-
zesses 1n eindeutiger Weise angegeben werden kann.

Die Zusténde des Systems werden durch einen (n+g)~dimensionalen
Vektor gekennzeichnet:

E&) =ty 2,025,025) (4.69)

wobei Xq 6[0,1], Je nachdem Leitung I frei oder belegt ist, und
2y €{O,SJ} die Zahl belegter Wartepldtze in der Warteschlange J

angibt, I = 1,2,...,n, J =1,2,...,¢g.

Die Darstellungen von 4.1 haben fiir beliebig vieldimensionale Zu-
stdnde Gliltigkeit. Die Definition der charakteristischen GrofRen
folgt prinzipiell den Ausfiihrungen in 4.2; es muB jedoch zwischen
KenngroBen unterschieden werden, welche sich auf das gesamte System
bzw. nur auf eine spezielle Warteschlange beziehen.

4.4.2 Der WarteprozeB

Entsprechend den g verschiedenen Anrufprozessen bzw. Warteschlangen
gibt es g verschiedene Warteprozesse. Zur allgemeinen Betrachtung
wird ein Testruf des Anrufprozesses J ("J-Testruf") angenommen;

der WarteprozeB beziiglich des J-Testrufs heiBe Qj(t)~?roze8,

J =1,2,...,z (Ohne Einschrénkung der Allgemeinheit kann spiter

J = 1 gesetzt werden).

Bild 6azeigt die Verhdltnisse der J-ten Teilgruppe. Der J-Testruf
wird vom J-ten AnrufprozeB mit der mittleren Anrufrate )J erzeugt .
J-Rufen ist ein Warteraum von insgesamt S5 Warteplétzen zugeordnet .
Es werden kJ<in Leiltungen zur Abfertigung erreicht, die zugehdrigen
mittleren Enderaten sind,El, 62,...,Ek (Bei vollkommener Erreich-
parkeit ist k =n). J

L

17\
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1 —o—&,
2—o—E&,

kJ_o'_—EkJ

Bild 6a. Zur Definition des Warteprozesses beziiglich eines

J-Testrufs

Trifft ein J-Testruf ein, so startet der QJ(t)-ProzeB nur dann,
wenn mindestens alle kJ Leitungen belegt sind und wenn der J-Test-
ruf nicht sofort abgewiesen wird. Die kJ Rufe, welche gerade ab-
gefertigt werden, haben in jedem Falle einen direkten EinfluB auf
die Wartezeit des J-Testrufs. Aus den wartenden Rufen innerhalb
der J-ten Warteschlange wird - nach MaBgabe der Abfertigungsdis-
ziplinen innerhalb un 4 zwischen den Warteschlangen - ein Muster
gebildet, welches nur diejenigen Rufe enthdlt, die einen direkten
oder indirekten EinfluB auf die Wartezeit des J-Testrufs ausiiben.
Der J-Testruf ist dabel in diesem Muster nicht enthalten.

Unter den kJ erreichbaren Leitungen gibt es kj (O<<kj s kJ) Leitun-~
gen, welche auBerdem von Rufen anderer Anrufprozesse erreicht wer-
den (Fir kj:o zerf&llt das Bedienungssystem in zwei unabhéngige
Teilsysteme; dieser triviale Fall sei durch kj >0 ausgeschlossen).
Hierdurch wird die Wartezeit des J-Testrufs auch von Rufen aus je-
nen g1 Teilgruppen, welche mit Ausnahme der Teilgruppe J noch eine
oder mehrere der kj Leitungen erreichen, direkt beeinfluBt. Uber
die restlichen (n—kJ) Leitungen sind i.a. auch noch indirekte Be-
einflussungen der Wartezeit des J-Testrufs durch Rufe der anderen
Teilgruppen mdglich.

Beispiel:
Die Konstruktion der Zusténde des g&(t)—Prozesses soll im folgenden
Beispiel veranschaulicht werden. Gegeben sei ein Bedienungssystem

mit unvollkommen erreichbaren Leitungen entsprechend Bild 6b.
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| n=7 TR . . .
—_— — - — i der Disziplin B jedoch beschleunigend auf die Abfertigung des 2-
_ j— p— ma— Betrachtete Teilgruppe: J =2
:::}!! :::}22|:::}i ;;:}i k.= 3 Testrufs (Akzelerationseffekt), sie sind daher indirekt beeinflus-
e (1], GRS L © ommm (13 w4 2=
prosm— =Y g pr— h > .
o€, ] g4 ot ots Kp= 2 = 2 - Testruf sende Rufe
| = 2 =
o T Eo o o€, Ez 4 wartender Ruf Das "hinreichend differenzierte" Zustandsmuster fir den & 2(t)—
n - = p—
K.=3 k273 K %? k=D 2 leerer Warteplatz Proze 18t sich in diesem Beispiel dann folgendermaBen definieren:
ke e ke
= . Ly (4.70)
£, (t) (*7“ Xe, X6, Xz7 12,297 %, 13, 14) .
Bild 6b .Zur Konstruktion des QJ(t)-Prozesses bei Bedienungs-
systemen mit mehreren Warteschlangen Nachdem die Zusténde des §b(t)-Prozesses definiert sind, kann die

| 2z A in die Warteschlange eingeordnet haben,
3?2 \ 3 4 g-=4 nach dem 2-Testruf abgefertigt;
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werden mit Sicherheit erst

ihre Anwesenheit wirkt wegen

Matrix der Sprungkoeffizienten AQJ entsprechend Gl.(4.45) angege-

Es werde der WarteprozeB beziiglich der Teilgruppe J = 2 betrachtet. ben werden.

Die Abfertigungsdisziplin innerhalb der 2. Warteschlange sei D1,

Stellvertretend hierfiir sei die Differentialgleichung flir den Warte-

zwischen den Warteschlangen werde nach Disziplin B mit Wahrschein-
lichkeiten abgefertigt, welche proportional zu den momentanen War-
teschlangenlédngen sind.

Der §2(t)-ProzeB existiert iliberhaupt nur, wenn die Leitungen 1, 2
und 3 belegt sind, d.h. wenn x1=x2=x3=1. Wir brauchen den Belegungs-
zustand dieser drei Leitungen deshalb nicht extra im Zustandsmuster
zu kennzeichnen, wir miissen aber den EinfluB dieser Belegungen beil
den Sprungkoeffizienten beriicksichtigen. Die Leitungen 4, 5, 6 und
7 konnen ein beliebiges Belegungsmuster (xu, X5, Xg, x7) bilden; in
den Wartespeichern 1, 3 bzw. 4 konnen sich jedoch nur dann Warte-
schlangen aufbauen, wenn jeweils die erreichbaren Leitungen der zu-
gehorigen Teilgruppe belegt sind.

Wartende Rufe der 1. und 3. Warteschlange (il bzw. 13) sind Konkur-
renten zum 2-Testruf beziiglich der Leitungen 2 bzw. 3, sie sind da-
her direkt beeinflussende Rufe. Wartende Rufe der 4. Warteschlange
(i,) sind keine Konkurrenten zum 2-Testruf; sie beeinflussen liver
Leitung 7 jedoch Rufe der 3. Teilgruppe und damit indirekt auch den
2~-Testruf. v

wobeil

Die auBer dem 2-Testruf in der 2. Warteschlange wartenden Rufe kon-
nen in zwei Klassen eingeteilt werden. Die 12 v or dem 2-Testruf
wartenden Rufe werden wegen DI v o r dem 2-Testruf abgefertigt,
sie sind also direkt beeinflussende Rufe. Die z, Rufe, welche

n a ¢ h dem Testruf eingetroffen sind und sich hinter dem 2-Testruf

zustand (1,1,1,1;12,22;i1,i3,o) angegeben:

d . L. 4 il . o
W;/Wm;a,zzm,a,a)=—/2sz+ D €j (111 4,2, 4, 17, 0)
I=1

+ = Ay (1111, 4,2, 6415, 0)
* A w3t 1,17 6,214, %5,0)
* Ay (111,090,209, 4571,0)
* Ay 5 (8111440, 2, 44,45, 1)

e+ 0 t8) y(t111.09 512, 4,5, 0
+ (ertEs1 +6,) (1,174, 2, 4714, 0)
* eyt es +e7) M1, 1: 4,2, 4 51 0)

+ & (1101, 4,2, 4,40/,

1,42, +1

—f
2 yrtrz 41

—52‘5;*{2*22*4 22 =

i = Zaa 2l
£ = —_— Eoy = B Err =&y
1= % Ltz etrty 32 3 ez ety 35 &

(4.71)

%

Gzt
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Die weitere Behandlung von Systemen aus Differentialgleichungen
dieser Art erfolgt entsprechend dem in 4.3.5 beschriebenen Weg.
In den Kapiteln 6 bzw. 7 werden flir Systeme vollkommener bzw.
unvollkommener Erreichbarkeit die Félle im einzelnen ndher be-
handelt.

4.4.3 Einige Eigenschaften mehrdimensionaler Prozesse

Die linearen Differentialgleichungssysteme zur Beschreibung des
Zufallsprozesses der Systemzusténde, entspr. der Kolmogoroff-Vor-
wérts-Gleichung (4.12), bzw. des Warteprozesses, entspr. der Kol-
mogorof f-Riickwédrts-Gleichung (4.32), werden fiir allgemein mehrdi-
mensionale Zufallsvariable mit Hilfe sog. "Zustandsrdume" bzw.
"Wartezustandsrdume", welche die Zust&nde des Prozesses sowie deren
Ubergénge mit den zugehdrigen Ubergangskoeffizienten enthalten,
Ubersichtlich dargestellt, vergl. Kap. 5 bis 7. Dabei wird aufge-
zeigt, wie sich die Struktur der geometrischen Zustandsriume in
der Matrix-Koeffizientenstrukitur der Gleichungssysteme nieder-
schlagt. Beide Darstellungsarten - lineare Differentialgleichungs-
systeme und Zustands- bzw. Wartezustandsrdume - werden im weiteren
Verlauf der Arbeit als vdllig gleichwertige Beschreibungsweisen fir
die Zufallsprozesse nebeneinander benutzt.

Die geometrische Darstellung 18Bt u.a. eine schnellere Einsicht in
den Aufbau der Gleichungssysteme und deren Losungsstrategie zu. Im
folgenden sollen noch einige Eigenschaften mehrdimensionaler Pro-
zesse aufgezeigt werden, welche zur Reduzierung des Grades der
Gleichungssysteme von Bedeutung sind.

a) Instationdrer ProzeR der Systemzusténde

Kann man allgemein den Zustandsraum Z der Systemzustinde durch einen
Schnitt in zwei Teilraume Z' bzw. Z'' zerlegen, derart, daB beide
Teilrdume nur liber einseitig gleichsinnig gerichtete {berginge Ver-
bindung miteinander haben, so kann derjenige Teilraum fir sich be-
trachtet werden, von welchem die einseitig gerichteten ﬁbergénge
ausgehen, vergl. Bild 7a und Gl.(4.72a,b).

Gl.(4.72a,b) folgt aus der Kolmogoroff-Vorwidrts-Gleichung (4.12),
angewendet auf den Teilraum Z'. Dieser Fall kommt nur im Zusammen-
hang mit instationéren Prozessen vor, bel denen transiente System-

zusténde auftreten.
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Bild 7a. Instationdrer Teil-ProzeB der Systemzustinde

FPH) =g, Pllg) + ) G PEE) (t.72a)

wobei ! é’*jl
= TRV ] , N
7y }%W ’ ; Yo+ FiE €L (4.720)

b) Stationdrer ProzefR der Systemzusténde

Kann man allgemein den Zustandsraum Z der Systemzustande durch einen
Schnitt in zwel Teilréume Z' bzw. Z'' derart zerlegen, daB beide
Teilrdume nur Uber einen Schlisselzustand j, welcher beiden Teilrau-
men als zugehOrig angesehen werden kann, Verbindung miteinander ha-
ben, so ist dieser Schliisselzustand bereits mit den Nachbarzustanden
der TeilrZume Z' bzw. Z'' fiur sich im statistischen Gleichgewicht,
vergl. Bild 7b und Gl.(4.73a,b).

Bild 7b. Station&re Teil-Prozesse der Systemzusténde

79(1)29113' = Z’P(@?g; , & ez (4.738)
t'EF =
Pw g = 2 plhigey A" €2 (1.730)

#'%4 b4
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Zum Beweis von Gl.(4.73a,b) beachte man, daB von dem System der Kol-
mogorof f-Vorwdrts-Gleichungen stets eine weggelassen und durch die
Normalisierungsbedingung ersetzt werden darf. Die eindeutige LOsung
des gesamten Gleichungssystems kann beispielsweise dadurch erfoleen,
daB die Gleichung flur den Zustand ] weggelassen wird. Nun ersetze
man z.B. alle Zusténde k'' € Z'' durch einen Makrozustand K'', wel-
cher sich mit dem Zustand j im statistischen Gleichgewicht befinden
muB (eindimensionale Zustandskette!):

" ", _ . -

é”Z'p/é)zé”j =\-[£%"p(é)] Ty = P(ﬂﬁ” g . (w730
*J ‘f"' K™ #J

Setzt man die Gleichgewichtsgleichung (4.73c) in die Gleicheewichts-

gleichung fiir den Zustand j ein, so folgt daraus Gl.(4.73a).

¢c) Stationdrer Warteprozef

Kann man allgemein denWartezustandsraum eines Warteprozesses durch
einen Schnitt in zwei Teilrdume H' und H'' zerlegen, derart, daB bei-
de Teilrdume nur liber einseitig gleichsinnig gerichtete Uberginge
Verbindung miteinander haben, so kann stets derjenige Teilraum fir
sich, d.h. unabhédngig, betrachtet werden, auf welchen die Uberginge
gerichtet sind, vergl. Bild 7c und Gl.(4.74a,b).

H
H
&Gk
&Y H
' Vel
Bild 7c. Stationdrer Teil-WarteprozeB
d ; ol .1 gl ’
e 7) = - gl )witld) + ) gG&)wltle)
. 7 é’w’,’gjem (4.70a)
wobei 90 = 2oglik) +ewy, CEH (4.76b)

A b H
GL.(4.74a,b) folgt aus der Kolmogoroff-Rickwidrts-Gleichung (4.32),
angewendet auf den Teilraum H'.
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5. BEDIENUNGSSYSTEME MIT EINER WARTESCHLANGE

In diesem Abschnitt wird das Bedienungssystem mit n vollkommen
erreichbaren Leitungen und einer Warteschlange der maximalen
Lénge sy entsprechend Bild 1(a) untersucht. Die RKufe werden von
einem Anrufprozef mit der mittleren Anrufrate %1 = A erzeugt.

Die mittlere Enderate der Leitung I sei EI, I =1,2,...,n. Zwei
verschiedene Absuchdisziplinen flir das Belegen von Leitungen wer-
den unterschieden: geordnetes und zufallsmidBiges Absuchen. Als
Abfertigungsdisziplinen innerhalb der Warteschlange werden D1,
D2, D3a und D3b zugrunde gelegt.

5.1 Zustandswahrscheinlichkeiten

Zur exakten Beschreibung des &(t)-Prozesses wird der Zustand

§t) = (x,1,..,%,2) (5.1)

definiert, worin xq E[O,l] den Belegungszustand der Leitung I cha-
rakterisiert, I = 1,2,...,n, und z, =2 e[b,sl} die Anzahl belegter
Wartepldtze angibt. Damit z >0 werden kann, milssen in jedem Falle

alle Leitungen belegt sein, d.h. Xy = 1, I =1,2,...,n.

Die Beschreibung nach G1.(5.1) geniizt den Disziplinen D1, D2, D3a
und D3b, da die Verteilung der Anzahl Wartender durch diese Dis-
ziplinen nicht beeintrédchtigt wird.

Der (n+l)-dimensionale Zustandsraum 148t sich grundsdtzlich in
zwel Unterrdume aufteilen, némlich einen n-dimensionalen Unter-
raum, welcher die Belegungsmuster der n Leitungen wiedergibt, und
einen eindimensionalen Unterraum, welcher die Anzahl der wartenden
Rufe charakterisiert. Die Menge Z umfaBt insgesamt 2n+s1 Zusténde.

5.1.1 Geordnetes Absuchen der Leitungen

Bei geordnetem Absuchen wird einem eintreffenden Ruf - sofern er
nicht warten muB bzw. nicht sofort abgewiesen wird - eine durch
den ancetroffenen Zustand f e s t be st immte Leitung
zugewiesen und zwar die erste freie Leitung in der Reihenfolge
von oben nach unten. In Bild 8 ist der Zustandsraum fiir den Fall

n = 3 Leitungen angegeben.
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Bild 8. Zustandsraum und Ubergangskoeffizienten fiir das
Bedienungssystem vollkommener Erreichbarkeit mit
n = 3 Leltungen und einer Warteschlange
(geordnetes Absuchen der Leitungen)

Die Pfeile zwischen den Zusténden zeigen die Ubergénge an mit den
zugehbrigen Ubergangskoeffizienten. Dabei wurde fir die mittlere
Enderate des voll belegten Leitungsbiindels die Abkirzung ¢ gewdhlt,

d.h.
n
H“ = Z Er . (5.2)
I=1

Die stationfren Zustandswahrscheinlichkeiten berechnen sich nach
Abschnitt 4.1.5 aus einem linearen Gleichungssystem. Man erhdlt
dieses System, indem fir die einzelnen Zustadnde jeweills das "stati-

stische Gleichgewicht" angeschrieben wird. AuBer diesem System von
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Zustandsgleichungen gilt noch die "Normalisierungsbedingung" zwi-
schen den Zustandswahrscheinlichkeiten (Wegen der Homogenitidt des
Systems der Zustandsgleichungen kann immer eine Zustandsgleichung
weggelassen werden; sie wird durch die Normalisierungsbedingung
ersetzt).

Das lineare Gleichungssystem zur Bestimmung der stationidren Zu-
standswahrscheinlichkeiten lautet im allgemeinen Falle von n Lei-

tungen und geordnetem Absuchen der Leitungen:
7 n I
(o2t )ple i) =30 (T ) el gtnsd

=1 V=

7 kd
+ ) n)eplo pet.0) 0 TTa =0,| (5.3a)
I=1

n n
Pty 50) =) ap Pl to0) T =a,

I=1 I=1 J
@ Pl 1,2) =X Pl tiz-1), z2=92..,5 . (3.30)
1, 1 1
2.0 Pl Xy, ey Xy 0) + iﬁ(’{,,.,'f,z) =1. (5.3¢)
X=0 =0 t=0 z=1

Innerhalb des eindimensionalen Unterraumes sind schon jeweils

z w e i Nachbarzustinde im statistischen Gleichgewicht. Dies 148t
sich sofort zelgen, wenn man nacheinander die Zustandsgleichungen
flir die Zusténde (1,...,1;s1), (1,...,1;51—1) usw. aufstellt und
die sich ergebenden Zustandsgleichungen in die jeweils nichste
Gleichung einsetzt. Dadurch ist es allgemein mdglich, die Zustinde
des eindimensionalen Unterraumes rekursiv zu bestimmen:

z 4
P12 27’(4/"'/7/0)'((7/1) s Z=07 5 )

Die Zustédnde des n-dimensionalen Unterraumes miissen i.a. durch
Losung des linearen Gleichungssystems bestimmt werden. Eine expli-

zite LOsung ist wegen der Unsymmetrie der Uberginge des n-dimensio-
nalen Zustandsraumes (vergl. Bild 8) nicht zu erwarten.
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5.1.2 ZufallsmédBiges Absuchen der Leitungen

Unter den freien Leitungen wird dem eintreffenden Ruf eine zufalls-
médRig herausgesuchte Leitung zugewiesen. Sind mehrere Leitunegen bei
Ankunft des Rufs frei, so erreicht der Ruf eine bestimmte Leitung
nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit. Sind insgesamt O < x<n
Leitungen belegt, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Erreichen
einer bestimmten Leitung 1/(n-x).

Gegeniiber Bild 8 #dndern sich nur einige Ubergénge innerhaldb des
3(n)-dimensionalen Unterraumes, vergl. Bild 9.

(11ksy
M

Al
(111,2+1)

AN

a112)
Al
z-1

7\1; u
A
aym

AN
(11,10)

(o) ,1;0)/ \
N U

€3 0030

%%/*\{

(©100)
10C0)

W

(e/ele’0))

010)

Bild 9. Zustandsraum und Ubergangskoeffizienten fiir das
Bedienungssystem vollkommener Erreichbarkeit mit
= 3 Leitungen und einer Warteschlange
(zufallsmédBiges Absuchen der Leitungen)

- 6l

Die Zustandswahrscheinlichkeiten werden aus nachfolgendem Glei-
chungssystem bestimmt:

n n R
0L 16 )Pl 1y 0) = 52 ) i e 1710)
I=1 [
"
n 7
&Pyt =20 ar el itd, T rr =1
r=1 1=1 |
¢l izl =l gizt) 22125 (5.5)

1 1 1
200 Pyt X 0) +ZW f12) =1, (5.5¢)

7
x=) r (5.6)
I=1

die Zahl der Leitungsbelegungen in einem beliebigen Zustand kenn-
zeichnet.

In Bild 10 ist ein Ausschnitt aus dem n-dimensionalen Unterraum fir
einen beliebigen Zustand angegeben. Er besitzt demnach (n-x) "obere"
und x "untere" Nachbarzusténde.

(1011,... 010)
(1010,...110)
1110,...010) £
“\R-x
EXLX
(1,0 10,
~X+ A
(0010.... 010) .x. ENG*T
. (1010,... 0C0)
1000,..010) -

Bild 10. Ausschnitt aus dem n-dimensionalen Unterraum beil zufalls-

méBigem Absuchen der Leitungen
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Die Zustandsgleichung fir den in Bild 10 gezeigten Zustand
(1,0,1,0,...,0,1;0) lautet:

Otegres+..* &) P(1410,..,01.0)

- A (5.7)
= m[ﬁfﬂ,m--yw)w(,a,v,o,--»,ef,-o)t-fp(zew.nﬂ,ﬂ,' 0]
Y Pl 01.9) ey PUGLY. 010) 4.6 pl1919..,170) .
Die allgemeine Zustandsgleichung (5.5a) wird von der folgenden
Losung befriedigt:
/n X') i Yy (5.8)
p(xf/‘t}/ 0) "70[0 00) W (61) ; X=01.,n,

I=1
worin p(0,0,...,0;0) ein multiplikativer Parameter ist, welcher mit
Hilfe der Normalisierungsbedingung (5.5c) bestimmt wird. Es sei
noch bemerkt, daB mit G1.(5.8) gezeigt werden kann, daB auch im
n-dimensionalen Unterraum sich schon jeweils 2 Nachbarzustdnde im
statistischen Gleichgewicht befinden.

Mit der weiterhin giiltigen Ldsung G1.(5.4) fiir den eindimensionalen
Unterraum ergibt sich mit G1.(5.8)

)2
P 12) = P/”/-“/@'W"(% T (2) ) 2045 (5.9)

I:f

Die Normalisierungsbedingung entsprechend Gl.(5.5¢c) ergibt mit G1
(5.8) und (5.9) schlieﬁlich
AVt n

0)4 ZZ Z(-r}/ () ﬂ?z/_f_@f_ﬂ@ (5.10)

K=O08=0 k=0 a

Mit G1.(5.8), (5.9) und (5.10) sind damit sd@mtliche stationdren Zu-
standswahrscheinlichkeiten bekannt.

5.1.3 Sonderfall gleicher mittlerer Enderaten

Haben alle Leitungen dieselben mittleren Enderaten, d.h.
& = € I=172..,7n (5.11a)
¢o=ne, (5.11b)

S0 brauchen keine Belegungsmuster mehr unterschieden werden. Zur

Kennzeichnung des Belegungszustandes des Leltungsbiindels genligt
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e i ne Variable x, welche die Anzahl der belegten Leitungen an-
gibt, x = 0,1,...,n. Auch die Unterscheidung der Absuchdisziplin
verliert ihre Bedeutung.

Die Losung fir die Zustandswahrscheinlichkeiten p(x;2z) kann ent-
weder direkt aus zwel eindimensionalen Zustandsrdumen (welche zu
elinem eindimensionalen Zustandsraum zusammengefafBt werden
konnen) oder aus der allgemeinen Lisung (5.8-10) gewonnen werden.
Letzteres Verfahren werde beispielsweise angewendet .

Alle Zustdnde mit der gleichen Anzahl x belegter Leitungen und

z = O besitzen nach G1.(5.8) gleiche Wahrscheinlichkeiten. Es gibt
davon genau (;) Zusténde, welche zu einem "Makrozustand" (x;0) zu-
sammengefaBt werden kénnen mit der Zustandswahrscheinlichkeit

plr.0) = (3)-ploo 22 (-r/ /_2_)” = ﬂqo/% ) E=01.,m, (5.12)
wobei A =2 Aus G1.(5.9) folgt mit G1.(5.12)

plnz) = p(ﬂfﬂ}v-é;le (5.13)
wobei P = é‘l =4 (5.11c)
Aus G1.(5.10) folet schlieBlich

¢a/a,.o)'7= Zﬂ L/ - %,y,%i (5.14)

5.2 Charakteristische GroBen

Ausgehend von den stationdren Zustandswahrscheinlichkeiten kdnnen
entsprechend 4.2 die wichtigsten charakteristischen GréBen berech-

net werden. Die Wahrscheinlichkeiten p(1l,...,1;z), z = 0,1, S¢)
sollen kurz mit p(n;z) bezeichnet werden.
a) Wartewahrscheinlichkeit W
= _ 7-8% . (5.15)
w =2 ply2) = pln0) L5 fiir D1, D2, Db
750
f‘f” .
W = i plnz) =pty 0 T fur D3a. (5.15b)
z=0
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b) Verlustwahrscheinlichkeit B

B8 plns) = ply0)$  tir 01, D2, DIb

I

B = 0 fiir D3a.

c) Erfolgs-Wartewahrscheinlichkeit W*

W*: w fir D1, D2, D3b
* g 1-9%1 .
wr =) pinz) = ﬁ/”"a)'—%f— fiir D3a.
z=0

d) MiBerfolgs-Wartewahrscheinlichkeit W**
x ¥ .
W= 0 fiir D1, D2, D3b
& .
W = plns,) = pn;0)-§ fiir D3a.
Zwischen W, W* und W** gilt auBerdem G1.(4.20).

e) Verkehrswert Y

7 1 7 S1
Y o= 200 ) Ottty )Pl sy 2y 0) ) pty2)
X=0 k=0 X0 z=1

f) Mittlere Warteschlangenlénge L2

Sy 4—5’51 ‘?Sf
£ =Z\Z=OZP("K;Z) = 73/”/0/;?'[@2— - L1_3 ] .

g) Mittlere Wartezeit der Wartenden ty

S,

- 177 587 i
ty = 2 (4_9 - 7:??’—] iir D1, D2, D3b
s, Ky
/71 1-87 5,877 .
by = F[—f—f’ i 4_}%”J fiir D3a.

(5.16a)

(5.16b)

(5.17a)

(5.17v)

(5.18a)

(5.18b)

(5.19)

(5.20)

(5.21a)

(5.21b)

- 68 -

5.3 Wartezeiten

Flir die vier Abfertigungsdisziplinen D1, D2, D3a und D3b wird im
folgenden der £ (t)-ProzeB in systematischer Weise untersucht.
Neben den Wartezeitverteilungsfunktionen wird auBerdem 'auf mitt-
lere Wartezeiten und die Momente der Wartezeitverteilungsfunktionen
eingegangen.

Nach den Ausfiihrungen in 4.3.2 haben die n Leitungsbelegungen in
jedem Falle einen direkten EinfluB8 auf die Wartezeit eines Test-
rufs. Da aber der &£ (t)-ProzeB bei Systemen mit vollkommener Er-
reichbarkeit immer nur dann existieren kann, wenn a&lle n Leitungen
belegt sind, braucht das Muster der Leitungsbelegungen nicht ex-
plizit in den Zustandsbeschreibungen des & (t)-Prozesses enthalten
zu sein. Die Komponenten der Zustandsvariablen des &£(t)-Prozesses
setzen sich daher ausschlieBlich aus wartenden Rufen zusammen.

5.3.1 Abfertigung in der Reihenfolge des Eintreffens (D1)

a) Der Warteprozef

Bei der Abfertigung wartender Rufe in der Reihenfolge des Eintref-
fens haben dem Testruf nachfolgende Rufe keinen EinfluB auf dessen
Wartezeit. Als Zustandsvariable des g(t)—Prozesses werde dile Zahl i
der v or dem Testruf in der Warteschlange wartenden Rufe defi-

niert:

st) = ¢, {=01.,57. (5.22)

Fiir die Antreffwahrscheinlichkeit P(1i) gilt:

ple) = PE(O=¢} = plryd), €=05y 51, (5.23)

Um das Geschehen des Warteprozesses anschaulich darzustellen, wer-
den in den folgenden Beispielen sog."Wartezustandsréume" aufge-
stellt. Es wird dabei angenommen, daB sich der £ (t)-Proze8 von
einem alleemeinen Startzustand aus entwickelt, welcher bei Ankunft
des Testrufs angetroffen wurde ("Beginn des Warteprozesses"). Der
Wartezustandsraum beschreibt alle mdglichen Zusténde, die der Warte-
prozeB wdhrend der Anwesenheit des betrachteten Testrufs annehmen
kann, wie auch deren Ubergénge mit den zugehdrigen Sprungkoeffizien-
ten. Die zeltliche Folge der Zustédnde des £(t)-Prozesses kann als
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sog. "Irrfahrt" ("random walk") durch diesen Wartezustandsraum auf-
gefaRt werden. SchlieBlich werden auch die Endungen des f(t)-Pro-
zesses mit den zugehOrigen Endekoeffizienten angegeben ("Ende des
Warteprozesses" durch "Abfertigung" bzw. "Verdriangung").

Die Beschreibung des & (t)-Prozesses durch die Kolmogoroff-Riick-
wdrts-Gleichung bezieht sich jeweils auf den Startzustand und die-
jeniegen Nachbarzusténde, welche durch e i n en Ubergang a u s
dem Startzustand erreicht werden kodnnen.

Bild 11 zeigt den Wartezustandsraum mit den ﬁbergéngen, Sprung- und
Endekoeffizienten des é(t)—Prozesses. Im Beispiel Bild 11 ist die

"Irrfahrt" eindimensional und sehr einfach, indem der Testruf nach-
einander die unteren Zust&nde bis zur Abfertigung durchliuft.

(i) <=

(1) Beginn des Warteprozesses
v}
(i-2)
vl
ul

m

by

(0)

y Ende des Warteprozesses
(Abfertigung)

Bild 11. Wartezustandsraum fiir Warten nach D1

Da die Zahl der in der Warteschlange vor dem Testruf wartenden Rufe
nur abnehmen kann, ist

“
9log) = A , {=12, 571, (5.2ua)
0 , p<1-7

Der Koeffizient fiir eine Anderung des Zustands (i) ist

gli) = p, €=00.,51. (5.24b)

Die Sprungkoeffizienten héngen nicht von der mittleren Anrufrate A
ab, da nachfolgende Rufe keinen EinfluB auf die Wartezeit des Test-

rufs ausiiben.
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b) Wartezeitverteilunesfunktionen

Als bedingte Wartezeitverteilungsfunktion werde wit]| i) eingefihrt,

wobei nach Gl.(4.30) £(0) = i. Da kein wartender Euf aus dem War-
tespeicher verdréngt wird, gilt w(tli) = w*(tli), w**(t]l1) = 0,
i=0,1,...,85-1.

flir die bedingten Wartezeitverteilungsfunktionen gilt entsprechend

Gl.(%4.32) und mit Gl.(5.2%a,b) das folgende Differentialgleichungs-
system:

dz;flo) = —pw(tlo) (5.25%)
du;:ﬁd = —pwltle) +pwltli-1), <=1z, s-1. (5.25b)

Die Anfangsbedingungen sind nach Gl.(4.33) einheitlich w(0|i) = 1
i = O,l,...,sl—l. Dies folgt auch aus Gl.(5.25a,b) mit GL.(4.34)
fir die Endekoeffizienten des [L(t)-Prozesses

s

# o, =0 (5.26)
0o , £>0

elt) =

Die Anwendung der Laplace-Transformation auf das lineare Differen-
tialgleichungssystem (5.25a,b) ergibt G1.(5.27). Die am oberen Rand
angeschriebenen Zusténde (i) deuten die Zugehdrigkeit der in dieser
Spalte stehenden Koeffizienten zu den jeweiligen "Unbekannten"
W(s|i) an. Die Matrix der Sprungkoeffizienten A ist identisch mit
der Koeffizientenmatrix von G1.(5.27) fiir s = 0. A& ist in diesem
Beispiel bidiagonal und deshalb besonders einfach zu behandeln.

w a @ - 52 (s1)
(s+¢)
-¢ (s4) 1
¢ \f#gf)\ 1 N=s. (5.27)
i ¢ (st) 1
- (|

Durch sukzessive Entwicklung der Determinante der Koeffizienten-
matrix det(A4 + sl ) folgt:
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S,
det (A+sI) = (s+p)” (5.28)
Die Matrix A hat demnach nur N' = 1 Eigenwert der Vielfachheit
Kl = 8!
g = -p - (5.29)

Die Laplace-Transformierten der bedingten Wartezeitverteilungsfunk-
tionen W(sl|i), i = 0,1,...,8,-1, konnen durch Rekursion aus Gl.

(5.27) gewonnen werden:
141 r=1

) = S P 5.30
Wisle) -£; il €=01., 47, (5.30)

Die Laplace-Riicktransformation von Gl.(5.30) ergibt

€ [ t})}'
witle) =§ ﬁﬁer,o{-éd} S =01, 5. (5.31)
=0

w(t]i) nach 61.(5.31) ist offensichtlich eine ERLANG-(i+l)-Vertei-
lung. Dieses Ergebnis 18Bt sich anschaulich deuten: Trifft der Test-
ruf i Rufe an, so muB er bis zum Beginn seiner Abfertigung genau
(i+1) negativ-exponentiell verteilte Abfertigungsphasen abwarten;
zusammengesetzt aus einer ersten, bis eine der n Leitungsbelegun-
gen endet, und den 1 sich daran anschliefenden Phasen der v or
dem Testruf wartenden Rufe. Ein vollkommen erreichbares und beleg-
tes Leitungsbiindel mit der Summen-Endedichte

"7

¢“ = ). &

I=1
verhdlt sich wie eine einzige Leitung der Endedichte ¢ . Wegen der
Voraussetzung negativ-exponentiell verteilter Belegungsdauern ist
die Verteilung der Bestphase einer bestehenden Belegung wieder
negativ-exponentiell mit demselben Mittelwert, unabhéngig davon,
wie lange die Belegung schon angedauert hatte. Die (i+1) abzuwar-
tenden Phasen sind also alle negativ-exponentiell verteilt mit dem
gleichen Mittelwert 1/4. Die VF einer Summe von (1+1) Zu-
fallsvariablen, welche jeweils negativ-exponentiell verteilt sind
mit gleichem Mittelwert 1/y , ergibt aber gerade die ERLANG-(i+1)-
Verteilung nach Gl.(5.31).

Die Wartezeitverteilungsfunktion beziiglich aller Rufe, W(>t), folgt
entsprechend Gl.{4.39) mit P{i)nach G1.(5.23) und w(t|i) nach G1.
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(5.31) nach einigen Umformungen
-4 » -7 V-
0t (wt)
Wf>“=~w—sr{€:%" AP DR T R
-3 Lty=p T vz

Das Ergebnis G1.(5.32) wurde bereits 1956 auf eine direktere Art
von H. STORMER [21] abgeleitet.

c) Mittlere Wartezeiten

Die mittlere Wartezeit der Rufe, welche i wartende Rufe angetroffen
haben, folgt aus G1.{(4.58) und (5.30)

£l) = Z2 , £=90.,51. (5.33)

Die mittlere Wartezeit bezliglich aller wartenden Rufe erhidlt men
nach Gl.(4.60) zu

587
(5.34)

1 A4
= M_/_ig 43{77/5}%(‘/ = E[F - ,/__5)5.;
i=

t,, nach G1.(5.34) stimmt mit dem Ergebnis fir t, nach Gl.(5.21a)

iberein.

d) Momente der Wartezeitverteilungsfunktion

Die K-ten bedingten Momente lassen sich aus einem linearen Glei-
chungssystem entsprechend Gl.(4.56) berechnen. Aus Gl.(5.25a,Db)
188t sich das folgende System von Gleichungen ableiten:

M0 = /(Mk_f(O) (5.358)
UMeli) - (f"MKH—ﬁ = KM (5], ©=12.,57, (5.35b)
K=12

Die Losung dieses Systems wird durch Rekursion erhalten:

K
1 2 k)
MK[[,} = K'l (/{ﬂ?} = —%‘é*'/)‘ . (5.36)
& vt ¢ ¢

Die absoluten Momente der Wartezeitverteilungsfunktion berechnen
sich entsprechend Gl.(4.57) zu

1/ K S
¢ k! e L )
Mkz/f)[""O)F'?—,l.:a——f’/—-ft =p(rnl.0/é4,( dfkf Ty (5.37)
K=12..
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5.3.2 Abfertigung in zufdllieer Reihenfolge (D2)

a) Der WarteprozeB

Bei der Abfertigung in zufédlliger Reihenfolge konkurrieren a 1 1 e
im Wartespeicher wartenden Rufe um eine freiwerdende Leitung. Aus
diesem Grunde haben neben den bei Ankunft des Testrufs angetroffenen
Wartenden auch jene Rufe einen EinfluB auf das Schicksal des Test-
rufs, welche nach dem Testruf eingetroffen sind und akzeptiert wur-
den. Als Zustandsvariable werde

W) =4  <=01..

/

51 (5.38)
i /

definiert. In Gl1.(5.38) gibt i die Zahl der mit dem Testruf warten-
den Rufe im Wartespeicher zur Zeit t an. Fir die Antreffwahrschein-
lichkeiten P(1) gilt weiterhin G1.(5.23).

In Bild 12 sind die Zustdnde des £(t)-Prozesses mit den Ubergéngen
und zugehdrigen Sprung- bzw. Endekoeffizienten angegeben.

N

th thh Bt

e
T
K

G +1),

is]
Ende des 7‘” o ¥ Beginn des
Warteprozesses < (i) Warteprozesses
(Abfertigung) 7;“ )’ill‘{ v
i -1

¥
t
(1)

MR
(0)

—

Bild 12. Wartezustandsraum fiir Warten nach D2

Wie aus Bild 12 ersichtlich ist, kann der Q(‘c)-ProzeB von jedem
Zustand 1 aus durch ein Belegungsende mit dem Endekoeffizienten

~

&lZ) = ¢ ¢ =91..,5-1 (5.39)

T
beendet werden. Der Faktor 1/(i+1) steht dafiir, daB gerade der Test-
ruf aus den (i+1) Wartenden (zufallsmiBig) ausgesucht wird.
Die Sprungkoeffizienten des £(t)-Prozesses sind
A tir 3

?(",J’): 7t fir j =
0 fir j > i+1 bzw. j<i-1 .

L]
Y
+
=
[
i

= 0,1,...,8,-2

|
e
i
iy

L 1= 1,2,...,8,-1 (5.40a)

Der Zustand £(t) = i dndert sich mit dem Koeffizienten

Aty fir 1 = 0,1,...,8.-2

?{i) = (5.40p)
¢ fur 1 §,-1

b) Wartezeitverteilungsfunktionen

Es sei wieder w(t|i) die bedingte Wartezeitverteilungsfunktion, wo-
bei §(0) = 1. Die bedingten Wartezeitverteilungsfunktionen w(t|i)
gehorchen nach Gl.(4.32) mit G1.(5.40a,b) dem folgenden Differen-
tialgleichungssystem:

dwltls . . 7 . .
_Rt_l@) :—()+@)w(ﬂc} +Ato(tli+1) +1'-_+7£1W‘(f|t*4),¢=qf/,,,/%—2/ (5.41a)
. -1
”[”;j 1 = - wrttls-1) I wttls-2), (5.41b)
mit den Anfangsbedingungen w(0|i) = 1, i = O,l,...,sl-l. Letzteres
kann wieder durch Gl.(5.41a,b) mit G1.(5.39) nachgepriift werden.

Gl.(5.42) stellt das transformierte Gleichungssystem (5.41a,b) dar.
Die Matrix A der Sprungkoeffizienten ist tridiagonal und unsym-
metrisch.

(0 @ L) - g2 (5-1)
Grawg) -2 1
A
~s¢ Gtdw) -2 _ "
~2u. () -2 g o M= o2

Sy i 2 |1
—ff%g (st¢) | 1
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Im Anhang A1l werden drei Eigenschaften dieser Matrix bewiesen:

1. Die Elgenwerte sind negativ-reell.

2. Die Elgenwerte sind verschieden, 4d.h. N' = N = Sq» KV'= 1,
7= 1,2,...,N,

3. Die Eligenwerte liegen alle im Intervall

253 251 .
[—mx(22+;7_¢é/} %g), 54}/54&,

Fiir die Sonderfédlle 8y = 1 und 8y = 2 sind die Eigenwerte
explizit angebbar:

g = ¥, 5=1

ki VA2 } s, =2
= - + .
€2 3 [(‘“26‘) VA2 | 1
Die Eigenwerte e,, »= 1,2,...,51, miissen i.a. durch eine numerische
Rechnung bestimmt werden, ebenso die Residuen a i= 0,1,...,51—1,

V= 1,2,.,.,81.

v

Die allgemeine LOsung des Systems (5.41a,b) ist somit

S
witle) = Z‘L sperp(et) | <= 91,57, (5.43)
F=4q
wobel wegen der Anfangsbedingungen auBerdem
5
. P
Dlar =4, i= 045 ()
V=4

gilt. Gl.(5.44) kann bei numerischen Rechmungen zu Kontrollzwecken
benutzt werden.

Die absolute Wartezeitverteilungsfunktion beziiglich aller Rufe ist
entsprechend Gl.(4.39) mit G1.(5.23)

.-
w(>t) = i,' plr6) witl<) . (5.45)

=0

c) Mittlere Wartezeiten

Die bedingten mittleren Wartezeiten tw(i) flir das Warten vom Anfangs-
zustand 1 en, 1 = 0,1,...,s8;-1, berechnen sich entsprechend Gl.(4.58),
(4.44) und (5.41a,b) aus dem linearen Gleichungssystem
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() by (6] = Aty (1+1) —ﬁ;y%(i’-f/ =1, 0=07.,52 (5.46a)

u“ t/'!"(sf—f’) — 5%161%@—2} =171. (5.46b)

Flir die rekursive Berechnung der bedingten mittleren wWartezeiten
wird im folgenden Teilabschnitt d) ein Verfahren angegeben.

Die mittlere Wartezeit bezliglich aller wartenden Rufe, tW’ kann mit
Hilfe der bedingten mittleren Wartezelten tw(i) entsprechegd Gl.
(4.60) mit P(i) nach G1.(5.23) bestimmt werden. vy wurde bereits
mit Hilfe der mittleren Warteschlangenlénge in Gl.(5.21a) berechnet
und kann daher bei numerischen Rechnungen ebenfalls zu Kontroll-

zwecken benutzt werden.

d) Momente der Wartezeitverteilungsfunktion

Fir die K-ten bedingten Momente MK(i) gilt entsprechend Gl.(4.56)
und Gl.(5.41a,b) das Gleichungssystem

()M (9 =AM (5+1) — M) = KMy (2, $=07..,5-2, (5.478)

#Mels) _igig M52 = KMy, (571), (5.47b)
K=12,..

Zur Ermittlung der einzelnen bedingten Momente mufR im allgemeinen
fiir jedes K = 1,2,... jeweils das lineare Gleichungssystem aufge-
16st werden. Die Koeffizientenmatrix bleibt fiir jedes K gleich; es
andern sich jeweils nur die Absolutglieder auf der rechten Seite,
welche durch den K-fachen Losungsvektor der (K-1)-ten Momente gege-
ben sind.

Zur Berechnung der ersten bedingten Momente (bedingte mittlere War-
tezeiten) kann folgender rekursiver Algorithmus aus Gl.(5.47a,b)}
abgeleitet werden:

My(i) = MOR(E) -5 GE) € =125, (5.482)
wobel
1+&[a, ) -1, (e
M;{w=é“ * [11 - 7 52 )] } §=§{. (5.48b)
g_,,(?) - 5 '.?,—2(5)
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Die "erzeugenden" Polynome Pi(g) und Qi(g) kdnnen ebenfalls rekursiv
berechnet werden:

B = (1E)p_ (8 B, AL =7, (5.48¢)
QL) = (1#8)0;,(8) - SLgd,(8)+ 7 ble) = (5.484)

i= 1,2,...,81—1.

Fir die hdheren bedingten Momente lassen sich entsprechende rekursive

Berechnungsverfahren ableiten, welche Jedoch komplizierter aufgebaut
sind.

Das K-te absolute Moment der Wartezeitverteilungsfunktion berechnet
sich nach G1.(4.57). Nach einem Verfahren von M. SEGAL [22] kann das
K-te absolute Moment My durch die (K-1)-ten bedingten Momente My _ (1)
i= 0,1,...,8,-1, ausgedriickt werden. Wird G1.(5.47a,b) mit
(i+1)p(n;1) multipliziert wnd iiber i aufsummiert, so folgt

i

S
4 . ) ot
Mg = 7"/”"0)'522(‘”)/(’";(—1M'fz , K=12,. (5.49)

Fiir K = 1 ergibt G1.(5.49) dasselbe Ergebnis wie fiir M, nach D1,

G1.(5.37), da das erste Moment (mittlere Wartezeit!) von der Abfer-

tigungsdisziplin unabhéngig ist. Fiir K = 2 erhdlt man aus Gl.(5.49)
s ~4

M, = pln0) ééj 1’+1}2/‘71(¢')3’t (5.50a)

Fiir D1 wurde mit G1.(5.37) abgeleitet:
My = plro) z (irf) ZZ o (5.500)

Durch Betrachtung eines Hilfsfalles kann nach M. SEGAL [22} gezeigt
werden, dag 2M,(1)> 1&‘ ,
/\/{?(02} > /\72(1?1) (5.50¢)

woraus

folgt: Das zwelte Moment (und damit auch die Streuung der Warte-
zelten) ist fir zufallsmidBiges Abfertigen griBer als bei Abferti-
gung in der Reihenfolge des Eintreffens.
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5.3.3 Abfertigung in der inversen Reihenfolge des Eintreffens mit
verdréngender Prioritdt (D3a)

a) Der WarteprozefR

Sind alle Leitungen blockiert, so belegt ein eintreffender Ruf grund-
sé@tzlich den ersten Warteplatz und verschiebt alle angetroffenen
Wartenden um einen Platz nach hinten., Findet der eintreffende Ruf
auch den Wartespeicher voll besetzt vor, so wird der Wartende mit
der grofiten Wartezeit verdrdngt. Die bei Ankunft angetroffenen War-
tenden haben also keinen Einfluf auf die Wartezeit eines Testrufs.
Dem Testruf nachfolgende Rufe haben dagegen einen direkten Einflu8
auf das Schicksal des Testrufs: sie werden - wenn Uberhaupt - v o r
dem Testruf abgefertigt und bestimmen auBerdem mit, ob der Testruf
verdrédngt wird oder nicht.

Die Zustandsvariable

g(t) = ’ 5‘:0/1/"'1%—'4 (5.51)
kennzeichne die Zahl der in der Warteschlange v o r dem Testruf
wartenden Rufe. Jeder wartende Testruf beginnt deg Warten vom 1.
Warteplatz aus. Flir die gesamte Wartezeit des Testrufs gilt also
& (0) = 0. Die Antreffwashrscheinlichkeit hierfir ist gleich der
Wahrscheinlichkeit, daB der Testruf warten muB:

P(0o) =W

/

(5.52)

mit W nach G1.(5.15b).

Bei D1 und D2 konmnten vom Testruf alle Zustdnde i beil Ankunft ange-~
troffen werden, d.h. der Q(t)—ProzeB konnte sich von jedem Startzu-
stand aus entwickeln. Bei D3a hingegen gibt es nur einen Startzu-
stand £(0) = 0. Von den Zustdnden i >0 aus entwickelt sich nur ein
ProzeR fUr eine partielle Wartezeit. Die Warteprozesse flir partielle
Wartezeiten konnen jedoch in gleicher Weise wie die Warteprozesse
fiir die gesamten Wartezeiten behandelt werden.

In Bild 13 ist der Zustandsraum der Wartezusténde und Ubergénge
des B(t)-Prozesses angegeben.
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Bild 13. Wartezustandsraum fiir Warten nach D3a

Die Sprungkoeffizienten sind

A fir J = i+1, 1 = 0,1,...,8,-2
a(i,j) = % fir-§ = 1-1, 1 =1,2,...,8-1 . (5.538)
0 filr § > 1+1 bzw. j<i-1

Der Zustand &(t) = i &ndert sich mit dem Koeffizienten

q(i) = Arp fir 1 = 0,1,...,8,-1 . (5.53b)

b) Wartezeitverteilungsfunktionen

w(t|i) sei die bedingte VF der Wartezeiten fiir das Warten vom Zu-~
stand 1 aus. w(t[0) ist die VF der Gesamtwartezeit des Testrufs; die
GroRen w(tli), 1> 0, sind hingegen nur VF partieller Wartezeiten.
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Fiir die bedingten Wartezeitverteilungsfunktionen w(t|i) gilt ent-
sprechend Gl.(4.32) und mit Gl.(5.53a,b) das folgende Differential-~
gleichungssystem:

T_dwgfio) = —Owwltl))  +Awltl) (5.54a)

é%*‘”’l o _(epwltlc)  #Awltlert)  pwltli-1), (5.540)
L= 15572

d«rgﬁl;—ﬁ = (e (tls1) +u wltls-2) . (5.54c)

Gl.(5.54a-c) gilt zunidchst fiir Rufe, welche nach Ankunft warten, ohne
Riicksicht darauf, ob sie erfolgreich oder erfolglos warten. Entspre-
chend den Ausfilhrungen in 4.3.3 gilt fir die bedingten Wartezeitver-
teilungsfunktionen erfolgreich bzw. erfolglos wartender Rufe, w*(t|1)
bzw. w**(tli), i = O,l,.,.,sl-l, dasselbe Differentialgleichungs-
system. Die Anfangsbedingungen erhilt man aus Gl.(5.548-c) entspre-
chend 4.3.3 flir die Endekoeffizienten

@ flir 1 =0

&(1) = 0 fir i = 1,2,...,8,~2 (5.55a)
A fir i = s;-1
gr(1) = @ fari=0 (5.55b)
0 fiiri=1,2,...,8,-1
0 fir i = 0,1,...,8.-2
En(1) = 1A rfir 1= sy-1 (5.55¢)
Als Losungen fiir die Anfangsbedingungen stellen sich ein:
wiolt) = 1 (5.56a)
S -1
1-87
w*(0]1) = W ; (5.56b)
g-i_ s+1
weloly) = 9L L2 0,1, ..u,8-1 . (5.560)

18
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w*(0|1) bzw, w**(0|i) sind die Wahrscheinlichkeiten fiir erfolg-
reiches bzw. erfolgloses Warten vom Zustand i1 aus, sie wurden be-
reits an anderer Stelle bei Betrachtung des "Ruin-Problems®™ abge-
leitet [6, 23].

Das Gl.(5.54a-c) entsprechende transformierte System wird durch
G1.(5.57) wiedergegeben. Die Matrix A der Sprungkoeffizienten be-

sitzt eine spezielle Form der tridiagonalen Matrix (siehe Anhang
AZ).

(0) M) @) - (52 (51)
(s+ae) w(010)
- + _ 1
¢ ) I D ey s
e (st2rp) wiel2) / 7

Ui ) A w0l 52)
- (_r+2+é() 71)'(9!54"1}

G1.(5.57) gilt entsprechend fiir erfolgreich bzw. erfolglos wartende
Rufe, wenn der Vektor der Anfangsbedingungen nach Gl.(5.56a) durch

den entsprechenden Vektor nach Gl.(5.56b) bzw. (5.56c) ersetzt
wird.

In Anhang A2 werden folgende S&dtze bewiesen:

1. Die Matrix A nach G1.(5.57) hat s, verschiedene negativ-reelle
Elgenwerte

e, =2/2;¢m‘5;7 -—/,?f-él)) »=12..,%. (5.58)

2. Die Wartezeitverteilungsfunktion beil D3a ist durch folgenden
Ausdruck gegeben:

ij{ah 02" (ey)
W(>4) = WZ ) exple) (5.59)
- &g

1.=f=19‘
wobei 2w
. »
il I
Dley) = Dy’ ——m -0
el S+ 1 - /1/ " %-7
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Die VF der erfolgreichen bzw. erfolglosen Wartezeiten bezliglich
aller Rufe, W*{(>t) bzw. W**(>t), wird aus Gl.(5.59) gewonnen, in-
dem die Anfangsbedingungen w(0{i) durch w*(0li) bzw. w**(0|1),
1= O,l,...,sl-l, ersetzt werden.

c) Mittlere Wartezeiten

Die bedingten mittleren Wartezeiten tw(i) konnen entsprechend Gl.

(4.58), (4.44) und (5.54a-c) aus dem folgenden linearen Gleichungs-
system berechnet werden:

()1‘(4)1“4/(0) - 27,‘,,,(4) = (0|0 (5.60a)
Do)ty (5) = Ay (i+1) —ptyli-1) = wi0ls), i=12,.,5-2  (5.600)
(24 1) ~wtwlsd) = wlols) (5.60¢)

Gl.(5.60a-c) gelten entsprechend fiir erfolgreiche bzw. erfolglose
bedingte mittlere Wartezeiten, tﬁ(i) bzw. ta*(i), wenn w(0|i) durch
w*(0]1) bzw. w**(0]i) ersetzt wird, i = 0,1,...,5,-1.

Die Losung des Gleichungssystems (5.60a-c) kann nach der Determinan-
tenmethode, durch Ldsung einer Differenzengleichung oder rekursiv
vorgenommen werden. Hier soll das letztgenannte Verfahren am allge-

meineren Fall der K-ten bedinghen Momente demonstriert werden, siehe
folgenden Teilabschnitt @).

d) Momente der Wartezeitverteilungsfunktion

Die K-ten bedingten Momente MK(i) berechnen sich aus dem Gleichungs-
system

A+ M(0) =2 M1) = KM,_(0) (5.61a)

) M) =AM (41 ~pMele-1) = KM (4), € =12, 52,  (5.61b)

/

(Z*H)MK (5,‘1) ('/(MK(S” 2) (5 7) (5.61c)
K=13.
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Die allgemeine Losung des Gleichungssystems (5.61la-c) soll nach ei-
nem rekursiven Verfahren vorgenommen werden. Aus Gl.(5.61a,b) 148t
sich zundchst folgende Rekursionsformel ableiten

M (i) = M,((o)ygg {;MK_/*) Z§ :‘ p

wobei £=1/%. Sind alle Momente MK(
(5.62a) sd@mtliche bedingten Momente MK(i) rekursiv berechnet werden,
1=1,2,...,8-1; K=1,2,... .

I!

5% (5.62a)
13,...

0) bekannt, so konnen mit Gl.

Die Momente MK(O) konnen entweder durch Integration aus der (bekann-
ten) bedingten Wartezeitverteilungsfunktion w(t|0) oder mit G1.
(5.62a) aus Gl.(5.61c) gewonnen werden.

Mit Hilfe der bedingten Wartezeitverteilungsfunktion (siehe Anhang

A2) %
wto) = Z’a,ez;o(e,t} (A2.12)
¥=7
folgt das Moment MK(O) entsprechend Gl.(4.51) und (4.52) zu
s,
MK(U) i ;}-( )K ’ K=12,... (5.62b)

Diese Berechnungsmethode verwertet die Kenntnis der Eigenwerte nach

GL.(5.58).

Setzt man die Rekursionsformel Gl1.(5.62a) in die zu ihrer Ableitung

nicht benutzte Gl.(5.61c) ein, so gewinnt man eine weitere Rekursions-

formel: .-
_ K d zij oV o
Mk(ﬁ) = FIW',:':oMK—?'{V)lLY_S :]/ K=7,2/.,. (5.62¢)
Zur Berechnung von MK(O) werden hierbei (anstelle der Eigenwerte)
samtliche bedingten Momente niederer Ordnung bendtigt.

Bemerkung:
Die abgeleiteten Gleichungen gelten zundchst nur fir Rufe, welche

nach Ankunft warten ohne Ansehen ihres spiterer Schicksals. Die Glei-

chungen gelten ebenfalls flir erfolgreich bzw. erfolglos wartende Rufe,

wenn die GroBen Mo(i) = w(0li) = 1 durch die GroBen Ma(i) = w*(0[1)

bzw. Ma'(i) = w**(0|1) nach G1.(5.5%b,c) ersetzt werden.

Das K~te absolute Moment der Wartezeitverteilungsfunktion folgt aus
Gl.(A2.4)

ke = WM, K=12,.. (5.6%a)
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Flir erfolgreich bzw. erfolglos wartende Rufe gilt entsprechend
ME = WM, (5.630)
¥ ¥
bzw. My Vv.pa:ﬂv)l ﬁ{=1z'“ (5.63c)

Zur Berechnung der absoluten Momente M M¥ bzw. Mi* sind also nur

K* K K
die bedingten Momente MK(O), M%(O) bzw. MR*(O) erforderlich.

I

1]

Unter Verwendung der Rekursionsformeln Gl.(5.62a) und (5.62c) kinnen
leicht geschlossene Ausdriicke fiir die Momente abgeleitet werden. Als
Beispiel seien die ersten beiden Momente der Wartezeitverteilungs-
funktion alle Rufe entspr. Gl.(5.63a) angegeben:

M, 717(’)’10)&, ,410)‘[4 ()8 57 (5.64a)
(n0) % 1 [153T 8% err 158" Y
MZ = ? é‘ {4 ?)2 7 f‘f” L (/,,P)z (4,_5,)2

~Lstarnsors ™) #5098 "J; }.( 5.64b)

Unter Beachtung obiger Bemerkung konnen entsprechende Ausdriicke auch
flir erfolgreich bzw. erfolglos wartende Rufe abgeleltet werden.

Ml/w nach Gl.(5.64a) und G1.(5.15b) stimmt mit der mittleren Warte-
zeit bezogen auf alle Wartenden iiberein, welche in Gl.(5.21b) mit
Hilfe der mittleren Warteschlangenlénge berechnet wurde.

5.3.4 Abfertigung in der inversen Reihenfolge des Eintreffens mit
nichtverdrangender Prioritat (D3b)

a) Der Warteprozef

Ein eintreffender Ruf belegt grundsétzlich den ersten Warteplatz,
wernn alle Leitungen blockiert sind und mindestens noch ein freier
Warteplatz verflgbar ist. Sind bel Ankunft eines Rufes alle Warte-
plétze belegt, so wird dieser Ruf abgewiesen (Verlustruf). Ein ein-
mal akzeptierter Ruf wird nicht mehr verdrdngt und mit Sicherheit
abgefertigt.

Dem Testruf nachfolgende Rufe werden sich - sofern sie akzeptiert
werden - in der Warteschlange VvV o r dem Testruf einordnen. Da die-
se Rufe mit Sicherheit vor dem Testruf abgefertigt werden, beeinflus-
sen sie direkt die Wartezeit des Testrufs. Die bei Ankunft des Test-
rufs angetroffenen Wartenden warten widhrend des ganzen Warteprozesses
in der Warteschlange h i n t e r dem Testruf . Diese Rufe werden

mit Sicherheit erst n a ¢ h dem Testruf abgefertigt, beeinflussen
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durch ihre Speicherbelegung jedoch, wieviele neue Rufe akzeptiert wer-
den. Sie sind also indirekt beeinflussende Rufe.

Fir jede Zahl z der beil Ankunft des Testrufs angetroffenen Wartenden
entwickelt sich ein spezifischer WarteprozeB. Der Testruf kann nur noch
Plétze innerhaldb der (si—z) Stellen des verbleibenden Wartespeichers
einnehmen.

Als Zustandsmuster werde definiert

E(t) = (1,2), 1 0,1,...,8,-2-1, (5.65)
z

= O,l,...,sl—l,

wobeil 1 die Zahl der Wartenden angibt, welche zur Zeit t v o r dem
Testruf in der Warteschlange warten. Fiir die Antreffwahrscheinlichkeit
gilt

P(0,2z) = p(n;z), =z = 0,1,...,s1~1. (5.66)

Bild 14 zeigt den Wertezustandsraum des Warteprozesses fiir eine
allgemeine Zahl z von angetroffenen Wartenden .

(572-1,2)
AT v

(srbfz)
A

j Beginn des

Warteprozesses
Ende des

Warteprozesses
(Abfertigung)

Bild 14. Wartezustandsraum fiir Warten nach D3b
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Die Sprungkoeffizienten lauten

#

A fir 3 = i+1, 1 0,1,...,8,-2-2
q(i,z;j,z) = d fir § = 1i-1, 1 1,2,.00,8y-2-1 (5.67a)
0 fir j > 1+1 bzw. j < i-1

Der Zustand (i,z) &ndert sich mit dem Koeffizienten

Aty fir 1 = 0,1,...,8,-2-2
ali,z) = . (5.67b)
¢ fir i1 = sl—z—l

b) Wartezeitverteilungsfunktionen

w(tli,z) sei die bedingte Wartezeitverteilungsfunktion fir Warten
vom (i+l)-ten Warteplatz aus, unter der Bedingung, daB der Testruf
bei Ankunft z Wartende vorgefunden hat.

Die bedingten Wartezeitverteilungsfunktionen w(t|i,z) gehorchen ent-
sprechned G1.(4.32) mit Gl.(5.67a,b) dem folgenden System von Diffe-
rentialgleichungen:

dw:ziw L -tz + gatldz) (5.682)
2] uiwttliz) - dwltliez) + prleligz), (5.68b)
at i=12,.., %522
d!f{t t“Z"fz) = —'t( W{f’I%Z—»f/z) + é‘ w(f[_(’_z.zlz) . (5. 680)
Gl.(5.68a-c) gelten fir z = 0,1,...,8,-3; fir z = $;-2 wnd z = s;-1
ergeben sich entsprechend einfachere Systeme.

Da ein akzeptierter Ruf mit Sicherheit abgefertigt wird, gilt als
Anfangsbedingung w(0|i,z) = 1, i = 0,1,...,81-2-1, z = 0,1,...,85,-1.
Dieses folgt auBerdem aus Gl.(5.68a-c) fiir die Endekoeffizienten
) #“ fir 1 =0, z = O,l,...,sl~1
E(i,z) = . (5.69)
0 firi>0, 2= 0,1,...,8,-1-1

Das Gl.(5.68a-c) entsprechende transformierte System ist mit Gl.
(5.70) in Matrixdarstellung angegeben. Der Typ der Matrix A des Sy-
stems Gl1.(5.70) stimmt - bis auf das letzte Glied der Hauptdiagona-
le - mit dem Typ der Matrix nach Gl.(5.57) iiberein. Die Unsymmetrie
im letzten Glied der Hauptdiagonale verhindert die geschlossene Auf-
16sung der Eigenwerte dieser Matrix.
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(0z) (z) (2z) ---  (z2z) (5712)
(st1r¢) =2 4
-¢ (f+;]+(4) - 1
--61\(.(4-21-,5{)~ AL 1 V=572, (5.70)

"‘—6‘ - \(r+2+~54.)- - 4
-u (sr)

Im Anhang A3 werden drei Eigenschaften dieser Matrix bewiesen:

1. Die Eigenwerte ezv_sind negativ-reell.
2. Die Eigenwerte sind verschieden, d.h. N'= N = $1-2, Kyp=1,
»=1,2,...,N.
3. Die Eigenwerte liegen alle im Intervall [-Z(Zﬁg), O), 51)2.
Flir die Sonderfédlle sy= 1 und 5= 2 sind die Eigenwerte wie dei D2
explizit angebbar:

€y = ¢, 8y = 1, z =0
1 -/z = =
01,27 '2‘[(3*26‘)* ey ], sy=2,z2=0
€1 = -¥, 8y =2, z=1.
Flir sy >2 miissen die Eigenwerte wieder mittels einer numerischen

Rechnung bestimmt werden.

Entsprechend den ersten zweil Eigenschaften der Matrix A stellen sich
die bedingten Wartezeitverteilungsfunktionen wie folgt dar:
-2

i=0,1,...,8,-2-1,
w(f(t'/z) = E ‘Zizr@#’{ezv-'f) , . 1 (5.71)
V=1 -

0,1,...,51-1.

Die absolute Verteilungsfunktion der G e s a m twartezeiten beziig-
lich aller Rufe ist nach Gl.(%4.39) mit Gl.(5.66)

ok
Wt) = i plnz) wlt(z) (5.72)

Z2=0

c) Mittlere Wartezeiten

Fiir die bedingten mittleren Wartezeiten tw(i,z) gilt entsprechend
Gl.{4.58), (4.44) und (5.68a-c) das lineare Gleichungssystem
GlL.(5.73a-c).
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A+, 02) - 24, (12) =1 (5.73a)

) by(iz) = Dtylirgz) ~ptyli12) =1, 4=12. 522 (5.73b)

Hiwlsz12) -“l5722) =1 (5.73¢)

Nach einer léngeren Rechnung erhdlt man als Losung der Gl.(5.73a-c)
t +1

bwliz) = i o 9 +87 (L)) (5.74)

Die mittlere Wartezeit der wartenden Rufe beréchnet sich entspre-
chend Gl.(4.60) und Gl1.(5.72) zu
i1 9
1 M 4 58
= L P lt?) g[—,,-f gl (5.75)

tw wurde bereits liber die mittlere Warteschlangenlénge in Gl.(5.21a)
berechnet und stimmt mit Gl1.(5.75) iiberein.

d) Momente der Wartezeitverteilungsfunktion

Die K~-ten bedingten Momente MK(i,z) gehorchen dem folgenden linearen

Gleichungssystem:
()M (02) = AM(12) = KM, (02) (5.76a)
(dMel52) =M lirgs) ¢ Melir1z) = MK,/”) (5.76D)
1=12.0,572
C'{MK@;Z'ZZ) -¢ My ls2-22) = KMK 1(5_2_,,2) (5.76c)
K=1,

Fiir K = 1 stimmt das Gleichungssystem (5.76a- c) mit dem Gleichungs-
system fir die bedingten mittleren Wartezeiten (5.73a-c) iiberein,

denn es gilt wegen Gl.(4.58) tw(i,z) = Ml(i,z).
Ausgehend von den bekannten ersten bedingten Momenten Ml(i,z) kbnnen
aus Gl.(5.76a-c) die zweiten bedingten Momente Mz(i,z) berechnet wer-

den:
£-v-1
Mylez, (az}Z'f ——[ZM(»;)Z‘g } =1/s, (5.77a)
wobei
p ysz,-z)w ez
- —(2(s-2)2q]. 9" 5.77b
My (02) = {4 f)z [ o (2(52)41)-9 J (5 )

Ausgehend von den bedingten Momenten Mz(i,z) kénnen die bedingten

Momente MB(i,z) berechnet werden usw.
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Das K-te absolute Moment der Wartezeitverteilungsfunktion ist ent-
sprechend Gl.(5.72)

Se—4
M=) plnd M (22) | K=12. (5.78)
z=0
Das Moment M1 stimmt mit den entsprechenden ersten Momenten fir D1
und D2 Uberein. Fiir K = 2 erhdlt man mit Gl.(5.77a,b) und (5.78) den
Ausdruck

25, +2_ 512

$

- ;1
My = plmt) 5 [“’ =

5
-— +, 5-
¢ 7 (1-9)* oS } 0T

5.4 Grenzfdlle der mittleren Anrufrate

Fiir die zwei Sonderfdlle J—0 und J— oo kénnen weitere Aussagen iiber
die Eigenwerte, und damit iiber die Wartezeitverteilungsfunktion, ge-
macht werden.

5.4.1 Verschwindende Anrufrate

Filr A—=0 fallen die Eigenwerte der Matrizen A fiir D2 nach GLl.(5.42),
D3a nach G1.(5.57) und D3b nach G1.(5.70) mit dem sl~fachen Eigen-
wert e, = -y der Matrix 4 mnach G1.(5.27) fir D1 zusammen. Die Vertei-
lungsfunktion der Wartezeiten der Wartenden wird einheitlich

Wire)

w
Das Ergebnis G1.(5.80) 1&8t sich anschaulich interpretieren: Fir
A== 0 wird - wenn iberhaupt - hdchstens ein Ruf warten miissen. Fiir
einen einzelnen Wartenden spielt aber die Abfertigungsreihenfolge
keine Rolle, weil er nur mit Wahrscheinlichkeit Null zurlickgedréngt
wird bzw, einen Konkurrenten bekommt. Die Wartezeitverteilungsfunk-
tion der Wartenden ist somit identisch mit der Verteilungsfunktion

der Phase, bis eine der n belegten Leitungen frei wird (Exponential-
verteilung).

—> cxp(-pt) (5.80)

5.4.2 Unbegrenzt wachsende Anrufrate

Bel der Disziplin D1 bleibt der sl—fache Elgenwert €= -¢ fiir 4 — o
erhalten, da die Matrix A nach G1.(5.27) nicht von.ﬂabhéngt. Aus Gl.
(5.32) folgt durch Grenzibergang §—»

1 »
Wot) em(“ff};% . (5.81)
=0 )
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G1.(5.81) stellt offenbar eine EBLANGasl—VePteilung dar. Ein einfal-
lender Buf wird - wenn lberhaupt - hdchstens den letzten (slnten)
Warteplatz belegen kCnnen. Er wird dann auch genau s, Endungen, d.h.
Sy negativ-exponentiell verteilte Phasen mit gleichem Mittelwert 1/
abwarten missen. Die Verteilungsfunktion hierfiir ist aber gerade die
ERLANG»sl-Verteilung.

Flr die Disziplin D2 folgt aus der Matrix A nach Gl.(5.42) fir den
Grenzibergang 3«—»&:, daf fir den ersten Ejigenwert ey = -é&/sl gilt,
wahrend alle weiteren Eigenwerte betragsmiéfig iiber alle Grenzen
wachsen. Es folgt hieraus

W —wexﬁ(cﬂgﬁj, (5.82)

Die gleichbleibende Konkurrenz von (Sl"l) Mitwartenden wirkt sich
so auf die Wartezeit des Testrufs aus, wie wenn der Testruf allein
warten wiirde, die Endedichte der Leitungen aber nur den slnten Teil
betragen wiirde.

Bel der Disziplin D3a wachsen sdmtliche Eigenwerte fﬁrﬂ-—va)betrags-
méBig iiber alle Grenzen. Die Verteilungsfunktion der erfolgreich
wartenden RBufe verschwindet identisch, und es gilt fiir die erfolg-
los wartenden Rufe

¥,

Wm{;f) ) Ww(;‘t) —a o (5.8%)
wobel W = W**— 1, Jeder neue Rufe belegt in diesem Falle den ersten
Warteplatz, wird aber mit Wahrscheinlichkeit 1 durch nachfolgende
Bufe aus dem Wartespeicher verdréngt .

Bel der Disziplin D3b entwickelte sich fir Jede Zahl z angetroffener
Wartender ein spezieller WarteprozeB, Mit Hilfe von Matrix Gl.(5.70)
kann gezeigt werden, daB fiir A —~oc0 in allen Fillen z = 0,1,...,51~2
Jjeweils ein Eigenwert gegen Nullstrebt, wdhrend alle anderen Eigen-
werte Uber alle Grengzen wachsen. Im Falle z = Sl"l hingegen bleibt
der einzige Eigenwert 851_1,1 = -4 erhalten. Fir A—c wird der
Fall z = Si”l dominierend sein, so daR fiir endliche Wartezeiten

wpt)
%

zu erwarten ist. Dies ist dasselbe Ergebnis wie fiir 3«90, da es sich
auch in belden F&dllen um Warten vom 1. Warteplatz aus handelt.

— exp (—g‘f) (5.84)
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Nun folgt aber aus Gl.(5.21a), daB die mittlere Wartezeit der Warten-
den, welche nach Gl.{(4.60) der Flidche unter der Wartezeitverteilungs-
funktion der Wartenden gleich ist, fir $—so gegen den oberen Grenz-
wert 514? strebt. Flur D1 bzw. D2 folgt dieser Grenzwert durch Inte-
gration der Gl1.(5.81) bzw. (5.82). Fiir D3b erhZlt man aus Gl.(5.84)
nur die mittlere Wartezeit der Rufe, welche vom 1, Platz aus warten.
Die (sl-l) Wartenden des 2. bis s,-ten Warteplatzes verursachen je-
doch praktisch unendlich groBe wWartezeiten, aber mit verschwindenden
Antreffwahrscheinlichkeiten, derart, daB die mittlere Wartezeit aller
Wartenden gegen 314g strebt. Durch eine genauere Grenzwertbetrach-
tung, welche den EinfluB der verschwindenden Eigenwerte beriicksich-
tigt, 18Bt sich dies auch analytisch nachweisen.

5.5 Numerische Beispiele

Der EinfluB des Angebots und der Abfertigungsdisziplinen auf die
charakteristischen GroBen sowie die Wartezeitverteilungsfunktionen
soll am Belspiel eines Bedienungssystems mit n = 1 Leitung und sl=12
Warteplatzen demonstriert werden.

In Tabelle 1, S.94, sind fir die vier Abfertigungsdisziplinen D1,D2,
D3a und D3b die charakteristischen GroBen angegeben. Es wurden dabei
die Angebotswerte A = 0,8 (Normalbelastung), A = 1,0 (Grenzbelastung)
und A = 1,5 (Uberbelastung) zugrunde gelegt.

Die drei Abfertigungsdisziplinen D1, D2 und D3b besitzen denselben
Mechanismus bezliglich der Akzeptierung von Rufen und kodnnen deshalb
miteinander verglichen werden. Wie aus Gl.(5.21a) einerseits und Gl.
(5.37), (5.49) sowie (5.78) andererseits folegt, stimmen die mittleren
Wartezeiten, und damit die ersten Momente, iiberein:

(D1) _ Ml(D2) =y, (D3D) (5.85)

M 1 .

1

Die Abfertigungsdisziplin driickt sich in den Unterschieden der zwei-
ten und hoheren Momente aus:

w, (P « MK(DZ) < MK(D3b) , K2 2. (5.86)

K

Die linke Beziehung dieser Ungleichung erfuhr fir K = 2 in Ungl.
(5.950c) ihren Beweis, die rechte Beziehung kann mit Hilfe der Ldsung
fir MZ(DBb) nach Gl.(5.79) ebenfalls nachgewiesen werden. Die Streu-
ungen der Wartezeiten nehmen von D1 iiber D2 nach D3b zu, was auch

schon allgemein gezeigt wurde [12, 13].

- 92 -

In den Bildern 15a,b, S. 95 und 96, sind die auf die jeweiligen An-
fangswerte W, W*, bzw. W** normierten Wartezeitverteilungsfunktionen
dargestellt mit den Parametern A = 0,8 , A = 1,0 und & = 1,5 bzw.

D1, D2 (Bild 15a) und D3a, D3b (Bild 15b). Bei D3a sind die Wartezeit-
verteilungsfunktionen fir die erfolereich und erfolglos Wartenden an-

gegeben.

Fiir D1 und D2 erkennt man aus Bild 15a die Zunahme der Wartezeitver-
teilungsfunktion mit dem Angebot A. Fiir D3a 148t sich aus Bild 15b
der Effekt feststellen, daB die Wartezeltverteilungsfunktion der er-
folereich Wartenden fir mittlere Angebotswerte am hochsten liegt.

Fiir D3b stellt man fiir kleine Wartezeiten denselben Effekt fest; we-
gen der Zunahme der mittleren Wartezeit der Wartenden mit dem Angebot
miissen die Kurven mit hdherem Angebotswert flir grofiere Wartezeiten
jedoch am hochsten liegen (Im Beispiel Bild 15b schneiden sich die
Kurven fiir A = 1,0 und A = 1,5 bei t/tS &~ 30) .

In Bild 15c¢, S. 97, sind fiir den Angebotswert A = 1,0 die Wartezeit-
verteilungsfunktionen fiir alle Abfertigungsdisziplinen D1 bis D3b
aufgetragen. Man erkemnt deutlich, daB die Wartezeiten nach der durch
Ungleichung (5.86) beschriebenen Tendenz streuen. Fiir kleine Warte-
zeiten garantieren die Abfertigungsdisziplinen nach der inversen An-
kunftsreihenfolge raschen Erfolg, wahrend in Bezug auf groBe Warte-
zeiten die Abfertigung in Ankunftsreihenfolge am glnstigsten ist.

Die zufallsmdBige Abfertigungsreihenfolge nimmt in jeder Hinsicht ei-
ne Mittelstellung zwischen diesen beiden Extremen ein.

Einen interessanten Aspekt weisen die Eigenwertverteilungen flr die
verschiedenen Angebotswerte und Abfertigungsdisziplinen esuf, Bild 16,
S. 98. Wie schon durch die Eigenwertschranken nach dem Theorem von

S. GERSCHGORIN gezeigt wurde, nimmt fir D2, D3a und D3b die Streuung
der Eigenwerte mit wachsendem Angebot zu. AuBerdem nimmt die Streuung
der Eigenwerte von D1 lber D2 nach D3a bzw. D3b zu. Aus Bild 16 ist
weiter zu ersehen, daB das Theorem von S. GERSCHGORIN eine relativ
enge Einschrénkung fiir die Lage der Eigenwerte auf der negativ-reellen

Achse liefert.

Die Berechnung der Momente der Wartezeitverteilungsfunktion erfolgte
bei D1 direkt nach der Losung Gl.(5.37), bei D2, D3a bzw. D3b durch
iterative Aufldsung der linearen inhomogenen Gleichungssysteme
(5.47a,b), (5.61a,b,c) bzw. (5.76a,b,c) nach dem Verfahren der
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"Sukzessiven Uberrelaxation"[l9]. Die Losungen dieser Gleichungssyste-
me, d.h. die bedingten Momente, weisen mit zunehmendem Wert K sehr
grofe Uﬁierschiede auf, so daB i.a. sehr viele Iterationsschritte fiir
eine vorgeschriebene Genauigkeit erforderlich sind. AuRerdem beobach-
tet man eine starke Empfindlichkeit der Konvergenz bezliglich des Re-
laxationsfaktors.

Zur ‘"exakten" Berechnung der Eigenwerte der (unsymmetrischen) Matri-
zen wurde ein iteratives Verfahren angewendet, welches die Matrix
sukzessive auf Diagonalform transformiert. In Erweiterung zum klassi-
schen JACOBI'schen Verfahren, welches symmetrische Matrizen durch ele-
mentare orthogonale zweidimensionale Drehungen auf Diagonalform trans-
formiert [19], wurde von P.J. EBERLEIN und J. BOOTHROYD [20] eine Metho-
de angegeben, welche durch elementare zweidimensionale Drehungen und
Scherungen eine unsymmetrische Matrix auf Diagonalform transformiert.
Mit Hilfe dieses Verfahrens wurden die Eigenwerte und damit die War-
tezeltverteilungsfunktionen berechnet. Das Verfahren ist verhiltnis-
méBig aufwendig und konvergiert fiir extrem unterschiedliche Matrix-
elemente entweder nur sehr langsam oder tiberhaupt nicht.

Auf approximative Losungsverfahren wird im Kapitel 8 noch néher ein-
gegangen.

Bemerkung

Abschlieflend sei bemerkt, daB das reine Wartesystem aus dem kombi-
nierten Warte-Verlustsystem durch Grenzibergang §;—= 00 erhalten
wird. Aus Stationaritétsgrinden muB denn § < 1 gefordert werden.

Durch den Grenziibergang §q—© konnen einige Erleichterungen er-
reicht werden, insbesondere verschwindet der Unterschied zwischen
den Disziplinen D3a und D3b.

Das reine Wartesystem ist in der Literatur bereits intensiv unter-
sucht worden, siehe beispielsweise J. RIORDAN [2&].

- o4 -
Chgrakteristische Ange- Abfertigungsdisziplinen
GroBen bot A D1 D2 D3a D3b
; 0,8 1,1500-2 | 1,1504-2 0 1,15040-2
Verlust- ? s = V0 y + Y490 s 10
wahrscheinl. B 1, Q 731430021 7, 117"340“2 0 7,1839-2
1,5 | 3,34550-1] 3,3454-1 0 3,34 500-1
0,8 | 7,9081-1] 7,9084-1| 7,908,,-1 9089~
v " 3 s 10 10 s 10 7! 90 10 1
Jerkehrs ¥ 1,0 | 9,2864-1| 9,2864-1 | 9,286,0-1 | 9. 286091
175 9;98310"1 9,98340’1 9798340”‘1 9,98310“'1
. _ 0,8 7,7930p-11 7,793p-1| 7,90810-1 | 7,793,5-1
d:if':cheinl. W 1,0 | 8,5719-1| B)571y-1 | 9. 28641 | 857701
1,5 6,6381-1| 6,6387-1 9,983p-1 | 6,6384-1
Erfglgs— . 0,8 | 7,7934-1 ?,??3m~1 74,7931 7579341
arce- W 1,0 8,77110—1 8,)/110—1 8,77140—1 8, )7140~J.
wahrscheinl. 1,5 ]6,638p-1] 6,6384-1 ] 6,638p-1 6,638p-1
Misserfolgs- 0,8 0 0 1,1509-2 0
Warte- _ W** 1,0 0 0 7,143p-2 ¢}
wahrscheinl. 1,5 0 0 3, 345401 0
Mittlere 0,8 2,5650+0 | 2,565p+0 | 2, 565p+0 2,565%0+0
warteschlangen- () 1,0 2,2714+0 | 5,5719+0 | 5,5714+0 5,571p+0
lénge 1,5 1,0050+1 | 1,0094+1 | 1,009¢+1 1,0050+1
1.Moment, M, 0,8 | 4,114,540 | 4, 11Up+0 | b, 055440 | &, 1105940
Mittlere & =t 1,0 |6,5004+0 | 6,5004+0 | 6,0004+0 | 6, 5005+0
Wartezeit 1,5 [ 1,009+1 | 1,0090+1 | 6,71144+0 | 1,0094p+1
Mittlere M3 0,8 L,1104040 | 4,1149+0 | 3,708,040 4, 1144+0
erfolgr. TE s t{:} 1,0 6, 50010+0 | 6, 5000+0 4,1674+0 | 6, 5004g+0
Wartezeit 1,5 | 1,0094+1 | 1,009¢+1 | 1,8964+0 | 1,0094+1
Mittlere ML 0,8 0 0 2,7564+1 0
erfolgl. NEE =tﬁ 1,0 0 0 2,8004+1 o]
Wartezeit 1,5 0 0 1,6274+1 0
MZ 0,8 2,96310*'1 4,6704+1 9, 3904p+1 1,1504p+2
2.Moment e 1,0 1 6,0674+1 | 1,0194+2 | 1,82010+2 | 3, 94 3g+2
1,5 1,1684+2 | 2,0844+2 | 1,28149+2 3,97844+3
M3 0,8 2,9634+1 | 4,6704+1 | 7 994p+1 | 1,150¢+2
2.M nt 2 4 4 10 ’ 10 y DI , 10
(er?gigreich) T 1,0 | 6,067¢+1 | 1,01940+2 | 1,05010+2 | 3, 9L 342
> 1,5 | 1,1684+2 | 2,084g+2 | 1,85640+1 | 3,9780+3
b 0,8 0 0 1, 04040+3 0
2.Moment 2 ’ ,
(erfolglos) Wx* 1'9 8 g %,ig§w+% 0
5D 5 454 40t ¢}
Hy 0,8 12,8334+2 | 9,182¢+2 | 4,193,4+3 | 7,01kyp+3
3.Moment 7 1,0 |6,8250+2 | 2,56L40+3 9,282+3 | 5,323+l
1,5 | 1,45040+3 | 6,48840t3 | 3,41640+3 | 5, 5304+6
M 0,8 2,833,442 | 9,1824+2 3,48340+3 | 7,0144+3
. t ? ’ 210 ’ g sy 10 x 40
o, ten) T | 1,0 | 6,8250+2 | 2)560iar3 | 5,107 063 51323+l
1,5 1,45044+3 | 6,48840+3 3,9154+2 | 5, 5304+6
Mx* | 0,8 0 0 5,2320+4 0
M t ’ APCry
v?erggiglos) W;7 1,0 0 0 2, 9384tk 0
1,5 0 0 o, 4204043 0

Tabelle 1. Charakteristische GréBen in Abh&ngigkeit von Angebot
und Abfertigungsdisziplinen

System:

g =1,

n=1,s=12

(Wartezeiten und Momente sind mit der mittleren
Belegungsdauer normiert)
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Bild 15%a. Wartezeitverteilungsfunktionen filir verschiedene Bild 15b. Wartezeitverteilungsfunktionen fiir verschiedene
Abfertigungsdisziplinen T Abfertigungsdisziplinen
System: g=1,n=1, Sl= 12 System: ) g=1,n=1, 51= 12
Parameter: Angebot A Parameter: A
Abfertigung in der inversen Reihenfolge des

Eintreffens (D3)

Abfertigung in der Reihenfolge des Eintreffens
(D1) mit verdrédngender Priorit#dt (D3a)
— ——— Abfertigung in zufdlliger Reihenfolge (D2 ——-—— erfolgreich wartende Rufe (7)
g © ze (D2) —-—-—- erfolglos wartende Rufe (**)

ceecceee——- mit nichtverdréngender Priorit&t (D3b)
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Bild i5c. Wartezeitverteilungsfunktionen fiir verschiedene

Abfertigungsdisziplinen
System: g=1,n=1, §¢= 12; Angebot A = 1,0

Abfertigung in der Reihenfolge des Eintreffens (D1)
————Abfertigung in zuf&lliger Reihenfolge (D2)
Abfertigung in der inversen Reihenfolge des
Eintreffens mit verdréngender Prioritdt (D3a)
—-——- erfolgreich wartende Rufe (*)
—-—-— erfolglos wartende Rufe (**)
------------- Avfertigung in der inversen Reihenfolge des
Eintreffens mit nichtverdrédngender Prioritdt (D3b)
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» D3a

s by
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3

s,-tach

-1

-2
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Abfertigungsdisziplinen D1, D2, D3a, D3b
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Verteilung der Eigenwerte auf der negativ-reellen Achse
System:
Parameter:
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Bild 16.
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6. BEDIENUNGSSYSTEME MIT VOLLKOMMENER ERREICHBARKEIT UND
MEHREBEN WARTESCHLANGEN

In diesem Abschnitt werden Bedienungssysteme mit g zZ 2 Anrufprozes-
sen bzw. Warteschlangen behandelt. Alle n Leitungen sind vollkommen
erreichbar. Dem J-ten AnrufprozeB ist ein Wartespeicher mit sJ War-
teplédtzen zugeordnet, vergl. Bild 1(b). Es werden verschiedene Ab-
fertigungsdisziplinen zwischen und innerhalb der Warteschlangen
zuegrunde gelegt. Der ibersichtlichen Darstellung wegen werden die
Verhdltnisse zumeist am Beispiel g = 2 dargestellt.

6.1 Zustandswahrscheinlichkeiten

6.1.1 Allgemeine Zustandsgleichungen

Bei vollkommen erreichbaren Leitungen konnen sich grundsédtzlich nur
dann Warteschlangen aufbauen, wenn alle Leitungen belegt sind. Zu-
standsbeschreibung und Zustandsraum bleiben daher unverédndert wie
in Abschnitt 5.1, solange keine Warteschlangen existieren und wenn

g
A=) N (6.1)
I=1

als mittlere Summen-Anrufrate eingesetzt wird. Die Zustinde der
Warteschlangen werden durch einen g-dimensionalen Vektor
(Zl’ZZ""’Zg) beschrieben, worin z; €[b,sJ] die Anzahl Wartender
in der J-ten Warteschlange angibt, J = 1,2,...,g. Der E(t)—ProzeB
wird somit durch eine (n+g)-dimensionale Zufallsvariable beschrie-

ben:

E(v) = (Xy3 X, 00 e, X5 21,22,...,22) . (6.2)
Der gesamte Zustandsraum zerfédllt wieder in 2 Unterrdume, einen n-
dimensionalen fir die Belegungsmuster der Leitungen,und einen g-
dimensionalen fiir die Belegungszusténde der Warteschlangen. Beide
mehrdimensionalen Unterrdume sind - wie bel Systemen mit einer War-
teschlange - iliber einen einzigen Zustand miteinander verknipft,
welcher als beiden Unterrdumen zugehdrig angesehen werden kann,
némlich dem Zustand (1,1,...,1;0,0,...,0). Die Menge Z der Zu-
sténde des E(t)-Prozesses ist:

21 o+ Tgl' (sy+1) .

J=1
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In Bild 17 ist der Zustandsraum fir das Beispiel n = 3 und g = 2
flir die fimfdimensionale Zustandsvariable (xl’XZ’XB;Zl’ZZ) ange-
geben. Es wurde dabel beispielsweise angenommen, daf die Leitungen
geordnet abgesucht werden (Fiir zufallsmdBiges Absuchen vargl.

Bild 9).
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Bild 17. Zustandsraum und Ubergangskoceffizienten fiir das
Bedienungssystem vollkommener Erreichbarkeit mit
n = 3 Leitungen und g = 2 Warteschlangen
(geordnetes Absuchen der Leitungen)
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Zusténde und Ubergangskoeffizienten des 3(allgemein n)-dimensionalen
Unterraumes sind dieselben wie bel Systemen mit einer Warteschlange.
Die Zusté&nde der Warteschlangen sind durch einen 2(g)-dimensionalen
Unterraum gekemnzeichnet. Der (bergangskoeffizient fiir die Belegung
eines weiteren Warteplatzes in der J-ten Warteschlange ist A J°

Jd =1,2,...,g. Der Ubergangskoeffizient fiir die Abfertigung eines
Wartenden aus der J-ten Warteschlange ist

(L{] = é“pj , ]= 4/2,..,,\9, (6-3)
wobei die bedingte Abfertigungswahrscheinlichkeit fiir die Warte-
schlange J, Py i.a. eine Funktion des momentanen Zustands ist.

Die Zustandsglelchungen werden nach Abschnitt 4.1.5 gewonnen, indem
fir jeden Zustand die Gleichung fiir das "statistische Gleichgewicht"
angeschrieben wird. Als Beispiel werde hierzu die Zustandsgleichung

flir den Zustand (1,1,1;21,22) des zweldimensionalen Unterraumes Bild
17 betrachtet:

() pittaz) = dplntz1z) + 74 pl1112,2-1) (6.14)

W PUALZ2) o P (417 2,2541).
Zusammen mit der "Normalisierungsbedingung" entsprechend Gl.(4.15)
ergibt sich ein lineares Gleichungssystem zur eindeutigen Bestim-

mung der stationdren Zustandswahrscheinlichkeiten p(x

zl,...,zg).

1r e Xy

Der Rang des linearen Gleichungssystems zur Bestimmung der Zustands-
wahrscheinlichkeiten 188t sich jedoch - wie beim System mit einer
Warteschlange - erniedrigen. Der gesamte "Verkehr" zwischen den
beiden Unterrdumen verl8uft iiber den "Schliisselzustand" (1,1,...,1;
0,...,0). Dieser Zustand muB bei Stationaritédt bereits mit allen
oberen bzw. allen unteren Nachbarzustédnden im statistischen Gleich-
gewicht sein, d.h. er muB von oben (unten) her ebenso hidufig ent-
stehen wie er nach oben (unten) hin verschwindet (Diese Folgerung
wdre nicht méglich, wenn beide Unterridume iiber mehrere Zusténde
miteinander verkniipft wdren, wodurch ein sog. "Kreisverkehr" ent -
stehen kann, welcher nicht im Widerspruch zur Stationaritidt stehen
muB) .

Das System der linearen Zustandsgleichungen kann dadurch in zwei

Tellsysteme des Ranges 2"_1 bzw. Tgr (SJ+1)~1 zerlegt werden.
J=1
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Diese Tellsysteme konnen unabhingig geldst werden, wobel jeweils
p(1,1,...,1;0,...,0) als Parameter in die Lisungen eingeht.
p(1,1,...,1;0,...,0) wird schlieBlich mit Hilfe der Normalisierungs-
bedingung bestimmt.

Beil zufallsm8Bigem Absuchen der Leitungen kann insbesondere die
Losung fiir den n-dimensionalen Unterraum wieder sofort angegeben
werden (vergl. Abschnitt 5.1.2).

Haben schlieBlich alle Leitungen gleiche mittlere Enderaten £, so
kann der n-dimensionale Unterraum wieder auf einen eindimensiona-
len Zustandsraum reduziert werden, dessen Zustandswahrscheinlich-
keiten bekannt sind (vergl. Abschnitt 5.1.3).

6.1.2 Sonderfalle

Die Zustande des 2(g)-dimensionalen Unterraumes zur Beschreibung
der Warteschlangen miissen i.a, aus einem linearen Gleichungssystem
berechnet werden. Im folgenden werden einige Sonderfdlle fiir die
Abfertigungsdisziplin zwischen den Warteschlangen behandelt, welche
auf rekursive LOsungsalgorithmen oder sogar auf eine geschlossene
Losung flhren.

a) Fest vorgeschriebene Priorititen zwischen den Warteschlangen

Es werde im folgenden der praktisch wichtige Fall von g = 2 Warte-
schlangen betrachtet. Besitzt die erste Warteschlange nichtunter-
brechende Prioritét gegeniiber der zweiten Warteschlange, so kann
immer nur dann ein Wartender der zwelten Warteschlange abgefertigt
werden, wenn der erste Wartespeicher leer ist. Dieser Sonderfall
folgt aus dem allgemeinen Modell flir die spezielle Form der beding-
ten Abfertigungswahrscheinlichkeiten Py

. >
Py = 1, Py, = 0 fur Zq >0, zZ, =

s

0
) (6.5)
o= o, P, = 1 fir zy = o, 2, > o .

Im Zustandsraum Bild 17 verschwinden alle Uberginge, welche mit dem
Koeffizienten ¢, bezelchnet sind, d.h.
“Uo = 0O . (6.6)

Wegen Gl.(6.6) kann ein Ldsungsalgorithmus zur rekursiven Bestimmung
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aller Zustandswahrscheinlichkeiten des 2-dimensionalen Unterraumes erkldren wir voriibergehend als Unbekannte. Durch Rekursion konnen

angegeben werden. die Wahrscheinlichkeiten p(l,l,l;sl~l,0),...,p(l,l,l;l,o) bzw.

Die Zustandswahrscheinlichkeit p(1,1,1;0,0) wird als Parameter be- p(1,1,1;0,855-1), ..., 0(1,1,1;0,1) als Funkbionen von p(l’l’?;s?'o)
bzw. p(l,l,l;O,sz) ausgedriickt werden. Der Ansatz der statistischen

trachtet, welcher am SchluB aus der Normalisierungsbedingung be- Gleichgewichte fiir die drei Zusténde (1,1,1;0,0), (1,1,1;1,0) und

stimmt wird. Nehmen wir voriibergehend p(1,1,1;0,1) als Unbekannte (1,1,1;0,1) liefert drei Gleichungen zur Bestimmung der drei Unbe-

an, so k?nnen durch Ansetzen der statistischen Gleichgewichte fiir kannten p<1'1’1;sl’0)’ p(l,l,l;o,sz) und p(1,1,1;1,1). Dieselbe

dle Zusténde (1,1,1;0,0), (1’1’1;1’0)’"°’(1’1’1;51'1'O) die Zu- Prozedur wird nun fortlaufend auf den jeweiligen Restraum ausgelibt.

standswahrscheinlichkeiten p(1,1,1;1,0), p(1,1,1;2,0),...,p(1,1,1;

sl,O) als Funktionen der Unbekannten p(1,1,1;0,1) ausgedriickt wer- In diesem Beispiel ist es ebenfalls mdglich, die Zustandswahrschein-

den. Das statistische Gleichgewicht fiir den Zustand (1,1,1;91,0) lichkeiten rekursiv zu berechnen, wobei anstelle eines Gleichungs-

erlaubt die Berechnung der Unbekannten p(1,1,1;0,1). Nun nehmen wir systems des Ranges (sl+1)(52+1)~1 nur min(s;,s,) Gleichungssysteme

voriibergehend p(1,1,1;0,2) als Unbekennte an und driicken p(1,1,1; von jeweils 3. Range aufzuldsen sind.

1,1),...,p(1,1,1;sl,1) als Funktionen von p(1,1,1;0,2) aus. Das
statistische Gleichgewicht fiir den Zustand (1,1,1;51,1) erlaubt c) Abfertigung nach Wahrscheinlichkelten proportional zu den
die Berechnung der Unbekannten p(1,1,1;0,2) usw. momentanen Warteschlangenléngen
Bei dieser Disziplin wird eine Warteschlange mit einer Wahrschein-

Auf diese Welse ist es mbglich, s8mtliche Zustandswahrscheinlich- lichkeit abgefertigt, welche dem Verhdltnis aus eigener Lénge zur
keiten rekursiv zu berechnen, wobei anstelle eines Gleichungssystems gesamten Lénge aller Warteschlangen gleich ist. Diese Disziplin
des Ranges <Sl+l)£32+l>"1 lediglich S2 Gleichungen fir jewelils eine steht gleichzeitig dafiir, daB unter a 1 1 e n Wartenden einer
Unbekannte aufzullsen sind. zufallig herausgesucht wird.
b) Variable Priorit8ten zwischen den Warteschlangen nach momentanen Die bedingten Abfertigungswahrscheinlichkeiten sind
Warteschlangenléngen

g
Bel dieser Abfertigungsdisziplin erh8lt die momentan léngste Warte- o, = <7 fiir ? z; S0 wnd J = 1,2,...,8. (6.8)
schlange nichtunterbrechende Priorit&t. Gibt es mehrere Warteschlan- 7 2sz J=1
gen der momentan groBten Linge, so soll eine beliebige Aufteilungs- J=q J
regel fur die Abfertigmung zwischen diesen Warteschlangen gelten (z. Eine ldngere Warteschlange wird mit einer gro8eren Wahrscheinlich-
B. alle gleichwahrscheinlich). keit abgefertigt als eine kilrzere.
Dieser Fall stellt sich im Zustandsraum Bild 17 wie folgt dar: Es kann gezelgt werden, daB die Zustandsgleichungen fiir den g-

dimensionalen Unterraum von folgender Losung befriedigt werden:

6’41 0 fir 22>zl (6.73) \
1z fir z, >z, (z++25) ! z. 26[05‘}
43(4,,'//27,/29) = fn’z,'/,q,o)g—/———};? ‘ % , , / 4 (6.9)

i 721 J=12..,3,
0 fir z, > z,
(6.7b) wobei gJ =2J?' In diesem Falle ergibt sich auBerdem, daB sich

é‘z = (1:¢ fir Z2,>2¢ -
schon jeweils zweli benachbarte Zusténde im statistischen Gleich-
Es werde wieder p(1,1,1;0,0) als Parameter angenommen. Die Wahr- gewicht befinden.

scheinlichkeiten p(l,l,l;sl,o), p(l,l,l;o,sz) und p(1,1,1;1,1)
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6.2 Charakteristische GroBen

Die charakteristischen GroBen sollen - soweit sie sich nicht auf
das ganze System beziehen - filir die 1. Warteschlange, d.h. 1-Rufe,
definiert werden; die Ergebnisse kdnnen durch Vertauschung der

Indices auch auf andere Warteschlangen angewendet werden. Die wWahr-

scheinlichkeiten p(l,...,l;zl,...,zg) werden kurz mit p(n;zl,...,zg)
bezeichnet.
a) Wartewahrscheinlichkeit W,
5= 1 5
1/1/1- - i’ plnz,z, .. 25) fiir D1, D2, D3b (6.102)
Z, Q =

g ]
W3 T plya e zy) fur poe (6-10m

2;,:0 %=0 Z!=a

b) Verlustwahrscheinlichkeit By

S Sa
Bll::' Z 7’7(’",'57,6,"',29) fiir D1, D2, D3b (6.11a)

z=0

B, = 0 fir Dla . (6.11b)

c) Erfolgs-Wartewahrscheinlichkeit wz

W,*‘: 7 fiir D1, D2, D3b (6.12a)

. 1 % 5
W, = z Zj: plry2,2,...25) fir D3a . (6.12b)
50270 4=0

d) MiBerfolgs-Wartewahrscheinlichkeit W**

1

//\/4“ -0 fiir D1, D2, D3b (6.13a)

AN =Z Z/;J(ﬂ $.%,2g)  tir Dla . (6.13b)
5=0 Zg=0
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Zwischen wl, w; und wi* gilt, wie bel g = 1, die Beziehung

M4 = M4* +—MG** . (6.14)

e) Verkehrswert Y

1 1S
Yy=2_. Zi i(h IO N2 25) (6-15)

=0 Y=0 70 Zg= =0

f) Mittlere Warteschlangenlinge Ql
R 9
‘Q//: Zi Z ZP7%Z2) - (6.16)

g) Mittlere Wartezeit der Wartenden ty
1

- Ay (6.17)
& Wydg

6.3 Wartezeiten

Das Problem der Wartezeitverteilung bei Systemen mit 2(allgemein g)
Warteschlangen und vollkommen erreichbaren Leitungen wird fir zwei
verschiedene Gruppen von Abfertigungsdisziplinen z w i s ¢c h e n
den Warteschlangen (A bzw. B, vergl. Abschn. 2.4.3) behandelt. Wie
bel Systemen mit einer Warteschlange werden innerhalb der
beziliglich eines Testrufs betrachteten Warteschlangen vier verschie-
dene Abfertigungsdisziplinen zugrunde gelegt. Die Abfertigunesdis-
ziplinen innerhalb der restlichen Warteschlangen diirfen beliebiger
Art (D1,...,D3b) sein.

Bel vollkommen erreichbaren Leitungen kann ein WarteprozeB nur dann
existieren, wenn alle n Leitungen belegt sind. Diese Leitungsbele-
gungen haben in jedem Falle einen direkten EinfluB auf die Warte-
zelt eines Testrufs. Die n Leitungsbelegungen brauchen jedoch nicht
explizit in der Zustandsbeschreibung beriicksichtigt werden.

Alle Ausfithrungen beziehen sich aus (bersichtlichkeitsgrimden auf
Systeme mit g = 2 Warteschlangen. Ohne Einschrénkung der Allge-
meinheit werden die Warteprozesse nur beziiglich Bufen des 1. An-
rufprozesses betrachtet.
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6.3.1 Abfertigung zwischen den Warteschlangen nach Wahrscheinlich-
keiten unabhidngig von den momentanen Warteschlangenléngen (A)

Die Abfertigung zwischen den Warteschlangen soll nach Regeln erfol-
gen, welche nicht von den momentanen Warteschlangenlédngen innerhalb
der (nichtleeren) wartespeicher abhingen. Der Spaltenvektor (pJ)

der bedingten Abfertigungswahrscheinlichkeiten fiir die Warteschlange
J (vergl.Abschn. 2.4.3) ist also flir alle jene Zust&nde identisch,
welche dieselbe Kombination belegter Wartespeicher aufweisen.

6.3.1.1 Abfertigung in der Reihenfolge des Eintreffens (AD1)

a) Der Warteprozef

Wegen der Disziplinen A und D1 haben dem 1-Testruf nachfolgende 1-
Rufe keinen EinfluB auf dessen Wartezeit. Wdhrend des §1(t)—Pro-
zesses ist der 1-Testruf im ersten Wartespeicher anwesend, d.h.
wahrend dieser Zeit ist der erste Wartespeicher belegt und wird
deshalb mit der bedingten Wahrscheinlichkeit Py abgefertipgt. War-
tende des z we i t en Anrufprozesses haben in jedem Falle einen
EinfluB auf die Wartezeit des 1-Testrufs.

Der gl(t)—ProzeB kann durch eine zweidimensionale Zufallsvariable

i 0,1,...,8,-1,

1 (6.18)
1 ¥

]

) = (é2), i

i

L}

2 0,1,...,s
beschrieben werden, worin 11 die Zahl der v o r dem 1-Testruf War-
tenden in der ersten Warteschlange und 12 die Zahl der in s g e-

s amt Wartenden in der zweiten Warteschlange angibt. Die Antreff-
wahrscheinlichkeit ist

Bl,5) =P{L)= rf,,,tz)} = p(7i i, %)
1= 0,1,.00,8-1, (6.19)
12 = 0,1,.,.,s2 .

Bild 18 zeigt den Wartezustandsraum und die Uberginge fiir den gl(t)-
ProzeR mit den zugehdrigen Ubergangskoeffizienten. Die Endekoeffi-
zienten des gl(t)—Prozesses konnen dem Bild 18 ebenfalls entnommen

werden.
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Beginn des Warteprozesses

Y

A A A A A
i,0) :uzfz ?: (iyig ) UZ (iyiy) uz ) y.—_r_—2 "'TTZ" (in5)
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2
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Ende des Warteprozesses

(Abfertigung)

Bild 18. Wartezustandsraum fiir Warten nach AD1

Entsprechend der Feststellung, daB dem 1-Testruf nachfolgende 1-Rufe
keinen EinfluB auf dessen Wartezeit haben, ist der §1(t)—ProzeB von

Zl unabhangig.

Fir den Sonderfall der Abfertigung nach Prioritéten (Warteschlange 1
habe Prioritédt iliber Warteschlange 2) ist nach Gl.(6.6) U, = O und

by =¢ . Hierdurch ergeben sich weitere Vereinfachungen im Warte-
zustandsraum, auf die wir spdter noch ndher eingehen werden.

Die Wartezustandsrdume fiir Bedienungssysteme mit mehreren Eingengs-
Warteschlangen sind grunds&tzlich m e h rdimensional., Die zugehori-
gen Differentialgleichungssysteme sind daher von hohem Bange, so
daB es vorteilhaft sein kann, wenn sich der gesamte Warteprozef in
unabhidngig losbare Teil-Warteprozesse zerlegen 18Bt. Hierzu wird
die grundlegende Eigenschaft mehrdimensionaler Warteprozesse aus
Abschnitt 4.4.3c herangezogen. Sie besagt, daB stets derjenige
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Teilraum filr sich betrachtet werden kenn, auf welchen nur einseitig
gleichsinnig gerichtete Uberginge weisen. Diese Eigenschaft 188t
sich aus den geometrischen Wartezustandsrdumen leicht erkennen.

Angewendet auf den Wartezustandsraum Bild 18 stellt man hiernmach fest,

daB zunédchst der Unterraum (O,iz), i, =0,+,...,8,, flir sich behan-
delt werden kann. Wenn die LOsungen hierfir bekannt sind, kann nun
der Unterraum (1,12), i, = 0,1,...,s,, fur sich behandelt werden.
Dabeil werden auBerdem die Zustédnde des zuerst betrachteten Unter-
raunes (0,12) auftreten, welche aber bereits aus dem vorausgegan-
genen Losungsschritt bekannt sind, usw.

b) Wartezeitverteilungsfunktionen

Es wird eine bedingte Wartezeitverteilungsfunktion wl(tiil,iz) ein-
gefiihrt, wobeil §1(0) = (11,12). Da keine akzeptierten 1-Rufe ver-
dringt werden kénnen (D1), ist wi(t|il,12) = wl(tiil,iz),
wi*(t{ll,lz) = 0.

Entsprechend G1.(4.32) gehorchen die bedingten Wartezeitverteilungs-
funktionen einem System von linearen Differentialgleichungen, des-
sen Koeffizienten aus Bild 18 entnommen werden konnen. Fiir den all-
gemeinen Zustand (11,12) gilt folgende Differentialgleichung:

24ltlet) )

dr (6.20)

= By (G, 00 gt 15) +ey 4 (1 i01).

(Am rechten, linken und unteren Rand des Wartezustandsrsumes Bild 18

vereinfachen sich die G1.(6.20) entsprechenden Differentialglei-
chungen) .

Die Anfangsbedingungen sind einheitlich w1(0111,12) = 1, Dies folgt
auBerdem aus G1.(6.20) mit Gl.(4.34), wenn die in Bild 18 angege-
benen Endekoeffizienten beriicksichtigt werden.

Der Ubersichtlichkeit halber wird wieder das lineare Gleichungs-
system der Laplace-Transformierten wl(s!il,iz) der bedingten Warte-
zeltverteilungsfunktionen wl(tlil,iz) in Matrixdarstellung angege-
ben. Die am oberen Rand angeschriebenen Zusténde (11,12) deuten die
Zugehorigkeit der in dieser Spalte stehenden Koeffizienten zu den
"Unbekannten" wl(sfil,iz) an.
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Die G1.(6.21) entsprechende Matrix 141 hat allgemein den Rang N =
sl(sz+1). Wegen der speziellen Struktur dieser Matrix ist jedoch
eine Sektionalisierung mdglich: Das Teilsystem fiir die Zusténde
(0,0),..,,(O,sz) kann fUr sich gelOst werden. Mit den bekannten
Losungen des ersten Teillsystems kann das zweite Teilsystem flr die
Zusténde (1,0),...,(1,52) gelost werden usw. Die Moglichkeit der
Sektionalisierung kann auBerdem aus dem Wartezustandsraum erkannt
werden, vergl. a). Auf diese Weise sind anstelle eines Systems
sl(s2+1)'ten Ranges sy Systeme von jeweils nur (32+1)-t8m Range

zZu lOsemn.

iver die Eigenwerte der Teilsysteme von GL.(6.21) kinnen folgende
Aussagen gemacht werden:

1, Die Teilsysteme haben jeweils den gleichen Satz von Eigen—
werten ey, ¥ = 1,2,...,82+1,

2. Die Eigenwerte jedes Teilsystems sind negativ-reell und ver-
schieden, sie liegen s&mtlich im Intervall

(- (@t +42) 41 )
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Die erste Aussage gilt, weill die Systemdeterminanten der durch Sek-
tionalisierung gewonnenen Teilsysteme identisch sind. Der Beweis
der zweiten Aussage erfolgt entsprechend zu den Beweisfiihrungen fiir
das Bedienungssystem mit einer Warteschlange, vergl. Anhang Al und
A3 (Die Systemdeterminanten der Teilsysteme sind vom gleichen Typ
wie bel Bedienungssystemen mit einer Warteschlange und der Abferti-
gungsdisziplin D3b).

Die Matrix Gl1.(6.21) besitzt also N' = 2+1 verschiedene Eigenwerte

ey mit der Vielfachheit Ky = s Y= 1,2,...,8,%1.

1 2

Lost man sukzessiv die Teilsysteme von Gl.(6.21) auf, so erhdlt man

als LoOsungen Ausdriicke der folgenden Form:

S2+1
C, (6.22)
W(s|.4) = X (Ee—,ff
Die Laplace-Riucktransformation ergibt
S+f
(%) ¢ ¥
w; (tlg ) = exp(e,f)i a, " T (6.23)

P=1

Mit den Antreffwahrscheinlichkeiten Pl(il'iz) nach Gl.(6.19) folgt
entsprechend Gl.(4.39) die Wartezeitverteilungsfunktion beziiglich
1-Rufen

s-1 8 . (6.24)
Wit) =57 3 plrt, )eteliy ) '
6=0 4=0
Sonderfédlle:

1. Prioritétsfall

Den Sonderfall, bei welchem die erste Warteschlange nichtunterbre-
chende Prioritédt liber die zweite Warteschlange hat, erhdlt man fir
Yy = o, Hy =t - Die Eigenwerte fallen alle zusammen auf

- - (6.25)
& =t

Beginnend mit dem Zustand (O,sz) konnen nacheinander fir alle Zu-
sténde (0,1,), i, = 85-1,...,0, die Ldsungen rekursiv berechnet
werden. Man erhdlt

Wl(SlO,iz) = -S—;—e"—' ’ 12 = Sz,...,o .
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Das Ergebnis ist unabhingig von 22, da nachfolgende 2-Rufe keinen
EinfluB auf die Wartezeit des 1-Testrufs haben, Die allgemeine Lo-
sung ist in diesem Sonderfall

W, (s14,4) = zj(s*e)’* iy =0,1,.00y8, « (6.26)

Die Laplace-Rlicktransformation liefert
1,
)}—
. i 2 ;
W (t] 4,4)= —(é;—,'exp(—gf) / 12
=0 ’

w(tlil,iz) gehorcht also einer ERLANG-(i +1) -Verteilung wie im Falle
von nur einer Warteschlange und der Abfertlgung in der Reihenfolge
des Eintreffens (D1). Dieses Ergebnis ist anschaulich klar, da der
i-Testruf im Prioritéatsfall genau (il+1) negativ-exponentiell ver-
teilte Phasen bis zu seiner Abfertigung warten mufB, unabhangig da-

von, wieviele 2-Rufe in dieser Zeit eintreffen.

0,1,.00y8, & (6.27)

2. Unbegrenzter Warteraum fir 2-Rufe bzw. verschwindendes Angebot
der zweilten Warteschlange

Einen weiteren interessanten Sonderfall erh&lt man fir §,—> 00 bzw.
fir sehr kleine 22. In diesen F&llen k&nnen die Eilgenwerte wieder
explizit angegeben werden, da die einzige Unsymmetrie der System-
determinanten der Teilsysteme - im letzten Hauptdiagonalelement -
verschwindet. In diesen Fdllen erhalten wir denselben Matrixtyp

wie bel Bedienungssystemen mit einer Warteschlange und inverser
Abfertigungsreihenfolge D3a, vergl. Abschnitt 5.3.3 sowie Anhang AZ2.

Die Eigenwerte dieses (symmetrischen) Matrixtyps sind
er=zvhzuzm“2 ~O) |, F=142, 50, (6.28)

Die Eigenwerte nach Gl1.(6.28) sind exakt fiir §,—# 00 bzw.ﬂz—»-o, sie
kdnnen jedoch fir s, >1 und 22<§et als Ndherungsldsung benutzt wer-
den.

In diesen F&llen kann die Wartezeltverteilungsfunktion wieder ex-

plizit angegeben werden, worauf hier aber nicht néher eingegangen

werden soll.
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c) Mittlere Wartezeiten und Momente der Wartezeitverteilunesfunktion

Die bedingten mittleren Wartezeiten twl(il,iz) erhdlt man nach Gl.
(4.58) aus dem Gleichungssystem (6.21) an der Stelle s = Q. Die K-
ten bedingten Momente MlK(il’iZ) konnen entsprechend Gl.(4.56) aus
dem Gleichungssystem (6.21) an der Stelle s = 0 berechnet werden,
indem die rechte Seite durch den K-fachen Losungsvektor der (K-1)-
ten Momente, Ml,K~1(11’12)' ersetzt wird, K = 1,2,... .

6.3.1.2 Abfertigung in zufélliger Reihenfolge (AD2)

a) Der WarteprozeR

Bei der Abfertigung in zufédlliper Reihenfolge konkurrieren mit dem
1-Testruf alle Wartenden der ersten wie auch der zweiten Warte-
schlange. Der {,(t)-ProzeR werde durch die zweidimensionale Zufalls-
variable

8@ =(i,0),  4=01.., 3,

9=01..,5,

beschrieben, wobei il die Zahl der mit dem 1-Testruf in der ersten
Warteschlange Wartenden und 12 die Zahl der in der zweiten Warte-
schlange insgesamt Wartenden bedeutet. Flir die Antreffwahrschein-
lichkeit gilt weiterhin G1.(6.19).

(6.29)

Bild 19 zeigt einen Ausschnitt des Wartezustandsraumes mit den Uber-
rAngen flUr den gl(t)-ProzeB.

Beginn des
Warteprozesses

~N A N

(i, i)

/U\

Ende des Warteprozesses
(Abfertigung)

Bild 19. Ausschnitt aue dem Wartezustandsraum fiir Warten nach AD2
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Der §1(t)-ProzeB kann von j e d e m Zustand aus beendet werden,
wie in Bild 19 angedeutet ist.

D) Wartezeitverteilungsfunktionen

Fur die bedingten Wartezeitverteilumgsfunktionwn wl(t!il,iz) gilt
entsprechend Gl.(4.32) ein System linearer Differentialgleichungen,
wobei die Anfangsbedingungen einheitlich wl(olil,iz) = 1 sind. Fir

den beliebigen Startzustand (il,iz) gilt entsprechend Bild 19 fol-
gende Differentialgleichung:

dw’z(fl’lz iz} )ﬂ‘é[}l{)’{ﬂ’%(z}

2 +4é‘1 W (ElG15) + pouyltle, 1)

o A sltlim ) + o (g, e ).

(6.30)

Das Tleichungssystem der Laplace-Transformierten wl(slil,i?) der be-
dingten Wartezeitverteilungsfunktionen hat die folegende Form:
{6.31)

00 (g9 02) - (os1) (48)| 00 (11 42 (157 1<) (20 21 .- 729 () - 1)
[:f*/.ﬁ'(»(/ ")2 '24 | //
o Geand o } 1
s (5"2*‘{/) ')2 '/11 z 1
AR N AN i N . N
i . :
‘é‘z (5+j+6,:, A -A¢ i 1
S 3%, VS I AR 4
_11(" p [(-f)lfl) 32 ‘34 1
"zl , Uz (el -22 ‘ M | q
"2ty [ ta @) K i 1 1

N N M N i
Nli i SN I

7t “th (std+) Dy 1
S § I = i S
“su , (S+ Atus) ‘32 | 1
; L "& Gv*w @; 1
N ( . . i :
e s ——— '—*:;*——j::i::::;“‘“""——t:;:ft:
s¢ eagu) K 1
* 1‘ _&E,Tl{‘! I 'l"z\‘/f*)z*éf) ’32\‘ 1
i AN st g ’ ‘\\“& f

‘ | A 2 (sty)

Die $1.(6.31) enftsprechende Matrix A]Vkmﬁ nun eine allegemeinere

Struktur als alle bisher behandelten. Das gesamte Gleichunegssystem
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148t sich insbesondere nicht mehr in Teilsysteme aufteilen. Es muB
daher ein Differentialgleichungssystem des Ranges sl-(sg+l) aufge-

10st werden.

In der Matrix treten von Null verschiedene Elemente nur symmetrisch
zur Hauptdiagonale auf. Da i.a. aLikaak.l gilt, ist die Matrix nicht-
symmetrisch. Ahnlich wie beim Bedienungssystem mit einer Warte-
schlange und Abfertigung in zufé@dlliger Reihenfolge kann erwartet
werden, daB die Matrix nach G1l.(6.31) zur Klasse der symmetrisier-
baren Matrizen gehdrt und daher notwendig reelle Eigenwerte be-
sitzen muB (vergl. Anhang A2).

Der Bereich der Eigenwerte kann am schnellsten mit Hilfe des Theo-
rems von S. GERSCHGORIN (siehe Anhang A1) nachgewiesen werden. Die
Zeilenform des Kriteriums liefert folgende Abschidtzung des Figen-

wertbereichs auf der negativ-reellen Achse:
2s5,-3 '§g~4) _é1
[‘77’74)‘(2)*‘2(/2"'(14'}4—17 / Z)2+2[42+€1 & / 5:1 .
Wegen der allgemeineren Struktur der Matrix kann nicht mehr ausge-
schlossen werden, daB alle Eigenwerte verschieden sind. Numerische

Ergebnisse haben bestdtigt, daB mehrfache Eigenwerte (zumeist zwei-

fache) vorkommen koénnen.

Die Losungen des Gleichungssystems (6.31) sind i.a. von folgendem

Typ:
N K 2%
C 12
Wlslini) =) fr——);—e , (6.%2)
y=1 X=1 »e
wobei e, ein Ky-facher Eigenwert der Matrix A, ist,»=1,2,... N,
und

N/
ZK}, =N = s1(52+1)
V=1

Die bedingten Wartezeitverteilungsfunktionen sind vom Tyv

. v K () gt )
wy el 5,) =) em(eyt)z ay T (6.33)
»=1 *#=1 (ac-1)]

#lUr die absolute Wartezeitverteilungsfunktion w1(>t) gilt weiterhin
Gl.(6.24). Die Berechnung der bedingten mittleren Wartezeiten und
der bedingten Momente der Wartezeitverteilungsfunktion erfolet wie

in 6.3.1.1 ¢).

- 116 -

6.3.1.3 Abfertigung in der inversen Reihenfolse des
Eintreffens mit verdrangender Frioritdt (AD3a)

a) Der Warteprozef

Der 1-Testruf ordnet sich bei seiner Ankunft vor allen Wartenden
der ersten Warteschlange ein. Die bei Ankunft angetroffenen War-
tenden der ersten Warteschlange haben keinen Einfluf3 auf die War-
tezeit des 1-Testrufs, da sie erst - wenn iliberhaunt - n a c h

dem 1-Testruf abgefertigt werden konnen (wegen D3a) und ihre An-
wesenheit auch keine Beschleunigung in der Abfertigung der ersten
Warteschlange bedingt (wegen A). Dagegen konkurrieren wWartende der
zwelten Warteschlange in jedem rtalle um die Belegung einer frei

werdenden Leitung.
Der §1(t)—ProzeB wird durch die zweidimensionale Zufallsvariable

§1(t) = (1,15, i,=0,1,.0.,8,-1, (6.34)
0,1

’

i, = yeeesSo,
beschrieben, wobei i1 die Zahl der v o r dem 1-Testruf in der er-
sten Warteschlange wartenden und 12 die Zahl der in der zweiten War-
teschlange insgesamt Wartenden bedeutet. rir die gesamte wWartezeit
des Testrufs gilt 51(0) = (O,iz); flir die Antreffwahrscheinlichkei-
ten gilt
S
/2(0,12) :i;ﬁ/ﬁ/'zwﬁz} . (6.3)
Z,=
In Bild 20 ist der Warte;ustandsraum des Warteprozesses El(t) mit

den zugehdrigen Ubergingen und Ubergangskoeffizienten angegeben.

Wie aus Bild 20 ersichtlich ist, kann der §1(t)-ProzeB nur von be-
stimmten Zusténden aus beendet werden und zwar entweder durch Abfer-
tiguneg oder Verdré@ngung aus dem wartespeicher. Die KEndekoeffizienten
sind im Wartezustandsraum Bild 20 ebenfalls angegeben.

b) Wartezeitverteilungsfunktion

Wegen der Abfertigungsdisziplin D3a muf zwischen l1-Rufen unterschie-
den werden, welche nach Ankunft wartenohne Riicksicht auf ihr spite-
res Schicksal (Abfertigung bzw. Verdridngung) und welche erfolgreich
oder erfolglos warten. Die zugehOrigen bedingten wartezeitvertei-
lungsfunktionen sind wl(tlil,iz), wi(t[il,iz) bzw. w;*(tlil,iz).

Fir diese drei Funktionen gilt jeweils dasselbe Differentialglei-

chungssystem, jedoch mit unterschiedlichen Anfangsbedingungen.
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Ende des Warteprozesses
(Verdrdngung)
A

#, L A,

A A A
(s,40) .. R (5y3i) ¢-——.(s 4, )-su—-(s Slig) & = ﬁ—."’(sﬁ,sz)

N T R

(5 2005E= 52 (5, 2 Nt o= 5 2ip) (s 2;24)—32‘» =528
e T T e TR

7\1 Yy A | Y A . u
(1,0) 2= . 22w <1E1) (11) o (1121; L O (ﬁ 1
T u, u U, U, TR
7\1n Y 2 a 7\” Yy 7‘1“ Uq 7\ﬂ H A A 7\1u Uy
(o,ox?;-.-a-.gi ©ip ) 4(%) ._—_3.:@;24) r_—Li:v--%(o,sQ)
up ulﬁ UW UU‘; U@H
Beginn des
Warteprozesses
N . ,

Ende des Warteprozesses
(Abfertigung)

Bild 20. Wartezustandsraum fur Warten nach AD3a

Die Anfangsbedingungen werden entsprechend Abschnitt 4.3.3 aus dem-
selben Differentialgleichungssystem an der Stelle t = O+ bestimmt,
wobei flr die negativen Grenzwerte der Differentialquotienten die zu-
gehdrigen bedingten Endekoeffizienten einzusetzen sind:

@ fir il = 0, 12 =0
i fir i, = 0, i, >0
E1lig,ip)= 48 =0 1 (6.36a)
1ttt 0 rir 1$1,S 572, 1, 20
21 fir il = 31_1’ 12 2 0 ,
¢ fir i, =0, 1, =0
0 rfiir i, >0, 1 2 0,
0 fir i, $5,2 1 29
**(i,,i,)= A« 1 81-2, 1, = 6.6
61'( 1r72 Ay fiir 1, = s,-1, i, 2 o. (6.36¢)
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Nach Gl.(4.33) ist wl(O]il,iz) = 1 und wegen Gl.(4.36) gilt stets

w3(0|11,12> + w*f(oli1 i) = 1.

Flir einen beliebigen Zustand (11,12), welcher weder Startzustand
noch ein Zustand ist, von welchem aus der gl(t)—ProzeB endet, gilt
foleende Differentialgleichung fiir die bedingten Wartezeitvertei-
lungsfunktionen der nach Ankunft wartenden 1-Rufe:
2ty n) _ » » o
dt (re)ayltle, ) + py iy +5‘2"5(f|%¢2 7) (6.37)
* Multlyr1g) T wltly, i
Entsprechend Bild 20 ergibt sich folgendes Gleichungssystem fir die
Laplace-Transformierten wl(s[il,iz) der bedingten Wartezeitvertei-

lungsfunktionen wl(t|11,12):

(6.38)
o) (o) 2 --- (o9 (95 [(10) (1) (12) - (15:9) (1) |(20)--- [{gZO)( - (15

(W)*g) -4 -l ‘ 1
W ) “h g 1
-~ . (-‘*)\‘(l)\ ‘Az . ‘24 . f 1
g et A, s 1

2 (i) M R
« S N . 1
1 ~ty [sed4y) Xy AN 11
2 e (A & 1
7 “t, (514) g 1
¥y ~to i) 1
N GtAr) 1
l—g (o) 1, 1
t G |
l \\\\\\“\:;\2 1.
l | -t t gell1

Werden in G1.(6.38) anstelle der GrdBen wl(s|il,12) die GroBen
WE(SIil,iZ) bzw. wz*(slil,iz) betrachtet, so ist die rechte Seite
des Gleichungssystems durch die entsprechenden Anfangsbedingungen

. .
wi(0|11,12) bzw. wl*(0|il,12) zu ersetzen.
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Die Matrix;ﬁl des Systems Gl1.(6.38) hat dieselbe Struktur wie im
Falle AD2. Es ist insbesondere keine Aufteilung in Teilsysteme er-
kennbar, Als Bereich der Eigenwerte auf der negativ-reellen Achse
erhdlt man das Intervall

[-204) , 0) .

Da auch hier mehrfache Eigenwerte nicht ausgeschlossen werden konnen,
werden die bedingten Wartezeitverteilungsfunktionen i.a. von der
Form Gl.(6.33) sein.

Die absolute Wartezeitverteilungsfunktion beziiglich 1-Rufen stellt
sich mit Hilfe der Antreffwahrscheinlichkeiten nach G1.(6.35) wie
folgt dar: S

W6t =1Z;W,¢2)a;(fl%) , (6.32)
Aus dem System (6,38)Zsind also nur die (sz+1)—ten GroBen zu berech-

nen. G1.(6.39) gilt entsprechend auch fiir w;(>t) und wi*(>t).

Im Sonderfall ¢1=¢ H=0 (nichtunterbrechende Prioritdt von 1-Rufen
Uber 2-Rufe) kann in G1.(6.38) durch Umordnung eine Aufspaltung in
Teilsysteme erreicht werden. Die Teilsysteme haben dieselbe Form wie
bel Systemen mit einer Warteschlange und der Disziplin D3a. Die Ei-~
genwerte,und damit die Losungen des Systems, sind dann angebbar.

Die Berechnung der bedingten mittleren Wartezeiten sowie der beding-~
ten Momente erfolgt entsprechend Abschmitt 6.3.1.1c).

6.3.1.4 Abfertigung in der inversen Reihenfolge des Eintreffens
mit nichtverdrdngender PrioritZt (AD3b)

Ein eintreffender 1-Ruf ordnet sich vor allen Wartenden der ersten
Warteschlange ein und verschiebt alle angetroffenen Wartenden dieser
Warteschlange um einen Platz nach hinten solange noch mindestens ein
Warteplatz im ersten Wartespeicher frei ist. Trifft dagegen der 1-
Ruf den ersten Wartespeicher vollbelegt vor, so wird er abgewiesen.
Wie bel Bedienungssystemen mit einer Warteschlange und der Disziplin
D3b haben die angetroffenen 1-Wartenden einen indirekten, die nach
dem 1-Testruf eingetroffenen und akzeptierten l-Wartenden einen di-
rekten EinfluB auf dessen Wartezeit. Wartende der zweiten Warte-
schlange konkurrieren in jedem Falle um die Belegung einer frei wer-
denden Leitung.

Der gl(t)-ProzeB wird durch eine dreidimensionale Zufallsvariable

beschrieben:
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§1(t) = (il,zl,iz), i, = 0,1,...,51-21—1,
zg = 0,1,...,8,-1, (6.40)
12 = O,l,...,sz.

Es bedeuten i1 die Zahl der v o r und 24 die Zahl der hinter
dem 1-Testruf wartenden 1-Rufe, 12 die Zahl der in der zweiten War-
teschlange insgesamt wartenden Rufe. Fiir jede mdgliche Zahl 2y ent -
wickelt sich ein spezieller ProzeB; die Zahl 2, andert sich wihrend
eines speziell betrachteten Warteprozesses nicht. Fir die Antreff-

wahrscheinlichkeiten gilt:
Pl(o’zl’iz) = p(n;zl,12> . (6.41)

In Bild 21 ist der Wartezustandsraum mit Ubergingen des §1(t)—Pro-
zesses flr eine allgemeine Zahl z1 wiedergegeben.

. ) . »
(5,2412,0) % ' ’%(51‘21 42,051 %(51?'1'21‘2} %(51'21‘111}2*” % 'f(st Z42,5)

IR L M

) . RNTA-JA
Qﬁ%&@trwkjggayfhgeﬂﬁgytggﬂayﬁhr ngﬁa%g

NH W i ° kﬂ b1 Nﬂ U Mﬂ Uy ? Num

?\’u v N 7\"u Y A, Nn b 7\1n AN Nn u

( === == K === Z.) == (1z..9 = == 2z,
1,210; == Mﬁn = (1;11 D = 21%1 T (?\,ﬁ S)
7\1T 3 Ml M Mg b ¥
Z&W lkw ] Z£> . jk& , _BL 22»
=== 0z == 0zj,) == 0z == == Oz,
©z,0) U2 Uz ©z,i,1) U O, Uz ©2d, b2 H2 7%
4§F J§y1 ‘;&Eﬁw 4451 {éw
Beginn des
Warteprozesses
N A

Y
Ende des Warteprozesses
(Abtertigung)

Bild 21. Wartezustandsraum fiir Warten nach AD3Db

Das lineare Differentialgleichungssystem fiir die bedingten Warte-
zeltverteilungsfunktionen wl(tgil,zl,iz) kann mit Hilfe des Zustands-
diagrammes Bild 21 leicht angegeben werden, wobel z4 ein Parameter
ist. Die Behandlung des Differentialgleichungssystems, die Berech-
nung der absoluten Wartezeitverteilungsfunktion, der mittleren War-
tezeiten und Momente erfolgen in entsprechender Weise wie in den

vorausgegangenen Abschnitten .
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6.3.2 Abfertigung zwischen den Warteschlangen nach Wahrscheinlich-
keiten abhingig von den momentanen Warteschlangenlingen (B)

Den allgemeinsten Fall der wahrscheinlichkeitsmédBigen Abfertigung
zwischen den wgrteschlangen erhdlt man, wenn die Aufteilungswahr-
scheinlichkeiten nicht nur von den nichtleeren Wartespeichern (wie
bei A) sondern auch noch von den momentanen Warteschlangenlingen
abhédngieg sind. Der Spaltenyektor (pJ) der bedingten Abferticungs-
wahrscheinlichkeiten héngt also jewelils vom Zustand des Gesamtsy-
stems ab.

6.3.2.1 Abfertigung in der Reihenfolge des Eintreffens (BD1)

a) Der WarteprozeB

wie im Falle AD1 Uben v o r dem 1-Testruf Wartende der ersten war-
teschlange als auch Wartende der zweiten Warteschlange einen direk-
ten EinfluB auf die Wartezeit des 1-Testrufs aus. Dem 1-Testruf
nachfolgende 1-Bufe haben wegen Disziplin B einen indirekten Ein-
fluB auf dessen Wartezeit. werden beispielswelse die Warteschlangen
nach wWahrscheinlichkeiten abgefertigt, welche proportional zu den
momentanen warteschlangenlédngen sind, so bewirken dem 1-Testruf nach-
folgende 1-Rufe eine beschleunigende Abfertigung des des 1-Testrufs,
obwohl diese Rufe erst n a c h dem 1-Testruf abgefertigt werden.

Der §1(t)~ProzeB wird durch die dreidimensionale Zufallsvariable

§1(t) = (11,21,12) y 1y o= 0,1,...,51-1,
zg = 0,1,...,8,-14-1, - . (6.42)
12 = 0,1,...,32,

beschrieben. Dabei bedeuten 11 die Zahl der l-Wartenden v o r und
2 die Zahl der l-Wartenden h in t e r dem 1-Testruf; 12 ist die

Zahl der insgesamt in der zweiten Warteschlange Wartenden. Der‘gl(t)-

ProzeB beginnt stets mit z, =0, fir z, >0 entwickeln sich nur Warte-
prozesse flr partielle Wartezeiten. Als Antreffwahrscheinlichkeiten
haben wir

Pl(il,O,iz) = p(n;il,iz) . (6.43)

Der Wartezustandsraum des Warteprozesses ist nun (echt) dreidimensio-

nal. In Bild 22 ist der gesamte Zustandsraum fir ein Bedienungssy-
stem mit §4= 3 und So= 2 Warteplétzen angegeben. Es besteht allge-
mein aus §, Ebenen (z1= 0,1,...,51-1), welche jeweils von den Kom-

ponenten il bzw. 12 aufgespannt werden (11= 0,1,..4,8y~2,-1, 1,=.0,
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1,...,52). Die Ebenen reduzieren ihre Grofe beziiglich i, mit der

m t nd i
Zunahme von z1 entspreche ilmax

haben liber einseitig gerichtete {lberginge Verbindung miteinander.

+ zl + 1 = Sy Die sy Ebenen

Der Warteprozef3s kann me einem beliebigen Zustand der untersten
Tbene (z1 = 0) Bezinnen; er endet mit einem beliebigen Zustand am
linken Rande des Zustandsraums ('11 = 0). Als Beispiel wurde in
Bild 22 angenommen, daB der §,(t)-Proze8 mit dem Zustand &0 =
(1,0,1) beginnt.

(022)
W T w
U 2
’ 7\1’\2\\
1 ©2m
<IN
U3
A
1~;§(QZO)

M OET X
iy [ W N v2 (110)
3 il
M e
OV )
H N
Z\L.(E,O,Z)\
(1025 2
002 e \2 N

u ‘% RN -(201)
4 Ez\\ :(1'0:‘)4—’“’1” 7\2

— oon="t 22 o
(200
Hy ‘\QQi 43 20,
Ende des > " uoo=T
P

Warteprozesses OO0 %1

i ‘.5;5; =
(Abfertigung)

Beginn des
warteprozesses

Bild 22. Wartezustandsraum fiir Warten nach BD1

Beispiel: s; = 3, s, = 2, §1(0> = (1,0,1)
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Entsprechend der Feststellung in Abschnitt 4.4.3c kdnnen wegen den
einseitig gerichteten Ubergingen in horizontaler Richtung Teilrdume
fir sich betrachtet werden. Beginnend mit dem Teilraum fiir z1=sl-1,
welcher aus 1-(52+1) Zusténden besteht und unabhédngig von allen an-
deren Zustinden durch ein System von Riickwdrts-Gleichungen beschrie-
ben werden kann, kodnnen fortschreitend fiir zy = s1~2, sl—j,...,o je-

weils Teilrdume mit 2-(32+1), 3-(52+1),..., sl(sz+l) Zusténden allein

betrachtet werden. Dies wird weiter unten auBerdem aus der Struktur
der Matrixkoeffizienten hervorgehen.

b) Wartezeitverteilungsfunktionen

Fir die bedingten wWartezeitverteilungsfunktionen wl(tlil,zl,iz) mit
der einheitlichen Anfangsbedingung w1(0|il,zl,12) = 1 gilt entspre-
chend G1.(4.32) ein lineares Differentialgleichungssystem. Fir den
speziellen Zustand (1,0,1) in Bild 22 ergibt sich beispielsweise
folgende Differentialgleichung:

ﬂfj_{‘{itl_’{/@_ﬁ_z Qe 1100) + A, (kg 1)+ A (El4,0.2)
« ww(tlgnr) +uw; (t100)

Das Gleichungssystem der Laplace-Transformierten wl(s!il,zl,iz) hat
fliir das Beispiel Bild 22 folgende Form:
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(Man beachte, daB in Gl.(6.44) die Koeffizienten #1845 moch ent-
sprechend der Disziplin B von den Momentanzusté&nden abhéngen).

Aus dem Aufbau der Matrix geht hervor, daB zundchst das Tellsystem
fir zy = sl—l, welches aus 1-(52+1) Zustdnden besteht, unabhéngig
aufgeldost werden kann., Mit Hilfe dieser Losungen kann das Teil-
system fur z; = sl-2 mit 2-(52+1) Zusténden aufgelOst werden usw.
bis schlieBlich das letzte Teilsystem fiir zy = 0, bestehend aus
31(52+1) Zusténden, mit Hilfe der LOsungen des vorletzten Teil-
systems aufgeldst werden kann. Anstelle eines Systems des Ranges

% sl-(sl+1)-(sz+1) sind s
aufzuldsen.

1 Systeme der Rénge 1'(32+1)""’51(52+1)

Wie aus dem Wartezustandsraum Bild 22 auBlerdem hervorgeht, gibt es
eine weitere Méglichkeit; das Gesamtsystem in Teilsysteme aufzu-
spalten. Die Zustande der Ebene il = O werden nur lber einseitig
gerichtete Ubergénge von den Zusténden i1 = 1 aus erreicht und
konnen deshalb flir sich betrachtet werden. Unter diesen Zusténden
bilden wiederum jene fir zy = sl—l einen Unterraum, welcher sepa-
rat betrachtet werden kann. Mit Hilfe der Losungen flir das Teil-
system il = O kann das néchste Teilsystem fiir il = 1 geldst werden
usw. Auf diese Weise erhdlt man das Gleichungssystem (6.45) fiir

das Beispiel Bild 22,

(6.,44)
7=0 =1 42
(99,0 (199) 200)[6,97) 699 (294)/(0.92) (1.92) 2,92\ (010 (39)017) (iAle12) (112))02,0)42,1)922)
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Das Gleichungssystem (6.45) hdtte man auch aus einer Umordnung der
Unbekannten des Systems (6.44) erhalten kdnnen; an diesem Beispiel
sollte demonstriert werden, wie man auf einfache Weise mit Hilfe

des Wartezustandsraumes Aufspaltungen in Teilsysteme erkennen kann.

Wie mit den Uberlegungen anhand des Wartezustandsraumes bereits er-
kannt wurde, 188t die Matrix Gl.(6.45) weitgehende Aufspaltunsen

in Teilsysteme zu. Zundchst kann ein Teilsystem (sz+1)-ten Ranges
fur i, =0 wdz, = sl—l allein gelost werden, mit Hilfe dieser
Losungen das Teilsystem (52+1)—ten Ranges fiir il = 0 und zy = s1—2
usw. bis schlieBlich 11 = 0 und z, = 0. Entsprechend verfZhrt man
nun mit den Teilsystemen fir il = 1,2,...,51—1. Auf diese Art sind
jeweils nur Systeme des Ranges (sz+1) aufzuldsen.

Es sel darauf hingewiesen, daf Teilsysteme mit formal gleichen Ko-
effizienten nicht notwendigerweise gleiche Eigenwerte besitzen miis-
sen, da die Koeffizienten @1 undétz noch vom jeweiligen Systemzu-
stand abhéngen.

Allgemein kann durch Betrachtung der Teilsysteme gezeigt werden,
daB die Eigenwerte negativ-reell und im Intervall

{—() Aty ”5‘1}

gelegen sein mussen (furéxl und 32 missen dabei die Werte eingesetzt
werden, welche das maximal groBte Intervall ergeben). s kann nicht
ausgeschlossen werden, daf mehrfache Eigenwerte auftreten konnen.
Die Losungen fur die bedingten Wartezeitverteilungsfunktionen wer-
den deshalb entsprechend Gl.(6.33) aufgebaut sein.

Die gesamte Wartezeitverteilungsfunktion fur 1-Rufe ist

-1 s
Wist) =) ) P )ulie ) (6.46)
§=0 40
Die mittleren Wartezeiten und die Momente der Wartezeitverteilungs-
funktionen werden in entsprechender Weise aus dem System (6.435) be-
stimmt wie in vorangegangenen Abschnitten gezeigt wurde.
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6.3.2.2 Abfertigung in zufélliger Reihenfolge (BD2)

Alle Wartenden der Warteschlangen sind Konkurrenten aes 1-Testrufs.
Der WarteprozeB wird daher durch eine zweidimensionale Zufallsva-
riable entsprechend G1.(6.29) beschrieben. Es gelten sdmtliche
Uberlezungen aus Abschnitt 6.3.1.2 fir AD2, wenn anstelle der kon-
stanten Koeffizienten @1 und & die entsprechenden zustandsabhin-
gigen Koeffizienten eingesetzt werden.

6.3.2.3 Abfertigung in der inversen Reihenfolge des Fintreffens
mit verdréngender Prioritdt (BD3a)

a) Der Warteprozef

Ein eintreffender 1-Testruf belegt bei vollbelestem Leitungshbindel
wie bel AD3a den ersten Warteplatz des ersten Wartespeichers und
verschiebt alle Wartenden der ersten Warteschlange um einen Platz
nach hinten. War der erste Wartespeicher bereits vollbelegt, so
geht der am langsten Wartende verloren. wWie bei AD3a haben alle
dem 1-Testruf nachfolgenden 1-Rufe sowie alle Wartenden der zwei-
ten Warteschlange einen direkten EinfluB auf dessen wartezeit. Im
Gegensatz zu AD3a Ulben aber bei BN3a die hinter dem 1-Testruf wWar-
tenden einen indirekten EinfluB auf die wartezeit des 1-Testrufs
aus (wegen B),

Der §1(t)—ProzeB 188t sich eindeutig durch die dreidimensionale
Zufallsvariable

O,l,..,,sl—l ,
= O,l,...,sl—il-l y (6.47}

1, = 0,1,..u,s, ,

i

§i00) = (ig,zq,1,), 1y

N
§

beschreiben. Dabei bedeutet il die Zahl der v or , z4 die Zahl
der h inter dem 1-Testruf wartenden Rufe; iz ist die Zahl der
insgesamt in der zweiten Warteschlange Wartenden (Die Definitionen
des fl(t)—Prozesses stimmen also beil BD1 und BD3a formal iiberein,
obwohl die Warteprozesse vollig unterschiedlich sind).

Der fl(t)—ProzeB beginnt stets mit il = 0, fiur 113>O entwickeln
sich nur Warteprozesse fiir partielle Wartezeiten. Die Antreffwahr-
scheinlichkeiten sind

P1(0’21'12) = p(n;z ) . (6.48)

1012
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In Bild 23 ist der Wartezustandsraum des Warteprozesses fiir das
System mit 5y = 3 und 8, = 2 Wartepldtzen angegeben. Als Startzu-
stand wurde beispielsweise der Zustand (0,1,1) zewdhlt. Wegen der
Disziplin D3a kann der WarteprozeR entweder durch Abfertigsung oder
durch Verdrédngung des Testrufs enden.

-
\ (1,1,0)
Beginn des (010)
Warteprozesses % "

Ende des
War teprozesses
(Verdrdngung)

102) ‘/M//'r ‘\N

(002) " -
T W s S
S ’,,M/,vupn)"’TT/
= ©con=—0 2 00—
Ende des ! ‘& 100) =
Warteprozesses ¥2 ,k/,h.r/’/ ’

(Abtertigung) o ?U 000) \f""ﬂ'
i
2 1

Bild 23. Wartezustandsraum fir Warten nach BD3a
Beispiel: s, = 3, s, = 2,\;1(0) = (0,1,1)

Der gesamte Zustandsraum besteht aus gleich vielen Zustinden wie im
Falle BD1l. Wie man aus Bild 23 leicht entnimmt, kann der gesamte
Zustandsraum in Ebenen (z1 = O,l,...,sl—l) unterteilt werden. Die
Zusténde der untersten Ebene (zq = 0) sind unabhingig von allen
anderen Zusté&nden und kénnen fiir sich durch ein System von Riick-
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wZrts-Gleichuneen beschrieben werden. Mit Hilfe der Losungen kann
lies fortschreitend auch fiir die Fbenen z, = 1,2,...,51-1 durchge-
flhrt werden.

b) Wartezeitverteilungsfunktionen

Flir ¢ie bedingten Wartezeitverteilungsfunktionen wl(tiil,zl,iz)
der wartenden 1-Rufe ohne Ansehen, ob sie spiter abgefertigt oder
verdréngt werden, gilt ein Svstem von Kolmogoroff-kilickwdrts-Glei -
chungen. Fir die Verteilungsfunktionen erfolgreich bzw. erfoleglos
wartender 1-Rufe, wj( [11,21,12) bzw. wz*(t[il,zl,iz), gilt das-
selbe Differentialglelchungssystem, jedoch mit anderen Anfangsbe-
dingungen. Die Anfangsbedingungen werden allgemein aus demselben
System an der Stelle t = O+ bestimmt (siehe Abschnitt 4.3.3), wo-
bei folegende Endekoeffizienten einzusetzen sind:

“ fir il = i2 = 0
2 fir il =0, i, >0 \
A fir '11 = sl—l’ zl =0 (6.402)

€1(i1,24,15)

L 0 sonst
| Jad fir il = 12 =0
51*(11,z1,12) = 4 )2 fir 1, = 0, i, >0 (6.40D)
L 0 sonst
7" (1,20,15) = & fr iy = sy-1, 29 =0 (6.4¢c)
0 sonst

Nach G1.(4.33) ist w,(0li,,z,,1,) = 1 und nach Gl.(4.36) gilt
1 1°°10 72
wl(O[il,zl,iZ) + Wi*(olil’zl’iZ) = 1

Beisplelsweise gilt fiir den Zustand (1,1,1) folgende Differential-

gleichung:

LA poyitelinn) dtelog) + dyeytelra) (6-50)

*ym(t011)  +twiitlng0)

vUr das Beispiel aus Bild 23 gilt folgendes System von Gleichungen

flir die Laplace-Transformierten wl(s[il,zl,iz)
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(6.51) durch
Z,:-‘O 21:// Z,=2

51 %
. A — W>t) =) ) pimzg)uklnzg,s) (6.52)
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r

gegeben. Die mittleren Wartezeiten und die Momente der Wartezeitver-
teilungsfunktion werden in bekannter weise aus dem System (6.51) be-
stimmt.

£.3.2.4 Abfertigung in der inversen Reihenfolge des ®intreffens
mit nichtverdréingender Frioritdt (BD3b)

s (el tp) H1 I !
% | |

U | b Au) |

i) -k | -2

- —él (5’9*6‘) ')2

Tt (sedew) =21 | -y

Ein eintreffender 1-Testruf belegt den ersten Wwarteplatz des ersten

Wartespeichers und verschiebt alle Wartenden des ersten Wartespei-

chers um einen Platz nach hinten, solance dieser noch nicht voll-
belegt ist. Findet der eintreffende 1-Testruf den ersten dartesnei-

cher schon vollbelegt vor, so wird er nicht akzeptiert und geht so-

fort verloren. Die Zahl der angetroffenen 1-wWartenden 2 bleib% wih-
-A Wy -l (Sh) )
1'&‘2 () = M
; R A i LT 6”%10, .
=y ) 4,

oy g (i) -k
i l - ~t2 (%4t

rend des gesamten Warteprozesses konstant. Diese Bufe haben einen

indirekten EinfluB auf die Wartezeit des 1-Testrufs: Tinmal bestim-

men sie, wieviele neueintreffende Fufe sich hdchstens vor dem 1-

Testruf einordnen konnen und zum anderen beeinflussen sie wegen B
die Abfertigungsrate der ersten Warteschlance.

1
/’
1
/7
4
4
1
/f
1
4
1
1
1
1
1
7
4
/,

Na die Zahl 2] schon im Falle AD3b in Abschnitt 6.3.1.4 beriicksich-

Sollen anstelle von wl(siil,zl,iZ) die GroBen WI(S’il'Zl’iZ) bzw. tigt wurde, gelten alle Ausfiihrungen dieses Abschnitts auch Tiir

wi*(s‘i1’z1:12) betrachtet werden, so ist in G1.(6.51) die rechte

BD3b, wenn furézl und,gz die entsprechenden zustandsabhincigen wWer-
Seite durch den Spaltenvektor der Anfangsbedingungen wi(0|il,zl,i

5) te eingesetzt werden.
bzw. wi*(0|il,zl,i2) zZu ersetzen.

Aus der Struktur der Matrix G1.(6.51) geh: hervor, daB eine Auftei-
lung in Teilsysteme vorgenommen werden kann und zwar nacheinander

6.4 Numerische Beispiele

Nachdem in Abschnitt 9.5 der KinfluB der Abfertigungsdisziplinen
innerhalb einer warteschlange auf die charakteristischen
Gro3en und die Wartezeitverteilungsfunktionen demonstriert wurde,

fir zy = O,l,...,sl—l. Das groBte Teilsystem (zl = 0) ist vom Range
sl(s?+1), das kleinste (z1 = sl-l) vom Range 1'(52+1).

Die EZigenwerte sind nach dem Theorem von S. GERSCHGORIN im Intervall soll nun eezeigt werden, in welcher Weise die Abfertigungsdiszi-
plinen z w i s ¢ h en den Warteschlangen die charakteristischen
L2(2+y), O) Grofen und die Wwartezeitverteilunesfunktionen verdndern. Zu diesem

Zwecke werde ein Bedienungssystem mift g = 2 Yineangs-Warteschlangen,
gelegen; Uber ihre Vielfachheit kann keine allgemeine Aussace ce-

n = 3 vollkommen erreichbaren Leitungen und 8y = # bzw. 5, = 6 war-
macht werden. tepldtzen betrachtet. Der Einfachheit halber wurdenA1 = 22 und
Die gesamte Wartezeitverteilungsfunktion fiir 1-Rufe ist mit G1l.(6.48) E1 = 52 = 53 = ¢ angenommen (Ein Beispiel mit unterschiedlichen
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Anruf- bzw. Enderaten wird im Abschnitt 7.4 behandelt). Als Abferti-
gungsdisziplin innerhalb der einzelnen Warteschlangen wurde D1l zu-
grunde gelegt. Fir die Abfertigung zwischen den Warteschlangen wer-
den drei Disziplinen vorausgesetzt:
- Abfertigung der ersten Warteschlange mit nichtunterbrechender
Prioritat

- Abfertigung nach Wahrscheinlichkeiten proportional zu den
momentanen Warteschlangenldngen

- Gleichwahrscheinliche Abfertigung der Warteschlangen.

In den Bildern 24a,b, S.132 und 133, sind zundchst die charakteristi-
schen GroBen Wy, By und th, J = 1,2, in Abhingigkeit des Angebots

A1 = A2 dargestellt. Aus Bild 24a geht hervor, daB sich die verschie-
denen Abferticungsdisziplinen erst bei groferen Angebotswerten auf
Verlust- und Wartewahrscheinlichkeiten auswirken. Infolge der begrenz-
ten Speicherkapazitédten und der damit verbundenen Verlustwahrschein-
lichkeiten nehmen die Wartewahrscheinlichkeiten nach liberschreiten
eines Maximalwerts mit zunehmender Uberlastung wieder ab. Aus Bild
24b 148t sich erkennen, daB die Prioritétsdisziplin schon bei klei-
nen Angebotswerten einen starken EinfluB auf die mittleren Wartezei-
ten der wWartenden auslibt, wdhrend die Abfertigune nach wahrschein-
lichkeiten proportional zu den momentanen Warteschlangenlingen den
durch die verschieden groBen Sweicherkapazititen erwarteten Unter-
schied in den mittleren Wartezeiten nahezu kompensiert.

Die Verlaufe der Wartezeitverteilungsfunktionen wJ(>t)/wJ, J = 1,2,
sind in Bild 25, S.134, fir die drei obengenannten Abfertigungsdis-
ziplinen zwischen den Warteschlangen angegeben fur Al = A2 = 1,5.
Auch hier bedingt die Prioritaétsdisziplin einen starken Unterschiea
zwischen den Wartezeitverteilungen beziiglich der beiden Warteschlan-
gen, wahrend sich die Abfertigung nach Wahrscheinlichkeiten propor-

tional zu den momentanen Warteschlangenldnecen kompensierend auswirkt.

Das lineare Gleichungssystem filir die stationfdren Zustandswahrschein-
lichkeiten wurde nach dem Verfahren der"sukzessiven Uberrelaxation®
aufgelost. Fir die LOsung der linearen Differentialgleichungssysteme
wurde das in dieser Arbeit vorgeschlagene Verfahnren der "sukzessiven
Approximation durch Potenzreihenentwicklungen" (veregl. Abschnitte
8.2.4 und 8.3.2) angewendet. Dieses Verfahren ermdglicht numerisch
die Auflosung linearer Differentialgleichungssysteme extrem hohen

Ranges mit beliebig vorschreibbarer Genauigkeit.
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10

10

10

Bild 24a.

1 2

"
>
n
LY

—— A
Warte- und Verlustwahrscheinlichkeiten in

Abhdngigkeit des Angebots
System: n=k=3, g=2, sl=4, 32=6 (vollk. Erreichbarkeit)

Abfertigung der ersten Warteschlange mit
nichtunterbrechender Frioritét

———Abfertigung nach Wahrscheinlichkeiten proportional
zu den momentanen Warteschlangenléngen

—————— Gleichwahrscheinliche Abfertigung der Warteschlangen
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Bild 24b. Mittlere Wartezeiten in Abhéngigkeit des Angebots ———~ll>-{——
: n=k= = =l =6 11k. Erreichbarkeit S
System: n=k=3, g=2, Sq=%, S, (vo ) Bild 25. Wartezeitverteilungsfunktionen
Abfertigung der ersten Warteschlange mit Angebote A, = A, = 1,5
nichtunterbrechender Prioritét 1 2 ) )
-~ —— Abfertigung nach Wahrscheinlichkeiten proportional System: n=k=3, g=2, s1=4, s,=6 (vollk. Erreichbarkeit)
zu den momentanen Warteschlangenlangen ————Abfertigung der ersten Warteschlange mit
—————— Gleichwahrscheinliche Abfertigung der nichtunterbrechender Prioritit
warteschlangen

—-—-—ADbfertigung nach Wahrscheinlichkeiten proportional
zu den momentanen Warteschlangenléngen

***** — Gleichwahrscheinliche Abfertigung der
Warteschlangen
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7. BEDIENUNGSSYSTEME MIT UNVCLLKOMMENER ERREICHBARKEIT UND
MEHREREN WARTESCHLANGEN

In Kapitel 6 wurden fiir Bedienungssysteme mit vollkommener Erreich-
barkeit und g = 2 Warteschlangen die Zustandswahrscheinlichkeiten;
charakteristischen GroBen und Wartezeiten bei unterschiedlichen Ab-
fertigungsdisziplinen innerhalb und zwischen den Warteschlangen be-
handelt. Diese Uberlegungen sollen nun auf Bedienungssysteme mit
unvollkommener Erreichbarkeit (vergl., Bild 1(c) ) erweitert werden.
Aus Ubersichtlichkeitsgriinden werden die Ausfilhrungen zumeist an-
hand einer einfachen Mischung fiur g = 2 Teilgruppen und n = 3 Lei-
tungen demonstriert. Bei der Behandlung der Wartezeiten werden nur
noch die wichtigsten Abfertigungsdisziplinen betrachtet; die Ver-
héltnisse fir die restlichen Abfertigungsdisziplinen konnen mit
Hilfe der Uberlegungen bei Bedienungssystemen mit vollkommener Er-
reichbarkeit leicht eingesehen werden.

7.1 Zustandswahrscheinlichkeiten

Es werde zun&chst allgemein angenommen, daf das Bedienungssystem

g Zubringerteilgruppen, n unvollkommen erreichbare Leitungen {(d.h.
kJ<Zn) und S7 Warteplétze im J-ten Wartespeicher besitzt, J =
1,2,...,8. Der ZufallsprozeB der Systemzusténde (£(t)-ProzeB) wird
durch eine (n+g)-dimensionale Zufallsvariable beschrieben:

g(t) = (xl’XZ"“’xn; Zl’zzs"':zg>’ (7'1)

wobei xle[o,l], zJe[p,sj, I=1,2,...,nm, Jd=1,2,...,g (vergl. Ab-

schnitt 4.4.1).

Bei Bedienungssystemen mit vollkommener Erreichbarkeit war grund-
sdtzlich eine Aufteilung des (n+g)-dimensionalen Zustandsraumes in
einen n- und einen g-dimensionalen Unterraum mdglich, welche beide
nur iiber e i n e n Schliisselzustand, der zu beiden Unterriumen ge-

horte, verbunden waren. Dies war nur deshalb mdglich, well sich
erst bei vollbelegtem Leitungsbiindel Warteschlangen aufbauen konnen.

Im Falle von unvollkommen erreichbaren Leitungen kann sich eine
Warteschlange J bereits dann aufbauen, wenn alle kJ<in von der J-

ten Tellgruppe aus erreichbaren Leitungen belegt sind. Aus diesem
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Grunde ist i1.a. keine Aufspaltung des gesamten Zustandsraumes in

Unterrdume méglich.

Die maximale Zahl von Zustédnden der (n+g)-dimensionalen Zufalls-
variablen nach Gl1.(7.1) ist
9

T (1)
J=1
Bei vollkommener Erreichbarkeit hatten wir nur

g
271 + T (g+1)
j=4

mogliche Zustédnde. Bei unvollkommener Erreichbarkeit existiert nicht
zu jeder Kombination von belegten Leitungen die volle Kombination
von belegten Wartepldtzen; die Zahl der mOglichen Zusténde liegt
deshalb zwischen diesen beiden (extremen) Werten.

Wie bei Bedienungssystemen mit vollkommener Erreichbarkeit beeinfluBt
die Abfertigungsdisziplin innerhalb der Warteschlangen den §(t)—Pro-
zeB nicht. Die Abfertigungsdisziplin zwischen den Warteschlangen wird
durch die bedingte Wahrscheinlichkeit Pry beschrieben, welche dafir
steht, daB die Warteschlange J abgefertigt wird, vorausgesetzt, daf
die Leitung I frei wird. P17 hédngt i.a. vom Systemzustand ab.

Es werden folgende Abklirzungen vereinbart:

g
A:Z?“jr (7-2)
J=1
E_ =Ep I=1,2,...,n, (7.3a)
Fr7 v [
g L J=1,2,...,2,
n
¢ :;Z:jgz ) (7.3b)
I=1

Ferner sei noch an die aus Gl.(2.12a) und G1.(7.3a) resultierende

Beziehun
& g
)€, =€ (7.4)
17 I .
J=1
erinnert.
In Bild 26 ist der Zustandsraum fiir das Beispiel g =2, n = 3

(Mischung siehe Bild 26) angegeben. Es wurde dabel beispielsweise
angenommen, daB die Leitungen geordnet abgesucht werden.
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vom Range der Zahl der Zustdnde. Im Beispiel Bild 26 ist der Bang des

Gleichungssystems
Ay LAZ
_l_ v 27 -3+ (st Dls,r 1)+ (i 1) + (s,+ 1).
s, T,
€, I Es sel abschlieBend noch bemerkt, daf sich - im Gegensatz zu vollkom-
&; mener Erreichbarkeit - bei Betracht der Sonderfall
18,5, £ r ung r nderféalle
A ez\Q% - gleiche Enderaten der Leitungen
(3, %fim (s,s,1) - feste Prioritdten zwischen den Warteschlangen
49 ‘QE iy’ §§ - variable Prioritédten zwischen den Warteschlangen entsprechend
4y;' 3 154‘£m :Q§ der momentan lédngsten Warteschlange
e N
- Abfertigung nach Wahrscheinlichkeiten proportionsl zu den
i 18,1 ‘ -
};} SQV\ _47’ Q§” N flis,) momentanen Warteschlangenlidngen
¢ N\ e
/bd'qu§€:;n% “i4é§f isk%43#%% (v&%ok\&{ keine wesentlichen Vereinfachungen im Zustandsraum Bild 26 ergeben,
A Y/ A
«MAng*ﬂﬁ’ Eéggg Z%Z;m\§h~ ﬁ’/ \\< 2%g¥3 \E?\*KM%D)

22 /M,“’«"%‘” \\5 Yy (131s,10)
€2;\3(\5.13‘3;; o \\ g

N

7.2 Charakteristische GroRen

A A K D140 Die charakteristischen GroBen sollen der Einfachheit halber fiir 1-Ru-

§§ géi& \\iﬁ?% 4? fe des in Bild 26 zugrunde gelegten Systems angegeben werden. Die De-

( 110), .
V4

M 110y finitionen konnen sinngem&B auf beliebige Mischungen erweitert werden.

T‘c}n.w,ﬂ‘//&/w E;A\}? %«sg %\S\k‘mm |
(11400) a) Wartewahrscheinlichkeit W
@G1100 1 )\ﬂta 2 13 s

-1 Sz -
(10100} . ) - c
&2 % M :Z ¢D(10/li/2410) + > ’/9(4//521,22) fur D1, D2, D3b (7.52)
oosa0f z,=0 %70
Agl|Es - €3 7, 2, s 5
= = W=) {P(Wwa,ﬂ)*z 73(1/7,‘6»2,,22)} tiir D3a. (7.50)
3 x
0.1000) N %2?(100003 X 3 zZ=0 =0
2 x
2 00000 1 1 b) Verlustwahrscheinlichkeit B,
S
Bild 26. Zustandsraum und Ubergangskoeffizienten fiir ein sz ?F%Q%4,W + E P(ZTf%/Zz) fiir D1, D2, D3b (7.6a)
Bedienungssystem unvollkommener Erreichbarkeit Z0
mit n = 3 Leitungen und g = 2 Warteschlangen
(geordnetes Absuchen der Leituneen) E%:r 0 fiir D3a. (7.6b)
Wie man aus dem Zustandsdiagramm Bild 26 entnim?t, 1aBt si?h keine ¢) Erfolgs-Wartewahrscheinlichkeit Wi
Auftellung des gesamten Zustandsraumes in Teilrdume durchfiihren.
Die Zustandsgleichungen werden mit Hilfe des Zustandsraumes und der Pﬁ*'= b% fiir D1, D2, D3b (7.72)
Ubergangskoeffizienten entsprechend Abschnitt 4.1.5 gewornen, indem .. 5
fir jeden Zustand die Kolmogoroff-Vorwdrts-Gleichung fiir den sta- Mé*‘= ij@”@q%%qw ﬂZ:jfﬂiﬂﬂzﬂé)} fiir D3a, (7.7b)
tionéren Fall ("statistisches Gleichgewicht") angewendet wird. Auf z=0 o

Lz..
diese Weise erhdlt man - zusammen mit der "Normalisierungsbedingung®

entsprechend Gl.(4.15) - ein lineares inhomogenes Gleichungssystem
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d) MiBerfolgs-Wartewahrscheinlichkeit Wi
Wf"‘ =0 fiir D1, D2, D3b (7.88a)

2
M** = pl1015,9 +Z;°(’4’M/szz) fiir D3a. (7.8b)

z,=0

Zwischen W,, W} und Wi* gilt weiterhin die Beziehung (6.14),

e) Verkehrswert Y

14 1 s
VL Yy el ) (7.9)

¥=0 %=0X=0 z=0 %=0
f) Mittlere Warteschlangenlénge Ql

S 2
Q= i%'[ﬂﬁ,%zﬂo} £y p(f,M,-z,/zz)] . (7.10)
Z=0 Z=0
g) Mittlere Wartezeit der wartenden 1-Rufe tw
1
- Sy
MQ Mq,)1 ’ (7.11)

7.3 Wartezeiten

In Abschnitt 6.3 sind fiir Systeme mit vollkommener Erreichbarkeit,
zwel verschiedenen Disziplinen zwischen den Warteschlangen und je-
weils vier verschiedenen Disziplinen innerhalb der wWarteschlangen
die Warteprozesse erldutert worden. In diesem Abschnitt werden diese
Uberlegungen auf Systeme mit unvollkommener Erreichbarkeit erweitert.
Die Konstruktionen der Warteprozesse werden an jeweils zwel Abferti-
gungsdisziplinen zwischen und innerhalb der Warteschlangen gezeigt.

Damit ein WarteprozeB fiir einen J-Testruf (§J(t)-ProzeB) iiberhaupt

existieren kann, miissen notwendig alle k., von der Teilgruppe J aus

erreichbaren Leitungen belegt sein. Diesg kJ Leitungsbelegungen ha-
ben in jedem Falle einen direkten EinfluB auf die Wartezeit eines
J-Rufes. Bel der Definition des Zustandes fﬁ brauchen diese Leitungs-
belegungen jedoch nicht beriicksichtigt zu werden. Die Belegungen der
restlichen (n—kJ) Leitungen konnen direkt oder indirekt die Wartezeit
des J-Testrufs beeinflussen und miissen aus diesem Grunde in Form von
Komponenten in die Beschreibung eingehen, vergl. Abschnitt 4.4, 2,
Ohne Einschrénkung der Allgemeinheit seien wieder Warteprozesse be-
ziiglich Rufen des ersten Anrufprozesses betrachtet.
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7.3.1 Abfertigung zwischen den Warteschlangen nach Wahrscheinlichkei-
ten unabhéingig von den momentanen Warteschlangenldngen (A)

Die Abfertigung zwischen den Warteschlangen, welche von einer betrach-
teten Leitung aus abgefertigt werden kdnnen, erfolge nach bedingten
wWahrscheinlichkeiten unabhédngig von den momentanen Warteschlangenlén-
gen der (nichtleeren) Wartespeicher.

7.3.1.1 Abfertigung in der Reihenfolge des Eintreffens (AD1)

a) Der Warteprozes

Als Beispiel werde zunidchst das Bedienungssystem mit n = 3 Leitungen
und g = 2 Tellgruppen nach Bild 26 betrachtet. Damit ein §1(t)—ProzeB
existieren kann, miissen Leitung 1 und Leitung 3 belegt sein; Leitung
2 kann dagegen belegt oder frei sein, Ist Leitung 2 ebenfalls belegt,
so kann sich eine zweite Warteschlange aufbauen. 1-Rufe, welche v o r
dem 1-Testruf warten, iiben einen direkten EinfluB, 1-Rufe, welche
hinter dem 1-Testruf warten, iiben wegen AD1 keinen EinfluB auf
die Wartezeit des 1-Testrufs aus. 2-Rufe beeinflussen iiber Leitung 2
indirekt und iiber Leitung 3 direkt die Wartezeit des 1-Testrufs.

Der gl(t)—ProzeB wird durch eine dreidimensionale Zufallsvariable

£t = (x5314,15), x, = 0,1,
N 0,1,...,8-1,

i, =

{0 fiir x, = 0
2

0,1,...

w
N
=
IS
o]
>
N
"

eindeutig definiert. Es bedeuten hierbei:

X Zustand der Leitung 2

2
1
12 Zahl der insgesamt wartenden 2-Rufe,

Die Antreffwahrscheinlichkeiten sind

i Zahl der vor dem 1-Testruf wartenden 1-RBufe

. i) = cis )
Pilxp51q,1,) p(1,x,,151,,1,) (7.13)
nach G1,(7.12).

i

T

fir x 1’

2!

Bild 27 zelgt den Wartezustandsraum des Warteprozesses. Aus dem War-

tezustandsraum entnimmt man, daB wieder eine Aufteilung des Gesamt-
systems in Tellsysteme moglich ist, wenn nacheinander die Zustédnde

fir il = O,l,..,,sl-l betrachtet werden.
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Beginn des Warteprozesses

O 2 2= () == 2 (1;,:2)'3“(%124) === ()

%Io fres i —ﬁzﬂu,k@ li N 'k”&”

40) - 2 Ap) i Ty Aipl) == - == (1),
04,0 4 g f lz)e,‘, o' | ni%
l&% l v v v
(0}410) 1 i i '
;L (110) ®--- =& (11,24>,—73§: (1112) == 01p4) == 3= (i)
: 24837 f €30
// i& +€3 351*531 1 31 151 3 151 34
(100) =--- 2 (10j,1)3%= (14019 (0L == --- 3= (10s)
(010) €283
E"E:‘// U&*&b uﬁl U§1‘531 u&*gm UEVEM
(00,0) .
uﬁ‘sz Ende des Warteprozesses iy
(Abfertigung) 2 i

Bild 27. Wartezustandsraum fiir Warten nach AD1

Beispiel: (0) = (1;i.,1,)
1 1072

b) Wartezeitverteilungsfunktionen

Die bedingten Wartezeitverteilungsfunktionen wl(tlxz;il,iz) gehor-
chen einem System von gekoppelten Differentislgleichungen, wobei die
Anfangsbedingungen einheitlich wl(O!xz;il,iz) = 1 sind. Fir den Zu-
stand (1;11,0), 112>0, erhdlt man durch Anwendung der Kolmogoroff-
Rlickwdrts-Gleichung beispielsweise

.S‘fa
dwfﬁv, }2_(;‘1“6‘)“'7#‘7/1'4/”)* g (t11:4,1) (7.14)

+654+f) (t11:4-1,0)

* o &ultlg o)

Das Glelchungssystem der Laplace-Transformierten der bedingten Warte-

zeitverteilungsfunktionen hat die folgende Gestalt:
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(7.15)
499 499 (141 - 4051199\ 070) (419)(411) - s sl 05190590 - (ro1s)
ﬁ@ﬂﬁﬁy'% 1
=& (sti*g) -2 1
(52*532) (Sf,llféz) Az 4
‘(61*632)(5*32"64} A 1
-lepesy) (S‘f‘ B
) (sgere) A 1
~6,46) & (e Ay 1
~(763) -lere)(s *bf(‘) ‘22 1
-t61) -l (At -2 1
"(54*531) N '(,52"532) fs +[") L 1
N rs) frers) -k 1
-l+5) -& (s+22+€) ;\z 1
1 - (‘}*fsj) (52*532) .
N N ; ) N \,)2 4
l f 209 l ‘@*@z) (st |1
Wie aus G1.(7.15) hervorgeht, kann allgemein eine Aufteilung des
Gesamtsystems - hier des Ranges 81(52+2) - in 54 Teillsysteme - hier
des Ranges (52+2) - vorgenommen werden, indem zunidchst das unabhian-
gige Teilsystem fir il = 0 geldost wird, dann mit dessen Losungen
das Tellsystem fiir i1 = 1 gelSst wird usw.

Entsprechend zu den Bewelsfiihrungen im Abschnitt 6.3.1.1 und im An-
hang Al konnen iiber die Eigenwerte der Teilsysteme von (7.15) fol-
gende Aussagen bewiesen werden:

1. Die Teilsysteme haben jewells den gleichen Satz von Eigen-
werten e, ¥= l,2,..,,sz+2.

2. Dle Eigenwerte jedes Teilsystems sind negativ-reell und ver-
schieden, sie liegen sa@mtlich im Intervall

[-(2dgrur byt ), - (64620)] .

Fir kompliziertere Strukturen der Mischung kann i.a. nicht mehr
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bewiesen werden, daR die Eigenwerte der Tellsysteme verschieden
sind; die Teilsysteme der zugehdrigen Matrix weichen dann i.a. von
der Tridiegonalform ab, und es kdnnen deshalb mehrfache Eigenwerte
nicht ausgeschlossen werden (vergl. Beispiel in Teilabschnitt c).

Die LOsungen des Differentieslgleichungssystems haben im obigen Bei-
spiel eine Gl.(6.23) entsprechende Form. Die gesamte Wartezeitver-
teilungsfunktion stellt sich mit den Antreffwahrscheinlichkeiten
nach G1.(7.13) wie folgt dar:

51 S,
W, (>t) Z [7’(7,0,7/9/0)1«5{1‘10,-%0) * Zﬂm,w,z'z>u;/flw¢;)} : (7.16)
4=0 1,=0

Die bedingten mittleren Wartezeiten sowie die Momente der bedingten
Wartezeitverteilungsfunktionen knnen wieder in einer Abschnitt 4.3
entsprechenden Weise aus dem System (7.15) berechnet werden.

c) Beispiel einer Mischung n= 6, k = 4, g = 3

AbschlieBend seien die Verhdltnisse an einem in der Vermittlungs-
technik héufig auftretenden Mischungstyp mit Verschrankung aufge-
zeigt. Bild 28 zeigt das Bedienungssystem, bestehend aus g = 3
Zubringerteilgruppen, n = 6 Leitungen, den Erreichbarkeiten

kl=k =k3=k=b und 3 wartespeichern,

bk

—

B
>
W

S2

Il
i

53>$<:
€4 Eg
Bild 28. Bedienungssystem mit unvollkommen erreichbaren

Leitungen (Homogene zyklische Mischung mit Uber-
greifen und Verschrénken)
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Der Zufallsprozel der Systemzustdnde (£(t)-ProzeB) wird durch die
9-dimensionale Zufallsvariable

E(t) = (xl,xz,x3,x4,x5,x6;21,22,23) (7.17)

beschrieben. Der WarteprozeR beziiglich 1-Bufen (gl(t)_ProzeB) kann
bei der Abfertigungsdisziplin AD1 durch die 5-dimensionale Zufalls-
variable

= { + ] i i
5 (v) ,x5,x6,11,12,13) (7.18)
eindeutig gekennzeichnet werden,

Wie im Abschnitt a) bereits erkannt wurde, ldR8t sich das Differen-
;= O,l,...,sl-l auftei-

len. In G1.(7.19) ist das erste Teilsystem (il = (0) fiir die Laplace-

Transformierten der bedingten Wartezeitverteilungsfunktionen

tialgleichungssystem in Tellsysteme fiir i

wl(tfx5,x6;0,12,13) angegeben, Es wurde ferner angenommen, daB die
Leitungen geordnet abgesucht werden.

Flir das Beispiel Bild 28 haben wir einen allgemeineren Matrixtyp er-
halten, fiir den i.a. keine Aussagen iliber die Eigenwerte gemacht wer-
den kdnnen. Aus physikalischen Griinden ist jedoch zu erwarten, daB
samtliche Eigenwerte negativ-reell sind. Das Beispiel Bild 28 wird
in Abschnitt 7.4 numerisch behandelt.

7.3.1.2 Abfertigung in der inversen Reihenfolge des Eintreffens mit
verdrangender Prioritat (AD3a)

Es werde wieder das Bedienungssystem nach Bild 26 betrachtet. Sind
Leitung 1 und Leitung 3 belegt, so erfolgt die Einordnung eines
1-Rufs in die erste Warteschlange wie im Falle vollkommener Erreich-
barkeit (vergl. Abschnitt 6.3.1.3). Die zweite Warteschlange kann
erst dann aufgebaut werden, wenn die zweite Leitung auch belegt ist.
In der ersten Warteschlange h 1 nt e r dem 1-Testruf Wartende
haben wegen AD3a keinen EinfluB auf die Wartezeit des 1-Testrufs,
2-huf'e iiben uUber Leitung 3 einen direkten, uber Leitung 2 einen in-
direkten EinfluB auf dile Wartezeit des 1-Testrufs aus.

Der §1(t)—ProzeB wird formal durch dieselbe Zufallsvariable wie bel
AD1 nach G1.(7.12) beschrieben., Als Antreffwahrscheinlichkeiten
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e (7.19)

AT S . R B o ] B T e v

4
/’
7

haben wir

s
=~ ~1
B 2R
LN . 3 = . .20
& L P (x,30,1,) ) pli,xp1 z,,1p) (7.20)
= . . _
i vl :‘g z,=0
—_ ’"i) . <
& ., R
§: “Ni' In Bild 29 ist der Wartezustandsraum filir den WarteprozeB beziiglich
% ";% 1-kufen dargestellt. Der £,(t)-ProzeB beginnt stets bei i, = U, er
: = 13';’ endet entweder bei i, = O (Abfertigung) oder bei 1, = s;-1 (Ver-
n e :‘*:‘\1 ";g dréngung) .
’(i ~ N’?) ,*@
& L & T o~ o Ende des Warteprozesses
= ‘ o0 @ PO (Verdriingung)
. . N P % \‘UK{ ,/
< ‘ I ~
oY . Yy SRR
= ' = L g 1 1 1 1 1
~ oW L7 =&
— E) P g i o A
o~ .
S i % § ! s7A.0) 3= == (s,Ai1) ——%(1,.51412)—72‘0;5,-1,(24) == F= (Issy)
- e - 1 e
S = 3 ¢ 3 : €Sy MIEEs AlE €5
E\i ! ,”(F %’J 1/t/(15 20) (1;5@2-1)%05,-2@—}3 (151-2124)“” (T (ls2,50)
:\} /,/ N', ,,’\"L L ) (0;51'1,0) ’%2 Tl
! a T 5 Y ,{F:§?;%?5; TL ﬁ n Tl
‘ ’ ’ ‘ 1 2 . : . : )
~ ¥ B : ; . : .
= &£ 7 & L7 ' . . . .
RS SV "I o o
>~ M’ /I —_ m Tl i ; ¢
= T3 $ 5 ' (10) =-== 0diy) o Mi) === (1) === (1s)
S o X, . : N 2+€3 ExEpn
N ' 3 P : M, Mleven, MESn N Ml
S =z ¥ FF l (100) ==-== 00'24)—52' (103 %_molzm === (10s,)
-~ 4+,
& X & (010)
= o T § / U€1'€3 uﬁffzn 951*531 g: 19€31 g&*ﬁm
: T e SO (OOO)
‘é ,.?)” g '\;?‘0 ,/
§E < § SR t‘ts; €40E, Ende des
= . >é.< T B 9 Warteprozesses Beginn des
s 3RR L. $ Y 9 .
S TRT P P < (Abfertigung) Warteprozesses 1
=% & o <+ - X
I &g R AR i2
N ' L N ¥, ~
— ?" h \‘l’iq I
s Lo R
E: "n,:rg‘ ' . Bild 29. Wartezustandsraum filir Warten nach AD3a
:9 s
§ ,?«E) ¥ g Beispiel: gl(o) = (1;0,12)
= & @ £
= «-'\\‘2’ 2 Das aAufstellen und die LOsung des Differentialgleichungssystems fiir
’g ,§7 & o8 2 die bedingten wartezeitverteilungsfunktionen w (ttxz;il,iz) erfolgt
YN
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in entsprechender Weise wie in den vorausgegangenen Abschnitten ge-
zeigt wurde.

7.3.2 Abfertigung zwischen den Warteschlangen nach Wahrscheinlich-
keiten abhéngig von den momentanen Warteschlangenliangen (B)

Héngt die Abfertigungsdisziplin zwischen den von einer betrachteten
Leitung aus erreichbaren Wartespeichern von den momentanen warte-
schlangenlidngen ab, so miissen in den Fdllen BD1 und BD3a - wie schon
gezelgt wurde - zusdtzlich die h i nt e r dem 1-Testruf wartenden
1-Rufe berilicksichtigt werden. Dadurch erhdht sich in diesen Fillen
die Zahl der Komponenten des Vektors 51 um eins.

7.3.2.1 Abfertigung in der Reihenfolge des Eintreffens (BD1)

Einem 1-Testruf nachfolgende und akzeptierte 1-Bufe beeinflussen des-
sen Wartezeit indirekt. Der WarteprozeB kann fiir das Beispiel Bild 26
durch eine vierdimensionale Zufallsvariable beschrieben werden:

Cl(t) = (xz;il,zl,iz) y X, = 0,1
1, =0,1,...,8-1
2y = 0,4,...,8,-14-1, (7.21)
. {o fiir x, = 0
12—
0,1,...,52 fir x, = ,

wobel in Erweiterung zu Gl.(7.12) zy die Zahl der hinter dem
1-Testruf wartenden Rufe bedeutet. Der gl(t)—ProzeB beginnt stets
mit z, =0, i, 2 0, und endet stets mit i, =0, 24 2 0 (vergl. auch
Abschnitt 6.3.2.1),

7.3.2.2 Abfertigung in der inversen Reihenfolge des Eintreffens
mit verdrangender Prioritidt (BD3a)

Der WarteprozeB kann formal nach der Definition (7.21) beschrieben
werden, Er beginnt stets bei i1 =0, z, 20 und endet entweder beil
i, =0, z; 20 (Abfertigung) oder bei i, = s4-1, 2, =0 (Verdrén-
gung), vergl. hierzu auch Abschnitt 6,3.2.3,.
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7.4 Numerische Beispiele

1. beispiel

Als erstes Beisplel sei das Bedienungssystem mit g = 2 Zubringer-
teilgruppen, n = 3 wivollkommen erreichbaren Leitungen, den Er-
1= K
nach Bild 26 betrachtet. Die Anrufrate Al der ersten Zubringer-
teilgruppe sei variabel, die Anrufrate der zweiten Zubringerteil-

reichbarkeiten k = 2 und 8, = 4 bzw. S, = 6 Wartepldtzen

gruppe sei konstant<A2 = 1. Die Enderaten der drei Leitungen seien
unterschiedlich, und zwar 61 = 2, 62 = 1 und 53 = 10 (Anruf- und
Enderaten sind auf die Zeiteinheit normiert). Die Abfertigungsdis-
ziplin innerhalb der Warteschlangen sei D1. Die Abfertigung zwi-
schen den Warteschlangen (beziiglich Leitung 3) erfolge nach zwei
verschiedenen Disziplinen:
- Abfertigung der ersten Warteschlange mit nichtunterbrechender
Prioritat
- Abfertigung nach Wahrscheinlichkeiten proportional zu den
momentanen Warteschlangenlédngen.
Bild 30, Seite 151, zeigt die charakteristischen GroBRen WJ, BJ und
tWwy, J = 1,2, in Abhdngigkeit der Anrufrate Al fur die zwei genann-
ten Abfertigungsdisziplinen zwischen den Warteschlangen. Wiahrend
sich fiir die zwel Disziplinen die charakteristischen werte bezlig-
lich der 1-Rufe nur wenig unterscheiden, bedingt die Priorititsdis-
ziplin hohere Verluste und Wartezeiten fiir 2-Rufe,

Dem Beispiel liegt folgender Anwendungsfall zugrunde: Zwei Rechner
(Leitung 1 bzw. 2) bedienen ausschlieBlich Rufe aus den ihnen zuge-
ordneten Warteschlangen 1 bzw. 2. Aus Sicherheits- und Uberlastungs-
grinden kann ein schneller ferner kechner (Leitung 3) beide Warte-
schlangen zusdtzlich bedienen., 1-Rufe stellen Realzeitprogramme dar,
wdhrend 2-Bufe weniger dringende Hintergrundprogramme représentie-
ren. Mit Hilfe der charakteristischen GroRen in Bild 30 konnen Aus-
sagen Uber die Bedienungsgilite des Systems, insbesondere iiber den
EinfluB zunehmender Realzeitaufgaben auf die Hintergrundprogramme

gemacht werden.

2. Beilspiel

Das zweite Beispiel ist der Fernsprechvermittlungstechnik entnom-

men, Zwel symmetrische Bedienungssysteme mit g = 3 Teilgruppen,
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n = 6 Leltungen, Sy = S, = 854 = 4 VWarteplédtzen und vollkommen (k =6)
bzw, unvollkommen erreichbaren (k = &) Leitungen (Mischung nach
Bild 28) sollen fiir verschiedene Angebotswerte beziiglich charakte-
ristischer Grofen und Wartezeitverteilungsfunktionen verglichen
werden. Die Abfertigung innerhalb der Warteschlangen erfolge nach
D1, nichtleere Warteschlangen werden gleichwahrscheinlich abgefer-
tigt.

In Tabelle 2 sind flir die drei Angebotswerte AJ = 1 (Normelbelastung),
AJ = 2 (Grenzbelastung) und A, = 3 (Uberbelastung) die charakteri-

J
stischen Grofen BJ, wJ, Y,SLJ und th angegeben, J = 1,2,3.

Ange-| Erreich-{ Verlust-| Warte- Verkehrs-| Mittl. Mittl.
bot barkeit | wahrsch. | wahrsch. | wert WS-lénge | Wartezeit
AJ k BJ WJ Y SIJ th/tS
1 4 0,000704 | 0,133923 | 2,997889 0,052376 | 0,391093

6 0,000386 | 0,098409 | 2,998841 0,032045 | 0,325634
2 4 0,090920 | 0,678501 | 5,454480 1,152212 | 0,846087
6 0,084510] 0,681000 | 5,492940 1,087175 1 0,70821¢
3 4 0,337179 | 0,644810 | 5,965386 2,5525%58 1 1,31¢5%0
6 0,335676} 0,652093 | 5,978913 2,548244 | 1,302597

Tabelle 2. Charakteristische Grofen in Abhéngigkeit von Angebot
und Erreichbarkeit
Systeme: g = n= 6,

- s

k = 6 bzw. k =

= 52 = 33 = u,

s
1
4 (Mischung nach Bild 28)

Bild 31, Seite 152, zeigt die Verldufe der normierten Wartezeitver-

teilungsfunktionen WJ(>t)/wT fur die drei Angebotswerte.

Aus den Werten der Tabelle 2 und den Kurven des Bildes 31 l&d8t sich
erkennen, daB die relativen Unterschiede zwischen Bedienungssyste-
men vollkommener und unvollkommener Erreichbarkeit bei kleinen An-
gebotswerten am grdBten sind. Fiur AJ~>03 verschwinden die Unter-
schiede vollends, da sdmtliche Einheiten des Systems ohnedies be-
legt sind; der Vorteil der (aufwendigeren) vollkommenen Erreichbar-
keit gegeniiber unvollkommener Erreichbarkeit, welcher in der besse-
ren Ausniitzung der einzelnen Leitungen liegt, verschwindet.
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Die linearen Gleichungssysteme fiir die stationdren Zustandswahr-
scheinlichkeiten wurden mit Hilfe eines allgemeinen Programmes aus
den Struktur-, Verkehrs- und Organisationsparametern ermittelt und
nach dem Verfehren der "sukzessiven Uberrelaxation" DQ} aufgelost.
Das Programm wurde fiir beliebige einstufige Bedienungssysteme mit
unsymmetrischer Struktur, unsymmetrischen Anruf- bzw. Enderaten so-
wie flr mehrere Abfertigungsdisziplinen aufgebaut. Bei der Ermitt-
lung des Gleichungssystems miissen aus allen méglichen Zustandskom-
binationen (im zweiten Beispiel unvollkommener Erreichbarkeit: &COU)
die unter den gegebenen Voraussetzungen physikalisch nur auftreten-
den (in diesem Beispiel: 224) herausgesucht und die Ubergangskoeffi-
zienten zu den Nachbarzustdnden bestimmt werden,

Die Losung der linearen Differentialgleichungssysteme fiir die be-
dingten Wartezeitverteilungsfunktionen erfolgte nach dem Verfahren
der "sukzessiven Approximation durch Potenzreihenentwicklungen"
(vergl. Abschnitte 8,2.4 und 8.3.2). Im zweiten Beispiel waren im
Falle vollkommener Erreichbarkeit 100, im Fslle unvollkommener Er-
reichbarkeit 112 simultane Differentialgleichungen zu ldsen. Bei
der Zusammensetzung der bedingten Wartezeitverteilungsfunktionen
zur gesamten Wartezeitverteilungsfunktion sind auBerdem Untermengen
der Zustandswahrscheinlichkeiten (100 bzw. 112) als "Antreftwahr-
scheinlichkeilten" notig.
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Abfertigung der ersten Warteschlange mit
nichtunterbrechender Prioritét

— —— Abfertigung nach Wahrscheinlichkeiten proportional
zu den momentanen Warteschlangenléngen
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8. APPROXIMATIVE BERECHNUNGSMETHODEN

Die exakte Berechnung von Markoff'schen Bedienungssystemen l8uft auf
zwel Grundprobleme hinaus:

1. Die Losung eines linearen inhomogenen Gleichungssystems fur
die station8ren Zustandswahrscheinlichkeiten.

2. Die Losung eines linearen homogenen Differentialgleichungs-
systems erster Ordnung flir die bedingten Wartezeitvertei-
lungsfunktionen.

In den meisten F&llen ist der Rang der linearen Gleichungssysteme
bzw. der linearen Differentialgleichungssysteme so hoch, daB eine
exakte Berechnung mit Hilfe eines Digitalrechners entweder nicht
moglich (zu groBer Speicherbedarf) oder nicht wirtschaftlich (zu
groBer Rechenzeitbedarf) ist. Eine h8ufig angewendete Methode ist
die Simulation von Bedienungssystemen, bei der System, Verkenr und
Organisation kiinstlich nachgebildet werden. Neben langen Rechenzei-
ten hat diese Methode jedoch auBerdem den Nachteil, daB man keiner-
lei analytische Erkenntnisse gewlnnt. Aus diesen Griinden ergibt sich
die Notwendigkeit approximativer Berechnungsmethoden. Exakte L&sun-
gen bzw. Simulationsergebnisse kdnnen zur Beurteilung analytischer
Néherungsverfahren herangezogen werden.

8.1 Zustandswahrscheinlichkeiten

8.1.1 Die exakte Losung

Der zZufallsprozeB der Systemzusténde (E(t)-ProzeR) wird durch die
Zustandswahrscheinlichkeiten P(t; j) beschrieben, wobei (j) i.a. ein
mehrdimensionaler Zustand ist, gebildet aus Komponenten der Leitungs-
und Speicherbelegungen. Die Zustandswahrscheinlichkeiten gehorchen
wegen der Markoff'schen Eigenschaft einem System von linearen homo-
genen Differentialgleichungen erster Ordnung (Kolmogoroff-Vorwidrts-
Gleichung), vergl. G1.(4.12). Im speziellen Fall der Stationaritit
des Zufallsprozesses sind dle Zustandswahrscheinlichkeiten zeitun-
abhéngige GroBen p()); das lineare homogene Differentiaslgleichungs-
system reduziert sich zu einem linearen homogenen Gleichungssystem
entsprechend G1.(4.14)

L@ = L g p%) (8.1a)
£+y 4
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G1.(8.1a) stellt die Gleichung fiir das ®"statistische Gleichgewicht®
des Zustands (j) dar. Das homogene Gleichungssystem (8.1a) besteht
zundchst aus sovielen Gleichungen wie es Zusténde gibt. Die Glei-
chungen sind jedoch nicht linear unabhingig voneinander; es ist
stets eine (beliebige) Gleichung linear abhéngig von den anderen

und kann daher weggelassen werden. Der Bang des gesamten Gleichungs-
systems (8.1a) ist um eins geringer als die Zahl der Zustinde (Rang-
abfall = 1). Fiir die Zustandswahrscheinlichkeiten gilt - da die Zu-

stdnde sich gegenseitig ausschlieBende Ereignisse sind - auBerdem
die "Normalisierungsbedingung"

2. G = 1. (8.1b)
7

Das um eine (beliebige} Gleichung reduzierte System (8.1a) und G1.
(8.1b) bilden zusammen ein lineares inhomogenes Gleichungssystem
mit verschwindendem Rangabfall (d.h. Systemdeterminante # 0) und
kann eindeutig aufgeldst werden.

Sonderfdlle:

1. Eindimensionale Zustandsridume

Ist der gesamte Zustandsraum eindimensional oder 188t sich aus dem
Zustandsraum ein eindimensionaler Teilraum abspalten, so konnen die
Zustandswahrscheinlichkeiten fir den eindimensionalen Raum durch
Rekursion bestimmt werden, vergl. Bild 32 und Ausfiihrungen in Ab-
schnitt 5.1.1. Es kann allgemein gezeigt werden, daB in diesem Fall

2
z
.=
L2
N

Bild 32. Eindimensionaler Zustandsraum

schon immer zwel Nachbarzusténde im statistischen Gleichgewicht sind:
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7‘,,1,_17:(1') = s pli-1) . (8.2)
Mittels der Rekursionsgleichung (8.2) konnen alle Zustandswahrschein-
lichkeiten eines eindimensionalen Raumes rekursiv berechnet werden,
wobel die Zustandswahrscheinlichkeit eines Randzustandes als Para-
meter eingeht.

2. Mehrdimensionale Zustandsréiume

Werden allgemein die Zustandswahrscheinlichkeiten des aus (n-1)
Komponenten gebildeten Teilraumes eines n-dimensionalen Zustands-
raumes als Parameter angesehen, so konnen wieder die restlichen
Zustandswahrscheinlichkeiten durch Rekursion bestimmt werden. Bei
zweldimensionalen Zustandsriumen kénnen deshalb beisplelsweise alle
Zustandswahrscheinlichkeiten rekursiv bestimmt werden, wenn eine
Randverteilung bekannt ist.

Wir sprechen von "Halbsymmetrie®, wenn ein Zustand bereits mit al-
len seinen "unteren" (bzw. "oberen®) Nachbarzusténden im statisti-
schen Glelchgewicht ist. Betrachten wir hierzu z.B. elnen zweidi-
mensionalen Zustandsraum Bild 33,

{igip#) (iy1ip)

q%-'z"i*r‘z obere
— : Nachbarzusténde
Qi . A untere
fyligdgdn Igdotisds
Is}
l4dgdy g Tlydgdy gt
(iy-%in) {isig M)

Bild 33, Zweidimensionaler Zustandsreum

Im Falle von "Halbsymmetrie" gelten folgende Gleichungen:
[—f—:]: fod o
?%/’z/%'f/‘z 9‘41%"7:‘2”’ 7‘9(%&) %{i«zgfwﬂg @(‘*f“&) (8.32)

“f«,;,gﬂ,- 45,4 pl,51)
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i s Bt o} P048) = 90,0, 2005) .
By Pl

Gilt die Eigenschaf{t der Halbsymmetrie fiir alle Zustdnde eines be-

liebig vieldimensionalen Zustandsraumes, so kbnnen & 1 1 e Zu-

standswahrscheinlichkeiten wieder rekursiv berechnet werden, wobel

die Zustandswahrscheinlichkelt eines Randzustands als Parameter ein-

geht .

Sind in einem belieblg vieldimensionalen Zustandsraum schon zwel be-
nachbarte Zusténde im statistischen Gleichgewicht, so sprechen wir
von "Vollsymmetrie®. Fiir das Beispiel eines zweidimensiocnalen Zu-
standsraumes Bild 33 gilt dann zusdtzlich zu G1.{8.3a) beispiels-
welse

Ply1e) = » 8.4
litios 45 pli1e) = b ¢ .;’-7/,;‘,0('54,12) ' (8.4a)
IR T

c e aeply £ =0 o o - el 2 ). (8.4b)
‘?gﬁz}:-g-t@ AL 1) 9:,,12, gt 1 Pl “,"-“z)
Vollsymmetrie kann h@chstens zwischen solchen Zusténden herrschen,
welche durch gegenseitig gerichtete Uberginge verbunden sind, vergl.
hierzu als Beispliele die Abschnitte 5.1.2 und 6.1.2 c.

Es sel noch bemerkt, daB bei eindimensionalen Zustendsrdumen Halb-
symmetrie und Vollsymmetrie identisch sind. Bei mehrdimensionslen
Zustandsriumen folgt aus der Eigenschaft der Vollsymmetrie auch
stets die Eigenschaft der Halbsymmetrie.

Das Ziel approximativer Berechnungsmethoden wird es sein, einmal
die geschlossene Aufldsung eines grofen Gleichungssystems zu um-
gehen und zum anderen die Zahl der Unbekamnten zu verkleinern.

Grofle lineare Gleichungssysteme kdnnen praktisch nur auf iterativer
Basis (Uberrelaxationsverfahren) {19} geldst werden und sind daher
rechenzeitintensiv. Bekursive Berechnungsverfahren sind i.a. recher-~
zeltarm. Mit Hilfe der Konzepte der Halb- und Vollsymmetrie sind
Néherungsverfahren fiir rekursive Berechnungen mdglich.

Die Zahl der Zust#nde kann nur dedurch reduziert werden, daf mehre-
re Mikrozusténde zu einem Makrozustand zusemmengefsaBt werden, wobei
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i.a. ein Informationsverlust bei der Beschreibung in Kauf genommen
werden muB. 0ft liegt schon in der Definition eines Makrozustandes
eine N&dherung. Eine weltere N&herung kommt hinzu, wenn das Glei-
chungssystem fiir die Makrozust&nde selbst nur néherungsweise ge-
10st wird.

8.1.2 Das Konzept der Halbsymmetrie

Wie im vorangegangenen Abschnitt erléutert wurde, sind s&mtliche
Zustandswahrscheinlichkeiten rekursiv berechenbar, wenn sa@mtliche
Zusténde die Eigenschaft "Halbsymmetrie" besitzen. Das "Konzept
der Halbsymmetrie" beruht auf der Ndherungsannahme, daB fiir einen
beliebigen Zustandsraum die Eigenschaft "Halbsymmetrie® gilt.

Die Glite einer solchen Ndherung kann je nach Struktur, Organisation
und Verkehrsparametern eines Bedienungssystems unterschiedlich sein.
Insbesondere sind um so bessere Ergebnisse zu erwarten, je symme-
trischer Struktur, Organisation und Verkehrsparameter sind (z.B.
gleiche Anrufraten der verschiedenen Teilgruppen, gleiche Enderaten
der Leitungen, zufallsméRfiges Aussuchen von Leitungen, gleichgroBe
Wartespeicher usw.). Unglinstige Ergebnisse sind dann zu erwarten,
wenn "Kreisverkehre" stark ausgeprdgt sind, d.h. wenn einzelne {ber-
génge stark von der Vollsymmetrie abweichen oder gar nur einseitig
gerichtet sind. Als Beispiel hierfiir werde der 3-dimensionale Unter-
raum aus Bild 8 betrachtet. Der Zustand (0,1,1;0) kann beispielswei-
se nur von "oben" her entstehen iiber (1,1,1;0), wihrend er auf drei
verschiedene Arten nach "oben" bzw. "unten" verschwinden kann. Aus-
gehend vom Zustand (1,1,1;0) konnen mit Hilfe der Annahme der Halb-
symmetrie zwar sdmtliche Zustandswahrscheinlichkeiten rekursiv be-
rechnet werden; das Beispiel (0,1,1;0) zeigt jedoch, daB wegen des
starken Kreisverkehrs ein grober Fehler entsteht.

Im Zusammenhang mit der Berechnung groBer, weitgehend symmetrischer
Systeme auf der CGrundlage der Beschreibung mittels Makrozusténden

wurden mit dem Konzept der Halbsymmetrie sehr gute Erfolge erzielt
(vergl. auch 8.1.4),

8.1.3 Das Konzept der Vollsymmetrie

Ist der gesamte Zustandsraum ausschlieBlich durch doppelt gerichtete
ﬁbergénge zwischen benachbarten Zusté@nden gekennzeichnet, so kann
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bei besonders symmetrischen Verh&ltnissen angenommen werden, daf
sich schon jewells zwel benachbarte Zustédnde im statistischen
Gleichgewicht befinden. Dieses "Konzept der Vollsymmetrie" stellt
im Vergleich zum "Konzept der Halbsymmetrie" eine grdbere Ndherung
dar. Der Vorteil des Konzepts der Vollsymmetrie liegt darin, daB
die BRekursion mit einem beliebigen Zustand beginnen kann und dag
sich einfachere Rekursionsalgorithmen finden lassen. Wie man sich
aber bereits anhand eines zweidimensionalen Zustandsraumes verdeut-
lichen kann, konnen sich Widerspriichlichkeiten einstellen.

8.1.4 Das Konzept der Makrozustédnde

Voraussetzung fir die Definition von Makrozusténden sind mdglichst
symmetrische Verhdltnisse, wie z.B.

- gleiche Anrufraten )J :-4%— , Jd = 1,2,...,8
- gleiche Enderaten éI = & ,1=1,2,...,n
- gleiche Erreichbarkeiten kJ = k ,J=1,2,...,¢
- gleiche SpeichergrodBen sy = s , J=1,2,...,¢g

- zufédlliges Absuchen von Leitungen und warteplétzen.

Das "Konzept der Makrozusténde" werde anhand eines Beispiels ver-
deutlicht.

Beispiel: Kombiniertes Warte- und Verlustsystem mit unvollkommener
Erreichbarkeit
Gegeben sei eine Koppelanordnung unvollkommener Erreichbarkeit mit

Wartespeichern entsprechend Bild 2. Es wird folgender Makrozustand
definiert:

(x;ul,uz,...,us) : x Leitungen belegt, x=0,1,...,n,
u, ¥-te Warteplatze belegt, uy= 0,1,...,8,
V=1,2,...,s.

Aufgrund dieser Beschreibung durch "Warteplatzreihen", der Zugrunde-
legung der kombinatorischen Sperrwahrscheinlichkeit ©(x) zur Berech-
nung der Anzahl blockierter Teilgruppen bei Mischungen [5,25} und
des "Konzepts der Halbsymmetrie" ist es moglich, eine einfache Re-

kursionsformel zur Berechnung aller Zustandswahrscheinlichkeiten
abzuleiten [11}:
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plcsy,.,u) = 7’?—— [1-ee-0] - plt-tiay,... ug)
+ A (9000~ )] L84 %) (8.5)
S
. %Z[afhf{af-ﬁ] Pt 41, )

*=2
Im Sonderfalle vollkommener Erreichbarkeit fiihrt diese Rekursions-
formel sogar auf die exakten LOsungen fiir die Abfertigung zwischen
den Warteschlangen nach Wahrscheinlichkeiten proportional zu den
momentanen Warteschlangenléngen.

In Abschnitt 8.3 sind Ergebnisse von Berechnungen und Simulationen
angegeben.

8.1.5 Das Konzept vorgegebener Verteilungen mit iteriertem
Parameter

Im Vorangehenden wurden, ausgehend vom Zustandsraum, verschiedene
Mdglichkeiten der approximativen LOsung eines Gleichungssystems
diskutiert. Es gibt auBer diesen MOglichkeiten noch andere Ver-
fahren der ndherungsweisen Berechnung.

Ein sehr bekanntes und wirkungsvolles Verfahren besteht darin, eine
bekannte Verteilungsfunktion filir die Zustandswahrscheinlichkeiten
anzunehmen und einen Parameter (z.B. das Angebot A) so lange durch
Iteration zu verédndern, bis sich eine vorgegebene charakteristische
GroBe (z.B. Verkehrswert Y) einstellt. Mit Hilfe dieser Verteilung,
welche beispielsweise denselben vorgegebenen Verkehrswert Y wie die
exakte Verteilung ergibt, kdnnen dann weitere Werte wie Verlust-
wahrscheinlichkeit B und tats8chliches Angebot A berechnet werden
(vergl. Ableitung der MPJ.Formel fiir Mischungen in Verlustsystemen
[5] und Berechnung von Linksystemen [Zé]von A. LOTZE).

8.2 Wartezeitverteilungsfunktionen

8.2.1 Die exakte Ldsung

Der WarteprozeB eines Testrufs (£(t)-ProzeB) kann aufgrund der Mar-
koff'schen Eigenschaft durch ein System linearer Differentialglei-
chungen erster Ordnung (Kolmogoroff-Riickwdrts-Gleichung) fiir die
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bedingten Wartezeitverteilungsfunktionen w(t|1i) beschrieben werden,
wobei £(0) = 1 derjenige Wartezustand ist, mit welchem der spezielle
WarteprozeB startet. Nach Gl.(4.32) lautet die allgemeine Form der
Kolmogoroff-Riickwdrts-Gleichung fiir die bedingten Wartezeitvertei-

lungsfunktionen
9le)wttl) —Zyﬁ/’k)w(t!é) = -%thd, < EH. (8.6)
Rt
AEH

Endet der Warteprozef grunds8tzlich erfolgreich, d.h. durch Abfer-
tigung, so sind die Anfangsbedingungen der bedingten Wartezeitver-
teilungsfunktionen einheitlich

wlol)) =1, 7&H. (8.7)

Allgemein kbnnen die Anfangsbedingungen w(0|i) aus dem aus G1.(8.6)
entstehenden linearen Gleichungssystem berechnet werden, wenn fiir

. witlt, . .
~lim DY~ g1 (EH (8.8)
CZL‘ 7 ’
t~ 0+
eingesetzt wird und wobei £(i) der Endekoeffizient fiir das Enden des
Warteprozesses vom Zustand i aus ist:

gi) wl0li) -) " glok)wlole) = €(5), < &4 . (8.9)
£d¢
£ &H
Die Anfangsbedingungen miissen nur fiir die bedingten Wartezeitvertei-
lungsfunktionen erfolgreich bzw. erfolglos wartender Rufe bei ver-
dréngenden Disziplinen berechnet werden.

Aus G1.(8.6) folgt durch Laplace-Transformation das lineare Glei-
chungssystem fiir die Laplace-Transformierten W(s|i) der bedingten
Wartezeitverteilungsfunktionen w(t|i):

[s+q0) WGl =) g6 ) W(slk) = w(old), < §H . (8.10)
Ky
ey

Die exakte Losung des Systems (8.10) erfolegt iiber die Bestimmung
der Eigenwerte; die Ldsungen fiir W(s|i) sind rationale Funktionen
in s, welche nach Ricktransformation in den Zeitbereich i.a. mit
Polynomen gewichtete Exponentislsummen ergeben, vergl. Gl.(4.48).
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Die K~ten Momente MK(i) der bedingten Wartezeltverteilungsfunktionen
w(t!i) gind aus folgendem linearen inhomogenen Gleichungssystem zu
berechnen:

9tIM (<) —2 Gl )M (8) = KMM(t‘), i 4H (8.11)
bt K=12...
AEH
wobel Mo(i) = w(0]1i). Die Systeme lassen sich beziiglich K rekursiv
aufldsen, wobei der K-fache Losungsvektor der (K-1)-ten Momente die
"rechte Seite" des Gleichungssystems fiir die K-ten Momente bildet.
Fliir den Sonderfall K = 1 erh8lt man wegen Ml(i) = tw(i) gerade die
bedingten mittleren Wartezeiten.

Wir bemerken, daB die Systeme (8.6), (8.9), (8.10) fiir s = 0, sowie
(8.11) die identische Koeffizientenmatrix besitzen. Das Problem ist
daher schon immer dann eindeutig vorgegeben, wenn diese Koeffizien-
tenmatrix vorliegt.

Die gesamte Wartezeitverteilungsfunktion W(>t) stellt sich mit Hilfe
der Antreffwahrscheinlichkeiten P(i) wie folgt dar:

W(>t) :Z P(i)wltlc) . (8.12)
1EH

Sonderféalle:

1. Eindimensionale Zustandsriume

Ist ein Teil des Zustandsraumes oder der gesamte Zustendsraum ein-

dimensional, wobel die {lberginge zwischen den Zusténden jeweils nur
einseitig gerichtet sind, so ist eine rekursive Aufldsung der zZuge-
horigen Laplace-Transformierten der bedingten Wartezeitverteilungs-~
funktionen mdglich (vergl. 5.3.1 sowie 6.3.1.1, erster Sonderfall),

2. Mehrdimensionale Zustandsriume

L&Rt sich allgemein ein Teil eines mehrdimensionalen Zustandsraumes
finden mit der Eigenschaft, daf von den Zustinden dieses Teilraumes
keine Ubergéinge n @& ¢ h Zusténden auBerhalb dieses Teilraumes mog-
lich sind, so kann der zu diesen Zustédnden gehdrige Tell der Glei-
chungssysteme (8.6), (8.9), (8.10) und (8.11) selbsténdig geldst
werden (vergl.Abschnitte 6.3.1.1, 6.3.2.1, 6.3.2.3, 7.3.1.1).
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3. Spezielle Matrixstrukturen

Zu einem speziellen Typ der tridiagonalen Koeffizientenmatrix
("Differenzenmatrix”) sind die Eigenwerte explizit angebbar, womit
auch dle Wartezelitvertellungsfunktion explizit ausgedriickt werden
kann (vergl. 5.3.3 und Anheng A2 sowie 6.3.1.1, zweiter Sonderfall).

Das Ziel approximativer Berechnungsmethoden wird es sein, die ge-
schlossene Aufldsung eines grofien linearen Differentialgleichungs-
systems zu umgehen. Ahnlich wie beim Problem der Zustandswahrschein-
lichkeiten werden im folgenden N&Zherungsverfahren angegeben, welche
rechnerisch einfacher zu handhaben sind.

8.2.2 Das Konzept der Halbsymmetrie

Die Halbsymmetrie bei den Zustandswahrscheinlichkeiten wurde anschau-
lich eingefiihrt, indem eine Symmetrieebene durch einen Zustand des
mehrdimensionalen Zustandsraums gelegt und weiterhin angenommen wur-
de, daB der jewellige Zentralzustand sich bereits mit allen seinen
"unteren” (bzw. "oberen") Nachbarzustédnden im statistischen Gleich-
gewicht befindet. In der Matrix des zugehdrigen Gleichungssystems

188t sich die Halbsymmetrie als charakteristische "Dreiecksstruktur®
erkennen:

M) @) i3 (4) )

by | 4

4, | a5 a

27 32 33 (8.13)
| by Ay Ay 0

Wil B s Gy - By |0

7 | 7 7 7 1 11

Es sind hochstens nur diejenigen Elemente aik von Null verschieden,
fir welche k = 1 gilt. Die Wahrscheinlichkeiten der Zustdnde (2),
(3),...,(N) kbnnen rekursiv berechnet werden, wobei die Wahrschein-
lichkeit des Zustands (1) zundchst als bekannt angenommen wird, Die
letzte Zeile bedeutet die "Normalisierungsbedingung“, aus ihr wird
die Wahrscheinlichkeit des Zustands (1) bestimmt.

Das Konzept der Halbsymmetrie fiir ein Differentialgleichungssystem
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bedingter Wartezeitverteilungsfunktionen werde nun entsprechend zu
Gl.{8.13) eingefiihrt. Werden alle die bedingten Wartezeitverteilungs-
funktionen fiur jene Startzustdnde, welche "obere" Nachbarstartzu-
sténde eines betrachteten Startzustandes sind, mit der bedingten
Wartezeitverteilungsfunktion des betrachteten Startzustandes gleich-
zegetzt, so ergibt sich eine Gleichungsstruktur entsprechend zu Gl.
(8.13). Die bedingten Wartezeitverteilungsfunktionen kdnnen dann re-
kursiv gefunden werden.

Im Differentialgleichungssystem wird die rechte Seite durch den Vek-
tor der negativen Differentialquotienten der bedingten Wartezeitver-
teilungsfunktionen gebildet; im System der Laplace-Transformierten
der bedingten Wartezeitverteilungsfunktionen wird die rechte Seite
durch den Vektor der Anfangsbedingungen gebildet (vergl. G1.(8.6)
bzw. (8.10) ).

Als Beispiel werde die allgemeine Differentialgleichung (5.41a) fir
Systeme mit einer Warteschlange und zufallsmé@Bigem Abfertigen (D2)
betrachtet:

. . 1 JW['”‘}
__t - + - 1 e e,
—pwltli-t) + Degwltle) - Fuwlelir) 7 (8.14a)
Das Konzept der Halbsymmetrie erzwingt
witli+1) = witle) . (8.14b)
G1.(8.14b) in Gl.(8.14a) eingesetzt, ergibt
1)+ (tlc) =—M}- (8.14c)
¢ N @t

Die Losung des Differentialgleichungssystems (8.14c) fiir 1 =
O,l,...,si-l 148t sich rekursiv durchfiihren. Als Ldsung erhdlt man

z
wiele) =) 2L Q‘—)— expl-¢t), i=g1., 571 (8.15)
P=0
Im Vergleich zur exakten LOsung liefert diese Ndherung zu glnstige
Ergebnisse; filr groBe Zahlen i wird sie jedoch zunehmend genauer,
weil dann der Unterschied zwischen w(t]i) und w(t]i+1) geringer
wird.
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8.2.3 Das Konzept der Vollsymmetrie

Wird das Konzept der Halbsymmetrie auch auf die zu einem betrachte-
ten Startzustand benachbarten "unteren'" Nachbarstartzusténde erwei-
tert, so artet die zugehdrige Koeffizientenmatrix zur Diagonalmatrix
aus, und es kann jede Gleichung unabhéngig geldst werden. Dieses
"Konzept der Vollsymmetrie" soll beispielsweise auf G1.(8.14a) an-

gewendet werden, wobel

wlt|i1) = wltlc) = wltla+1) . (8.16a)
Wird G1.(8.16a) auf Gl.(8.14a) angewendet, so erhalten wir
# , dwttls) p
e wltld) = - S (8.16b)
Die Losung von Gl.(8.16b) ist
: _ - 8.16
witld) = ewp(-t) (8.16c)

Die Annahme (8.16a) wurde speziell fiir die Berechnung der wWartezeit-
verteilungsfunktion beim reinen Wartesystem und bei zufallsméBiger
Abfertigung von J.W.MELLOR @8,29] bereits im Jahre 1942 getroffen.
Die Losung G1.(8.16c) ist in die Literatur unter dem Namen "Mellor-
Approximation" eingegangen.

Wo liegt nun die Grenze der Anwendbarkeit des Konzepts der Vollsym-
metrie? Wird dieses Konzept auf die allgemeine G1.(8.6) unter Be-
achtung von Gl.(4.28c) angewendet, erhdlt man

. ti4
) wltle] = dw{l 4 tEH . (8.172)
Die Losung von Gl.(8.17a) ist
witle) = expl-cc)t] ¢ é 4. (8.17b)

Aus G1.(8.17a,b) folgt, daB unter Annahme der Vollsymmetrie sinnvolle
Losungen nur fir Zustédnde (1) erhalten werden, von welchen aus der
WarteprozeB mit der Endedichte £(i) # O direkt beendet werden kann.

Gl.(8.17b) stellt die allgemeine Losung des Differentialgleichunegs-
systems (8.6) nach dem Konzept der Vollsymmetrie dar ("Verallgemei-
nerte MELLOR-Approximation"). Die LOsung gilt nur fir Zusténde mit
E(i) 4 0 und wird i.a. immer bei zufallsmiBigen Abfertigungsdiszi-
plinen anwendbar sein. Die verallgemeinerte MELLOB-Approximation
bedeutet auBerdem eine praktische Anwendung der zunidchst nur formal
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eingefiinrten Endedichten &(1) des £(t)-Prozesses.

Fiir jene Anwendungsfdlle, in denen das Konzept der Vollsymmetrie
nicht durchweg brauchbar ist, kann ein Mischverfahren aus Voll- und
Halbsymmetrie angewendet werden.

8.2.4 Das Konzept der sukzessiven Approximation durch
Potenzreihenentwicklungen

Da die hedingten Wartezeitverteilungsfunktionen monoton abnehmende
Funktionen sind, besteht die Aussicht, das Differentialeleichungssy-
stem (8.6) fir einen geniigend grofen Zeitbereich mit Hilfe von Eei-
henentwicklungen zu ldsen. Der Ansatz erfolgt nach einer TAYLOB-Ent-
wicklung der Ordnung K

max’
Kmax‘

i
. (%), 1 ¢ :
wtl) = E w (DW'_aff , C4H. (8.18)
X=0 '

Bei bekannten Anfangsbedingungen w(0|i) = 1 sind hierfiir auBerdem
die Ableitungen der bedingten Wartezeitverteilungsfunktionen an der
Stelle t = O+ zu bestimmen. Aus Gl.(8.6) gewinnt man durch sukzessive
Differentiation:

NN/ . () ’
B = —qliw (eli) +)_ qlsR)ar 18 L EH. (8.19)
£+ <
) KeH .

FUY‘X:O,l,...,KmaX+1 konnen aus G1.(8.12) nacheinander sd@mtliche
hoheren Ableitungen im Entwicklungsursprung rekursiv ermittelt wer-
den ( die(KmaX+1)~te Ableitung wird zur Restgliedabschdtzung be-
nutzt). Die Koeffizienten der Reihenentwicklung des Differential-
gleichungssystems werden in einem Feld der GroRe N-(Kmax+2) abge-~
speichert (N = Rang des Differentialgleichungssystems).

Durch fortgesetzte Anwendung der TAYLOR-Entwicklung in den Punkten
t = tO’tl’tZ’”"' wobei to=0<<t1<1t2<1.°., ist es moglich, den Ver-
lauf der Verteilungsfunktionen {liber den gesamten interessierenden
Bereich zu berechnen. Um die Genauigkeit eines derartigen sukzessi-
ven Approximationsprozesses beliebig einstellen zu kOnnen, ist es
zweckméBig, die Lénge eines Approximationsintervalls aus einem vor-
geschriebenen maximalen Fehler, welcher mit Hilfe der Restgliedfor-
mel ermittelt wird, zu berechnen.
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Im einzelnen biletet dieses Verfahren folgende Vorteile:

- Rekursivitét

Samtliche Ableitungen der bedingten Wartezeitverteilungsfunktio-
nen sind im Entwicklungsursprung tn, n = 0,1,..., rekursiv bere-
chenbar, vergl. Gl1.(8.19). Das Verfahren kann fortgesetzt ange-
wendet werden, indem der Endpunkt t, des n-ten Intervalls als
Entwicklungsursprung des (n+l)-ten Intervalls angesehen wird,
n=1,2,... . Das Feld der GriBe N»(Kmax+2) kann fiir jedes neue
Approximationsintervall zur Aufnahme der Ableitungen im Entwick-
lungsursprung iUberschrieben werden.

- Vorschreibbere Genauigkeit

Die Lange des n-ten Approximationsintervalls wird dadurch be-
stimmt, daf der maximale Fehler der normierten Wartezeitvertei-
lungsfunktion W(>t)/W am Intervallende, Ry, vorgeschrieben wird
(z.B. 10-7). Aus der Abschidtzung des Fehlers mittels der Rest-
gliedformel nach TAYLOR fiir die gesamte Wartezeitverteilungsfunk-
tion erhalt man die Lénge des n-ten Approximationsintervalls:

kg1 !
fﬂm“n-f £ /4'917 ' (Kmaz;i; ! (8.20)
i P )

Die Werte der bedingten Wartezeitverteilungsfunktionen am Ende
des n-ten Intervalls sind gleichzeitig die Anfangswerte fir den
Entwicklungsursprung tn des (n+l)-ten Intervalls.

- Austauschbarkeit zwischen Speicherplatz und Rechenzeit

Wird der Wert Kmgyx verkleinert, so reduziert sich - bei vorge-
schriebenem Fehler By - die Lange des Approximationsintervalls.
Die Losung des Differentialgleichungssystems filir einen vorge-
schriebenen Zeitbereich bendtigt dann mehr Schritte, d.h. gros-
sere Bechenzelt.

Fir den Minimalwert Kpgyx = 1 kdnnen auf einer Rechenanlage so-
mit Differentialgleichungssysteme bis zum Range von einem Drit-
tel der verfligbaren Arbeitsspeicherkapazitdt behandelt werden.
Umgekehrt kann fir kleinere Differentialgleichungssysteme die
Ordnung Kpgx zur Erzielung groBer Intervalle - und damit klei-
ner Rechenzeiten - optimal groB gewidhlt werden.

Es sel abschlieBend bemerkt, daf sich das Konzept der sukzessiven
Approximation durch Potenzreihenentwickluneen ebenso auf die Be-

handlung von Differentialgleichungssystemen fiir die nichtstatio-

néren Zustandswahrscheinlichkeiten anwenden 148t (Berechnung von

Einschwingvorgingen) .
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8.2.5 Das Konzept der Approximation durch Exponentialsummen
(Momentenmethode)

Alle im vorangehenden vorgeschlagenen Approximationsverfahren sind
dadurch charakterisiert, daB die Genauigkeit entweder von den Start-
zusténden oder der Zeit abhédngt. In diesem Abschnitt werden Ver-
fahren behandelt, welche eine definierte Apvroximationsgiite unab-
héngig von den Startzustidnden und der Zeit gewdhrlieisten.

Als natiirliches ApproximationsmaB erschei=en 2ic Momente der Warte-
zeltverteilungsfunktionen, da eine Verteilungsfunktion durch sédmt-
liche Momente eindeutig festgelegt ist. Andererseits ist aus den
theoretischen ﬁberlegungen bereits bekannt, welche mathematische
Struktur die exakte LOsung fiir die Wartezeitverteilungsfunktionen
besitzt: Sind die Eigenwerte des zugehdrigen Eigenwertproblems s&mt-
lich verschieden, so hat die Ldsung eine reine Exponentialsummen-
struktur; gibt es dagegen auch teilweise mehrfache Eigenwerte, so
hat die LOsung eine mit Polynomen in t erweiterte Exponentialsum-
menstruktur, vergl. Gl.(4.48). Durch Ansatz einer der exakten L3-
sung &hnlichen Exponentialsumme fiir eine Verteilungsfunktion konnen
aus der Forderung, daB exakte Ldsung und approximative LOsung in
den K ersten Momenten iibereinstimmen, K Parameter des Exponential-
summenansatzes ermittelt werden. Als entscheidender Rechenaufwand
miissen bel dieser "Momentenmethode" K lineare Gleichungssysteme fiir
die K ersten Momente geldst werden (das O-te Moment ist dabei iden-
tisch mit der Anfangsbedingung und bei nichtverdringenden Abferti-
gungsdisziplinen bekannt) .

Die Momentenmethode ist bisher auf die g e samt e Wartezeit-
verteilungsfunktion von r e i n e n Wartesystemen angewendet wor-
den, und zwar von J. RIORDAN fiir zufallsméBige Abfertigung [29] und
Abfertigung in der inversen Ankunftsreihenfolge [24], sowie von W.
WAGNER fir nichtunterbrechende Prioritdtsdisziplinen [6]. Als An-
satz sind dabel r e i n e Exponentialsummen fiir die g e sam¢t e
Wartezeltverteilungsfunktion verwendet worden.

In Erweiterung zu diesem Vorschlag werden zwei Verallgemeinerungen
vorgenommen:
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1. Die Momentenmethode wird nicht nur auf die gesamte, sondern be-
reits auf jede b e d ingt e Wartezeitverteilungsfunktion

angewendet.

Aus der Forderung, daf nicht nur die globale, sondern zus&tzlich
auch schon jede bedingte Wartezeitverteilungsfunktion in den
ersten K Momenten mit der jeweiligen exakten LOsung iibereinstimmt,
ergibt sich eine bessere Approximation in der "Feinstruktur" der
Wartezeitverteilungsfunktion.

2. Es wird der Fall teilweise mehrfacher Eigenwerte mit beriicksich-
tigt.

Mehrfache Eigenwerte haben insbesondere bei {iberlastung einen
starken EinfluB auf den Verlauf der Wartezeitverteilungsfunktion,
und zwar dergestalt, daB ein reiner Exponentialsummenansatz immer
ungenauer wird, vergl. z.B. Gl1.(5.81).

Der allgemeine Ansatz filir die approximative bedingte Wartezeitver-
teilungsfunktion lautet:

N K
w(t)e) NZexp(—-i,f; Zam»f* _ (8.21)
=4 %20

a) Zwei-Momenten-Methode

Aus G1.(8.21) folgt die einfachste Ndherung, welche in den zwei
ersten Momenten mit der exakten LOsung lUbereinstimmt, né&mlich dem
Anfangswert Mo(i) = w(0|1) und der mittleren bedingten Wartezeit
Ml(i) = tw(i)

witle) ™ g enn(-7) (8.22)
Die zwel ersten Momente berechnen sich zu

M) = ay

M, ld) = Gy Xy - (8.23b)

(8.23a)

Die Auflosung dieses Gleichungssystems nach den unbekannten Parame-

tern ay und Xy ergibt

0
4, = Myl (8.24a)
= M) (8.24D)

& - W@(ﬂ
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Bei dieser (einfachsten) Ndherung ergibt sich kein Unterschied zwi-
schen den Fdllen einfacher und mehrfacher Eigenwerte.

b) Drei-Momenten-Methode

Aus G1.(8.21) folgt die dreiparametrige Ndherungsverteilung, welche
in den ersten drei Momenten MO(i), Ml(i) und Mz(i) mit der exakten
Losung iUbereinstimmt und insbesondere bei mehrfachen Eigenwerten ge-
eignet ist:

, . +
w(tld) v (&m*(lﬂt) E’Xf’(*}:) : (8.25)
Die drei ersten Momente dieser Verteilung sind
Mylc) = 4, (8.26a)
o= 2
/V/{(t) = a;m)g .,.444)(; (8.260b)
. 3 g

Werden G1,(8.26a-c) nach X1, 210 und a,, aufgeldst, erhdlt man

- 1 :
o= W[/"Lﬁ)tﬁ] (8.27a)
g, = Myle) (8.27b)
a, = Jlﬂ (8.27¢)

"7 X—Z 4

wobei 1 4
A = Mf(i) - Z_MU{"}MZM) ) (8.274)

Diese Approximation hat zweil bemerkenswerte Eigenschaften:
1. Die Approximation nach G1.(8.25) gilt nur fiir A 2 0 ,d.h.

M) 2 L MyIMy(6) (8.28a)

In Sonderfalle M5(1) = FMo(1)M,(1) ergibt sich a,, = 0; die

Approximation stimmt dann formal mit der Approximation nach der
Zweil-Momenten-Methode iiberein.

2. Die Approximation ist zun#chst nicht eindeutig; es gibt 2z w e i
verschiedene LOsungen, welche gleichzeitig die Gl1.(8.26a-c) er-
fiillen. Aus der notwendigen Bedingung w'(t|i) < 0 folgt jedoch
eine weitere Einschrénkung:

Iy

41,0+¢44f Z 4 t20.

7
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Diese Relation kann wegen a102>0 und x1:>0 jedoch nur fir all;>0

erfiillt werden, d.h. in den Gl.(8.27a-c) gilt nur das untere Vor-
zeichen der Wurzel. Die grdfte Einschrénkung besteht dabei flr

t = 0, was auf eine zweite Bedingung filir die drei Momente fiihrt:

2/ £ 2 , ,
/\44(4) = gMo[t)Mz[L) . (8.28b}
Zusammenfassend kann also festgestellt werden, daB die Drei-Momenten-
Methode unter der folgenden Bedingung anwendbar ist:

Iy £ mie) S 2 Myme) . (8.28¢0)

Gilt das linke Gleichheitszeichen, reduziert sich die Approximation
auf eine Exponentialfunktion; gilt das rechte Gleichheitszeichen, so
beginnt die Approximation mit horizontaler Tangente.

c) Vier-Momenten-Methode

Der einfachste Fall einer vierparametrigen Verteilung ist

wt]e) ~v amcxp(—g—) * %e»p(-—é—) : (8.29)
Die ersten vier Momente berechnen sich zu

Myli) = @ + a (8.30a)

My(e) = apk; + &ux, (8.30b)

ﬂﬁ-@ = ikl + apk)f (8.30¢)

PO = ayte 4y (8.304)

Wird 8,4 aus jewells zwel aufeinanderfolgenden Gleichungen eliminiert
und werden 810 und X aus den erhaltenen drei Gleichungen durch Divi
sion jeweils zweler Gleichungen eliminiert, entsteht eine guadratisci
Gleichung fur X5 Durch Auflosen dieser Gleichung erhdlt man mit den
anderen Zwischenergebnissen schlieflich

Xy = A + VA?-B (8.312a)
Y, = A -VA*-B (8.31b)
&y = éﬁ[mo (4*-B) +(my —maA)VA—z-_B_'] (8.31c)
Gy = Z(Ai-s) [m(,(AZ-—B) ‘(mfmaA)W} , (8.314)
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wobei
2 .
A= TS g TS L Mkft), K=0123. (8.31e)
m? = mym, M, K! ’

Aus der Forderung, daf X4 und x5 positiv-reell sein miissen, resultie-
ren folgende notwendige einschrédnkende Bedingungen:

A>0 (8.32a)
B>0 (8.32b)
42- B2 (8.32c)
Im Sonderfalle
M) = 5 M ()My(c) (8.33)

reduziert sich die Approximation wieder auf eine einzige Exponen-
tialfunktion.

d) 2n-Momenten-Methode

Im allgemeinsten Falle der 2n-Momenten-Methode und reinem Exponen-
tialsummenansatz haben wir

7
wl) v ) o). (834
Die Momente dieser Verteilung sind
n
Mcli) = K!'#Zlamxf’(, K=01..,2n-1. (8.35)

Die Aufldsung des Gleichungssystems (8.35) nach 8y und Xy,
Y= 1,2,...,n, fihrt i.a. liber eine algebraische Gleichung n-ten
Grades und kann deshalb nicht in geschlossener Form angegeben werden,

Uber die Genauigkeit der in den Teilabschnitten 8.24 und 8.25 vorge-
schlagenen Verfahren wird im folgenden Abschnitt 8.3 berichtet.

8.3 Numerische Beispiele

8.3.1 Zustandswahrscheinlichkeiten

a) Konzept von Voll- und Halbsymmetrie

Betrachtet werde das Bedienungssystem mit g = 2 Warteschlangen,

n = 3 vollkommen erreichbaren Leitungen und s = 4 bzw. s, = 6 War-
teplétzen aus Abschnitt 6.4. Wie in Abschnitt 6.1.2c mit Hilfe der
Losung (6.9) gezeigt werden kann, gilt im Falle der Abfertigung nach
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wahrscheinlichkeiten proportional zu den momentanen Warteschlangen-
léngen die Vollsymmetrie exakt, damit gilt auch die Halbsymmetrie.
Die Ergebnisse fiir obengenannte Disziplin sind also identisch mit
den Ergebnissen, welche man aufgrund des Konzepts der Voll- bzw.
Halbsymmetrie erh&lt.

Aus den Bildern 24a,b, S.132 und 133, kann somit beispielsweise der
Fehler beurteilt werden, welcher bei ndherungsweiser Berechnung nach
dem Konzept der Vollsymmetrie im Falle der gleichwahrscheinlichen
Abfertigung der nichtleeren Wartespeicher entsteht. Wie aus den Bil-
dern 24a,b zu entnehmen ist, ergeben sich erst fir grofBere Angebots-
werte nennenswerte Unterschiede zwischen exakter und approximativer
Losung.
b) Konzept der Makrozusténde in Verbindung mit dem Konzept der
Halbsymmetrie
Zu der in Abschnitt 8.1.4 skizzierten Methode sollen zwei Beispiele
angegeben werden.

Im ersten Beispiel werde eine sog. "ideale Erlang-Mischung"[5} mit

n = 9 Leitungen, der Erreichbarkeit k = 6 und g =(7) = 84 Teilgrup-

)
pen mit jewells s = 2 Warteplatzen zugrunde gelegt% Fur ideale Er-
lang-Mischungen liegt die einzige N&dherungsannahme in der "Halbsym-
metrie". In Bild 3%, S$.173, sind die charakteristischen GréBen Wi,
BJ und th in Abhéngigkeit des Angebots A aufgetragen. Die eingetra-
genen Werte der Verkehrssimulation (mit 95%—Vertrauensintervallen)

bestdtigen die Wirksamkeit der Methode.

Im zweiten Beispiel soll eine reale Mischung (vereinfachte Normmi-
schung der DBP) mit n = 60 Leitungen, Erreichbarkeit k = 10, g = 12
Teilgruppen und s = 4 Wartepldtzen je Teilgruppe betrachtet werden.
Im Gegensatz zu idealen Mischungen ist fiir reale Mischungen der Er-
wartungswert der Anzahl blockierter Teilgruppen (d.h. die mittlere
Zahl der mbglichen Warteschlangen) im Zustand "x Leitungen belegt®
(k<x<n) i.a. keine ganze Zahl und muf auf- oder abgerundet werden.
Die Ergebnisse in Bild 35, S.174, werden aber auch hier von der Si-
mulation best&dtigt. Der Verlauf der Verlustwahrscheinlichkeit des
zugehdrigen Verlustsystems (s = 0) zeigt den Unterschied in der Aus-
nutzung der Leitungen im Vergleich zu Systemen mit Wartemdglichkeit.

Fir eine ausfiihrliche Behandlung von Wartezeitproblemen aus der Ver-
mittlungstechnik sei ferner auf [é?] verwiesen.
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Bild 34. Charakteristische GroBen in Abhf#ngigkeit des Angebots A
(LYsung durch Makrozusténde in Verbindung mit
dem Konzept der Halbsymmetrie)

System: n=9, k=6, pg=84, s=2 (Ideale Erlang-Mischung)
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Bild 35. Chgrakteristische GroBen in Abhidngigkeit des Angebots A
(Losung durch Makrozustinde in Verbindune mit dem
Konzept der Halbsymmetrie)

System: n=60, k=10, g=12, s=4 (Vereinfachte Normmischung)
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8.3.2 Wartezeitverteilungsfunktionen

a) Momentenmethoden

Zur Demonstration der Glite verschiedener Approximationen mit Expo-
nentialsummen nach der Momentenmethode werde das System mit n = 1
Leitung, sy = 12 Warteplédtzen und der Abfertigungsdisziplin D2 he-
rangezogen. Es werden die exakten Ergebnisse nach Abschnitt 5.5
mit Ergebnissen von vier verschiedenen Momentenmethoden verglichen,
und zwar

1. Approximation der g e s amt en Wartezeitverteilungs-
funktion mit Hilfe der G e s a m tmomente nach

a) Zwei-Momenten-Methode
b) Vier-Momenten-Methode

2. Approximation der b e d in gt en Wartezeitverteilungs-
funktionen mit Hilfe der b e d in gt en Momente nach

a) Zwei-Momenten-Methode
b) Vier-Momenten-Methode.

Insbesondere soll die Verbesserung in der "Feinstruktur" der wWarte-
zeltverteilungsfunktion mit Hilfe der bedingten Momente gegeniiber
der Approximation mit Hilfe der Gesamtmomente demonstriert werden.
Tabelle 3, S. 176, zeigt die Ergebnisse in Abhdngigkeit der Zeit
sowie dreier typischer Angebotswerte.

Der Vergleich der verschiedenen Ndherungsergebnisse (la und 2a bzw.
1b und 2b) mit den exakten Ergebnissen ergibt, daB die Approxima-
tion der bedingten Wartezeitverteilungsfunktionen genauere Resul-
tate liefert. Dieses Ergebnis war auch zu erwarten, da z.B., bei der
Zwei-Momenten-Methode im ersten Falle (1la) exakte und ndherungswei-
se Losung nur im Mittelwert der gesamten Wartezeitverteilungsfunk-
tion, im zweiten Falle (2a) jedoch auBerdem in simtlichen Mittel-
werten der bedingten Wartezeitverteilungsfunktionen {libereinstimmen.

Zur Berechnung bei der Vier-Momenten-Methode (2b) ist noch anzumer-
ken, daB beil der Approximation der bedingten Wartezeitverteilungs-
funktionen durch zwei Exponentialfunktionen im Falle der Verletzung
einer der Bedingungen (8.32) die Zwei-Momenten-Methode angewendet

wurde.
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AngeL Zeit wartezeitverteilungsfunktion W(>t)/w
bot
Exakte Absolute Abweichungen bei
A t/tS Berechnung |approximativer Berechnung (Momentenmethoden)
mit Gesamtmomenten mit bedingten Momenten
2 Momente|4 Momente| 2 Momentel|l Momenté X
T
0 |1,00000040+0 0 0 0 0 0
2 |5,1838824-1| +0,96 +0,04 +0,33 -0,024 -1
N 3,2240014-1] +0,56 -0,09 +0,10 -0,037 w1
6 12,1578554-1| +0,17 -0,07 -0,02 -0,010 w1
8 1,504248,-11 -0,07 -0,03 -0,07 +0,006 {41
0,8 | 10 |1,0759934-1| -0,19 -0,003 -0,08 +0,012 w1
12 |7,8319544-2| -2,42 +0, 11 -0,7% +0,113 }w-z
14 5,7707254-2| ~2,45 +0,16 -0,70 +0,086 =2
16 | 4,2891364-2| -2,24 +0,16 -0,5¢ +0,059  |p=2
18 13,2079604-2| -1,94 +0,13 -0,48 +0,031 | 4-2
20 {2,4102304-2] -1,64 +0,09 -0,39 +0,012 ‘w—Z
0 | 1,0000004+0 0 0 0 0 |W+O
2 |6,6301564-11 +0,72 +0,03 +0, 30 -0,009 41
4 |4,812784yy-1] +0,59 -0,04 +0,18 -0,023 -1
6 |3,6175794-1| +0,36 -0,04 +0,07 -0,011 -1
8 ]2,7709144-1| +0,15 -0, 04 -0,01 -0,0002 |4-1
1,0 | 10 ]2,146944-1] -0,0002 |-0,01 -0,04 +0,005 g1
12 1,6758504-1] -0,10 +0,001 -0,06 +0,006 Vrl
14 11,314557,0-11 -0,15 +0,01 -0,07 +0,005  Iy-1
16 | 1,0345554-1] -0,18 +0,01 -0,07 +0, 004 lm-l
18 18,1600884-2| -1,89 +0,07 -0,66 +0,027 0-2
20 | 6,446038,-2| -1,83 +0,07 -0,57 +0,016 lw-z
0 | 1,0000004+0 0 0 0 0 10
2 18,006418,-11 +0,11 +0,0017 +0,08 -0,0003 {4-1
4 16,6200014-1] +0,10 -0,0013 +0,07 -0,0010 'g-1
6 5,435592,-1] +0,08 -0,0021 +0,05 -0,0003 |41
8 | 4,472714 -1 +0,05 -0,0012 +0,02 +0,00005 [4p-1
1,5 10 | 3,684604,-1| +0,03 -0, 0004 +0,005 +0,0002 -1
12 |3,0373374-1| +0,01 +0, 0001 -0,007 +0,0002 |gp-1
14 12,5046004-1] -0,006 +0,0003 -0,01 +0,0001 41
16 |2,0656904-1| -0,02 +0,0010 -0,02 +0,00007 | -1
18 | 1,7038704-11 -0,23 +0, 0003 -0,20 +0,00003 /41
20 [1,405505,-1| -0,27 +0, 0002 -0,21 +o,ooooz‘1r1
Tabelle 3. Vergleich exakter und approximativ (Momentenmethoden)

gewonnener Werte der Wwartezeitverteilungsfunktion

System:

Abfertigungsdisziplin :

n=1, s, =

1

12

zufallsmidBiges Abfertigen (D2)
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b) Sukzessive Approximation durch Potenzreihenentwicklungen

Fiir grofBere Differentialgleichungssysteme (Rang >100) ist das exakte
Verfahren (Abschnitt 5.5) aus Rechenzeit-, Speicherplatz- und Kon-
vergenzgrinden ungeeignet. Bel Anwendung der Vier-Momenten-Methode
sind in diesem Falle 4 (3) lineare inhomogene Gleichungssysteme ent-
sprechenden Ranges auf iterative Welse aufzuldsen; da die Losungen
des K~-ten Gleichungssystems die rechten Seiten des (K+1)-ten Glei-
chungssystems bilden und derartige Gleichungssysteme sehr empfind-
lich beziiglich der Konvergenz sind, werden grofie Zykluszahlen und
damit lenge Rechenzeiten bendtigt.

Aus obengenannten Grinden wurde das Verfahren der "sukzessiven
Approximation durch Potenzreihenentwicklungen" entwickelt, vergl.
Abschnitt 8.2.4,

Die Beispiele in den Abschnitten 6.4 und 7.4 wurden mit Hilfe die-
ses Verfahrens berechnet. Die Genauigkeit dieses Verfahrens liegt
in der GroBenordnung des "exakten Verfahrens" nach Abschnitt 5.5,
bei welchem die Bestimmung der Eigenwerte auf iterativer Basis vor-
genommen und daher ebenfalls nach Erreichen einer vorgeschriebenen
Genauigkeit abgebrochen wird.

Zur Austauschbarkeit zwischen Speicherplatz und Rechenzeit werde
als Beispliel das Bedienungssystem mit n = 1 Leitung und sy = 12
Wartepldtzen und der Abfertigungsdisziplin D2 betrachtet (A = 0,8).
Die Losung fiir W(>t)/W soll sich liber den Zeitbereich t/tS = 10

erstrecken. Tabelle 4 zeigt die Werte fiir Kmax und Doin bei glei-
chem maximalem Schrittfehler Rn.
Ordnung der Zahl der Maximaler Durchschnittl. Speicher-
Taylor-Entw, Schritte Schritt- Lange eines bedarf
fehler Intervalls
Kmax Boin Rn At/tS Sl(Kmax+2)
3 80 10-7 0,125 60
5 o 1077 0,417 8l
8 11 1077 0,908 120
10 g 1077 1,111 14l

Tabelle 4. Zur Austauschbarkeit zwischen Speicherplatz und
Rechenzeit bei der "Sukzessiven Approximation
durch Potenzreihenentwicklungen"
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Fir groBere Schrittzahlen muB die MOglichkeit der Fehlerfortpflan-
zung in Betracht gezogen werden. Als grobe Abschidtzung kann hier-

fir der Wertz Rn genommen werden. Vergleiche mit exakten Berech-
n

nungen haben gezelgt, daB dieser Wert unterschritten wird. Vorteil-
haft wirkt sich hierbei aus, daB sdmtliche LOsungen monoton abneh-
mende Funktionen sind und den asymptotischen Wert Null besitzen.

Nas Problem der numerischen Instabilit@t ist deshalb auf ein Mini-
mum beschrankt.

Bel der Berechnung eines Beispiels von 600 simultanen Differential-

gleichungen wurden flir 20 Entwicklungsschritte (K =10, B = 10'6‘

max
ca. 10 min Rechenzeit (TRY4) bendtigt.

7
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ZUSAMMENFASSUNG

In der vorliegenden Arbeit wurden einstufige Bedienungssysteme mit
vollkommen bzw. unvollkommen erreichbaren Abfertigungsorganen,_gél
Warteschlangen und verschiedenen Abfertigungsdisziplinen unter Mar-
koff'schen Voraussetzungen analytisch untersucht,

Neben der Berechnung der stationfdren Zustandswahrscheinlichkeiten
wurde insbesondere auf das Problem der Wartezeiten eingegangen. Die
Einfiihrung eines aus dem ProzeB der Systemzustinde konstruierten
"Warteprozesses" ermdglichte eine methodisch einheitliche Formulie-
rung des Wartezeitproblems flr verschiedene Abfertigungsarten sowie
flr verschiedenartige Systemstrukturen, hier erstmals fiir Systeme
mit mehreren Warteschlangen und unvollkommen erreichbaren Abferti-
gungsorganen. Durch die Untersuchung der zu den Warteprozessen zu-
gehOrigen Eigenwertprobleme konnte ein weitreichender Einblick in
die Struktur der Wartezeitverteilungsfunktionen gewonnen werden.

Flir die linearen Gleichungssysteme der stationfren Zustandswahr-
scheinlichkeiten konnten teilweise rekursive Losungsalgorithmen,
z.T. sogar explizite LOsungen gefunden werden. Es wurden numeri-
sche Ergebnisse filir die "charakteristischen GrdSen" von Bedienungs-
systemen angegeben, welche den EinfluB von Systemstruktur und Ab-
fertigungsdisziplin zeigen.

Die linearen Differentialgleichungssysteme fiir die bedingten Warte-
zeltverteilungsfunktionen wurden unter Zuhilfenahme der Eigenwert-
theorie untersucht. Hierdurch war es mdglich, Aussagen liber die
Eigenwertverteilungen und die Struktur der Wartezeitverteilungs-
funktionen zu machen. Insbesondere komnte die Wartezeitverteilungs-
funktion fiir g = 1 Warteschlange und inverse Abfertigungsreihenfol-
ge explizit abgeleitet werden. Ergebnisse in Form von Kurven und
Tabellen demonstrieren die Einfliisse von Abfertigungsdisziplinen
innerhalb und zwischen den Warteschlangen sowie der Struktur von
Bedienungssystemen (vollkommene bzw. unvollkommene Erreichbarkeit)
auf die Wartezeitcharakteristik.

Im abschlieBenden Kapitel wurden approximative Losungsverfahren fiir
lineare Gleichungs- und Differentialgleichungssysteme behandelt. Es
wurde gezeigt, wie durch Einfiihrung von Symmetrieannahmen rekursive
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Losungsalgorithmen fiir lineare Gleichungs- und Differentialglei-
chungssysteme gefunden werden konnen. Die Approximation der wWar-
tezeitverteilungsfunktion durch Exponentialsummen wurde derart er-
weitert, daB auch schon die bedingten Wartezeitverteilungsfunktio-
nen mit den bedingten Momenten bis zu einer vorgeschriebenen Ord-
nung ibereinstimmen, womit eine bessere Genauigkeit gegenuber der
Approximation der gesamten Wartezeitverteilungsfunktion erzielt
werden konnte. Filir die numerische Aufldsung extrem groBer linearer
Differentialgleichungssysteme wurde ein Verfahren vorgeschlagen,
welches die Losung mit Hilfe von Potenzreihenentwicklungen auf
rekursive Weise mit beliebig vorschreibbarer Genauigkeit erhslt.
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ANHANG

Al Eigenschaften der Matrix der Sprungkoeffizienten bei einer
Warteschlange und Abfertigung in zuf&@lliger Reihenfolge (D2)

Satz 1: Die Eisenwerte der Matrix A nach G1.(5.42) sind nepativ-reell.

Bewels von Satz 1

Die unsymmetrische tridiagonale Matrix A4 nach Gl.(5.42) gehodrt zur
Klasse der symmetrisierbaren Matrizen [18]. Syvmmetrisierbare Matri-
zen konnen durch eine nichtsinguldre Lineartransformation auf sym-
metrische Form gebracht werden und lassen sich als Produkt

A =A8C (A1.1)
darstellen, wobei B und C symmetrisch sind und iiberdies mindestens
eine der Matrizen B oder C positiv-definit sein muB. Sind Bunac
positiv-definit, dann sind die Eigenwerte von A sogar negativ-reell

[18].

Eine mdgliche Zerlegung von A nach Gl.(5.42) entsprechend Gl.(Al.1)
ist folgende:

1 | ()
- A (elle -29
6= Z§%7 ,C= %ﬁu{aﬁhdfﬁqﬁgy*’ (A1.2a,b)
“ \.\ \\_‘%1>)fs-2
Coeat e
‘ il o g

£ und € sind beide symmetrisch und die Diagonalmatrix B ist offen-
sichtlich positiv-definit. Damit ist A symmetrisierbar.

Wir zeigen nun, daB auch € positiv-definit ist. Es ist notwendig und
hinreichend, daf eine Matrix positiv-definit ist, wenn alle Hauptab-
schnittsdeterminanten positiv ausfallen.
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Durch Rekursion folgt fiir die i-te Hauptabschnittsdeterminante

Dy = 24/Ny A
12
No=T1 ;%W / £=12..,%, (A1.32)
V=4
Zy = (eplZyy - ‘t’;‘-i}g Zyg 1 =129, (A1.3b)
N '%1:12@251-2 / (A1.3¢)

wobeil NO =2z =1, 12

= 0.
o

-1

Das Nennerpolynom Ni ist stets positiv. Das Z&hlerpolynom Z.1 kann
gegen die stets positive Rekursion

Z; = Wz, - 1 iy L1551, (Al.ka)
Zy= wZly - 1R, (a1.50)
wobei Z! =1, 2!, =0,
durch
Z, 22, >0, t=142.,5, (81.5)

abgeschatzt werden (Zum Bewels von Zi >0, 1 = 1,2,...,31, wird auf
Anhang A3 verwiesen).

Wegen (Al.3a) und (A1.5) sind alle Hauptabschnittsdeterminanten Dy
i=1,2,...,s;, der Matrix C positiv, d.h. € ist positiv-definit.
Da auch die Matrix 8 positiv-definit ist, sind die Eigenwerte der
Matrix A4 negativ-reell.

Satz 2: Die Eigenwerte der Matrix 4 nach G1.(5.42) sind verschieden.

Beweis von Satz 2

Die Eigenwerte der Matrix A4 sind die Nullstellen des Polynoms
4 (s) = det (A +sI) . (A1.6)

Zum Nachwels, daB die Eigenwerte verschieden sind, werde die Folge
Di(s), i=20,1,...,8;, von Hauptabschnittsdeterminanten der Matrix
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(A + sI) betrachtet. Durch rekursive Entwicklung dieser Matrix folgt

O (s) = (ssawp) Dy (3) —%‘-12504.2 (s , €=42..,51, (A1.7a)
B(s) = (o) () - fg;—’,qué.z(s) , (A1.75)
wobei DO =1, D_l = 0.

Durch Vergleich von (A1.3b,c) mit (Al.7a,b) an der Stelle s = O
folgt mit GL.(A1.5)
D) >0, <=41.,%. (A1.8a)

Die hdchste Potenz von Di(s) ist nach Gl.(Al.7a,b) 1~si

das Verhalten von Di(G') fliir 6—- 00 (s =6+ jw, W= 0):

lim 0,(6) = ()

o—>-0

. Sie bestimmt

£=12..3, - (A1.8b)

/

In Bild A.1. ist der prinzipielle Verlauf der Funktionen Di(ﬁ),
i=0,1,2,... fir 6 £ 0 angegeben.

D/(6)

Bild A.1. Verlauf der Folge von Abschnittsdeterminanten D, (&)

i
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DO = 1 ist eine Konstante und besitzt daher keine Nullstelle.

Dl(ﬁ) = (E+A+y )-DO ist eine lineare Funktion und besitzt eine
Nullstelle

Ly

11 = ‘(2+£l)<0.

D,(6) = (6+A+u)+D,(6) - 3 Au:Dy werde an der Nullstelle von D, (5)
betrachtet: D2(5il) = - %,M4D0<:O. Na jedoch 92(6) sowohl an der
Stelle 6 = 0 positiv als auch fiir 66— - ® positiv ausfdllt, gibt

es zwei Nullstellen Sél’ Gég mit der Eigenschaft
Gpp < 611 < Fp1<0 .

1 (

33(5) = (S+A+p)n,(s) —-%Ay D,(¢) werde an den Nullstellen von
92(6) betrachtet. Aus den bisher nachgewiesenen Eigenschaften folgt :
Dy(6,y) = - £20,(5,)< 0, N5(6,,) = - £2uD,(6,,) >0. Es mus also
zwischen 521 und Séz eine Nullstelle von D,(6) liegen. Da 33(0) >0
und DB(GJ—qu— oo fir §—- o gilt, muB zwischen 621 und O als auch
links von.6"22 jeweils eine weitere Nullstelle von 03(5) gelegen sein.

Insgesamt ergibt sich also folgendes Bild:
633 < &5 < 6'32( 621 < 531 <0

Dieses Verfahren 14Bt sich beliebig fortsetzen. Im allgemeinen Fal-
le wird Di(ﬁ) an den Nullstellen von Dy 1(6) betrachtet und es gilt
i-1 N .
Di(si-l,j) = - "37'28131_2(51-1,j)' j=1,2,...,i-1. Wegen der alter-
nierenden Vorzeichen von Di-Z(Gi—l j) und G1.(A1.8a,b) gilt allge-
b
mein:

G < Crpir <Gir <Oprg < <Gy <0G <Oy <G <O.a1.9)

Aus Ungleichung (A1.9) folgt, daB alle Nullstellen von Ui(sd einfach
sind und daB zwischen je zweil benachbarten Nullstellen von Di(s)
eine Nullstelle von Di_l(G) liegt. Ungleichung (A1.9) gilt auch fiir
den Grenzfall i = S¢) womit gezeigt ist, daB die Eigenwerte der Ma-
trix A4 nach Gl.(5.42) sdmtlich verschieden sind.

Satz 3: Die Eigenwerte der Matrix A4 nach Gl.(5.42) liegen alle im
Intervall

[—mar(Z/hzs—j’_—:,ig,%iﬂ) /——51& ]



- 185 -

Fir die Sonderfdlle Sy = 1 und sy = 2 sind die Eigenwerte
explizit angebbar:
e7=_(.4/ 51/

6a =~ 705 FIP2H] g =2,

Beweis von Satz 3

Ein Theorem von S. GERSCHGORIN [18] erlaubt die AbschiZtzung der
Eigenwertbetrdge direkt aus den Elementen der Matrix A4 = (

24))
Die Eigenwerte von A liegen innerhalb oder auf dem Rande des Gebie-

tes G(G'), welches aus den N Kreisen Ky bzw. Ki mit den Mittelpunk-
ten —8y45 und den Radien

) f '
we ) wel vme 7= (]
A £F1
gebildet wird. Die Eigenwerte liegen somit im Durchschnitt der Ge-

biete G und G', d.h. in dem beiden Gebieten gemeinsamen Teilgebiet

¢ NG .

Wenden wir dieses Theorem auf Matrix A nach Gl.(5.42) an, so finden
wir:

G : [—max(z%%_—-f— ,i‘{;;ly ];
G [-(22+£’$e), -mm(f;»é“ﬂ”-

Der Durchschnitt von G und G' ergibt ebenfalls das Intervall von G.

Fiir die zwei Sonderfélle s; = 1 bzw. s; = 2 fihrt det (4 + sI)=0

auf eine Gleichung 1. bzw. 2. Grades in s, deren Nullstellen expli-
zit angebbar sind.
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A2 Wartezeitvertellungsfunktion bei einer Warteschlange und Ab-
fertigung in der inversen Reihenfolge des Eintreffens
mit verdridngender Prioritdt (D3a)

Satz 1: Die Matrix A nach 61.(5.57) hat s, verschiedene neeativ-
reelle Elgenwerte

»JU
§+1

e, =2} ws

- (Z+€) / v =4/2/"'/ 6‘7' (5.58)

Beweis von Satz 1

Die Matrix 4 werde der nichtsinguléren linearen Transformation
B =T74T (A2.1)

unterworfen, wobei

r N

1.

r o= “\{%—w'—f ' (42.2)

Als Ergebnis erhdlt man

+ -
l—&ﬁp 1
1
\\ g\\ \\
B = T _ (A2.3)
PR [
Vi
-1 A+
{ A

Die Eigenwerte einer Matrix sind invariant in Bezug auf eine nicht-
singulére lineare Transformation nach Gl.(A2.1) [18]. Die erhaltene
Matrix B ist die bekannte Differenzenmatrix, von der die Eigenwerte
explizit angegeben werden kdnnen [18}, vergl.(5.58).
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Satz 2: Die Wartezeitverteilungsfunktion bei D3a ist durch folgenden
Ausdruck gegeben:

s, 5 -4
) wt0li-03"D_; (ey)
w(>t) = WZ ¢=1 ¥t e,. a;u(ert), (5.59)
=1 ﬂ(ey”eé)

123
wobei
, v
£ M(é+1}—§
Dé(e,)= 7/’:‘_6‘—' ’ , ﬁrM ;Y =1y,
M‘SIT" £=101.,51

Beweis von Satz 2

w(t|0) ist die VF der Gesamtwartezeit eines Testrufs. Verbunden mit
der Antreffwahrscheinlichkeit P(i) nach G1.(5.52) folgt fiir die
Wartezeitverteilungsfunktion beziiglich aller Rufe

W(>t) = W-w(tlo) . (A2.4)

Aus dem System G1.(5.54a-c) ist also nur die GréBe w(t|0) zu be-
rechnen. Nach Einfiihrung der Laplace-Transformation setzen wir an:

Z(s|0)
slo) = , (A2.5)
wield = 205
wobei s,
D (s) = det(A+sI) = T (s-e). (A2.6)
i=1
Das Zéhlerpolynom Z(s|0) erh#lt man aus det(A + sI ), indem der

erste Spaltenvektor durch den Spaltenvektor der Anfangsbedingungen
nach G1.(5.56) ersetzt wird. Durch sukzessive Entwicklune der ent-
standenen Determinante nach den Elementen der ersten Zeile (oder
ersten Spalte) findet man

, (A2.7)

& .
. -4
Z(sl0) = )" wlol-1)3* Dy (s)
=1
wobei Dk(s) die k-te Hauptabschnittsdeterminante von (4 + s] ) be-
deutet. Mit G1.(42.5), (A2.6) und (A2.7) ergibt sich
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S ,
2 0l0l0A B (5 .
W{slo) = =1 5 = i' Soep ) (A2.8a)
—H— (s-e) 7=
=1
wobei »)
Z& w(ole-1)17'8, (ey)
Zp' .- =1 ) Y = 1/2/.”,31 . (A2.8b)
W—I (ey-€)
e

In G1.(A2.8b) muB als letzte GrdBe noch Dk(ev), k=0,1,...,8.-1,
berechnet werden. Wegen

wt (A+sI) = m[r”(md)r] (a2.9)
und der besonderen LOsung Gl.(5.58) fir die Eigenwerte folgt
Y
2 e 5+ -1
»iU
-1 -1
%(e,,) = Vﬂé{’é. ‘1’“7\ (A2.10)
A
-1 2w
-1 Zun—égl
Die Substitution von 2 cos svii = x +x 7, wobel x = exp(jxy) und
1
Xy = Ez%% , Vo= 1,2,...,s1, erlaubt die Berechnung dieser Reter-
1
minante
4 £ 4-2¢ 4 4 >
Ble) =V ) ¥ =A%) ewls 57 (4-2%)] (A2.11)
X=0 H=0
»r
ain (b+1) er
:=[%7 . ‘ ¢k+1 Y = 1,2,...,81 ,
ar= k=0,1,...,5-1

Die Laplace-Riicktransformation von W(s|0) nach G1.(A2.8a) liefert
witl0) =)  aperp(ept) . (A2.12)
*=1
G1.(A2.12) in Gl.(A2.4) eingesetzt, ergibt mit ay nach Gl.(A2.8b)
und Dk(ey) nach Gl1.(A2.11) den Ausdruck fiir die Wartezeitverteilungs-
funktion Gl.(5.59).



- 189 -

A3 Eigenschaften der Matrix der Sprungkoeffizienten bei einer
Warteschlange und Abfertigung in der inversen geihenfolge
des Eintreffens mit nichtverdrédngender Prioritidt (D3b)

Satz 1: Die Eigenwerte der Matrix A nach G1.(5.70) sind negativ-reell.

Beweis von Satz 1

Die Matrix A nach G1.(5.70) wird einer Transformation entsprechend
G1.(A2.1) unterworfen mit 7 nach G1.(A2.2) fiir N = s.-z. Als Ergeb-
nis finden wir

1

3

(94871 -1
-1 (8497 -1

8 =7k (A3.1)

~ _-4 - ‘6.*?_4) \_4
-1 5!

L J

Da die Eigenwerte invariant beziiglich einer nichtsingul&ren linearen
Transformation entsprechend G1.(A2.1) sind, besitzt B dieselben
Eigenwerte wie A ., Die Matrix 8 ist reell und symmetrisch, sie be-
sitzt daher nur reelle Rigenwerte. Falls B positiv-definit ist, sind
die Eigenwerte sogar negativ-reell.

Die Hauptabschnittsdeterminanten von ig; konnen berechnet werden:

£
% :Z Yé—m k=01, 527, (A3.2a)

(A3.2D)

Nach (A3.2a,b) gilt Dk >0, k = O,l,...,sl—z. Die Matrix 8 ist posi-
tiv-definit und besitzt daher negativ-reelle Eigenwerte, also auch
die Matrix A,
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Satz 2: Die Eigenwerte der Matrixlq nach G1.(5.70) sind verschieden.

Bewels von Satz 2

Die Folge der Hauptabschnittsdeterminanten der Matrix (4 + sJ ) wird
in der rekursiven Darstellung

i

Qé(g
5,00

(se24) Dy () =D Oy, () , # =13, 52-1,  (A3.32)

Gt) By y () = Qu Deyy (9 (3.3p)

wobeil DO =1, D_1 = 0, betrachtet. Die Beweisfiihrung ist dieselbe
wie beim Bewels des Satzes 2 im Anhang Al.

Satz 3: Die Eigenwerte der Matrix A nach G1.(5.70)1liegen alle im
Intervall [-2(A4), o), s;>2.

Beweis von Satz 3

Die Abschatzung der Eigenwertschranken erfolgt nach dem Theorem won
S. GERSCHGORIN (siehe Anhang Al). Als Ergebnis erhidlt man das Inter-

vall [—2(2+@),0}

Da die Matrix A nichtsingulér ist (siehe Gl.(A3.2b) ), kann der
Eigenwert Null nicht angenommen werden. Die Eigenwerte liegen des-

halb im Intervall
[-2044), ) .






