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INVESTIGATIONS OF SYSTEMS WITH QUEUES IN SERIES

ABSTRACT

Predicting the performance of computer and switching systems
has gained wmuch importance, both for the planning of future and

the modification of existing systems,

For this aim often queuing models are used which can be treated
by means of probability theory, since the traffic within these

systems may be described by stochastic processes,

Queues in series can be found by investigating the traffic flow
in computers, switching and transmission systems, as well as in
many other fields (production lines, supermarkets, etc.).

They are characterized by a serial arrangement of service-units
(() } in front of which the requests can wait for service on

waiting places ( [J):

In this report two queues in series are analyzed with several
distinct assumptions concerning system structures (number of
service units and waiting places) and the traffic parameters
(e.g. the distribution functions of the service times in both

stages).

Preferably, such systems are investigated with one service unit
in both stages, an infinite number of waiting places in the
first stage and an intermediate buffer of infinite or finite

length between the two service units. The arrival processes of

requests in the first stage are assumed to be Poisson processes,
the distribution functions of the service times in both stages

are mainly characterized by their first two moments.

New results have been derived concerning throughput, waiting
times, etc., being useful for systems engineers to meet specific

dimensioning performance requirements,

All results of this report concerning approximations are

checked by extensive simulation results.

Fig. A presents a classification scheme of queues in series

and may serve as a short orientation for this report.

In the following, a review about the various chapters of this

report is given.,

CHAPTER 1 INTRODUCTION TO SINGLE AND MULTI-STAGE
QUEUING SYSTEMS

Beginning the introduction, the task of queuing theory is
described. Using the example of single-stage queuing systems,
important assumptions and prerequisites for a queuing analysis
of such systems are cited. Then, the structure and the operating
strategies of queues in series are explained. It is shown, how
their traffic behaviour at various queuing disciplines can be
described by characteristic traffic values (systems occupations,
waiting times, etc.). This chapter is closed by some typical
applications resulting from computers and from switching and

transmission systems.
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I'he first stage can be calculated exactly by the so-called

Pollaczek-Khintchine formula. To calculate the mean total
By tracing of special test-requests during their flow through flow time, however, it is necessary to determine the mean

the whole system, the fate of a request in stage 2 is determined waiting time in stage 2. Hereto it must be taken into account
as a function of all possible partial fates in stage | (Chapter 3.2). that the output process of the first unblocked stage is, in
It is shown that the fate of a request in stage 2 is independent this general case, no longer a simple renewal process but one
of the specific value (as long as it is>0) of its waiting time with dependencies between subsequent interarrival times.
(not including service) in stage 1; that is to say, only dependent For arbitrary hypoexponentially distributed service times in
on the fact whether this request has waited in stage ! or not. both stages, the expected waiting time of all requests in the
Therefore, in 3.3 the distribution function of the total waiting second stage is obtained by interpolation between known exact
times of requests in this 2-stage system can be determined by and new approximative results for all possible combinations
convolution of conditional waiting time distribution functions. VF1~VF2 with constant or negative-exponentially distributed
service times. As a first step for this, the system with D-M
Finally, in Chapter 3.4 also requests are investigated which is solved separately,
have met a certain known number of requests (queue length) upon
their arrival in stage 1, By considering all possible paths in Known results are shown on page 107, the approximation formula
a RANDOM WALK diagram, the number of requests met in stage 2 can be found on page 117,
upon arrival there is determined, as well as the resulting

waiting and flow times.

CHAPTER 5 MAXIMUM THROUGHPUT RATE FOR TWO SERVERS IN SERIES
WITH FINITE INTERMEDIATE BUFFER

CHAPTER 4 CALCULATION OF 2 QUEUES IN SERIES WITHOUT BLOCKING The system treated in Chapter 5 consists of two service units
WHEN INTERMEDIATE TRAFFICS ARE NON-RECURRENT arranged in series and an intermediate buffer of finite length.

- . . . F

In this chapter two infinite queues in series with single

servers are considered having Poisson arrivals in the first <:> [I:I] () >
stage and arbitrary but hypoexponential distribution functions

VF1 and VF2 of service times:

VF VF A very important traffic characteristic of such a system is the
2
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maximum throughput depending on the buffer size and the two

service time distribution functions. To this, a simple approximation
formula is derived which is applicable for arbitrary distribution
functions of service times, only needing the first two moments

(mean and variance).



The approximation is prepared in two steps:

- first it is shown that the maximum throughput rate is exactly
independent of the sequence of the two servers (this is done

by setting up an equivalent closed cyclic queuing system);

- then it is shown that the maximum throughput can be assumed
with very good accuracy to be independent of the exchange of

the two types of service time distribution functions.

Known results are shown on page 122, the maximum throughput rate

can be calculated according to formula (5.17), page 134,

CHAPTER 6 APPLICATION OF A CUTTING PRINCIPLE TO A SYSTEM
OF TWO SINGLE SERVER STAGES WITH BLOCKING

In this chapter an approximation procedure is developed for
the calculation of the non-saturated system appropriate to the
system considered in Chapter 5,having Poisson arrivals in the
first stage and arbitrary but hypoexponential service time
distribution functions VF, and VF,:
VE, vF,
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The calculation principle consists of the fact of splitting the
two-stage system (despite the possibility of blocking) into 2
quasi independent single stages. The feature for the equivalent

second stage is a finite waiting storage, the resulting loss at

the same throughput rate is taken as a measure for the probability

of blocking in the original system. Blocking is taken into

consideration by enlarged occupation times of the first server.

viii

The most important result is the mean total delay of requests,

but also statements are made concerning the traffic characteristics

of the single stages.,

Related systems treated in the literature are shown on page 140,

extensive simulation checks begin on page 156,

APPENDIX

In Appendix Al all distribution functions investigated are
listed up together with formulae for all moments and the so-

called variation coefficients.

Appendix A2 is a summary of investigations concerning the
influences of the moments of third and higher orders, and

is a supplement to the results in Chapters 4, 5 and 6.

It is shown explicitly, that the assumed 2-moments-approximation

is useful in a wide range of application purposes.
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BEZEICHNUNGEN

Alle Bezeichnungen werden mindestens beim erstmaligem Auf-
treten erklért.

Die Punkte 1-6 enthalten Bezeichnungen die sich auf alle
Kapitel beziehen,in 7-10 sind jeweils kapitelspezifische
Abkiirzungen aufgefiihrt.

1 Allgemeine GréBen

t Zeit

to,t1 feste Zeitdauern

P(..) Wahrscheinlichkeit fiir das in der Klammer bezeich-
nete Ereignis

E(..) Erwartungswert fiir die in der Klammer bezeichnete
Zufallsvariable

AlB A unter der Bedingung B

Var(..) Varianz einer Zufallsvarieblen
Cov(.,.) Kovarianz zweier Zufallsvariablen
r(...) Korrelationskoeffizient zweier Zufallsvariablen

mj gewohnliches Moment j.Ordnung
A flir AnkunftsprozeR
E§2 =m2—m§ Varianz i iﬁr Bedienungsprozefl
mit Index ir AusgangsprozeR
C = E/m1 Varianzko-| ’W fiir Wartezeiten
effizient | (B fiir Blockierzeiten

£(..) Funktion von ..
* Kennzeichnung von ErsatzgrdBen
sey Index zur Kennzeichnung von GréRen erfolgreicher
Anforderungen

2 Strukturparameter

n Zahl der Bedienungseinheiten (BE)

ny Zahl der BE in Stufe i

s Zahl der Warteplatze

s; Zahl der Wartepldtze im Wartespeicher der Stufe i
m Zahl der Stufen eines mehrstufigen Wartesystems

Bei den meisten nachfolgenden Bezeichnungen gibt bei Anwen-
dung auf mehrstufige Systeme ein eventueller zusdtzlicher
Index die Stufe an,auf die sich die GroBe bezieht.GrdBen
ohne diesen Index beziehen sich bei mehrstufigen Systemen

auf das Gesamtsystem.
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3 Zufallsvariable

=3
jas]

3
=

=iz
P Mueéa’lj o

>4

Ankunftsabstand (interarrival time)

Bedienungszeit (service time),Belegungsdauer
(holding time)

Wartezeit (waiting time)

Blockierzeit (blocking time)

Durchlaufzeit (flow time)

Verzégerungszeit (Summe aus Warte- und Blockierzeit)
Abgangsabstand (interdeparture time)

Zahl der Anforderungen im System (BE u. Wartespeicher)
Zahl der angetroffenen Anforderungen bei Ankunft
(arrival) einer Anforderung

Zghl der zuriickgelassenen Anforderungen bei Abgang
(geparture) einer Anforderung

4 Verkehrsparameter

'/J./

= W w &

Epp (A

o ot

Ankunftsrate
Rate der erfolgreichen Anforderungen

éKYmaX maximal verarbeitbare Rate (Durchsatz)

=E(TH) mittlere Bedienungszeit

Enderate einer negativ-exponentiell verteilten
Bedienungsphase ({=1/h bei neg-exp. Bedienungszeiten)
= n/h Enderate einer Gruppe von BE (Biindel)

91= nfbei negativ-exponentiellen Bedienungszeiten)
=7h Angebot (Erl)

= A/n Angebot pro BE, Ausnutzung
Verlustwahrscheinlichkeit

Wartewahrscheinlichkeit

2.Erlang sche Formel (W im System MIMIn)
Blockierwahrscheinlichkeit
Verzdgerungswahrscheinlichkeit

=A(1-B) Verkehrswert oder Belastung (Erl)
Blockierbelastung

Mittlere Warteschlangenlinge (Wartebelastung)
Mittlere Wartezeit der Wartenden sE(TwlTw>O)
Mittlere Blockierzeit der Blockierten mE(TBiTB>O)
Mittlere Verzdgerungszeit der Verzdgerten

=E(Typ! Ty>0)

p(x)
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=P(X=x) (absolute) stationire Zustandswahrschkt.

p(xq1..xm) stationdire Wahrscheinlichkeit fiir Zustandsmuster

~

{Xﬁ,..xmkin einem m-stufigen Wartesystem

5.Verteilungsfunktionen (VF)

A(LE)
H(<E)
W(<t)
B(<t)
F(gt)
wW(t)

Ww(>t)

£,(8)
£33(6)
£y (8)
s
Ps
hy

p(i,t,)

=P(TA<t) VF der Ankunftsabstinde

=P(THgt) VF der Bedienungszeiten

zP(Twét) VF der Wartezeiten

mP(TBSt) VF der Blockierzeiten

zP(TFst) VF der Durchlaufzeiten

=P(Tw>t) (komplement&re) VF der Wartezeiten
bezogen auf alle Anforderungen,W(>0)=W
=P(Tw>tlTw>O) (komplementdre) VF der Wartezeiten
bezogen auf die Wartenden,ww(>0)=1

I ..
=A(<t) Dichtefunktion der Ankunftsabstiénde
=Htst) Dichtefunktion der Bedienungszeiten
=Wt$t) Dichtefunktion der Wartezeiten

Zahl der Phasen oder Zweige einer VF
Verzweigungswahrscheinlichkeit bei VF mitk Zweigen
Mittlere (Teil~)Bedienungszeit in Zweig oder Phase i
einer Bedienung

(diskrete) Poisson-VF (Wshrscheinlichkeit fiir i
Poisson-Ereignisse wihrend to)

Kennzeichnung des Typs einer VF:

VE.
i

G
GI

mw;quz

=)
ZWHW

VF der Bedienungszeiten in Stufe i
Beliebige VF (general)

Beliebige VF unabhingiger Ankunftsabstidnde
(general independent input)
Negativ-exponentielle VF (Markovian)
Konstante VF (deterministic)

Erlang-k-VF

Hyperexponentielle VF k. Ordnung
Mehrpunkt-VF mit k Punkten

"verschobene negativ-exponentielle VF"
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6 Kennzeichnung von Systemen (analog KENDALL I58i)
6.1 Einstufige Systeme

Ankunftsprozess1Bedienungsprozess!Zahl der BE

z.B. MIMln ,\~D‘|E2M , GIlGl
Bei endlich groBem Speicher wird die Zahl s der Warteplétze
angefiigt,z.B. M|Gl1-s , D|Ekin~s

6.2 Zweistufige Systeme

S s
Ankunftsprozess ——~2>VF,I'n1 -—§—9~VF2fn2

v

Stufe 1 Stufe 2

= i1 —2 syl
M Di1 M n,
zugehdrige Systemstruktur:

(o]
I

2
—=_11T70 [I7
N

C) = Bedienungs-
einheit
[[] = Warteplatz

1O~

Fir eine gegebene Systemstruktur (2-stufig) bezeichnet VFq-VF2
die beiden VF-Typen der Bedienungszeiten in Stufe 1 und 2,
z.B. D-M in obigem System.

Bei mehrstufigen Wartesystemen ist bei maximaler Durchsatzrate

bei endlich groBen Zwischenspeichern die 1.Stufe durch Bedie-
nung und Blockierung immer voll belegt (ZugangsprozeB als
"HolprozeB" aus unendlich groBem Reservoir):

J%DH _2. M!n2 y=P )

Obige Kennzeichnungen werden hier auch sinngemdB auf beliebig~
stufige Systeme angewandt.

7 Spezielle GrdRen zur Schicksalsberechnung in Kapitel 3

7 Wahrscheinlichkeit,daB eine Anforderung in die
betrachtete Richtung geht
c Préfix zur Kennzeichnung von Test-~Anforderungen

c=0: Anforderung hat in Stufe 1 nicht gewartet
c=1: Anforderung mit bekannter/unbekannter Warte-
zeit qu>0
pw(j,to) Wahrscheinlichkeit,daB eine Anforderung mit Warte-
zeit Tw=to bei Ankunft j Anforderungen antraf
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Cpg(x|t1) bedingte Zustandswahrscheinlichkeit in Stufe 2
kurz nach Beginn der Bedienungszeit TH,‘=t,| einer
durch ¢ gekennzeichneten Test-Anforderung in
Stufe 1 (Startwahrscheinlichkeit)

cpg(xltq) bedingte Zustandswahrscheinlichkeit in Stufe 2
kurz vor Ende der Bedienungszeit TH1=t1 einer durch
¢ gekennzeichneten Test-Anforderung (Aptreffwahr—

scheinlichkeit)
CF Faktor fiir bedingte Wartewahrscheinlichkeiten in
Stufe 2
F(@,SQ Relationsfaktor filir bedingte Wartewahrscheinlich-

keiten in Stufe 2

GroBen des RANDOM WAIK:

Pi Wahrscheinlichkeit fiir ndchstes Belegungsende
in Stufe iji=1,2
P . o
[11,12 Durchlaufszustand fiir Test-Anforderung.enthidlt nur
alle relevanten Anforderungen von %xq,x2§
pF(i1,i2) Wahrscheinlichkeit fiir Durchlaufszustand EZREN

di "Distanzen" eines Weges i=0,1,2

=Zahl der Ubergénge mit Wahrschkt. D (po=1)

pz(x{xﬂ,xz) Wahrscheinlichkeit,daB eine Test~Anforderung,die
bei Ankunft in Stufe 1 den Systemzustand {Xq,x2%
vorfand,Xx Anforderungen bei Ankunft in Stufe 2 dort
antrifft

pz(xixq) Wahrscheinlichkeit,daB eine Test-Anforderung,die
bei Ankunft in Stufe 1 %, Anforderungen vorfand,
x Anforderungen bei Ankunft in Stufe 2 antrifft

8 Spezielle GroBen zu Kapitel 4

ECTW)GIIGiﬂ Erwartungswert der Wartezeit aller Anforderungen
im System GIIGI1
E(TWE)VF1—VF2 Erwartungswert fiir die Wartezeit in Stufe 2
eines 2-stufigen Systems mit VF1—VF2
o Index zur Kennzeichnung e.GrdRe fiir A->0
?OVF4~VF2 Grenzverh#ltnis von mittl. Wartezeiten fiir \=0
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9 Spezielle GroBen zu Kapitel 5

Hmax(st) VF der Zufallsvariable max(THq,THe)

meax(t) zugehdrige Dichtefunktion
A maxVE1-VF2 maximaler Durchsatz fiir angegebene VF-Kombination

>

»max(C§1+C§2) maximaler Durchsatz fiir angegebene Summe der

Quadrate der Varianzkoeffizienten
tBVFﬂ—VF2 mittlere Blockierzeit der Blockierten fiir VFq—VF2

10 Spezielle GroBen zu Kapitel 6

Fypa_ypp Adaptionsfaktoren fiir Blockierwahrscheinlichkeit

PX (stationire) Zustandswahrscheinlichkeit an den
Regenerationspunkten

Wahrscheinlichkeit,daR wghrend einer zuf#lligen

Bedienungszeit i Anforderungen in einem Poisson-

Prozess mit Rate # ankommen
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1 EINFUHRUNG IN EIN- UND MEHRSTUFIGE WARTESYSTEME

In Datenverarbeitungsanlagen,Nachrichtenvermittlungs-
systemen,Fertigungsstrallen,wie auch Systemen des tidglichen
Lebens tritt serielles Warten auf.Dabei bendtigt eine ein-
treffende Anforderung,auch "Kunde" oder "Ruf" genannt, zu

ihrer vollsténdigen Bearbeitung mehrere zeitlich nacheinander
ablaufende Bearbeitungs- oder Bedienungsphasen in verschiede-
nen seriell angeordneten,unabhidngig arbeitenden Bedienungs-
einheiten (BE). Einfache Beispiele hierfiir sind Programme in
Datenverarbeitungsanlagen, die zunichst auf die Eingabe,dann
auf einen zentralen Prozessor warten und schlieBlich eine
Ausgabeeinheit bendtigen. Auch kdnnen die BE als Ubertragungs-
leitungen in Datennetzen mit sog.'Message- oder Packet-Switching"
aufgefafBt werden,wodurch auch einfache Teilkonfigurationen eines
Netzes dargestellt werden konnen.

Im 1.Kapitel dieser Arbeit,die sich mit der exakten und appro-
ximativen Berechaung solcher Systeme befaRt,soll eine kurze
Einfihrung in ein- und mehrstufige Wartesysteme gegeben werden.
Dazu werden zundchst die Aufgaben der Bedienungstheorie erléu-
tert.Anhand sog.einstufiger Wartesysteme werden wichtige
Grundlagen und Voraussetzungen fiir eine verkehrstheoretische
Behandlung solcher Systeme geschildert. Daran anschlieBend
werden der Aufbau (Struktur) und die Funktionsweise (Betriebs-

strategien) von mehrstufigen Wartesystemen erklirt, Es wird
gezeigt,wie deren Verkehrsverhalten bei verschiedenen Betriebs-

strategien durch charakteristische VerkehrsgriBen (Systembe-
lastungen,Wartezeiten...) beschrieben werden kann.

Den AbschluB dieses Kapitels bilden einige typische Anwendungs-
beispiele aus dem Bereich der Rechner- und Nachrichtenverkehrs-
theorie.

1.1 Allgemeines zur Bedienungstheorie

Bedienungssysteme sind Systeme verschiedenster Art,die irgendwie
eintreffende und entstehendejBedienungswﬁnschéfodervAnforderungeﬂ”
befriedigen. Durch den im allgemeinen zufidlligen (stochastischen)
Charakter der Ankiinfte und Bedienungszeiten kann es aus Mangel
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an BE zu Verkehrshemmungen kommen,wenn momentan mehr Anfor-
derungen an das System gestellt werden,als dieses maximal gleich~
zeitig befriedigen kann.Dabei kdénnen,je nach Art des Bedienungs-
systems, die Anforderungen in mehr oder weniger grofler Zahl auf
ihre Bedienung warten.

Ist diese sog. Warteschlange in ihrer Linge nicht begrenzt,so
spricht man von einem reinen Wartesystem;kann iiberhaupt keine
Anforderung warten,geht also eine eintreffende Anforderung ver-
loren,wenn alle erreichbaren BE belegt sind,so liegt ein reines
Verlustsystem vor. Steht nur ein endlich groBer Wartespeicher
zur Verfiligung,so wird dieses System als kombiniertes Warte-

~Verlustsystem bezeichnet.
Beispiele fiir solche Systeme findet man an Schaltern und Kassen

von Supermérkten,bei Fertigungsprozessen,im StraBenverkehr ,in
Rechnersystemen auf Programm- und Befehlsebene,in Vermittlungs-
systemen und in vielen anderen Bereichen.

Bei der verkehrstheoretischen Behandlung solcher Bedienungssys-
teme werden in erster Linie analytische Berechnungsmethoden
angewandt,die auf statistischen Gesetzm8Rigkeiten im behandel-
ten System aufbauen und so Aussagen iiber dessen statistisches
Verhalten liefern 12-4.7.9,10,13-16,18-211.

Hdufig wird auch die Simulation auf einem Digitalrechner benutzt
und das System mit seinem zufallsmdBigen Verkehr nachgebildet,
wobei man gleiche Aussagen,jedoch mit einem gewissen Vertrauens-
intervall behaftet,gewinnen kann 122,23,25,26].Diese Simulation
ist notwendig,um bei Systemen.,deren exakte Berechnung entweder
nicht bekannt ist oder zu aufwendig wire,iiberhaupt verkehrstheo-
retische Aussagen machen zu konnen oder auch um die Giite einer
Ngherungsldsung zu bestimmen.

Dartiber hinaus besteht die Moglichkeit,Aussagen iiber das Verhal-
ten eines bestehenden Systems direkt durch Messung zu erhalten
leu,271.

Die Aufgabe der Bedienungs- bzw. Verkehrstheorie besteht nun
darin,optimale Systemstrukturen und Betriebsstrategien zu ent-
wickeln,so daB sich die Anforderungen gegenseitig mdglichst
wenig behindern und trotzdem die BE gut ausgelastet sind.Dabei
gibt es je nach System verschiedene Zielsetzungen,die zu unter-
schiedlichen Ldsungen filhren kénnen. Wird z.B. bei einem Rech-
nersystem auf maximalen Durchsatz (Zahl der bearbeiteten
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Anforderungen pro Zeiteinheit) abgehoben,wie z.B.bei reinem
Stapelbetrieb,so ergeben sich u.U. andere Systemstrukturen und
insbesondere andere Betriebsstrategien zur Zuteilung der Betriebs~
mittel als z.B. im Falle eines ProzeBrechners,der eine schnelle
Reaktionszeit erfordert.
Mit Hilfe der Verkehrstheorie werden nun allgemein Fragen der
Analyse und Synthese solcher Systeme behandelt.Dabei stehen
Fragen im Vordergrund nach der Zahl und Anordnung der BE (System-
struktur),den Zuteilungsregeln fiir Wartepldtze und BE (Betriebs-—
strategien),dem speziellen statistischen Charakter des Verkehrs
(Verkehrsart) und der Zahl der pro Zeiteinheit ankommenden bzw.
abgefertigten Anforderungen (Verkehrsintensitidt).
Bei der Analyse werden bei gegebener Systemstruktur,Betriebsstra-
tegie und Verkehrsart

- die Verkehrsgilite fiir eine bestimmte Verkehrsintensitidt oder

- die zuldssige Verkehrsintensitdt bei vorgeschriebener

Verkehrsglite

bestimmt.
Bei der Synthese werden bei gegebener Verkehrsart,Verkehrsinten-—
sitdt und Verkehrsglite

-~ die Systemstruktur und die Betriebsstrategien
ermittelt.
Unter zusdtzlicher Beriicksichtigung von Kostenfunktionen kann
eine Zielfunktion gebildet werden.Mit deren Hilfe ist die
echte Optimierung eines solchen Systems méglich.Die Aussagen
Uvber die Verkehrsglite kdnnen jedoch nur mit Hilfe verkehrs—
theoretischer Untersuchungen erfolgen.,die also fiir die opti-~
male Auslegung stochastischer Systeme eine wichtige Voraus-
setzung darstellen.
Bevor die in dieser Arbeit behandelten mehrstufigen Wartesysteme
beschrieben werden,soll zunichst in 1.2 eine Einfiihrung in sog.
einstufige Systeme gegeben werden.Anhand dieser werden dann
die obigen allgemeineren Ausfiihrungen konkretisiert.



1.2 Einstufige Wartesysteme

Unter einstufigen Wartesystemen werden solche Systeme verstanden,
bei denen eine Anforderung durch genau 1 BE fertig bedient werden
kann, wihrend bei mehrstufigen Anordnungen mehrere Bedienungs-
phasen durch verschiedene BE notwendig sind.

In diesem Abschnitt wird zur Vorbereitung auf mehrstufige Anord-
nungen eine Einfithrung in einstufige Wartesysteme gegeben.Dabei
werden die verschiedenen Systemparameter beschrieben,die charak-
teristischen Verkehrsgrofen definiert und einige wichtige
Berechnungsmethoden aufgefiihrt.Aus Umfangsgriinden kann dies

nur in kompakter Form geschehen,dafiir werden in 1.2.4 Hinweise
auf zugehorige grundlegende und weiterfiihrende Literatur gegeben.

1.2.1 Beschreibungsweise und Voraussetzungen

Die notwendigen Angaben zur Beschreibung eines verkehrstheore-
tischen Modells lassen sich in folgende 3 wichtige Parameter-
arten gliedern:
- Strukturparameter zur Kennzeichnung der Struktur des
Systems
- Verkehrsparameter zur Charakterisierung der Ankunfts-
und Bedienungsprozesse
- Betriebsparameter beziiglich der Strategien bei der
Vergabe der Betriebsmittel.

@ Die Strukturparameter eines Systems von Warteschlangen kenn-
zeichnen im allg. die Zahl und Anordnung der Betriebsmittel,
das sind Bedienungseinheiten (BE) und Wartepldtze.Dies soll
anhand des einfachen Beispiels eines einstufigen Wartesystems
verdeutlicht werden,vgl. Bild 1.1 .

Verluste
n
T+ 0O
Ankiinfte — - ' Abginge

O

BE

Wartespeicher

Bild 1.1 Einstufiges Wartesystem
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Dieses besteht aus einer Gruppe von n BE und einem Wartespei-
cher mit s Wartepl&dtzen.Die ankommenden Anforderungen belegen
bei Ankunft eine freie BE oder warten,sofern noch mindestens
ein Warteplatz frei ist auf ihre Abfertigung,bzw."gehen verlo~
ren",falls kein Platz mehr im Wartespeicher ist.Je nach GréBe
des Wartespeichers handelt es sich bei

- 85— um ein reines Wartesystem

- 0<s<{™® um ein kombiniertes Warte- Verlustsystem

- 5=0 um den besonders fiir Vermittlungssysteme wichtigen
Fall des reinen Verlustsystems.

Als weiteresStrukturmerkmal kann die Zahl der Verkehrsquellen
gelten,in denen die Anforderungen in zufédlligen Abstdnden er-
zeugt werden.Ist diese Zahl nicht groR im Vergleich zur Zahl
der BE,ist die Ankunftsrate spiirbar von der momentanen Zahl

von Anforderungen im System (Zahl der belegten Quellen) ab-
héngig.Bei groBer Zahl von Quellen hat man praktisch eine
konstante Ankunftsrate der Anforderungen.Letzteres wird bei
allen Strukturen dieser Arbeit angenommen.

Im obigen Beispiel wird vorausgesetzt,daB jede BE prinzipiell
von jeder Anforderung belegt werden kannIn diesem Falle spricht
man von "vollkommener Erreichbarkeit".Dagegen werden bei Ver~
mittlungssystemen zur Ersparnis von Koppelpunkten hiufig ein-
oder mehrstufige Koppelanordnungen mit unvollkommener Erreich—
barkeit (”MischungenﬁevtlﬂLinksysteme") verwendet.Dabei kdnnen
die aus verschiedenen Richtungen oder Teilgruppen eintreffenden
"Rufe" jeweils nur eine bestimmte Auswahl von "Leitungen" des
"Blindels" absuchen.Im Rahmen dieser Arbeit sollen alle BE einer
Gruppe erreichbar und gleichartig sein.

@ Mit den Verkehrsparametern werden die statistischen Eigen-
schaften der Ankunfts- und Bedienungsprozesse (Verkehrsart und
Verkehrsintensitét) charakterisiert.Durch viele Messungen z.B.
in Rechnern oder Vermittlungssystemen hat man bestatigen konnen,
dafBl die Verkehre,die in sich gesehen determiniert ablaufen, in
Bezug auf das System gesehen jedoch zufdlligen Charakter besit-
zen und deshaldb mit Mitteln der Wahrscheinlichkeitstheorie
beschrieben werden kdénnen. Dazu werden zufdllig schwankende
Zeiten (kontinuierliche Zufallsvariable) durch Verteilungs-
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funktionen (VF) gekennzeichnet.Diese VF geben an,mit welcher
Wahrscheinlichkeit die betreffende Zufallsvariable hdchstens
gleich der Zeit t ist (z.B. die Ankunftsabstinde zwischen

zwel aufeinanderfolgenden Anforderungen oder die Bedienungs-~
zeiten von Anforderungen).

Bezeichnet TA den zufédlligen Ankunftsabstand zweier aufeinander-
folgender Anforderungen,so sei die zugehdrige VF

Alet) E P (T, £1) .1
Fiir eine zuf#llige Bedienungszeit Ty sei analog
d
Het) :“P(THét) (1.2)

Als wichtigste VF gilt die sog. negativ-exponentielle VF,sowohl
fiir Ankunftsabstinde

Acct) = 4=t
als auch fiir Bedienungszeiten
H(s1) = 1- g7 €t

Dabei ist der mittlere Ankunftsabstand (Erwartungswert,vgl.

Anhang A1)
E(Ta) = 4/7\
bzw. die mittlere Bedienungszeit 1.4

Em) = e

Eine fir die verkehrstheoretische Berechnung sehr angenehme
Eigenschaft liegt darin,daB derart verteilte Zufallsvariable
kein "Geddchtnis" besitzen,sondern daBf die restliche Dauer
einer negativ-exponentiell verteilten zufdlligen Dauer unab-

(1.3)

|

hdngig von der seitherigen Dauer to ist.Es gilt also z.B. bei
derartig verteilten Bedienungszeiten

P(Ty>to+t, Ty >‘t°)__ e E(tort)

PTurty) e Eto

P(Tu>tert|Tu>to) = = P(Te>t)  (1.5)

Man sagt auch,solche Zufallsvariable besitzen die "Markoff-
-Eigenschaft",da ihre zukiinftige Dauer nur vom gegenwdrtigen
Zustand (d.h.vom Bestehen) abhingt.
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Zur verkehrstheoretischen Berechnung miissen die VF der Ankunfts-
abstdnde und der Bedienungszeiten (Ankunfts- und Bedienungs-
prozesse) bekannt sein. Jedoch geniigt in vielen Fillen auch eine
Angabe liber Mittelwert und Varianz <$2 der VF, d.h.
ihr erstes und zweites Moment (vgl.Anhang A1).
Ein wichtiger Parameter einer VF ist der Varianzkoeffizient

C= —r‘i—{ (1.6
mit m, als erstem Moment (Erwartungswert) der VF.Er kann als
normierte Standardabweichungbetrachtet werden. Speziell bei der
negativ-exponentiellen VF gilt C=1,bei VF mit kleinerer Varianz
(sog. hypoexponentielle VF bzw. Varianzen) gilt 0£C<1, bei VF
mit gréBerer Varianz (sog. hyperexponentielle VF) ist C=>1.
Im Anhang A1 sind neben vollsté@ndigen Definitionen der VF-GroBen
die hier verwendeten VF aufgezdhlt und einheitlich mit allen
Momenten dargestellt.
Als Kennung fiir VF-Typen und Systeme wird in dieser Arbeit die
allgemein benutzte Notation von KENDALL |38] verwendet,in der
z.B. MlGln ein einstufiges Wartesystem mit negativ-exponentiell
verteilten Ankunftsabstinden,beliebig verteilten Bedienungs-
zeiten und n BE bedeutet (siehe Abkiirzungsverzeichnis Punkte 5,6).
Es sei an dieser Stelle noch eine andere iibliche Kennzeichnung
der Verkehrsarten genannt,bei der z.B. reiner Zufallsverkehr
(unendliche Zahl von Quellen,negativ-exponentiell verteilte
Ankunftsabstédnde und Bedienungszeiten) als Zufallsverkehr 1.Art
(ZV1) bezeichnet wird.
Bei der verkehrstheoretischen Behandlung stochastischer Systeme
werden im allgemeinen bei der Modellierung noch zus#tzliche
Unabhdngigkeitsannahmen getroffen,die als Voraussetzungen in

das verkehrstheoretische Modell eingehen.

Dies sind zun#chst Annahmen iiber die Unabhingigkeit von Zufalls-
variablen(Ankunftsabsténde bzw.-zeitpunkte,Bedienungszeiten)
aufeinanderfolgender Anforderungen,so daB beide Prozesse

"rekurrent" sind,d.h. daB bei Start einer neuen,nach einer
bestimmten VF verteilten Zeitdauer die Vergangenheit unerheblich
ist,der ProzeB also quasi neu zu laufen beginnt.(Dies ist z.B.
nicht der Fall,wenn der"Ankunftsprozess" dadurch zustande kommt,
daB aus peripheren Einheiten jeweils nur maximal eine begrenzte
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Zahl von Anforderungen mit einem meist starren Takt in die
Bedienungsstufe libernommen werden,vgl. z.B.IEBl.)

Weiterhin wird angenommen,daBl die Bedienungszeit einer Anfor-
derung nicht von ihrem Ankunftsabstand zur Vorgdngerin abhangt.
Es sei auch noch die allg. iibliche Annahme erwZhnt,dafl die
Bedienungszeiten nicht durch nachfolgende Anforderungen beein-
fluBt werden,was bei technischen Systemen praktisch immer
erfiillt ist.

@ Als Betriebsparameter gelten alle Angaben bezliglich der

Strategien zur Vergabe der Betriebsmittel "Warteplatze" und"BE"
(vgl. etwa 151,521).Dazu genhdren die Auswahlstrategien

- innerhalb einer Warteschlange (Abfertigungsdisziplin)
~ innerhalb einer Gruppe von BE (Absuchmodus)
- bei Zusammenfilhrung und Verzweigung des Verkehrs.

Interessiert man sich in obigem einstufigen,vollkommen erreich-
baren Wartesystem nur fiir die Gesamtzahl der momentan belegten
BE,so ist der Absuchmodus ohne Einflufl.Es verbleibt als wichtig-
ste Betriebsstrategie die Abfertigungsdisziplin der wartenden
Anforderungen in der Warteschlange.Diese Rangordnung der Anfor-
derungen fiir das Nachriicken in eine freigewordene BE kann evtl.
nach (externen) Prioritédten gem#8B der Art oder Herkunft erfolgen
(vgl. z.B. 129,45|) und dann innerhalb einer Klasse von Anfor-
derungen gleicher Prioritadt gekennzeichnet sein durch

-~ den Ankunftszeitpunkt (Ankunftsreihenfolge) (FIFO,LIFO)
- reinen Zufall (RANDOM)
- die geforderte Bedienungszeit (SJF)
- die bislang erhaltene Bedienungszeit bei Zulassung
von Unterbrechungen.

Die wichtigste Abfertigungsdisziplin ist die mit Abfertigung
in Ankunftsreihenfolge (FIFO,first-in first-out),bei der die
am langsten wartende Anforderung einer Klasse ausgewZhlt wird.
Dagegen wird dieinverse gbfertigungsreihenfolge (LIFO,last-in
first-out) dann angewendet,wenn die zuletzt angekommene Anfor-
derung am wichtigsten ist (z.B. bei MeBdaten).In technischen
Systemen ldsst sich die Abfertigungsstrategie auch haufig
durch eine zuféllige Auswahl (RANDOM) beschreiben.

Dariiber hinaus gibt es auch solche Disziplinen,die sich an der
geforderten Gesamt- oder Restbedienungszeit orientieren(SJF,
shortest—job-first etc.).
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Im Rahmen dieser Arbeit wird zur Anschauung bevorzugt die
FIFO-Strategie herangezogen;solange jedoch nur Mittelwerte

von Wartezeiten etc. betrachtet werden und nicht deren VF,

sind diese z.B. unabhangig von den Abfertigungsdisziplinen
FIFO,LIFO,RANDOM (conservation law,vgl.l12|).Diese Unabhingig-~
keit gilt jedoch nur solange,wie sich die Abfertigungsdisziplin
nicht ex- oder implizit an den Bedienungszeiten orientiert.

1.2.2 Charakteristische VerkehrsgroRen

Zur Beschreibung der Verkehrsglite in Systemen mit statistisch
schwankender Zahl von Belegungen werden sog. charakteristische
Verkehrsgréflen benutzt.In vielen Fdllen interessiert das Ver-
halten des Systems bei Stationaritit,wenn es sich nach einer
gewissen Zeit im eingeschwungenen Zustand befindet (statisti-
sches Gleichgewicht).Dann sind die Wahrscheinlichkeiten fiir

die Zusténde des Systems (Zahl der Anforderungen im System, etc)
von der Zeit und den Anfangsbedingungen unabhingig und gleich
den absoluten Zustandswahrscheinlichkeiten des Systems.Entsteht
bei verschiedenen Anfangsbedingungen stets derselbe stationire
Zustand,so liegt Ergodizitét des Systems vor.

Bezeichnet man die mittlere Zahl der pro Zeiteinheit eintreffen-
den Anforderungen (Ankunftsrate) mit A ,s0 ist bei einer mittleren
Bedienungszeit E(TH) = h der sog. angebotene Verkehr (Angebot)

of
A s 2 h (1.7)

Bei einem reinen Wartesystem muB, um stationire Bedingungen zu
erhalten (d.h. die mittlere Warteschlangenlinge nicht stetig
anwachsen zu lassen),bei vollkommener Erreichbarkeit das Angebot
A kleiner sein als die Zahl n der BE.Fiir die Ausnutzung § einer
BE mufl also gelten:

A
g = -2 < fiir Stationaritit (1.8)
n

Wird mit X die zufdllige Zahl aller Anforderungen im System,
d.h. in BE und Wartespeicher,VPezeichnet,so kann man die

stationdren Zustandswahrscheinlichkeiten des Systems defi-
nieren:

£ (%) Cl‘f(p (X‘=><) 1.9)
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Bel dem betrachteten vollkommen erreichbaren Wartesystem
gelingt die Zustandsbeschreibung mit einer Komponente, im
allgemeinen jedoch (bei unvollkommener Erreichbarkeit,mehr-
stufigen Anordnungen...) sind mehrere Komponenten zur eindeu-
tigen Charakterisierung eines Systemzustandes notwendig
(Zustandsvektor).

Besitzt das System keinen oder nur einen endlich grofen
Speicher,so geht mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit B
(Verlustwahrscheinlichkeit) eine Anforderung "verloren".
Solange der AnkunftsprozeB ein sog. Poisson-ProzeB ist
(Ankunftsabstidnde negativ-exponentiell verteilt) trifft in
jedem Augenblick gleichwahrscheinlich eine Anforderung ein
und die Verlustwahrscheinlichkeit ist identisch mit der abso-
luten Wahrscheinlichkeit,daB das System voll belegt ist:

E= £ +s) bei Poisson-AnkunftsprozeB (1.10)

Damit betr&gt die Rate der erfolgreichen Anforderungen (durch-
gesetzte Rate)

Ay = A (A-B) (1.11)

und die Belastung Y aller BE
Y= Al-8)= ay-h (1.12)

die auch als Erwartungswert der Zahl belegter BE dargestellt

werden kann:
Nn+g

Zu Ehren des d#nischen Verkehrstheoretikers A.K.ERLANG
(vgl.13l) dient als MaBeinheit fiir diese fiktive bzw. tat-
siichliche mittlere Gleichzeitigkeit (A bzw. Y) bestehender
Belegungen die dimensionslose GrdBe 1 Erlang,abgekiirzt Erl .

Bei Systemen mit Wartemdglichkeit konnen Anforderungen auf
freiwerdende BE warten.Wichtigste KenngroBe hierfiir ist der
Erwartungswert E(Tw) der zufdlligen Wartezeit Tw von Anfor-
derungen,der die mittlere Wartezeit bezogen auf alle Anfor-
derungen angibt.Dariiber hinaus interessiert die Wahrschein-
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lichkeit W,liberhaupt warten zu miissen (Wartewahrscheinlichkeit)
und,falls eine Anforderung warten muB,ihre mittlere Wartezeit
ty (mittlere Wartezeit der Wartenden)

_ (1.14)
tw = E(7\A/!T§v>'o)

Als Beziehung zwischen diesen GroBen gilt

E(Ta)= We tw e

Eine vollstédndige Information {iber die Wartezeiten ist jedoch
nur durch ihre VF gegeben.Diese gibt an,mit welcher Wahrschein-
lichkeit eine zuf&dllige Wartezeit hdchstens gleich einer Zeit t
ist,bzw. bei der komplementiren VF diese iiberschreitet:

\A/(>t) = fb (j;v> t )
mit (1.16)

Woj= W

und

E(Tw) :f T4 rdt :f\/\/(>t) dt (1.17)
t=0

t=0
wobei fw(t) die Dichtefunktion der Wartezeiten bezogen auf
alle Anforderungen darstellt.

Fiir die mittlere Zahl £l wartender Anforderungen (Lange der
Warteschlange,Wartebelastung) gilt allgemein die Beziehung

= 7Ew) , (1.18)
sie kann aber auch direkt aus den Zustandswahrscheinlichkeiten
abgeleitet werden:

s
() =D 2pin+i) (1.19)
24

Die Zeit,die eine Anforderung im System verbringt,sei mit
Durchlaufszeit TF bezeichnet,sie setzt sich aus der Warte-
und Bedienungszeit zusammen:

_FF =Tw *+ Th (Zufallsvariable) (1.20)

Sind Warte- und Bedienungszeit einer Anforderung voneinander
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unabhingig,so ergibt sich die VF der Durchlaufszeit aus der
Faltung der VF (vgl.l9,15l)

Fet) = P(Te4t) =WI(gt) % Hizt) (1.27)

Nach einem Satz aus der Wahrscheinlichkeitstheorie (siehe z.B.
191) gilt fiir die mittlere Durchlaufszeit

E(Te)= E(TW) +E(TH), (1.22)

auch wenn Wartezeit und Bedienungszeit einer Anforderung von-
einander abhingig sein sollten (z.B. bei SJF,shortest job first).

Die mittlere Zahl von Anforderungen im gesamten System E(X)
setzt sich aus der Belastung Y und der Wartebelastung 0

zusammen
EX) = O+Y = 2-E(Tp) (1.2%)

und kann auch direkt aus den Zustandswahrscheinlichkeiten

bestimmt werden:
n+s

E(X) :Zx-pm (1.24)

x=0

Rein formal kann man nun die charakteristischen VerkehrsgroBen
in 2 Gruppen einteilen:

-~ Verkehrsgroflen mit direkter Aussage liber das System
- VerkehrsgroBen mit direkter Aussage iiber das Schicksal
von Anforderungen

Zu den Aussagen iiber das System gehdren z.B. die Zustands-—
wahrscheinlichkeiten,die mittlere Zahl von Anforderungen im
System,in den BE,im Wartespeicher,sowie Aussagen iiber Zeiten
ununterbrochener Belegungen (busy period) oder Freizeiten
(idle period).
GroBen wie z.B. die Wartezeitverteilungsfunktion (mit mittl.
Wartezeiten,Wartewahrscheinlichkeit) oder die VF der Durch-
laufszeiten sind primdr Aussagen {iber das Schicksal von
Anforderungen,aber natlirlich mit dem System selbst verkniipft.
Bei einem reinen Verlustsystem z.B. muB man im allg. zwischen
der (absoluten) Wahrscheinlichkeit,daB das Biindel voll belegt
ist und der Verlustwahrscheinlichkeit unterscheiden; beide
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Aussagen sind nur identisch fiir einen Poisson-Ankunftsprozess.

Als wichtige Beziehung zwischen einigen VerkehrsgroBen aus
diesen beiden Gruppen kann eine in der Literatur unter dem
Namen "LITTLES formula" |41} oft benutzte,wichtige Beziehung
gelten.Diese,unter sehr allgemeinen Bedingungen geltende (fast
triviale) Beziehung sagt,daB (bei Stationaritdt) die mittlere
Zahl von Anforderungen in einem beliebigen Teilsystem gleich
dem Produkt aus der Rate der Anforderungen,die in dieses Teil-
system gelangen und der mittleren Aufenthaltszeit aller dieser
Anforderungen in diesem Teilsystem ist.
Verschiedene Gleichungen dieses Abschnitts sind Beispiele hier-
fir,wobei in der Gleichung fiir

Y (1.12) die Gesamtheit der BE

KO (1.18) der Wartespeicher

E(X) (1.23) das gesamte System betrachtet wurde.

Uber die in diesem Abschnitt aufgefiihrten Verkehrscharakteris—
tika hinaus gibt es noch weitere z.B. bei Systemen mit unter-
brechenden Prioritdten die Unterbrechungswahrscheinlichkeit,
die mittl. Zahl von Unterbrechungen etc. .Bei diesen komple-
xeren Verkehren gelten obige Definitionen dann sinngemi#B auch
individuell pro Priorit&tsklasse,ebenso wie bei komplexeren
Strukturen auch fiir Teilsysteme.

Bevor einzelne Berechnungsmethoden genannt werden,ist es sinn-
voll,zundchst die verwandten Begriffe "ProzeB" und "Kette"
gegeneinander abzugrenzen (vgl. Bild 1.2).

Unter einem ProzeB X(t) versteht man den Verlauf des (hier
diskreten) Zustandes X eines Systems iiber einem kontinuier—
lichen Parameter,meist der Zeit t,wshrend bei einer Kette

nur Aussagen Uber die Zustdnde zu bestimmten diskreten Zeit-
punkten des Prozesses gemacht werden (vgl. z.B.l12] u.a.).

Je nach den getroffenen Annahmen iiber die statistischen
Eigenschaften des Verkehrs (VF der Ankunfts-und Bedienungs-
prozesse),kann man zwischen

~— Markoff' schen Prozessen

und — Nicht-Markoff’ schen Prozessen
unterscheiden.



ProzeB X(t)
6t — (Zustandsverlauf

) Inn nr— - iber der Zeit t )

Lot
Kette
<233,2,3,4,5,4,3,2,3,4,5,4,5,6,5,.. (Folge von z.B.
| ) s
l l l i ¢ 1 allen Zustsinden)
( Y
.. 2, 4,3%,2, 4, 5,.. Eingebettete Kette

(Folge von Zustinden
zu bestimmten Zeit-

punkten)
Bild 1.2 Zur Definition von

"ProzeB" und "Kette"

Rein Markoff'sche Prozesse besitzen zu jedem Zeitpunkt die sog.
"Markoff-Eigenschaft",d.h. der zukinftige ProzeBverlauf héngt
mur vom momentanen Zustand des Prozesses ab (auch Geburts— und

Sterbe-ProzeR genannt).
Bei Nicht-Markoff'schen Prozessen héngt der zukiinftige Prozess-—

verlauf von der Vorgeschichte ab,und man versucht, diesenUProzeB
mit Nachwirkung”auf einen ProzeB mit Markoff-Eigenschaft zuriick-
zufithren,indem man entweder den ProzeR nur zu solchen Zeitpunk-
ten betrachtet,in denen die Markoff-Eigenschaft erfiillt ist,
oder indem man durch Zusatzinformationen in der Zustandsbeschrei-
bung einen Markoff-ProzeR erzeugt.

Ist nun der vergangene ProzeBverlauf zu bestimmten Zeitpunkten
(Regenerationszeitpunkten) unerheblich,beginnt also der ProzeB
quasi neu zu laufen,so spricht man auch von einem rekurrenten
ProzeB oder Erneuerungsprozes.

1
@ Markoff sche Prozesse sind,von der Methode her, relativ
einfach zu berechnen,deshalb wurden diese in der Literatur
eingehend behandelt 113,16,19,42].

Durch Aufstellen des sog. "Kolmogoroff schen Gleichungssystems"
(8ystem linearer Differentialgleichungen) und den Ubergang zu
stationdren Bedingungen (Nullsetzen der Differentialquotienten)
entsteht ein homogenes lineares Gleichungssystem fiir die statio-
naren Zustandswahrscheinlichkeiten, in denen die Koeffizienten
i.allg. einfach angebbare Ubergangswahrscheinlichkeiten bzw.
-dichten darstellen.Durch Ersetzen einer beliebigen Gleichung
durch die Normierungsbedingung

~rg

pr(x) = /]

X=0

entsteht ein inhomogenes Gleichungssystem mit einer eindeutigen
Losung fiir die stationiren Zustandswahrscheinlichkeiten, aus
denen dann relativ einfach weitere VerkehrsgrdBen bestimmt
werden kdnnen. Benutzt man sog.erzeugende Funktionen (vgl. etwa
l91).s0 kdnnen solche VerkehrsgroBen auch oft direkt aus dem
Gleichungssystem bestimmt werden,ohne daB die Zustandswahr-
scheirnlichkeiten selbst bekannt sein miissen.

@ Zur Berechnung Nicht-Markoff scher Prozesse werden bevorzugt
folgende Methoden angewendet:

- Phasenmethode nach Erlang

- Methode der eingebetteten Markoff-Kette

~ Methode der supplementiren Variablen

- Lindley’sche Integralmethode
® Bei der Phasenmethode nach ERLANG IBi werden die Ankunfts-
absténde und Bedienungszeiten durch negativ-exponentiell-ver-
teilte fiktive (Teil-)Phasenzeiten dargestellt und in der
Zustandsbeschreibung der Index der momentan belegten Phase
zus8tzlich angegeben.
Bild 1.3 zeigt als Beispiel ein solches Zustandsdiagramm mit
der entsprechenden Wahl der Zustandsbeschreibung fiir das
Warte~Verlustsystem mit Erlang-k-verteilten Bedienungszeiten
(Systen MlEklﬂ—s ).
Setzt man z.B. die Stationaritdtsbedingung fiir Zustinde an, die
keine "Randzustinde" sind, so erh8lt man (vgl.Bild1.3%)

(P+EVP(4,2) = Mp(dE-0+ & p(<-1,2) J=2..ky2=1..5-1
Figt man noch die Gleichungen fiir die restlichen Zustinde hinzu,

erhdlt man (mit der Normierungsbedingung) ein inhomogenes Glei-
chungssystem wie bei rein Markoff'schen Voraussetzungen.
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@® Bei der Methode der eingebetteten Markoff-Kette,die auf
KENDALL 138( zurickgeht ,wird der Nicht~Markoff/sche ProzefB
nur zu ganz bestimmten Zeitpunkten betrachtet.Diese sog.
Regenerationszeitpunkte sind je nach System verschieden,z.B.
im einstufigen Wartesystem MIG|1 sind dies die Zeitpunkte,
zu denen eine Anforderung das System verlasst (vgl.Bild 1.2);
dann ist die Zahl der Anforderungen 1im System nur abhingig
vom Zustand des Systems bei Abgang der letzten Anforderung
und der zufadlligen Zshl der inzwischen angekommenen Anfor-
derungen.Als Ergebnis der Berechnung der Markoff-Kette erhdlt
man die Zustandswahrscheinlichkeiten des Systems an den Rege-
nerationszeitpunkten,die aber nicht unbedingt mit den absolu-
ten Zustandswahrscheinlichkeiten zu beliebigen Zeitpunkten
iibereinstimmen. Eine solche eingebettete Markoff-Kette wird
auch in dieser Arbeit in 6.%.2 betrachtet.

@ Bei der Methode der supplementdren Variablen wird das

System wieder zu allen Zeitpunkten betrachtet,jedoch zur Erzeu-
gung eines Prozesses mit Markoff-Charakter ein zusdtzlicher
kontinuierlicher Parameter bendtigt,der die Bedeutung einer
verstrichenen Zeitdauer besitzt,z.B. im System MIGI1 die
seitherige Bedienungszeit der Anforderung,die gerade bedient
wird (Bedienungsalter),vgl COX |32].

® Bei der Integralmethode nach LINDLEY 40| werden Beziehungen
zwischen den Wartezeiten aufeinanderfolgender Anforderungen auf-
gestellt und hieraus eine Integralgleichung abgeleitet,die es
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gestattet,die Wartezeit-VF im stationdren Falle zu ermitteln.
Die Losung flir diese Integralgleichung kann jedoch oft nur
unter bestimmten Voraussetzungen angegeben werdenl a4 .

1.2.4 Literaturhinweise und benutzte Ergebnisse

Die Entwicklung der Warteschlangentheorie ging 1909 von den
ersten Berechnungen von ERILANG |3| fiir Vermittlungssysteme
aus,wurde in den dreifliger Jahren von POLLACZEK und KHINTCHINE
(vgl.z.B. 151) fortgesetzt und fiihrte in den fiinfziger und
sechziger Jahren zu einer groflen Zahl von Verdffentlichungen
auf diesem Gebiet.Eine 1957 verdffentlichte Bibliographie

liber Warteschlangentheorie |81 enthsalt bereits ca. 750 Titel;
eine Ubersicht iiber behandelte Probleme mit mehr als 9CO
Literaturangaben wurde von SAATY i16|gegeben und 7 Jahre
spdter "wehklagend" eine Flut von nahezu 2000 Literaturstellen
registriert!17l.

Die stiirmische Entwicklung der Rechnertechnik und die damit
verbundene Moglichkeit der numerischen Auswertung und der
Notwendigkeit von verkehrstheoretischen Ldsungen |47,49| haben
bis heute zu einer starken Ausweitung der zugehdrigen Literatur
gefiihrt und zu einer Vielzahl von Ergebnissen,

In dieser Arbeit werden verschiedene Ergebnisse {iber einstufige
Wartesysteme benutzt.Dies sind u.a. Zustandswahrscheinlichkei-~
ten und Wartezeit-VF fiir das System MIMin,mittlere Wartezeiten
im System MIGI1,sowie GréBen im Warte-Verlustsystem MIMi1-s
(Notationen vgl. Abkiirzungsverzeichnis Punkt 6).

Ebenfalls bendtigte Ergebnisse fiir die mittleren Wartezeiten
aller Anforderungen im System GI!GI1 wurden im Rahmen einer
anderen Arbeit |39| approximativ ermittelt.

Von besonderem Interesse sind in diesem Zusammenhang auch solche
Verdffentlichungen iliber einstufige Wartesysteme, die sich mit
dem Ausgangsprozell dieser Systeme befassen (vgl. 2.2.1), da
dieser bei serieller Anordnung mehrerer solcher reiner Warte-
systeme mit dem EingangsprozeB in die jeweils nachfolgende
Stufe identisch ist.
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1.3 Mehrstufige Wartesysteme

Nachdem in 1.2 eine kurze Ubersicht iiber einstufige Modelle
gegeben wurde,kdnnen nun mehrstufige Wartesysteme behandelt
werden,die durch serielle Anordnung mehrerer Einzelstufen
gebildet werden.In diesem Abschnitt sollen zunichst die
Funktionsweisen mehrstufiger Wartesysteme geschildert und
ihre charakteristischen VerkehrsgrdBen beschrieben werden,

um dann auf besondere Fragestellungen bei der Dimensionierung
solcher Systeme einzugehen.

1.%2.1 Allgemeines

Bei vielen technischen Systemen bildet der Ausgangsprozef
einer Stufe den EingangsprozeB in eine nachfolgende Stufejd.h.
die Anforderungen bendtigen zur vollsténdigen Bearbeitung
mehrere Bearbeitungsphasen in verschiedenen seriell angeord-
neten Bedienungsstufen (vgl. Bild 1.4).

n, BE n, BE ny BE
S,) O 52 O Sm O

Stufe 1 Stufe 2 Stufe m

Bild 1.4 System mit seriellem Warten

Dabei kann eine Anforderung in jeder Stufe gezwungen sein,auf
das Freiwerden einer BE zu warten,deshalb spricht man von
"mehrstufigen Wartesystemen" oder von "Systemen mit seriellem
Warten",in der englisch-sprachigen Literatur von "Queues in
Series","Queues in Tandem" oder (nicht ganz treffend) von
"Queues with Phase-Type Service", auch von "Production Line".

Eine groBe Rolle bei diesen Systemen spielt, die GréBe der
Zwischenspeicher (Stufe 2 bis m).Ist z.B. bei einem 2-stufigen
Wartesystem die Gridfle S, des Zwischenspeichers in der 2. Stufe
unbegrenzt,so kann jede Anforderung nach Beendigung ihrer Bedie-
nung in Stufe 1 sofort in Stufe 2 gelangen und die freigewordene
BE in Stufe 1 ihren Service an einer evtl. schon angekommenen
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Nachfolgeanforderung fortsetzen.Ist dagegen in der 2. Stufe
gar kein oder nur ein endlich groBer Speicher vorgesehen
(O<s2<CO),so ist es wegen der statistisch schwankenden Bedie—
nungszeiten moglich,daB eine Anforderung bei Beendigung ihrer
eigentlichen Bedienungszeit in Stufe 1 keinen freien Warte-
platz (bzw.bei 52=O keine freie BE) in Stufe 2 vorfindet
und dadurch eine BE "blindbelegt".Je linger die Zeit dauert,
bis in der n#chsten Stufe ein Platz frei wird, desto langer
bleibt diese BE fiir nachfolgende Anforderungen gesperrt. In
der Literatur iiber mehrstufige Wartesysteme wird dies allg.
als "Blockierung" bezeichnet.Dies bedeutet hier nicht,dafl
eine eintreffende Anforderung abgewiesen werden mull,wie bei
Verlustsystemen,sondern daf diese quasi auBerhalb der Stufe
warten kann.
Im wesentlichen unterscheidet man beziiglich der Struktur
also zwischen mehrstufigen Wartesystemen

- ohne Blockierung (unendlich groBe Zwischenspeicher)

- mit Blockierung (endlich groBe bzw. ohne Zwischen-—

speicher)

Verluste konnen hier nur vor der 1. Stufe auftreten,sofern
diese keinen unbegrenzt groBen Wartespeicher besitzt.

Den Durchlauf von Anforderungen durch das gesamte System
kann man z.B. anhand eines Zeitdiagrammes fiir den Aufenthalt
einer Anforderung in einer Stufe i des Systems verfolgen
(vgl. Bild 1.5).

von Stufe i-1

Tui
Wartespeicher .. _———E o .

BE e it . ._?§i _____
TFi zu Stufe i:;l

Bild 1.5 Zeitdiagramm einer Anforderung in Stufe i

Die Zeit TFi einer Anforderung in Stufe i (Durchlaufszeit,
flowtime) ist eine Zufallsvariable und setzt sich zZusammen
aus - der Wartezeit TWi im Wartespeicher

- der Bedienungszeit THi und

~ der Blockierzeit T in einer BE

Bi



Th. = T

i + T

Wit otHi

Dabei sind die Wartezeit und die Blockierzeit in Bild 1.5 nur
gestrichelt eingezeichnet,da diese vom momentanen Zustand des
Systems abhdngen,also auch gleich O sein konnen.

Die gesamte Durchlaufszeit Ty einer Anforderung durch das
mehrstufige Wartesystem betragt

™m
T = Z'ﬂ:i (1.26)

die gesamte Verzdgerungszeit TWB (Warten und/oder Blockierung)
ist

m
Twe :Z( T t Ta3) (1.27)
i=4

Fir Systeme ohne Blockierung ist diese identisch mit der
Gesamtwartezeit Tw.

Bei der Berechnung wird durchweg angenommen,daB die Bedienungs-—
zeiten THi (i=1..m) der gleichen Anforderung in den aufeinander-
folgenden Stufen des Systems voneinander unabhingig sind (vgl.
z.B. "Independence Assumption" [12]),wodurch eine Abhdngigkeit
zwischen dem Ankunftsabstand einer Anforderung und ihrer gefor-
derten Bedienungszeit in der Stufe 2,3,... vermieden wird.

1.3.2 Charakteristische VerkehrsgrdBen

" Da sich mehrstufige Wartesysteme aus Einzelstufen zusammen-
setzen,kann man zunédchst einmal viele VerkehrsgroéBen wie in
einstufigen Systemen definieren (vgl. 1.2.2);diese erhalten
nur einen zusdtzlichen Index, der die betreffende Stufe angibt.
Fir die bei Einzelstufen nicht auftretende Blockierung seien
folgende Verkehrsgrofen genannt:

P(T5,>0) def Py;  Blockierwahrscheinlichkeit
E(Tg;) Sogen auf alie Antordemmgen ((1+2)
E(TBilTBi>O) ook tp; mittlere Blockierzeit der
Blockierten
AuBerdem gilt
| B(Tp;) = ppy" tp; (1.29)
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und fiir die mittlere Zahl YBi gleichzeitig blockierter BE
(Blockierbelastung)
YBi =A- E(TBZL) (1-50)

Dabei ist A die gesamte Ankunftsrate vor Stufe 13d.h. E(TBi)
bezieht sich auf alle Anforderungen,die in Stufe 1 ankommen.
Treten Verluste vor der 1. Stufe auf,so ist es sinnvoll,eine
mittlere Blockierzeit bezogen auf alle erfolgreichen Anforder-
ungen anzugeben, deren Rate?&Y natiirlich aus Griinden der Statio-
naritét fiir alle Stufen gleich ist (solange keine Verzweigungen
auftreten):

%Yi =7\Y = A+(1-B) fiir alle i = 1..m (1.31)

Fiir diese mittlere Blockierzeit aller Erfolgreichen

$ def
E(TBilerfolgreich) = E(Tg4)y (1.32)

gilt nun sinngemiR
Tpy =My E(Tgy)y (1.33)

In der letzten Stufe m tritt keine Blockierung der BE auf.

@ Neven diesen GréBen fiir Einzelstufen gibt es auch solche,
die sich auf das Gesamtsystem beziehen,diese sollen keinen
Index erhalten:
p(x) Wahrscheinlichkeit flir x Anforderungen im
Gesamtsystem
E(X) Mittlere Zahl von Anforderungen im gesamten
System
E(TF) Mittlere Gesamtdurchlaufszeit
p(xq,xe,..xm) Wahrscheinlichkeit filir Zustandsmuster
xq,xg,..xm}
usw.
@ Eine weitere Art von VerkehrsgréBen sind solche,die man nur
durch Verfolgen des Schicksals einer bestimmten Anforderung
im Gesamtsystem erhalten kann.Dieses Gesamtschicksal setzt

sich aus ihren Teilschicksalen in den verschiedenen Stufen
Zusammern.

Hierzu z8hlt z.B. die Gesamtwartewahrscheinlichkeit W einer
Anforderung.Dies ist die Wahrscheinlichkeit,daB eine
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beliebige Anforderung irgendwo im Gesamtsystem warten muB:

fof ) m
P( TW>O) CL= W wobei TW:Z TWl (1.54)

i=1
Damit verkniipft ist die mittlere Gesamtwartezeit tw der War-
tenden, die sich aus

W'tw = E(TW) =1:z:4E<TWi) (1'55)

bestimmen 18Rt.

Entsprechende GrdBen kann man auch fiir die Verzdgerungszeiten
(Summe aus Warte- und Blockierzeiten) definieren:

de!
P(2,5>0) oy (1.36)

bzw. ety = E(Typ) C(1.37)

Mit diesen VerkehrsgriBen 1&8t sich nun die Verkehrsglite in
den verschiedenen Stufen und im Gesamtsystem angeben.Bevor
jedoch auf Fragestellungen bei der Dimensionierung solcher
Systeme eingegangen wird,soll zunichst das Verhalten des
Systems im wichtigen Grenzfalle des maximalen Durchsatzes
genauer beschrieben werden.

1.2.3 Systemverhalten bei maximalem Durchsatz

Bei mehrstufigen Wartesystemen mit durchweg unendlich grofBen

Zwischenspeichern wird die im stationiren Grenzfall gerade
noch verarbeitbare Rate?\max von Anforderungen durch die
langsamste Stufe bestimmt,die den’Flaschenhals des Systems
darstellt:

> def

max  Ymax

= minguq,.. m) (1.38)

wobei s.= n./h. die maximal verarbeitbare Rate einer Einzel-
MiT Bi/8y

stufe darstellt (Enderate bei voll belegter Stufe).Die mitt-
lere Durchlaufszeit E(TFi) durch diese”Flaschenhalsstufe”
geht gegen unendlich,wdhrend sie fiir andere Stufen endlich
bleibt (verschiedene Stufen vorausgesetzt).
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Bei mehrstufigen Wartesystemen mit nur endlich grofBen bzw.

nicht vorhandenen Zwischenspeichern ist -abgesehen von der
letzten Stufe- in jeder Stufe Blockierung méglich. Dabei
tritt nicht nur ein Riickstau {iber eine Stufe auf,sondern es
kann z.B. eine langsame letzte Stufe oder eine zufdllig sehr
grofle Bedienungszeit in der letzten Stufe die Ursache fiir
einen Riickstau bis in die 1. Stufe sein.Durch die endlich gro-
Ben Zwischenspeicher wirkt also jeder EngpaB des Systems auf
die 1. Stufe zurlick.Deshalb ist die maximal verarbeitbare Rate
Ahax dann erreicht,wenn alle BE der 1.Stufe immer belegt sind
(Blockierung eingeschlossen):

Y’I + YB’\ = n, bei 'RY =fAmax (1.39)
Diese Betriebsweise der Grenzbelastung des Systems bzw. der
1. Stufe kann auf verschiedene Weise erreicht werden: bei
begrenztem Speicher in der 1.Stufe (O<81<CO> mufB3 die Ankunfts-
rate A gegen unendlich gehen und damit die Verlustwahrschein-
lichkeit gegen 1% bei sq—aaawére bei’7\>7\max die Warteschlange
in Stufe 1 instationé;.

Diese maximale Rate ist bei statistisch schwankenden Bedie-

nungszeiten wegen Blockierung immer kleiner als der Wert nach

(1.38) und von allen Stufen abhéngig.

Diese Rate wird bei Systemen ohne Verzweigung durch alle Stufen

durchgesetzt,es gilt somit
b

Y
e e mm et 2 beidyg D

(1.40)
max 1 h2

max

Ihr Kehrwert ﬂ/ﬂmax kann generell als mittlere Zeit zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Zu- bzw. Abgingen einer beliebigen
Stufe betrachtet werden,also insbesondere auch als mittlerer
Abgangsabstand hinter der (nicht blockierten) letzten Stufe

oder auch als mittlerer Zugangsabstand zu Stufe 4.
Da die Wartezeit einer erfolgreichen Anforderung im Wartespei~

cher der Stufe 1 von der willkiirlich gewdhlten SpeichergrsBe
8, abhangt bzw. bei sq—aooﬁber alle Grenzen wdchst,ist es

sinnvoll,in diesem Grenzfalle das System ohne diesen Wartespei-
cher zu betrachten,so daB diese Wartezeit (gewissermaBen auBer-—
halb des betrachteten Systems) nicht relevant ist.Hierzu kann
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man sich vorstellen,daB die 1.Stufe Jedesmal bei Freiwerden
einer BE sofort eine neue Anforderung aus einem unendlich
groBen Reservoir holt (vgl.spezielles Symbol in Bild 1.6).

)

O 51‘3 ﬂ1:4
E— ?mm
Reservoir}m> O (L1410 b

Bild 1.6 2-stufiges Strukturbeispiel fiir maximalen Durchsatz

Diese Betriebsweise ist z.B. besonders interessant bei Ferti-
gungsstraBen, wo am Ausgangspunkt beliebig viele Werkstiicke
bereitliegen.

Die maximale Durchsatzrate kann als wichtigste KenngroBe eines
Systems mit Blockierung gelten,da sie mit derjenigen Ankunfts-
rate identisch ist,bei der in einem solchen reinen Wartesystem
die mittlere Gesamtdurchlaufszeit (und damit auch die mittlere
Zahl von Anforderungen im Gesamtsystem) eine Asymptote besitzt.
Eine Kenntnis des Verhdltnisses der Ankunftsrate zur maximal
verarbeitbaren Rate ist in vielen Fsllen (z.B. zur ersten Ab-
schatzung der Verzdgerungszeiten) von groBem Vorteil.

1.%.4 Verkehrstheoretische Fragestellungen

Bei der verkehrstheoretischen Berechnung und der Simulation
solcher serieller Systeme stehen bei gegebener Struktur und

gegebenem Verkehr zunachst einmal Fragen der Auslastung der
Systemkomponenten im Vordergrund. Hierzu gehdren u.a. die Aus-

nutzung der BE,die Belegung des Wartespeichers (Warteschlangen-
lingen) sowie eventuelle Blockierbelastungen.Dabei kann das
System bei einem gewissen oder -ebenfalls zu bestimmenden- maxi-
malen Durchsatz betrachtet werden.

Eng mit diesen GrdBen verkniipft sind Aussagen bezliglich der
Warte—,Blockier- und Durchlaufszeiten von Anforderungen,sowie
entsprechender Wahrscheinlichkeiten flir Warten und/oder Block-
ierung,wie auch des Verlustes (Verkehrsgilite).Diese GroBen kdnnen
auf Einzelstufen bezogen sein,aber auch auf das Gesamtsystem.

Im letzteren Fall muB das Schicksal einer Anforderung in den
aufeinanderfolgenden Stufen verfolgt werden.Dies ist besonders
bei Systemen mit Blockierung notwendig,weil dort die Teilschick-
sale derselben Anforderung pro Stufe voneinander starker ab-
hingig sind.

|
=

N
i

Bei geforderter Verkehrsgiite einer Einzelstufe oder des Gesami-
systems wird eine Systemstruktur gesucht,die diese Bedingungen
mit moglichst wenig Aufwand erfiillt. Hierzu z#hlen die Fragen
nach der Zahl der BE oder der Wartepladtze,um z.B. die Forde-
rungen bezliglich des Verlusts bzw. des Wartens und/oder der
Blockierung zu erfiillen.Aber auch Aussagen beziiglich der not-
wendigen Schnelligkeit von BE sind oft Ziel der Untersuchungen.
Von besonderem Interesse ist die Frage,wie grol beil gegebenen
Schwankungen der Bedienungszeiten die Zwischenpuffer sein
miissen, um einen bestimmten maximalen Durchsatz zu erreichen.
Eine solche Fragestellung kann z.B. mit den in Kapitel 5 dieser
Arbeit geschilderten Ergebnissen fiir 2-stufige Single-Server-
Systeme allgemein beantwortet werden.

Es kann aber auch diejenige Reihenfolge der Stufen interessie-
ren,die bei gegebener Durchsatzrate die kleinste mittlere
Durchlaufszeit ergibt.

1.4 Anwendungsbereiche mehrstufiger Wartesysteme

In diesem Abschnitt sollen einige der vielen Anwendungsberei-
che serieller Wartesysteme genannt und mit typischen Beispie-
len belegt werden.Abgesehen von Systemen des tadglichen Lebens
(Rraftfahrzeuginspektion,Verkaufsschalter etc.) treten diese
als Systeme bzw. Teilsysteme hauptsédchlich innerhalb von Rech-

nern,in Vermittlungssystemen und auch bei Fertigungsprozessen
auf.

1.4.1 Serielles Warten in Rechnern

Elektronische Datenverarbeitungsanlagen sind in ihrer Struktur
solche Modelle untersucht werden kdnnen,die das Geschehen nur
global beschreiben,oder daB einzelne Teilkonfigurationen heraus-
gegriffen werden miissen.Hiermit sollen die verschiedenen Mog-
lichkeiten angesprochen sein, Modelle des Ablaufgeschehens in
Rechnern zu bilden auf

- Programmebene oder

- Befehlsebene (Programm- oder Steuerbe-
fehle)
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bzw. in einer Zwischenebene,die z.B. bei Rechnern mit'Paging'
durch die Seiten eines Programms dargestellt wird oder z.B.
allgemein durch Teilaufgaben von Programmen,die ohne Unterbre-
chung in der Zentraleinheit (CPU) abgearbeitet werden kdnnten.

Zu all diesen Beispielen ist zu bemerken, daB die Abarbeitung
von Anforderungen (z.B.Zeit fiir Ausfiihrung e.Befehls) fiir
diese selbst determiniert ablaufen, jedoch fiir das System als
Ganzes nach Zeitpunkt und Dauer den Charakber eines Zufalls~-
ereignisses besitzt.

Bild 1.7a zeigt ein einfaches Rechnermodell zur Abarbeitung
von Programmen oder Teilaufgaben in einem Rechner mit zwei-
stufiger Speicherhierarchie (Arbeitsspeicher ASP,Hintergrund-
speicher HSP),bei dem ein gleichzeitiges unabhéngiges Arbeiten
des Rechnerkerns (CPU) und des Schnellkanals (8K) mdglich ist
(Multiprogramming).

ASP

a)

b)

z.B. 2 Prozessoren

Bild 1.7 a) Einfaches Rechnermodell zur Abarbeitung von
Programmen

b) Warteschlangenmodell (Riicktransporte unberiick-
sichtigt)

Es wird angenommen, daB alle Programme auf dem Hintergrund-
speicher (Band,Platte,Trommel) stehen bzw. dort eintreffen
und nacheinander zur Bearbeitung in den Arbeitsspeicher trans-
portiert werden. Wiirde dieses Modell durch Einbeziehen des
Riicktransports verfeinert werden,so entstiinde ein sog.zykli-
sches Wartesystem (vgl.2.4.1).

Die Verkehrseigenschaften der Systeme und damit die verkehrs-
theoretischen Fragestellungen sind eng mit dem jeweiligen
Anwendungsfall verkniipft;als wichtigste GréBe bei reinem Stapel-
betrieb gilt der maximale Durchsatz,wdhrend bei Rechnern mit
Teilnehmerbetrieb oder ProzeBrechnern gefordert wird,daR eine
bestimmte Antwortzeit nur mit einer kleinen Wahrscheinlichkeit
iiberschritten wird.
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Als Beispiel fir die Anwendung serieller Warteschlangenmodelle
in Rechnern auf Befehlsebene sei eine Befehls-Pipeline genannt,
die in Bild 1.8 dargestellt ist.

Stufe 1 Stufe 2 Stufe 3 Stufe 4
— A , A
=7 [ =1
—_— | | | i | | BE | —>
oL [T o]
; : L
Befehl v AdreR- Operand ! s
holen rechnung holen v ZWischensp.

~— 7
Beféﬁféwerk Rechenwerk
Bild 1.8 Befehls-Pipeline

Dabei ist die Bearbeitung von Befehlen in einem Prozessor so
organisiert,daB mehrere Befehle gleichzeitig in einzelnen
autonomen Unterwerken aufbereitet bzw.ausgeflihrt werden.Da
verschiedene Befehle einzelne Unterwerke verschieden lang
belegen,kommt es zu Verzogerungszeiten (Blockierzeiten auf BE,
Wartezeiten bei evtl. vorhandenen Zwischenpuffern).Dies macht
sich insgesamt in einer Verringerung der maximalen Durchsatz-
rate von Befehlen bemerkbar,die fiir die Leistungsfihigkeit
einer Rechenanlage von entscheidender Bedeutung ist.

Fir den allgemeinen Fall (vgl.|105!) kann man etwa noch Ver—
zweige- oder Ausstiegswahrscheinlichkeiten hinter einzelnen
Stufen vorsehen (z.B.fiir Sprungbefehle ohne/mit Adressumrech—
nung, Transportbefehle).Da die ganze Befehls-Pipeline mit einem
gemeinsamen Takt betrieben wird,kdnnen die Bedienungszeiten
der Befehle in den einzelnen Stufen durch eine Mehrpunkt-VF
beschrieben werden,bei der alle Bedienungszeiten ganzzahlige
Vielfache dieser Taktzeit sind (vgl. Anhang A1.7 und Anhang
A2 ,wo solche VF u.a. betrachtet werden).

Ehnliche serielle Modelle treten in mehr oder weniger abgewan-
delter Form als Zugriffsmodelle fiir periphere Datenspeicher
auf.

Einen Einblick in die Problemstellungen und die Anwendung der
Warteschlangentheorie in Rechnern findet sich z.B. in !46—53,

551 .
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1.4,2 Serielles Warten in Vermittlungs-bzw.Ubertragungssystemen

Neuere Vermittlungssysteme flir Daten- und Fernsprechverkehr
werden oft durch Rechner gesteuert.Deshalb ergeben sich auch
hier prinzipiell die gleichen Problemstellungen und Anwendungs-
fdlle wie in 1.4.1 .

Dariiber hinaus konnen beispielsweise Datennetze,die nach dem sog.
"Message- oder Packet-Switching-Prinzip" arbeiten,durch komplexe
Wartesysteme beschrieben werden.Eine Teilkonfiguration,ndmlich
die eines Vermittlungsknotens,ist in Bild 1.9 dargestellt.

Abgangs— Leitung(en)
listen in Richtung
Eingangs- -7 ;:I:T‘E:] <i> 1
o e

\\\\3 1iste Prozessor//( : . !
~ ° TN .
— ‘ ]fj—j (/i> L S TTTT ) i
S | \ AN
/ - ~N

Verkehr zu eigenem
Knotenbereich

Bild 1.9 Modell eines Datenvermittlungsknotens

Die aus den verschiedenen Richtungen eintreffenden "Messages"”
oder "Packets'" werden in den Speicher des Knotens eingeschrieben
und in die Liste der wartenden Anforderungen (Warteschlange)
eingetragen zur Auswertung ihrer Kopfinformation (Zielrichtung
etc) durch den Prozessor.Dann erfolgt die FEinweisung (Eintrag

in eine Warteliste) in die gewiinschte Richtung zum néchsten
Knoten.Deren Leitung wird dann nach eventuellem weiteren Warten
fiir die Dauer der Ubertragungszeit belegt.

Ein solches Modell wird hier in Kapitel 3 behandelt;u.a. mit
zus8dtzlicher sog. alternativer Leitweglenkung von HERZOG 1111,

In Nachrichteniibertragungssystemen wird hiufig eine Zeitmulti-
plextechnik angewandt,bei der die einzelnen Nachrichten verschie-
dener Herkunft von einem sog. Multiplexer in Bldcke (Gruppen von
Zeichen) unterteilt werden und dann nacheinander iber dieselbe
Ubertragungsleitung gesendet werden.

In vielen Anwendungsfdllen (z.B. bei Teilnehmerkonsolen,die an
einen Rechner angeschlossen sind) tritt ein sog."Burst-Betrieb"

auf,d.h. die Teilnehmer geben ihre Nachrichten stofBweise ab
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(z.B. am Bildschirm eingetastete Zeile eines Programms),vgl.
Bild 1.10.

Ubertragungs- ———— 7

leitung J E% <:>{
}
I

‘ |

|

Teilnehmer- Multiplexer Rechner
konsolen

Bild 1.10 Dateniibertragung zu einem Rechner (im asynchronen
Zeitmultiplex)

Deshalb ist es hier nicht unbedingt sinnvollLbei 1 Ubertragungs-

leitung jeder Konsole eine periodisch wiederkehrende Zeitdauer

fester L#nge (Zeitschlitz) zuzuteilen ("synchrones Zeitmultiplex'),

sondern diese Zuteilung asynchron vorzunehmen.

Hierbei ist die Zuteilung der Zeitschlitze nicht starr,sondern

erfolgt nach Bedarf,weshalb jeder Block mit zusdtzlichen Adress-

informationen versehen werden mufl (vgl. Bild 1.11).

50t

Nachrichten von Konsole i

—»t

Adressinformation

NN

Bild 1.11 Asynchrones Zeitmultiplex

Die zusdtzliche Adressinformation wird durch den Multiplexer
erzeugt,dessen Bearbeitungsdauver als konstant angenommen werden
darf.Wegen der statistisch auftretenden Verkehrsspitzen muBl der
Multiplexer einen Puffer enthalten,wie auch Warten im Rechner
erlaubt ist.

Man hat hier also ein zweistufiges Wartesystem (Multiplexer

mit Ubertragungsleitung,Rechner),bei dem die Nachrichten
bereits auflerhalb des Rechners warten miissen, erhidlt aber

dafiir wegen eines "Glattungseffektes" (vgl. 2.2.1) des
Multiplexers kleinere Wartezeiten im Rechner selbst.
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2 UBERSICHT UBER DIE_IN DER LITERATUR BEHANDELTEN SYSTEME,
METHODEN UND ERGEBNISSE

Als Hinflihrung zu den eigentlichen und neuen Untersuchungen
dieser Arbeit in den Kapiteln %-6 und als Motivation fiir die
dort behandelten Systeme wie auch der verwendeten Berechnungs-
methoden wird in diesem Kapitel ein Uberblick iiber die in der
umfangreichen Literatur der mehrstufigen Wartesysteme vorhan-
denen analytischen Untersuchungen gegeben und kurz auf die
verwendeten Berechnungsmethoden eingegangen (vgl.Bild 2.0,

Ls werden die wichtigsten Ergebnisse genannt,bzw. einige, auf
die in Kap. 3-6 Bezug genommen wird, ausfilhrlicher behandelt.
Die Ubersicht in diesem Kapitel ist systemorientiert aufgebaut
und enhdlt alle dem Verfasser bekannten diesbeziiglichen Ver-
offentlichungen.

2.1 _Einfiihrung

Serielle Wartesysteme konnen nach ihrer Systemstruktur oder
nach ihren Verkehrsarten klassifiziert werden.

Bezliglich der Systemstruktur kdnnen sie nach der GriBe der
Zwischenspeicher (vgl. 1.3%.1) eingeteilt werden in Systeme

- ohne Blockierung (unbegrenzte Zwischenspeicher)

- mit Blockierung (keine bzw. endlich groBe Zwischen-
speicher)

bezliglich der Verkehrsart in Systeme mit
- rein Markoff’schen Voraussetzungen
- Nicht-Markoff'schen Voraussetzungen

@ Bei Systemen ohne Blockierung kann jede Anforderung nach

Ablauf ihrer regulédren Bedienungszeit sofort in die nichste
Stufe gelangen,weil dort ein unbegrenzter Wartespeicher zur
Verfiigung steht.Der AusgangsprozeB einer solchen Stufe ist
deshalb identisch mit demjenigen einer Einzelstufe mit glei-
chem Eingangs- und BedienungsprozeB wie in der betrachteten
mehrstufigen Anordnung.Deshalb sind Aussagen lber Ausgangs-
prozesse von einstufigen Wartesystemen von besonderem
Interesse.Auf diese wird in 2.2.1 eingegangen,wo auch ge-
zeigt wird,daB diese Vorgehensweise wegen moglicher Abhingig-
keiten nur unter bestimmten Voraussetzungen mdglich ist.

.
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Bild 2.0 Klassifizierung von seriellen Wartesystemen und Kapitelhinweise
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@ Bei Systemen mit Blockierung kasnn aufgrund der beschrinkten
Zahl von Warteplidtzen in einem Zwischenspeicher eine Blindbe-
legung von Bedienungseinheiten (BE) auftreten,wenn die n#chste
Stufe momentan voll belegt ist.Dieser Blockiereffekt von BE
in einer Stufe i bedeutet eine (zustandsabhéngige) VergrdBerung
der gesamten Belegungszeit einer Anforderung durch die Blockier~
zeit TEi'Im Falle §;,1°0 folgt der Blockierzeit Tps eine Warte-
zeit TWi+1>O‘

Somit kann eine blockierte BE in Stufe i1 als momentane Verling~
erung des Wartespeichers der Stufe i+1 betrachtet werden,wobei
aber die Ankunftsrate in Stufe i+1 momentan reduziert bzw bei
ni=1 zu Null wird.Eine blockierbare BE hat also neben ihrer
eigentliche Funktion als Serviceeinheit auch die eines Warte—
platzes fiir die ndchste Stufe.Deshalb konnen in einem System
mit seriellem Warten die Zwischenspeicher durch Gruppen von BE
mit Bedienungszeit =0 dargestellt werden (vgl. Bild 2.1).

ns= 3

Lquivalenz

Bild 2.1 Beigpiel fiir Abbildung eines Systems mit Zwsp.auf ein
dquivalentes System ohne Zwischenspeicher

Auf diese Kquivalenz wird z.B. in |56| hingewiesen.

Zur Blockierung ist noch allgemein zu sagen,dafBl es auch Systeme
gibt,in denen scheinbar keine Blockierung auftritt,die aber
durch ein System mit Blockierung voll beschrieben werden konnen.

54 =00 = A 84 = 00
— IO 1] O > ”*L“"@'{SLVUO
52 2

Bild 2.2 Zweistufiges System mit sichergestelltem
Warteplatz in 2.Stufe

-5 -

Bild 2.2 zeigt ein solches System,bei dem -entgegegen der hier
{iblichen Betrachtungsweise- die Bedienungszeit in Stufe 1 nur
dann beginnen darf,wenn in der 2.Stufe noch mindestens einer von
den sg Wartepldtzen frei ist,also rein formal keine Blockierung
auftritt. Betrachtet man jedoch den zur Bedienung notwendigen
letzten Warteplatz in Stufe 2 als Bestandteil der BE in Stufe 1,
verbleiben S,5= simﬁ Wartepldtze und die seitherige Wartezeit

auf dem letzten Warteplatz entspricht genau der Blockierzeit

in den hier betrachteten Modellen.

@ Bei Systemen mit rein Markoff ' schen Voraussetzungen sind der
Ankunftsprozel und die Bedienungsprozesse durch eine negativ-
—exponentielle VF gekennzeichnet.Dadurch ist es im Prinzip
einfach,das Zustandsdiagramm fiir die stationdren Zustandswahr-
scheinlichkeiten anzugeben (vgl. 1.2.3) und durch analytische
oder numerische Verfahren zu losen.

@ Bei Systemen mit Nicht—Markoff/schen Voraussetzungen miissen
z.B. die in 1.2.3% geschilderten Methoden fiir Nicht-Markoff'sche
Prozesse sinngemdB angewendet werden.Welche der dort angefiihr-
ten Methoden zum Ziel fithrt,h8ngt von dem untersuchten System
abj;es gelingt z.B. nicht immer, eine eingebettete Markoff-Kette
anzugeben /891 ,d.h. dieses Verfahren anzuwenden.

In der Literatur iiber Wartesysteme in Serie findet man zun&chst
relativ viele Verdffentlichungen iiber rein Markoff'sche Systeme
ohne Blockierung,von denen einige Ergebnisse auch durch Anwen-
dung eines Theorems von BURKE iliber den Ausgangsprozefll eines
Systems MIMln gewonnen werden kinnen.

Rein Markoff’sche Systeme mit Blockierung wurden hauptssgchlich
fiir den Grenzfall des maximalen Durchsatzes (vgl. 1.3.3) be-
trachtet wund dieser meist bei relativ kleiner Stufenzahl als
Funktion der Systemstruktur und der mittleren Bedienungszei-
ten bestimmt.Dabei wurden fiir mehrere BE je Stufe nur 2-stufige
Systeme betrachtet,beil "Single~Server-Systemen" auch 3 Stufen,
bzw. bei identischen Single-Server-Stufen auch eine hohere
Stufenzahl.

Bei Nicht-Markoff’schen Systemen ohne Blockierung wurden
fast nur Single-Server-Stufen behandelt,jedoch fiir mehr als 2
Stufen nur Stabilitatsbedingungen abgeleitet.
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Bei Nicht-Markoff' schen Systemen mit Blockierung wurden

vornehmlich 2 seriell angeordnete BE ohne Zwischenspeicher
untersucht, bei beliebigen VF der Bedienungszeiten in beiden
Stufen.Systeme mit nur konstanten Bedienungszeiten nehmen
wegen ihres weitgehend deterministischen Charakters eine
Sonderstellung ein und wurden deshalb auch bei allgemeinerer
Struktur in der Literatur behandelt,
Der rasch ansteigende Aufwand zur exakten Lésung dieser Proble-
me bei beliebigen VF der Bedienungszeiten kann anhand eines
2-stufigen Single—Server—Systems von NEUTS [89! (1968) mit
Zwischenspeicher (52>O) angedeutet werden.Dieses besitzt jecoch
noch eine negativ-exponentielle VF der Bedienungszeiten in
Stufe 2.Mit der in vorliegender Arbeit verwendeten Kurzdarstell-
ung fir serielle Wartesysteme (&hnlich der von KENDALL 1291 ,vel.
Abkiirzungsverzeichnis Punkt 6) kann es dargestellt werden als
Systenm o 5,

M~—=Gl1 —=-5> i1

¥

tufe 1 Stufe 2

Dieses relativ einfache System bendtigt jedoch zu einer exakten
Losung,wie sie von NEUTS hergeleitet wurde, einen solchen mathe-
matischen Losungsaufwand,daB BURKE 62l ,auf den wichtige Ergeb-

nisse lber serielle Warteschlangen zurlickgehen,hieriiber schreibt:

"The results are so complicated as to put their usefulness into
question".

Vor diesem Hintergrund sind insbesondere auch die Ngherungs-
methoden mit ihren Ergebnissen zu sehen,die in vorliegender
Arbeit entwickelt werden (Kap.4-6).

Die in der Literatur angewandten Methoden sind vorwiegend exakt
und konnen als sinngemiBe Anwendung bzw. Erweiterung der Metho-
den angesehen werden, iiber die in Abschnitt 1.2.% im Zusammen—
hang mit einstufigen Wartesystemen berichtet wurde.

2.2 Systeme ohne Blockierung

Durch unendlich groRe Zwischenspeicher wird bei mehrstufigen
Wartesystemen erreicht,daB jede in einer Stufe bearbeitete

Anforderung sofort in die n#chste Stufe gelangen kann.Deshalb
sind die Einzelstufen riickwirkungsfrei und der EingangsprozeB
in eine Stufe i ist gleich dem ungestorten AusgangsprozeB der
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Stufe i-1.Gelingt es, diesen AusgangsprozeR zu bestimmen,so ist
das System auf Einzelstufen zuriickgefiihrt und es kénnen Ergeb-
nisse von einstufigen Systemen angewandt werden.Dabei muB jedoch
leider gefordert werden,daB nicht nur die VF fiir die Ausgangs-
abstdnde bekannt ist,sondern,-um iiberhaupt bekannte Ergebnisse
von einstufigen Wartesystemen anwenden zu koénnen- daB auch auf-
einanderfolgende Ausgangs- bzw. Ankunftsabstdnde voneinander
unabhéngig sind (d.h. ein rekurrenter ProzeB vorliegt).Deshalb
wird in 2.2.1 zundchst auf Ausgangsprozesse bei einstufigen
Systemen eingegangen,

2.2.71 Ausgangsprozesse bei einstufigen Wartesystemen

Je mehr serielle Systeme und Netze Gegenstand von Untersuchungen
wurden,desto interessanter und notwendiger waren Aussagen iiber
Ausgangsprozesse bei einstufigen Systemen.Den Auftakt hierzu
bildete der Beweis,daB der AusgangsprozeB einer einstufigen
Warteanordnung MIMln ein PoissonprozeB ist (Theorem von BURKE
[50!,1956).Er bewies mit Hilfe von Differentialgleichungen fiir
bedingte Abgangsabstands~VF,daB die Zahl der Abgédnge in einem
willkiirlich gewdghlten Zeitintervall die gleiche ist wie fiir die
Ankiinfte und daR die Zeitintervalle zwischen zwei aufeinander-
folgenden Abgingen unabhingig voneinander und negativ-exponen-
tiell verteilt sind,d.h. einen PoissonprozeB bilden (vgl.hier-
zu auch COHEN le4l).
Zusammen mit der Tatsache,daB bei wahrscheinlichkeitsmifiger
Verzweigung eines Poissonprozesses in mehrere Teilprozesse
wieder Poissonprozesse entstehen und daB bei Zusammenfilhrung
von unabh&ngigen Poissonprozessen wieder ein PoissonprozeR
entsteht, stellt dieses keineswegs selbstverstédndliche Ergeb-
nis die Grundlage zur Berechnung einiger Grundstrukturen dar
(serielle Anordnungen,Netze ohne Riickkopplung..).
Das gleiche Theorem wurde von REICH [o4l mit Hilfe sog.rever—
sibler Markoff-Prozesse bewiesen und gezeigt,daR eine Erwei-
terung von BURKE's Theorem auf allgemeinere VF nicht mdglich
ist.Hierzu bewies REICH
a) daB der AusgangsprozeB aus einer Stufe Ek|Ekln
nur flir k=1 (negativ-exponentiell) und (trivia-
lerweise) auch fiir k-so (konstante VF) ein

Ek—ProzeB ist.
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und b) daB der AusgangsprozeB einer Stufe M|VFH11 nur dann

ein Poissorprozel sein kann, wenn die VF der Bedie-

nungazeiten VFH eine negativ-exponentielle VF ist

mit Mittelwert h = C.
Bei welteren Versuchen der Verallgemeinerung bzw. Abgrenzung
von BURKE's Theorem zelgt z.B. FINCH |35!,3a8 beim Ausgangs—
prozel aus einem einem einstufigen Warte-Verlustsystem MIM|1-s
beiendlich grofier SpeichergrdBe s aufeinanderfolgende Abgangs-
abstdnde nicht mehr voneinander unabhingig sind.
Dagegen gelang es BOES |28l zu zeigen,dall bei dem einstufigen
Warte- Verlu%tcyotem M|M\n—s der Ausgangsproze@ ein Poisson~
prozell betelllgt auffafit.Dies gilt ebenfalls bei Zulassung
von Verzichten zum Zeitpunkt des Eintreffens einer Anforderung
oder nach einer negativ-exponentiell verteilten Geduldszeit
(balking,reneging).
MAKINO 183| bestimmte u.a. die momenterzeugende Funktion (vgl.
z.B.191) der Abgangsabstinde des Ausgangsprozesses (departure
process) im Wartesystem MIGI1 und daraus die zugehorige Varianz
bzw. den Varianzkoeffizienten CD

2

I G cg) (2.1)

Dabei ist CH =5H/h der Varianzkoeffizient der Bedienungszeit-VF
und A =»+h das Angebot.

L //////
C
2

141 D Cﬁ Bild 2.%

) 15 Varianzkoeffizient Cy
1271 des Ausgangsprozesses
1.0- 1 von M|GI1

05
08+
0
0.6+
0.4 4
0.2+
0 02 0. 0Os 08 1o A
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Wie aus Bild 2.3 ersichtlich, liegt der Varianzkoeffizient C
des Ausgangsprozesses bei allen Angeboten A zwischen dem ded
Ankunftsprozesses C, (=1,Poisson) und dem des Bedienungsprozesses
CH’ z.B.

1 2 Cp > Cy4 bei hypgexponentiellen VF (CH<1).

Dazu muBl aber bemerkt werden,daB im obigen Falle im allgemeinen
Abhéngigkeiten zwischen aufeinanderfolgenden Abgangsabstinden
bestehen,die ( wie in 4.2.2 gezeigt werden wird) bei seriellen
Systemen einen splirbaren EinfluB haben kdnnen.Solche Korrela-
tionen wurden z.B. von COX,vgl.bei |96l,fiir MIGI1, von JENKINS
1361 fiir MIE 1 sowie von CHANG |31] und DALEY |33| riir das
System GIIG!1 untersucht.

DALEY zeigte,daB im allgemeinen System GIIG|1 die Varianz des
Ausgangsprozesses groBer ist als die des Bedienungsprozesses

Var(TD) > Var(TH), (2.2)
was fir den spezielleren Fall MIGl1 auch aus den Ergebnissen

von MAKINO hervorgeht.Ein Vergleich mit der Varianz des An-
kunftsprozesses ergab eine beliebige Relation

Var(TD) Var(T,). (2.3)

Dariiber hinaus gibt es noch weitere Versffentlichungen iiber
Ausgangsprozesse,die aber im Rahmen dieser Arbeit von gering-
erem Interesse sind,wie z.B. Ausgangsprozesse bei o0 vielen
BE |43 oder VF fiir die Zeit bis zum Abgang einer gewissen
Zahl von Anforderungen etc.

Weiterfiilhrende Literatur hieriiber findet sich z.B. in REICH
96| und BURKE le2l.

2.2.2 Systeme mit rein Markoff'schen Voraussetzungen

Wartesysteme in Serie ohne Blockierung mit rein Markoff’schen
Voraussetzungen wurden in der Literatur hiufig behandelt.
Dabei verlagerte sich -nach Aufstellung von BURKE’s Theorem -
das Interesse von der Bestimmung der Zustandswahrscheinlich-
keiten der Einzelstufen und des Gesamtsystems auf die Untersu-
chung des Gesamtdurchlaufs von Anforderungen (vgl.1.3.2) und
die dabei auftretenden Fragen der Abh8ngigkeiten bzw. Unab-
héngigkeiten von Teilschicksalen (Wartezeiten,Durchlaufszei-
ten etc ).
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2.2.2.1 Berechnung der Einzelstufen und des Gesamtsystems

Zu den ersten Verdffentlichungen iiber serielle Wartesysteme
z8hlt O' BRIEN 581 ,der 1954 fiir das 2-stufige Single-Server
System (vgl. Abkiirzungsverzeichnis Punkt 6)

M2,Ml125u) 1

die mittleren Warteschlangenlingen und Durchlaufszeiten in
beiden Stufen,sowie die mittlere Gesamtdurchlaufszeit bestimm-
te.Dabei nahm er heuristisch einen Poissonverkehr als Eingangs—
prozeR fiir Stufe 2 an (ist erfiillt. vgl. 2.2.1).

R.R.P.JACKSON |75l betrachtete zunichst das gleiche System und
bewies durch Ansetzen und LSsen der Zustandsgleichungen,dafB

die Zustandswahrscheinlichkeiten der Einzelstufen zu gleichen
Zeitpunkten voneinander unabhingig sind,was er in 76! auf
Multiserver-Systeme beliebiger Stufenzahl

o0
M52>Mlnfgi>Mln25i%> ces ~+>M|nm

erweiterte (Theorem von R.R.P.JACKSON ,1956):

m
p(X»]’Xz» .. Xm) = ﬂ Pi(Xi) (2-4)
i=1

Dies gilt nach BURKE |62] auch bei beliebiger VF in

der letzten Stufe.Wegen dieser Unabhingigkeit kann man z.B.
bei solchen Systemen die Gesamtzahl der Anforderungen im
System durch (diskrete) Faltung gewinnen.

Ebenfalls 1956 wurde das Theorem von BURKE |30| iiber den
AusgangsprozeB einer Stufe MIMln aufgestellt (vgl. 2.2.1),
mit Hilfe dessen die Einzelstufen direkt berechnet werden
kdnnen.

Diese beiden Ergebnisse (von BURKE und R.R.P. JACKSON) sind
grundlegend fiir die Berechnung serieller Systeme,die aus unab-
héngigen Einzelstufen mit Markoff-Eigenschaft bestehen.
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2.2.2.2 Berechnung des Gesamtschicksals von Anforderungen

Durch die Betrachtung einer beliebigen festen Anforderung wih-
rend ihres Durchlaufs durch ein mehrstufiges Wartesystem
ktnnen (vgl.1.3.2) Aussagen iiber VerkehrsgroBen gemacht werden,
die sich auf das Gesamtschicksal von Anforderungen beziehen.
Das Gesamtschicksal einer Anforderung im System (z.B. ihre
Gesamtwartezeit Tw) setzt sich zusammen aus ihren Teilschick-
salen in den einzelnen Stufen (z.B. Wartezeiten Twi).Sind diese
voneinander unabhingig,so kann man das Gesamtschicksal ( VF,
Erwartungswerte..) durch Faltung etc. erhalten.

Auf die Frage des Zusammenhangs dieser Teilschicksale wird hier
ausfihrlicher eingegangen,da beziiglich dieser in Kapitel 3 neue
Ergebnisse hergeleitet werden und die Kenntnis bestehender
Ergebnisse hieriiber eine Voraussetzung bildet.

Betrachtet man ein z.B. 2-stufiges Systenm

MggéMlangaMlne

mit FIFO-Abfertigungsdisziplin in jeder Stufe und als Schick-
salsgréBen (Zufallsvariable) einer Anforderung ihre Wartezeit
TWi,ihre Bedienungszeit THi und ihre Durchlaufszeit TFi in
Stufe i (i=1,2),s0 kann man zwischen diesen GrdBen derselben
Anforderung bestimmte Beziehungen (Abhingigkeit,Unabhingigkeit)
angeben.Bild 2.4 stellt eine graphische Ubersicht dar iiber
einige Beziehungen zwischen verschiedenen SchicksalsgréRen
derselben Anforderung im obigen System.

Neben den oben beschriebenen Zufallsvarisblen von Zeitgrolen
sind noch die Zahl XAi der bei Ankunft in Stufe i angetroff-
enen Anforderungen,die Zahl Xpq der in Stufe 1 zuriickgelasse-
nen Anforderungen aufgefiihrt,sowie die vergangene Ausgangsfolge
Prev.dep.seq. (Previous departure sequence) der 1.Stufe bis zum
Abgang der betrachteten Anforderung aus Stufe 1. Die Doppel-
pfeile zwischen zwei GrdBen geben an,ob diese beiden GréBen
(separat betrachtet) voneinander abhingig sind oder nicht.
AuBerdem sind sie mit Literaturreferenzen versehen.
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Bild 2.4 Beziehungen zwischen SchicksalsgroBRen derselben
Anforderung

Der iiberraschende Effekt der Unabhingigkeit der Durchlaufszei-
ten bei 2-stufigen Systemen wurde mit Hilfe des Konzepts der
reversiblen Markoff-Prozesse von REICH 194-96| fiir Single-
-Server und von BURKE |60l fiir Multiserver-Systeme bewiesen
und gilt auch (vgl BURKE |62]) fiir beliebige VF in Stufe 2.

BURKE zeigte in |591,daB die Wartezeiten einer Anforderung in
2 aufeinanderfolgenden Single-Server Stufen abhBngig sind.Mit
Hilfe des Theorems von R.R.P. JACKSON und der virtuellen Warte-
zeit in Stufe 2 (Wartezeit einer Anforderung,die zum betrach-
teten Zeitpunkt ankommen wiirde) zeigte er durch explizite Rech-

nung,daB die Wartewahrscheinlichkeiten W1=P(Tw1>0> in beiden
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Stufen nicht unabhingig sind.Obwohl also der 2.Stufe ein rei-
ner Zufallsverkehr angeboten wird,ist das spédtere Schicksal
einer Anforderung (Zahl X, der bei Ankunft in Stufe 2 dort
angetroffenen Anforderungen und/oder Wartezeit Twz) nicht unab-
hdngig von ihrem fritheren Schicksal in Stufe 1.

Im Output-Theorem von BURKE in {621 werden 2 Aussagen zusammen-
gefalBt, ndmlich dalB

a) der AusgangsprozeB einer Stufe MiMin ein Poissonprozel
ist ( aus 130l,vgl.2.2.1)
b) der Zustand der Stufe zu einer Zeit t unabhingig von
ihrem vergangenen Ausgangsprozefl ist.
NELSON |88| leitete durch Faltung einen Ausdruck fiir die VF der
Gesamtwartezeit in einem System mit allgemeinerer Struktur her,
indem er Unabhingigkeit der einzelnen Wartezeiten annahm.
LEE |791,der eine Durchlaufsgraphen-Technik entwickelte zur
Bestimmung von Gesamtzeiten in einem Netz von Wartestufen,

nimmt ebenfalls die Unabhéngigkeit von Stufenzeiten an.

Bei seriellen Systemen mit mehr als 2 Stufen (und FIFO-Abferti-
gungsdisziplinen) wurde von REICH |95| die Unabhingigkeit der
Durchlaufszeiten in den Einzelstufen flir eine beliebige Anzahl
von Single-Server Stufen bewiesen.Die Unmdglichkeit einer
Verallgemeinerung auf beliebigstufige Multiserver-Systeme

wurde von BURKE |61] gezeigt.Er bewies,daB im 3-stufigen
Wartesystem

MJEL~M11552»Mln233>MI1

2war TF1 und TF2 unabhidngig sind,ebenso TF2 und TFa,jedoch die
Durchlaufszeit TFB von Tpy, abhingt!

Es seien nun die Beitridge hieriiber von REICH und BURKE zusammen-

gefalit.

SATZ: Die Durchlaufszeiten Tp; einer Anforderung in den m ver-
schiedenen Stufen eines seriellen Markoff-Systems ohne
Blockierung sind nur dann voneinander unabhingig, wenn
alle Zwischenstufen (Stufe 2..m-1) Single-Server Stufen
sind.

Dieser Satz wird etwas anschaulicher.,wenn man bedenkt,daB in

diesen Markoff schen Systemen dann Abhingigkeiten bei den

Durchlaufszeiten entstehen,wenn sich Anforderungen in einer

Multiserver-Zwischenstufe durch unterschiedliche Bedienungs-

zeiten gegenseitig "iliberholen" kdnnen.
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Dann n&mlich kann eine Anforderung,die sich z.B. durch eine
grofRe Bedienungszeit und damit auch groBe Durchlaufszeit in
einer Stufe i-1 viele wartende Anforderungen als Konkurrenten
in Stufe i geschaffen hat, von diesen in Stufe i iberholt und
dadurch in der Tendenz diese in verstirkter Zahl in Stufe i+]
antreffen ("Uberholen nach vorherigem Riickstau").

DaB es sich hierbei nur um eine nachtrédgliche Deutung handeln
kann,ist z.B. aus der Unabhingigkeit der Durchlaufszeiten bei
2-stufigen Systemen mit negativ-exponentiellen VF der Bedie-
nungszeiten zu ersehen,die keineswegs von vornherein plausibel
ist.Dagegen kann man jedoch sagen,dall beispielsweise bei kon-~
stanten Bedienungszeiten eine Unabhingigkeit der Durchlaufs—
zeiten sicher ausgeschlossen werden kann.

Auf diesen Problemkreis,speziell bei 2-stufigen Anordnungen,
wird in Kapitel 3 eingegangen werden.

2.2.3% Systeme mit Nicht—Markoff{gg@en Voraussetzungen

Wartesysteme in Serie ohne Blockierung bei Nicht-Markoff’schen
Voraussetzungen wurden in der Literatur relativ selten betrach-
tet.Uberdies wurden dabei meist Existenzbedingungen fiir statio-
néres Verhalten behandelt,was bei diesen Systemen ohne Blockier-
ung zu fiir die Praxis meist trivialen Ergebnissen fithrt.

Hierzu zdhlen z.B. die Arbeiten von SACKS [99] iiber 2-stufige
und von LOYNES |80l iiber beliebigstufige Single-Server Systeme

o0 ['e) o0 (=]
G—>Gl1—>G[1—>—>G|1

mit beliebigen VF fir den AnkunftsprozeB vor Stufe 1 und den
BedienungsprozeB in allen Stufen.

Durch Ansetzen der individuellen Zeiten von aufeinanderfolgen~-
den Anforderungen in den verschiedenen Stufen (analog der Auf-
stellung der LINDLEY/schen Integralgleichung 1401) wurden Be-
dingungen hergeleitet,unter denen ein stationires Verhalten
des Systems gesichert und dieses eindeutig und unabhingig vom
Ausgangszustand ist (Ergodizitit).Danach ist (erwartungsgemis)
eine Stufe i flir sich im statistischen Gleichgewicht (selbst
wenn Teile des Gesamtsystems instationir werden),falls

%i'hi <1

d.h. das Angebot an eine Single-Server Stufe i kleiner 1 ist.
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MASTERSON und SHERMAN [84,85| untersuchten das Verhalten des
obigen Single-Server Systems fir Stufenzahlen msoound zeigten
daB der Erwartungswert der Abgangsabstinde zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Anforderungen am Ausgang der letzten Stufe
keinen endlichen Wert besitzt.
Neben diesen Fragen der Stationaritdt  bei beliebigen VF
wurden von einigen Autoren das 2-stufige Single-Server System
1-2>vE, 11>l
bei verschiedenen VF der Bedienungszeiten VFq in Stufe 1 betrach-
tet und insbesondere der Charakter der Wartezeit-VF in Stufe 2
untersucht.
GHOSAL |66] behandelte dieses System mit VF1=E2,also Erlang-2-
verteilten Bedienungszeiten in Stufe 1,indem er Beziehungen
aufstellte fiir individuelle Zeiten von Anforderungen in beiden
Stufen inclusive der Ankunftsabstinde und Freizeiten.Bei der
Auswertung jedoch trifft er eine nichtgenannte implizite Annah-
me der Unabhingigkeit zwischen der zufélligen Durchlaufszeit
einer Anforderung in Stufe 1 und deren Wartezeit in Stufe 2,
was im allgemeinen nicht erfiillt ist und demzufolge keine
exakte Losung ergeben kann.
SUZUKI |102l,dessen T.5tufe eine beliebige Bedienungszeit-VF
besaB (VF1=G),versuchte,die Wartezeit-VF in Stufe 2 mit Hilfe
der Methode der eingebetteten Markoff-Kette zu bestimmen.Als
Regenerationszeitpunkte fiir die Kette wihlte er die Zeitpunkte
zu denen eine Anforderung die 1.Stufe verlaBt,so daB die Zeit-
intervalle zwischen zwei Betrachtungszeitpunkten mit den An-
kunftsabsténden in Stufe 2 identisch sind.Dann berechnete er
die Ubergangswahrscheinlichkeiten pij der Markoff-Kette und
wendete KENDALL's Methode zur Losung an.Jedoch muB der Autor
offensichtlich iibersehen haben,daB im allgemeinen Fall aufein-
anderfolgende Ankunftsabstinde vor Stufe 2 voneinander abhingig
sind.Als (nicht exakte) LSsung fiir die Wartezeit-VF in Stufe 2
erhdlt SUZUKI eine negativ-exponentielle VF,was aufgrund seiner
(falschen) Annahme der Unabhéngigkeit sich ergeben muB,weil im
System GIIMI1 die Wartezeit-VF unabhéngig vom Eingangsprozef
negativ-exponentiell ist (vgl.lasal).
LOYNES 181] vetrachtete genau wie GHOSAL das obige System mit
VF1= E2 und bewies -unter Einfithrung fiktiver Anforderungen
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fiir Stufe 2 mit Bedienungszeit THE =0 und Anwendung spezieller
Ergebnisse einstufiger Systeme- daB die Wartezeit-VF in Stufe
2 selbst keine negativ-exponentielle Funktion sein kann. Auch

wies er auf den Widerspruch zwischen seinen Ergebnissen und
denen von GHOSAL hin.

Serielle Wartesysteme mit nur konstanten Bedienungszeiten nehmen
wegen des deterministischen Charakters ihrer Bedienungsprozesse
eine Sonderstellung ein.FRIEDMAN |65] untersuchte ein beliebig-
stufiges System (ohne Blockierung) bei allgemeinem Eingangspro-
zell fir die 1.S8tufe

0 s
G—ggrD|n1~—4>D|n2:f~>»--—4>Dinm

und bewies,daf die gesamte Durchlaufszeit (und damit die gesamte
Wartezeit) einer Anforderung Nr.j im System unabhéngig ist von
der Reihenfolge der Stufen (FIFO-Abfertigungsdisziplin in jeder
Stufe).

Er zeigte dies zun#chst fiir zweil Stufen und erweiterte das
Ergebnis sukzessiv auf beliebigstufige Systeme.Anhand ebenfalls
2-stufiger Systeme stellte er Dominanzbeziehungen auf zwischen
zwei Stufen mit konstanten Bedienungszeiten hqbzw. h2 und n,
bzw. n, Bedienungseinheiten.Dabei dominiert Stufe 1 iiber Stufe 2
falls in der Reihenfolge 1-2 der Stufen bei beliebigem Eingangs-—

prozel in Stufe 1 nie eine Anforderung in Stufe 2 warten mufl.Dies

ist erfillt,d.h. Stufe 1 dominiert iiber Stufe 2,wenn

2 g T (2.5)
;;; - ‘;_‘ ganzzahlig abgerundet °

Man kann zeigen, daB es 2~stufige Systeme gibt, bei

denen weder Stufe 41 liber Stufe 2 noch 2 iber 1 dominiert.Dies
bedeutet,daB dieses System nicht auf eine dominierende Stufe
reduziert werden kann (es sei denn diese beiden Stufen sind
Bestandteile eines Systems mit weiteren Stufen und jede der
beiden Stufen werden von einer dritten Stufe dominiert).Jedoch
bei identischer Zahl n von BE in allen Stufen ist stets eine
Reduktion auf ein einstufiges System GIDin méglich mit der

konstanten Bedienungszeit
h = max(h,],h2,..,hm) (2.6)
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Geht man von der FIFO-Abfertigungsdisziplin in jeder Stufe ab,
so ist zwar nicht mehr die Ausgangsreihenfolge der Anforderungen
gleich ihrer Eingangsreihenfolge,jedoch bleiben die Abgangsab-
stinde und damit der AusgangsprozeB unverdndert.

Diese Ergebnisse von FRIEDMAN werden in Kapitel 4 verwendet,

es sei hier nur noch auf die Untersuchungen entsprechender
Systeme bei endlich grofien Zwischenspeichern von AVI-ITZHAK,
vgl.2.%.2.2,verwiesen.

2.% Systeme mit Blockierung

Bei Systemen mit Blockierung,wo aufgrund nur endlich grofBler
Zwischenspeicher ein momentaner Riickstau iliber mehrere Stufen
auftreten kann,ist es offensichtlich,daB eine grofle Korrelation
zwischen den Belegungszustinden in den verschiedenen Stufen
herrschen kann und es nicht mehr mdglich ist,diese als Einzel-
stufen zu betrachtenideshaldb sind auch die Zeiten von Anforder-
ungen in aufeinanderfolgenden Stufen nicht unabhingig vonein-
ander.

Durch Blindbelegung von BE in Stufe i sind im Mittel Ygq, BE
gleichzeitig blockiert (Blockierbelastung),es stehen also im
Mittel nur ni’YBi BE zur Verfiigung,die pro Zeiteinheit ent-
sprechend weniger Anforderungen abfertigen kdnnen.

Die wichtigste KenngroBe eines solchen Systems mit Blockierung
ist deshalb die maximal verarbeitbare Rate'ﬂmax (vgl. 1.3.3),
die in vielen Vertffentlichungen Hauptziel der Untersuchungen
ist.

Unter Markoff/schen Annahmen wurden hauptsidchlich 2-stufige
Systeme (auch Multiserver) betrachtet, bei mehr als 3 Stufen
jedoch nur Single-Server Systeme mit gleichen Parametern fiir
alle Stufen.

Mit allgemeinen Nicht—Markoff/schen Annahmen gibt es fast nur
Single-Server Systeme,bel denen fir mehr als 2 Stufen meist
nur Stabilitatskriterien oder die Zahl der mdglichen System~
zusténde betrachtet wurden.

Wie auch bei Systemen ohne Blockierung wird im folgenden auf den
Spezialfall rein Markoff'scher Verkehrsannahmen eingegangen.
Dies erscheint hier durchaus sinnvoll,da aus dem allgemeinen
Fall beliebiger VF nur sehr wenige neue Ergebnisse fiir den
speziellen Fall negativ-exponentieller VF abgeleitet werden
konnen.
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2.3.1 Systeme mit rein Markoff’schen Voraussetzungen

Bei Systemen mit Blockierung ist es fiir diese Ubersicht sinnvoll,
den wichtigen Fall des maximalen Durchsatzes fiir sich zu be =
trachten.

2.3.1.1 Markoff'sche Systeme bei maximaler Durchsatzrate

Bei maximaler Durchsatzrate?\max sind die BE der 1.Stufe immer
voll belegt (Blockierung eingeschlossen,vgl.1.3.3).Dabei ist
es unerheblich,wie dieser Betriebszustand erreicht wird, Er ist
demzufolge unabhédngig von einem evtl. vorhandenen Ankunftspro-
zeB und der GriRe 84 des Wartespeichers in Stufe 1snotwendig
ist nur,daB bei Bedarf sofort eine neue Anforderung zur Ver-
fligung steht (kein Ankunfts- sondern ein "HolprozeB"),was durch
ein unendlich groBes Reservoir beschrieben werden kann.

Neben der Wichtigkeit des maximalen Durchsatzes ist fir seine
bevorzugte Behandlung in der Literatur auch seine zum Teil
leichtere Berechenbarkeit anzusehen (vom Ankunftsproze und
von s, unabhéngig).Bei der hierzu meist verwendeten Berech-
nungsmethode iiber ein Gleichungssystem fiir die stationdren
Zustandswahrscheinlichkeiten ist es immer moglich,das Problem
auf ein einfacheres Gleichungssystem als bei? Y<Amax zurilickzu-
fihren.

Geht man direkt vom Grenzfalle maximalen Durchsatzes aus,so

kann z.B. bei einem 2-stufigen System die Zustandsbeschreibung
eindimensional erfolgen (BE in Stufe 1 bei Blockierung als
"Verléngerung" des Zwischenspeichers) und man erhilt (ohne
Herleitung) anstatt
n, + 1
(g8 #1 )0 (nts,41) + 1y () + —5—)

verschiedenen Zustinden im allgemeinen 2-stufigen System

s

S
M 1 Min, 2

Mln2

nur eine Zahl von

Dy o+ Dy o+ Sy + 1.
Dies sind selbst im Falle n,= n2 = 1 je nach GroBe des Zwischen-—
speichers nur 50-60% der erstgenannten Anzahl mit dem dort
glinstigsten Fall 54 = 0.
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Bei rein Markoff schen Systemen (und solchen mit nur neg.-expo-
nentiellen Teilphasen fiir Ankunftsabstinde und Bedienungszei-
ten,z.B. Ek 0.4.) ist es prinzipiell immer méglich,das Glei-
chungssystem fiir die stationiren Zustandswahrscheinlichkeiten
anzusetzen (vgl.S.34,Bild 1.%).Ist keine explizite Lésung be-
kannt oder diese zu aufwendig,so kann das Gleichungssystem
numerisch auf einem Rechner geldst werden,solange die Zshl der
Unbekannten den Arbeitsspeicher des Rechners nicht sprengt.
Dartiber hinaus ist die Ermittlung eines numerisch rekursiven
Verfahrens -sofern mdglich- von groBem Vorteil.

Aus den Zustandswahrscheinlichkeiten lassen sich dann in bekann-
ter Weise die Belastungen Yi der Stufen gewinnen (Blockierung
nicht enthalten), woraus sich aus Stationaritdtsgriinden direkt
der maximale Durchsatz

P pax = Yi'gi i=1..m (2.7)

ergibt,wobei Ei =1/hy .

Neben dieser wichtigen Methode derpkmaX—Bestimmung gibt es eine
weitere,bei der die mittlere Gesamtbelegungszeit der Anforder-
ungen in der BE der Stufe 1 bestimmt wird (vgl.ls82l),

die im Prinzip fir beliebige VF gilt:da jede BE der 1.Stufe
immer belegt ist, gilt fiir die Durchsatzrate der 1.Stufe und

damit des Systems

o - 0. 1 (2.8)

max 1 UE(mg,) + E(Ty,) N
wobei E(D )= poet bel?’\Y = A ax
B1 B1° “B1 2.9)

Zum Beispiel bei 2-stufigen Systemen gilt bei n, = 1 und
negativ-exponentiell verteilten Bedienungszeiten in Stufe 2

b = n2 d
2
womit das Problem auf die Bestimmung der Blockierwahrschein-
lichkeit zurlickgefiihrt werden kann.
Da die maximale Durchsatzrate einen Grenzwert darstellt,kann

diese natiirlich auch aus Ergebnissen gewonnen werden, die fir

allgemeinen Durchsatz gelten,nimlich
- bei sq—aanals maximal zul#ssige Rate fiir Stationaritit
- bei 0<s,<® als verarbeitete Rate™ v bel A —> o0
(vgl. 2.3.1.2).
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Im folgenden wird nun auf die zugehdrige ILiteratur eingegangen
und zwar auf - beliebige 2-stufige Systeme

- 3-stufige Single-Server Systeme

- beliebigstufige Single-Server Systeme.

@ Beliebige 2-stufige Systeme unter Markoff’schen Voraussetzung-

en werden bei maximaler Durchsatzrate in dieser Arbeit mit

So
Mln1 ————>M|n2

symbolisch bezeichnet (Symbol f.Reservoir vgl.S.42),
Als erste Veroffentlichung liber serielle Wartesysteme mit
Blockierung zdhlt die von HUNT (1956) 173|,der u.a. fiir obiges

System mit n, = n, = 1 den maximalen Durchsatz bestimmte.
Sy+ 5942
~ &
2 = = g€
max 1" Cy (2.10a)

Efﬂg ~ 6252+3

mit den beiden Sonderfdllen

Nwax = ——5--~‘~f£-1-—;» wb0&y fiir s, = 0 (2.100)
834-552+62
Nway = _ Stk o £ fiir £ =€ =€ (2.10¢)

Sa+3
Dieses Ergebnis wird auch in EKapitel 5 bendtigt,wo ein Appro-
ximationsverfahren fiir das gleiche System,jedoch mit beliebigen
VF der Bedienungszeiten entwickelt wird.

Dabei ging HUNT von den Zustandsgleichungen fir das entspre-
chende System bei s,-00 aus und bestimmte daraus die Stabili-
titsgrenze fiir stationfres Verhalten,die z.B. bei 2 seriell
angeordneten gleichen BE ohne Zwischenspeicher bei Yq =2/3
erreicht wird.

Obige Formel ist in.£1 unﬂJ52 symmetrisch,was gleichen maxi-
malen Durchsatz bei Vertauschen der BE bedeutet.

MAKINO 182 setzte direkt die Zustandsgleichungen fir obiges
System mit beliebigem n, und n, an und leitete daraus eine
-natiirlich wesentlich kompliziertere aber noch explizite-
Formel fir den maximalen Durchsatz ab,
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@ Bei 3-stufigen Systemen wurden nur Single-Server betrachtet.

HUNT 175‘ bestimmte,wiederum iber die Zustandswahrscheinlich-
keiten, fir S, = 83 = 0 explizit den maximalen Durchsatz,bei dem
die Ausnutzung der 1.Stufe Y, = 22/39020.564 betragt.

MAKINO |82] kommt auf Bhnliche Weise zu einer expliziten
Formel, die in 81 uﬂd.EB symmetrisch ist.Nach einigen Umfor-
mungen kann man zeigen,daR seine allgemeine Formel mit dem
Ergebnis von HUNT iibereinstimmt.

Als Ergebnis aus 182] sei noch bemerkt,dall bei gegebenem Tripel
{{a,éb,fc} diejenige Reihenfolge der BE den groften maximalen
Durchsatz ergibt, bei der der mittleren BE die hochste Service-

rate zugeteilt wird: <
5 = max (ga’gb’gc ) (2.11)

Dieses Ergebnis kann dahingehend interpretiert werden,daR bei
einer solchen Reihenfolge die BE in Stufe 2 Dbevorzugt
als ein Zwischenpuffer zwischen Stufe 1 und % dienen kann.

HILLIER und BOLING 1711 behandelten den Aspekt der Reihen-
folge ausfiithrlicher auf der Grundlage von HUNT' s Ergebnissen
und weiterer exakter Rechnungen bis 4 Stufen und mit Zwischen-
speichern.

HATCHER 1671 setzte in bekannter Weise fiir das allgemeine
?-stufige Single-Server System mit Zwischenspeichern die Gleich-
gewichtsbedingungen fir die (32+§)'(35+3)—1 zweidimensionalen
Zustdnde an und leitete daraus explizite aber doch schon rela-
tiv unhandliche Formeln ab.

@ HILLIER und BOLING l72| entwickelten flir beliebigstufige
Single-Server Systeme mit negativ-exponentiellen Bedienungs-—
zeiten in allen Stufen ein elegantes und effizientes Ndherungs-
verfahren zur numerisch-iterativen Bestimmung der maximalen
Durchsatzrate und der Gesamtzahl der Anforderung im System.

2.3.1.2 Markoff/sche Systeme bei allgemeiner Durchsatzrate

Bei dieser Betriebsweise haben einzelne BE der 1.Stufe Frei-
zeitenﬁ es ist z.B.mdglich, daB Stufe 1 ganz leer ist.Deshalb
miissen bei der Berechnung mehr Zusténde beriicksichtigt werden
als bei maximalem Durchsatz.
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Es bietet sich in diesem Falle an,die in der Literatur behan-
delten Systeme nach der GréBe des Wartespeichers in Stufe 1
zu gliedern: - Systeme ohne Wartespeicher in Stufe 1(sq=0)
- Systeme mit 84 — <0
- Systeme mit Oé}sq < oo

@Zu den am meisten untersuchten Systemen gehdren solche mit
sq=0,wo also Stufe 1 (abgesehen von der Blockierung,die ja auch
Warten bedeutet) als reines Verlustsystem arbeitet.In diesem
Falle ist bei festem Restsystem die Gesamtzahl der Zustinde
noch am kleinsten,was sich natiirlich glinstig auf die Ldsbar-
keit auswirkt.Es sei nun das System

M—voel‘ﬂ’l—-si»l‘ﬂ’l

mit beliebig groBem Zwischenpuffer der GriBe S5 betrachtet,
das 252+5 verschiedene Zustdnde besitzt.

MORSE 186! berechnete fiir die einfachen Fille s, = 0,1 die
Zustandswahrscheinlichkeiten und daraus weitere GroBen wie

die mittlere Gesamtzahl von Anforderungen im System.

Eine Erweiterung dieser Ergebnisse auf 52=2 und ein Lisungs-—
schema fiir gréfere Zwischenspeicher wurde von STANGE |101|
angegeben,der jedoch fiir 52=7 wegen des geringeren Aufwands
eine numerische Lésung des Gleichungssystems vorzieht.Dabei
wird gezeigt,daB bei dieser SpeichergrsBe (und negativ-expo-
nentiell verteilten Bedienungszeiten) fiir Angebot A<0.8 nur
noch eine geringe Blockierung herrscht.Deshalb kann man oft

in erster Néherung mit einem unendlich groBen Zwischenspeicher
rechnen.Fiir dieses System ohne Blockierung gibt STANGE die Zu-
Standswahrscheinlichkeiten und FolgegrdBRen an.

Bei WDOWIN [106| (in Russisch) ist in Erweiterung zu obigem
System in der 2.Stufe eine beliebige Zahl von BE zugelassen.
Ausgangspunkt sind ebenfalls die Gleichungen fiir die statio-
ndren Zustandswahrscheinlichkeiten, die mit Hilfe von Matri-
zen ausgewertet werden.Dabei findet der Fall n,=1 naturgemél
eine besondere Beachtung.

Das transiente Verhalten des obigen Systems mit 52=O untersuch-
te PATTERSON 92| durch Aufstellen des Differentialgleichungs-
systems fir die zeitabhingigen Zustandswahrscheinlichkeiten.
Er zeigte fiir den Fall des bei t=0 leeren Systems,daB ihre
Losung neben dem Term fiir t>* geddmpfte Sinus- und Cosinus-
Anteile enthidlt.
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®Im Falle 8,—>liegt ein reines Wartesystem vor.Als Nachteil
kann hier die unbegrenzte Zahl der Zustandswahrscheinlichkei-
ten gelten,dem jedoch der Wegfall von Unsymmetrien an gewissen
Randern des Zustandsraums gegeniibersteht,was eine formelmiBige
Losbarkeit oft begiinstigt.

MORSE 186| berechnete die Zustandswahrscheinlichkeiten im

System
M-Zs 1 95 g |

AuBerdem bestimmte er die Gesamtzahl E(X) von Anforderungen zu

B(x) - 4h(2-a9) mit A =nh (5 4oy
(2+A)(2-34) hy=h,= h

Hieraus ist sofort die Stationarititsgrenze A=2/3 zu ersehen,die
wegen s,-> 00 existiert und dem maximalen Durchsatz entspricht.
Die Richtigkeit der angefihrten Ergebnisse fiir die Zustands-
wahrscheinlichkeiten muB jedoch(aufgrund von ROCK f97l,vgl.
unten) bezweifelt werden,wie schon von STANGE |100| bemerkt
wurde.

MAKINO 83| behandelte obiges System mit beliebiger GriBe des
Zwischenspeichers approximativ und bestimmte - Zhnlich wie er
es flir die einstufigen Systeme M(Glﬂ,EglMlﬂ und EzlEzlﬂ voll-
zog -~ die erzeugende Funktion fiir die Momente der VF des Aus~
gangsprozesses aus diesem 2-stufigen System.Zur approximativen
Berechnung der 2-stufigen Anordnung bestimmt MAKINO nun ein
einstufiges M|Gl1—System mit gleicher momenterzeugender Funk-
tion des Ausgangsprozesses,was auf eine vom Angebot abhingige
VF der Bedienungszeiten fiihrt.

Beziiglich des Ausgangsprozesses einer 3=-stufigen Anordnung ohne
Zwischenspeicher zeigte er, daB der Varianzkoeffizient kleiner
ist als beim entsprechenden System mit 2 Stufen.

@® Uber Systeme mit endlich grofem Wartespeicher in Stufe 1 ist
kein Beitrag bekannt.Jedoch wurde von ROCK 971 parallel zu
vorliegender Arbeit ein Rechenprogramm erstellt zur numerischen
Berechnung des allgemeinen 2-stufigen Markoff-Systems
1T 1i=1,2 .

54 5, .
M ——avM|n1 v——~>M]n2 mit s; > 0, n;>

Viele in der Literatur behandelten Systeme stellen hiervon
Spezialfdlle dar.
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/
2.%.2 Systeme mit Nicht-Markoff schen Voraussetzungen

In diesem Abschnitt sollen Systeme mit Blockierung bei beliebi-
gen Annshmen beziiglich der VF der Bedienungszeiten wie auch der
Ankunftsabstiande behandelt werden.Die in 2.2.2 besprochenen
Systeme mit negativ-exponentiellen VF sind hiervon Spezialfdlle.
Es ergeben sich jedoch nachstehend fiir diese keine neuen Ergebnisse.
Es wird zundchst der Betrieb bei maximalem Durchsatz betrachtet

und dann der Fall allgemeiner Durchsatzraten,wo -abgesehen vom
Grenzfalle nur konstanter VF- in der Literatur praktisch
nur 2-stufige Single-Server Systeme behandelt wurden.

2.%3.2.1 Nicht-Markoff’sche Systeme bei maximaler Durchsatzrate

Der Durchsatz durch ein System mit Blockierung in allen Stufen
erreicht dann seinen maximalen Wert,wenn alle BE der 1.S8tufe
immer voll belegt sind (vgl.1.3.3).

In 2.3.1.1 wurden Methoden und Ergebnisse geschildert,die hierzu
fir negativ-exponentielle VF bekannt sind.Auf beliebige VF an-
wendbar ist das dort angedeutete Verfahren zur Bestimmung des
maximalen Durchsatzes iiber die mittlere Aufenthaltszeit einer
Anforderung in einer BE der Stufe 1.Diese wurde von MAKINO lazl
fiir 2 seriell angeordnete BE (vgl.Bild 2.5) angegeben.

O O~——->— ™ nax — 5 l/] _0'76\4

BE BE

1 2

Bild 2.5 a)Strukturelle b) Symbolische
Darstellung von 2 Servern in Serie beli maximaler
Durchsatzrate

Da in diesem System dann eine Anforderung BE, belegt,wenn ihre
Vorgéngerin (nach einer eventuellen Blockierphase) ihrerseits

den Service in Stufe 2 beginnt,ist die Gesamtbelegungszeit
(Bedienung und Blockierung) einer Anforderung auf BE, gleich

dem Maximalwert sus beiden zufidlligen Bedienungszeiten.Damit
ergibt sich fiir den Erwartungswert der Gesamtbelegungszeit

der BE, E(Ty,+75,) = E( max $Tg Ty b)) (2.13)

Dieser kann aus den beiden VF flir die Bedienungszeiten bestimmt
werden.
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Speziell fiir negativ-exponentielle VF erh#lt MAKINO natiirlich
die gleichen Ergebnisse wie HUNT,wdhrend er explizit zeigt,daBl
bei weniger stark schwankenden Bedienungszeiten (E2) der maxi-~
male Durchsatz gréBer wird.

HILLIER und BOLING 172! bestimmten numerisch fiir das 2 bzw.3-
-stufige System

1
s ' s
}—aEkI1—~”> o R

den maximalen Durchsatz durch Zuriickfithrung auf rein Markorf’
sche Voraussetzungen mittels einer detaillierteren Zustandsbe-
schreibung.Numerisch exakte Werte wurden angegeben fiir k=1..10
und s=0..10.

HILDEBRAND |69,70! untersuchte das System ohne Zwischenspeicher

]—>G11‘~9a-G|1~JL-~- 95611

und behandelte Stationaritidts— und Ergodizitidtsfragen bei belie-

bigem Durchsatz und sqaoo,aber auch Fragen des maximalen Durch-

satzes,den er flir % und 4 Stufen im Falle negativ-exponentieller

VF explizit angibt.

MUTH ‘87‘gibt fiir den maximalen Durchsatz im gleichen System

eine einfache und deshalb auch oft grobe Abschiétzungsformel an:
1

1
£ A L& (2.18)
max max(hq,h?,...)

E( max Tirq+Pypo e - )

Dabei ist die obere Grenze der Durchsatz des Systems bei unend-
lich grolen Zwischenspeichern,wo sich Schwankungen der Bedie-
nungszeiten nicht mehr auf Amax auswirken, sondern nur noch
die Mittelwerte der Bedienungszeiten j;die untere Grenze ist
ein Fall,der bereits von HUNT behandelt wurde.Dort wird ange-
nommen,dall die Anforderungen,bevor sie in die nachste Stufe
gelangen,erst warten miissen,bis alle Anforderungen im System
in der jeweiligen Stufe ihren Service beendet haben,um dann
gemeinsam in die jeweils folgende Stufe zu gelangen (System
mit gemeinsamen zustandsabhingigem Takt).Bei konstanten
Bedienungszeiten fallen beide Grenzwerte zusammen.

MUTH gibt bis zu 10 Stufen mit gleichem Mittelwert der Bedie~-
nungszeiten die untere Grenze an und zwar fiir verschiedene

hypoexponentielle VF inclusive Ek’
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Fir die Bestimmung der Zahl der Zustinde im beliebigstufigen
System s s S
}aGIﬂ 25611 —35 ... D g4

entwickelte HAYDON |68| ein rekursives Verfahren,wghrend PATTER-
SON l92] riir dieses System auch bei beliebigem Durchsatz und
SpeichergroBe S, schon friuher den Weg einschlug,diese Zahl

mit Hilfe von linearen simultanen Differenzengleichungen zu
bestimmen.

In SWOBODA und ROSENBOHM [105! wurde eine serielle Anordnung
beliebig vieler BE untersucht,bei der die Anforderungen zusitz-
lich mit unabhingigen Wahrscheinlichkeiten hinter jeder BE das
System verlassen konnen.Dieses Verkehrsmodell wurde fiir einen
Prozessor entwickelt,bei dem die Bearbeitung der Befehle durch
autonome Unterwerke erfolgt,deshalb wurde fiir die Bedienungs-
zeiten eine spezielle Mehrpunkt-VF angenommen.Fir dieses System
wurde ein effektives und recht genaues Ngherungsverfahren zur
Bestimmung der maximal verarbeitbaren Rate angegeben.

2.3.2.2 Nicht-Markoff'sche Systeme bei allgemeiner Durchsatzrate

Hier wurden vornehmlich 2-stufige Single-Server Systeme ohne
Zwischenspeicher betrachtet:

o) 0
M—=Gl1—2>Gl1

SUZUKI 1103| bverechnete dieses System mit einer eingebetteten
Markoff-Kette und leitete daraus neben Ergodizitatsbedingungen
die erzeugende Funktion und den Mittelwert der Warteschlangen-
l&nge in Stufe 1 ab, ebenfalls die Blockierwahrscheinlichkeit
von Anforderungen.Durch Ansetzen der individuellen Zeiten von
Anforderungen leitete er in 1041 auch fiir beliebige VF der
Ankunftsabstinde vor Stufe 1 Bedingungen fiir Stationaritit

und Ergodizitdt ab.

Obiges System wurde ausfiihrlich auch von AVI-ITZHAK und YADIN
1561 behandelt.Sie betrachteten Test-Anforderungen und verwen-—
deten vorhandene Ergebnisse fiir ein spezielles M|G[1-System
bei dem jeweils die erste Anforderung einer Arbeitsperiode
eine beliebige andere Bedienungszeit-VF besitzt (System mit
"special service").Es wurden u.a. die Wartezeiten in Stufe 1
und die Durchlaufszeiten in Stufe 1 und im Gesamtsystem
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bestimmt (Mittelwert,momenterzeugende Funktion).Es wurde gezeigt
daB fir die beiden F&dlle M-M und D-D die mittlere Durchlaufs-
zeit durch das System (und damit die Gesamtzahl der Anforder—
ungen) unabhingig von der Reihenfolge der beiden BE ist.

Das transiente Verhalten dieses Systems wurde von PRABHU i93|
mit Hilfe der Theorie der Erneuerungsprozesse betrachtet (vgl.
z.B. FELLER |9l,wshrend CHANG [63| in obigem System einen
Ek—EingangsprozeB annahm und verschiedene VerkehrsgrdBRen mit
einer eingebetteten Markoff-Kette bestimmte.
Systeme mit endlich groBem Zwischenspeicher
o) S5
M—=G|1 —5>M|1
wurden von NEUTS ‘89,90| betrachtet,wobei jedoch aus Berech-
nungsgrinden eine negativ-exponentielle VF in Stufe 2 angeno-
mmen wurde.Der mathematische Idsungsaufwand ist immens und die
Ergebnisse groBtenteils so kompliziert,daR eine sinnvolle Anwen-
dung in der Praxis mit gréBerer Sicherheit ausgeschlossen werden
kann (vgl. Bemerkung von BURKE hierzu in 2.1).
Als besonders erwdhnenswert erscheint bei diesem System die
mogliche exakte Bestimmung der Blockierwahrscheinlichkeit und
damit wegen th = h2 der maximalen Durchsatzrate,wozu NEUTS ein
rekursives Losungsverfahren angibt mit 52+1 aus der VF G in
Stufe 1 zu berechnenden Koeffizienten.
Deshalb wurde fir dieses System,das bei allgemeiner Durchsatz-
rate und beliebiger hypoexponentieller VF in Stufe 2 im Rahmen
vorliegender Arbeit behandelt wird,ein Néherungsverfahren ent-
wickelt (vgl. Kapitel 6 ).
Die Sonderstellung serieller Wartesysteme mit nur konstanten VF
der Bedienungszeiten gilt nicht nur fiir Systeme ohne Blockierung
(vegl. 2.2.%),sondern auch fiir den hier betrachteten Fall endlich
groBer bzw. ohne Zwischenspeicher.
AVI-ITZHAK |57 zeigte -unabhingig von FRIEDMAN- dafB im System
s s s
G—>Dln —2>Dln —25Dla—> s B o pip
mit gleicher Zahl von BE in allen Stufen
~ die gesamte Durchlaufszeit einer Anforderung unabhingig ist
von der Reihenfolge der BE und den ZwischenspeichergroBen
- ein 1-stufiges Ersatzsystem mit gleicher Verzdgerungszeit
in einfacher Weise (analog wie bei FRIEDMAN) angegeben
werden kann.
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Dies zeigte er auch fiir den Fall ungleicher Zahl von BE fir
das System
GJ§;>D|n1 ——9+>Dln2

und wies auf die naheliegende Moglichkeit hin,daB obige Aussa-
gen auch fiir beliebigstufige Systeme mit verschiedenen n; gilt,
was er aber nicht beweisen konnte.

Hierzu kann gesagt werden,daB es mit dem in dieser Arbeit ver-
wendeten Simulationsprogramm nicht gelang,diese Vermutung zu
widerlegen.

2.4 Verwandte Systeme

Zur Abrundung wird noch ein kurzer Ausblick gegeben auf einige
Systeme,die den hier behandelten seriellen Anordnungen in der
Struktur,den Berechnungsmethoden und vor allem in den Ergeb-
nissen verwandt sind.

2.4.1 Geschlossene zyklische Wartesysteme

Geschlossene Systeme konnen dadurch gekennzeichnet werden,daR
immer eine konstante Zahl von Anforderungen in ihnen enthalten
ist.Geschlossene zyklische Systeme entstehen z.B. dadurch,daB
rein seriell angeordnete Wartestufen zu einem Ring geschlossen
werden in dem dann eine bestimmte Zahl von Anforderungen zyk-
lisch umlduft.Diese Systeme treten z.B. bei Rechnermodellen

fiir Multiprogramming-Betrieb auf (vgl.z.B. 150!),einen Einblick
in bestehende Ergebnisse findet man in COFFMAN fasl.

Uber Kquivalenzbeziehungen zu speziellen offenen Systemen

wird in Abschnitt 5.3 berichtet.

2.4.2 Serielle Wartesysteme mit Phasen iiberlappter Belegung
(Ubergabezeiten)

Bei allen betrachteten Modellen wurde angenommen,daBl eine An-
forderung gleichzeitig nur eine Einheit (Warteeinheit,BE) be-
legt.Erfolgt jedoch eine gleichzeitige Belegung solcher Ein-
heiten zum Zwecke der Informationsiibergabe oder Zusammenarbeit,
so muB bei endlicher Zahl dieser Einheiten diese iiberlappte
Belegung mitberlicksichtigt werden.Solche komplexeren Modelle
wurden parallel zu vorliegender Arbeit behandelt 177,78‘.
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2.4.3% Netze aus Wartestufen

Der allgemeine Fall der Anordnung von mehreren Einzelstufen

ist der eines Netzes,bei dem die Wege des Durchlaufs von An-
forderungen in jedem "Knoten" beginnen und enden kdnnen und
z.B. durch Verzweigungswahrscheinlichkeiten gekennzeichnet sind.
J.R.JACKSON |74| zeigte iiber die Zustandsgleichungen,daB die von
R.R.P. JACKSON fiir serielle Wartesysteme ohne Blockierung bei
rein Markoff schen Voraussetzungen bewiesene Unabhangigkeit der
Zustandswahrscheinlichkeiten der Einzelstufen auch bei belie-
bigen derartigen Netzen gilt.

Ist die Anordnung der einzelnen Wartestufen so,daB die aus
verschiedenen Richtungen eintreffenden Anforderungen eines
Knotens fiir sich in unabhingigen Poissonprozessen ankommen
(d.h. z.B. ohne Riickkopplungen),so kann die Berechnung der
Einzelstufen (Knoten) mit Hilfe der Poissoneigenschaft des Aus-
gangsprozesses einer Stufe MiMln erfolgen.Dabei gilt die Poisson~-
eigenschaft auch separat filir jede Verzweigungsrichtung,falls
diese unabhingig ausgewdhlt werden.Beriicksichtigt man nun den
Satz iiber die Unabhingigkeit des Zustands einer MIM|n-Stufe
von ihrem vergangenen AusgangsprozeR ( REICH |94],BURKE le21),
so kann man auch flir diese speziellere Strukturen die Zustands-
wahrscheinlichkeit des gesamten Netzes als Produkt der Einzel-
wahrscheinlichkeiten darstellen.

Die bei allgemeinen Netzstrukturen auftauchenden Fragen bezlig-
lich der Ausgangsprozesse behandelte BURKE |21 ,der auch die
erstaunliche Tatsache diskutierte,dafl die Zustandswahrschein-
lichkeiten der Einzelstufen zwar so sind,als ob ihr Eingangs-
prozel ein PoissonprozeB widre,obwohl dieser aber im allgemeinen
(bei Riickkopplungen etc) kein Poissonprozef ist!

Flir die Berechnung von allgemeinen Netzen miissen haufig Unab-
hingigkeitsannahmen getroffen werden,die sich entweder auf

die Bedienungszeiten in aufeinanderfolgenden Stufen beziehen
(z.B. Ubertragungszeiten einer Nachricht) oder auf die Durch-
laufszeiten in aufeinanderfolgenden Abschnitten des Netzes,
vgl. z.B. KLEINROCK |12],HERZOG [11].
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3 VERFOLGUNG VON ANFORDERUNGEN DURCH DAS GESAMTSYSTEM

In Kapitel 1 und 2 wurde eine Einfiihrung in Systeme mit seri-
ellem Warten gegeben sowie eine Ubersicht iiber die in der Lite-
ratur behandelten Systeme.

In diesem Kapitel 3 werden nunmehr 2 seriell angeordnete Warte-
stufen mit unendlich groBen Wartespeichern betrachtet.Dabei
konnen die Anforderungen zusitzlich bereits nach Durchlaufen
der 1.Stufe dieses System mit vorgebbarer Wahrscheinlichkeit

verlassen:

M~30——>M1’I¢io—>mn2
Die Verzweigungsmdglichkeit ist - in Erweiterung zu der Kenn-
zelchnung von mehrstufigen Systemen (vgl. Abkiirzungsverzeich-
nis) - durch einen zusitzlichen abgehenden Pfeil gekennzeich-
net:die 1.8tufe ist eine Single-Server Stufe mit negativ-expo-
nentiell verteilten Ankunftsabstdnden,wdhrend Stufe 2 eine
beliebige Zahl von Bedienungseinheiten (BE) besitzen darf.Die
Bedienungszeiten in beiden Stufen seien negativ-exponentiell
verteilt, jedoch gelten einige der Ergebnisse auch fiir beliebi~
ge VF in Stufe 2.
Durch Verfolgen von Test-Anforderungen widhrend ihres Durchlaufs
durch das ganze System wird das Schicksal einer Anforderung in
der 2.S8tufe bestimmt in Abh#ngigkeit aller ihrer moglichen Teil-
schicksale in Stufe 1 (Abschnitt 3.2).Es wird gezeigt,daB das
Schicksal einer Anforderung in Stufe 2 unabhingig von dem kon-
kreten Wert (>0) ihrer Wartezeit in Stufe 1 ist,also nur davon
abhéngt,ob die Anforderung in Stufe 1 gewartet hat oder nicht.
Deshalb kann in %.% die VF der gesamten Wartezeit von Anforder-
ungen in Stufe 1 und/oder 2 durch Faltung bedingter Wartezeit-
VF bestimmt werden.
SchlieBlich werden in Abschnitt 3.4 auch Anforderungen unter-
sucht,die eine bestimmte bekannte Anzahl von Anforderungen bei
ihrer Ankunft in der ersten Stufe angetroffen haben.Indem alle
moglichen Wege in einem RANDOM WALK~Diagramm betrachtet werden,
wird die Zahl der bei Ankunft in Stufe 2 dort angetroffenen
Anforderungen bestimmt,wie auch die daraus sich ergebenden
Warte- und Durchlaufszeiten.
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2.1 Einflihrung
Bei mehrstufigen Wartesystemen gibt es auBer den bei einstufi-
gen Systemen auftretenden VerkehrsgroBen (vgl. 1.3.2) auch
GréBRen,die sich auf das gesamte System beziehen,sowie insbe-
sondere GroBen beziliglich des Durchlaufs von Anforderungen durch
das Gesamtsystem (vgl. 1.3.2).Dazu gehdrt z.B. die VF der gesam—
ten Durchlaufszeit,wie auch die VF der gesamten Verzogerungszeit,
die bei Systemen ohne Blockierung der gesamten Wartezeit ent-
spricht,in der auch die Wahrscheinlichkeit enthalten ist.daB
eine Anforderung irgendwo im System warten muB.
In Abschnitt 2.2.2 wurde eine ausfiihrliche Ubersicht iiber die
in der Literatur vorhandenen diesbeziiglichen Ergebnisse gege-
ben,sie kann deshalb in diesem Kapitel als bekannt vorausgesetzt
werden und dient als eigentliche Einfiihrung in den hier behan-

delten Problemkreis.

5.1.1 Beschreibung des Systems

Das hier behandelte System besteht aus 2 seriell angeordneten
Wartestufen mit unbegrenzt grofen Speichern,bei dem zusdtzlich
die Anforderungen mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit -7
dieses System bereits nach Stufe 1 verlassen kdnnen (vgl.Bild

3.1). oo o O

M - N4
——= 1110 2 17111

- 1/{4-’2)-%\
n, =
1 nzzﬂ

Bild 3.1 Das behandelte System

Die erste Stufe besitzt n1=1 BE,wshrend Stufe 2 eine Multiser-
ver-Stufe sein darf.Dieses System ist u.a. ein Teilmodell, mit
Hilfe dessen ein 2-stufiges Wartesystem ohne Blockierung,aber

mit beliebig vielen parallelen "2.Stufen! (Richtungen) voll-
stdndig berechnet werden kann,wenn~y?h derjenige Verkehrsan-
teil ist,der in die gerade betrachtete Richtung flieBt und (W—Q)mﬁ

die Summe der in andere,momentan nicht betrachteten Richtungen
flieBenden Verkehre.Dieses Modell entspricht einer Datenver-
mittlung mit einer zentralen Informationsverarbeitung und ver-
schiedenen abgehenden Leitungsbiindeln (vgl. 1.4.2).

Es wird angenommen,daB die Anforderungen in der 1.Stufe in
einem PoissonprozeR mit der Ankunftsra‘ce7*.,I eintreffen und
spédter mit der unabhingigen Wahrscheinlichkeit'zdie betrachtete
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Richtung einschlagen,sodaRl in Stufe 2 eine Ankunftsrate
Mo =M (3.1

herrscht.Die Bedienungszeiten THi einer Anforderung (i=1,2)
der betrachteten Richtung seien in beiden Stufen voneinander
unabhéngig und negativ-exponentiell verteilt mit den VF

~ £
H(st) = - e Gt (3.2)
und den Mittelwerten 4
E(Ty) = = h. (3.3)
Hi £; i
Die angebotenen Verkehre Ai (Angebote) sind
Ay =Mhy (%.4)
und die Ausnutzungen
A. A s
8. = 2 =1 gmitu, =n.é. (3.5)
i /L b §
B Mg
Beide Stufen sollen sich in statistischem Gleichgewicht befin-
den, so daf . Mo
?,,] < mlngf»tq, 7 (3.6)

Betrachtet man eine beliebige Anforderung,so erhdlt man das
folgende Zeitdiagramm:

Ty (20) T (>0) A7
e

Stufe 1 +——=——=————
we 11 Tya (20) Ty, (>0)
Stufe 2 e ————
A\ 2 AN v l‘
Tr1 Tr2

Bild %.2 Allgemeines Zeitdiagramm filir einen Durchlauf

TWi ist die zufallige Wartezeit,THi die Bedienungszeit und TFi
die Durchlaufszeit in Stufe i.Die gesamte Wartezeit einer An-

forderung betrigt

Ty = Tyq *+ Tyo (3.7)
und die Gesamt-Wartewshrscheinlichkeit
def
W = P(Tw>0) (3.8)

Die Abfertigungsdisziplinen in beiden Stufen sind beliebig,
solange keine VF der Warte- und Durchlaufszeiten betrachtet

werden.

- 79 -

Soweit diese VF betrachtet werden,wird Abfertigung in Ankunfts-~
reihenfolge (FIFO) vorausgesetzt.

Aus der Warteschlangentheorie ist nun bekannt (vgl.2.2.2.1 und
2.4.%),daB die Zustandswahrscheinlichkeiten in Stufe 2 von denen
in Stufe 1 zu gleichen Zeitpunkten voneinander unabhingig sind
und zwar so,als ob in Stufe 2 ein Poissonverkehr ankédme (Be-~
rechnung nach M|Min,Theorem von R.R.P. bzw.J.R. JACKSON).AuBer-
dem folgt aus dem Theorem von BURKE,daB der Ausgangsprozel aus
Stufe 1 ein Poissonprozel ist und damit -bei Zuhilfenahme eines
Satzes iiber Verzweigungen von Poissonprozessen- der Ankunfts-—
prozel in Stufe 2 auch tats8chlich ein Poissonprozel ist. Diese

bekannten Aussagen beziehen sich auf das System,wdhrend in
diesem Kapitel neue Aussagen beziiglich des Durchlaufs von
Anforderungen gemacht werden.

3.1.2 Behandelte Probleme

Ziel dieses Kapitels 3 ist es,die Abhingigkeiten zwischen den
zahlreichen”Schicksalsgrﬁﬁed/einer Anforderung (Wartezeiten etc)
in den aufeinanderfolgenden Stufen zu untersuchen und auBerdem
bestehende Losungen zu verallgemeinern (vgl.2.2.2.2).

Hierzu werden mehrere Test-Anforderungen betrachtet mit mehr
oder weniger bekanntem Schicksal in Stufe 1.

Dies sind zundchst Anforderungen mit speziellen Annahmen iiber
deren Wartezeiten in Stufe 1 (kein Warten,Warten von unbekann-~
ter Dauer,bekannte Wartezeit >0).Durch Bestimmung der Zahl der
von diesen Test-Anforderungen bei Ankunft in Stufe 2 angetroff-
enen Anforderungen wird der EinfluB dieser verschiedenen Grofien
auf das zukiinftige Schicksal in Stufe 2 bestimmt.Dabei werden
sowohl Anforderungen mit bekannter als auch unbekannter Bedie-
nungszeit in Stufe 1 betrachtet und so der EinfluB der Bedie-
nungszeit in Stufe 1 gezeigt (Abschnitt 3.2).

Die Kenntnis all dieser Abhingigkeiten ist die Vorbedingung
fiir die Bestimmung von Gesamtschicksalen (VF der Gesamtwarte-
zeit inclusive Gesamt-Wartewahrscheinlichkeit und mittlere
Gesamtwartezeit der Wartenden).Da in einem vorangestellten
Abschnitt 3.2.1 gezeigt wird,daB die zusHtzliche Annahme eines
konkreten Wertes >0 der Wartezeit in Stufe 1 keinen EinfluB
besitzt ("begrenzte Abhingigkeit" der Wartezeiten genannt),
ist es mbglich,die VF der Gesamtwartezeit durch Faltung spezi-
eller Ausdriicke zu gewinnen (Abschnitt 3.3).
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Im letzten Abschnitt 3.4 wird eine weitere Gruppe von Test-
Anforderungen betrachtet,ndmlich solche,die eine bestimmte

Zahl von Anforderungen in Stufe 1 vorgefunden haben.Durch sog.
RANDOM WALK-Betrachtungen wird die Zahl der jeweils angetroffenen
Anforderungen in der 2.(Single-Server) Stufe bestimmt.Es wird
gezeigt,dal flir diese Antreffwahrscheinlichkeiten keine solche
nur "begrenzte Abhingigkeit" existiert wie bei den Wartezeiten.
Es sie hier noch vermerkt,daB diese "begrenzte Abhidngigkeit"
jedoch nur fiir n1=1 existiert.

3.2 Test-Anforderungen mit bekannter Wartezeit in Stufe 1

3.2.1 MlMln—AusgangSprozeB wdhrend der Wartezeit einer

Test-Anforderung

Ziel dieser Voruntersuchung ist es,Aussagen zu erhalten iiber
den AusgangsprozeB eines stationfren einstufigen Wartesystems
MiMin mit FIFO Abfertigungsdisziplin wdhrend einer bekannten
Wartezeit Tw=to(>0) einer Test-Anforderung.Es sei

R def X
pW(J’tO> = P( XA =JITW = tO)

die Wahrscheinlichkeit,daR diese Test-Anforderung bei ihrer
Ankunft genau j (2n) Anforderungen in der ganzen Stufe ange-
troffen hat.Wendet man das bekannte Theorem von BAYES (vgl.|9l)
fir bedingte Wahrscheinlichkeiten an,so erh#lt man

P( X, =jlT Rt +a) =9 P(T £t +dt] | X, =3)
= B =z ———— 3 + =
ATy [o ot P(Tweftoﬂto*’dg) Wé[o o ] 7

3.9

Die Ausdriicke auf der rechten Seite lauten wie folgt:

P(X, =) = (1-9)-897® (53n) (3.10)

ist die Wahrscheinlichkeit,daB eine wartende Anforderung das
System im Zustand j>n angetroffen hat.

P £ bo+at] ) MR- e™ PN %o s (3.11)

entspricht der mit dt multiplizierten Wahrscheinlichkeitsdichte
der Wartezeit-VF der Wartenden an der Stelle t=to ,wihrend

Mo, T (3.12)

P(Twé[to,to+dt] )
(§-n)!

XA =J')Qt,j{.e
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mit Hilfe der Faltung von j-n+1 negativ-exponentiellen Phasen
mit Rate u= n-fdargestellt werden kann.

Durch Einsetzen von (3.10-12) in (3.9) und den Grenziibergang
dt—>0 erhdlt man (At )j-n
Sty Z " of

>0, i .
oo t,>0,32n (3.13)

p,(d,t,) = e
Es ist offensichtlich,daB dieser Ausdruck (von & unabhingig!)
identisch ist mit der Wahrscheinlichkeit,daB j-n=z Anforderungen
wéhrend to ankommen.Dies wird formuliert in
SATZ 3.1: Die Wahrscheinlichkeit,daB eine Anforderung mit kon-
kreter Wartezeit T, =t (>0) genau z (20) Anforderungen
im Wartespeicher der MIMIn-Stufe angetroffen hat,ist
gleich der Wahrscheinlichkeit,daB dieselbe Anforderung
bei Verlassen des Wartespeichers (um den Service zu
beginnen) genau z (20) Anforderungen dort zuriicklésst.
Ein #hnlicher Satz wurde von BURKE (60| mit einer anderen Berech-
nungsmethode fiir die gesamte Stufe aufgestellt,bezog sich also
auf eine Anforderung mit fester Durchlaufszeit TF.Dies wurde
"arrival-departure symmetry" der Durchlaufszeiten genannt,die
also auch beziiglich der Wartezeiten gilt,solange Ankiinfte und
Abgidnge aus dem Wartespeicher betrachtet werden.
Vergleicht man beide obigen S&tze mit einem 1972 von COOPER |6l
diskutierten Theorem {iber die Gleichheit der Zustandswahrschein-
lichkeiten zu Abgangs- und Ankunftszeitpunkten,so folgtletzteres
fiir diesen Fall MIMln aus beiden Sétzen,aber nicht umgekehrt.

Wenn eine Anforderung mit konkreter Wartezeit to(>O) j(zn) An-
forderungen in der ganzen Stufe angetroffen hat (dies geschieht
bei Stationaritédt mit der Wahrscheinlichkeit pw(j,to) ),miissen
genau j-n+1 Anforderungen (fertig) bedient werden,bis ihre Bedie-
nung beginnt.Da der Abgang der letzten Anforderung von ihnen mit
dem Ende der Wartezeit der Dauer to zusammenfidllt,verlassen
genau j-n Anforderungen das System wdhrend der Wartezeit selbst,
dies geschieht absolut gesehen mit der Wahrscheinlichkeit

. ‘g )I-n
S (e
(3-n)!

was flir jedes feste j ein PoissonprozeR wihrend to mit der Rate
‘A bedeutet,also auch fiir unbekanntes j (>n) bei festem toe



Damit ergibt sich
Wartezeit einer Anforderung im System MiMin fithrt zu
keiner ndheren Aussage iiber den Ausgangsprozell wah-
rend dieser Wartezeit,der deshalb ebenfalls ein
PoissonprozeR ist mit der Rate .
Zur Abrundung sei vermerkt,daB bei Annahme einer Test-Anforder-
ung,die eine feste Zahl j von Anforderungen angetroffen hiatte,
der Ausgangsprozel wihrend der (nun unbekannten) Wartezeit der
Anforderung selbstredend auch durch einen PoissonprozeB hatte
beschrieben werden konnen, jedoch mit der Rate ii=n-£ !
ihnliche Untersuchungen in dieser Richtung wurden von BURKE leol
vorgenommen.Dieser betrachtete jedoch sog. Teilwartezeiten
("partial delays") fiir Anforderungen,die mindestens T-1 Anfor-
derungen im Wartespeicher vorfinden,bis sie den Warteplatz
Nr.¥ (¥>0) verlassen.
Es kann hier noch bemerkt werden,daf im Falle n4=1 mit genau
derselben Methode wie hier fiir die Wartezeiten ein alternativer
Beweis der Unabhingigkeit des Schicksals einer Anforderung in
Stufe 2 von ihrer Durchlaufszeit in Stufe 1 erhalten werden kann.

3.2.2 Allgemeine Berechnungsmethode

Fiir jede der verschiedenen Test-Anforderungen -die jeweils fiir
sich im System sei und in die betrachtete Richtung gehen soll -
wird die Zahl der bei Ankunft in Stufe 2 angetroffenen Anfor-
derungen bestimmt.Wegen der Geddchtnislosigkeit der negativ-
-exponentiellen VF kdnnen alle weiteren SchicksalsgrdBien hier-
aus berechnet werden.

Die Beobachtung des Systems beginne zu Zeit T,wenn die feste
Bedienungszeit TH1=t1 einer Test-Anforderung beginnt.

P14
Stufe 1 t
L Ty (50) o
Stufe 2 P ——
S T
PG dhpgmtq)
T T+t — ot

Bild 3.3 Zeitdiagramm zur Berechnung
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Aus den Zustandswahrscheinlichkeiten Cpg(x) der Stufe 2 zur
Zeit T* (Startwahrscheinlichkeit),die unabhingig von der gefor-
derten Bedienungszeit t1 der Test-Anforderung ist,werden die
Zustandswahrscheinlichkeiten cpg(xltq) zur Zeit (T+t,])~ be-
stimmt (Antreffwahrscheinlichkeiten).Der vorangestellte Index c
gibt an,daB die Wahrscheinlichkeit eine bedingte Wahrscheinlich-
keit ist (conditional probability) und sich auf eine spezielle
Anforderung bezieht,wobei

- ¢=0 eine Anforderung mit TW1:O und

- ¢=1 eine Anforderung mit TW1>O von bekannter oder

unbekannter Dauer

bedeutet.
Die so erhaltenen Ergebnisse sind giiltig filir eine bestimmte
Bedienungszeit in Stufe 1.Durch Integration iiber alle mdéglichen
Bedienungszeiten erhdlt man die jeweiligen Ergebnisse fiir An-
forderungen mit unbekannter Bedienungszeit THW'

%.2.% Startwahrscheinlichkeiten in Stufe 2

Mit den Theoremen von R.R.P. bzw. J.R. JACKSON (vgl. 2.2.2.1 bzw.
2.4.%) ist es offensichtlich.daB die Startwahrscheinlichkeiten
Opg(x) in Stufe 2 bei der Ankunft einer nichtwartenden Anforder-
ung in Stufe 1 unabhingig und gemiB den absoluten Zustandswahr-
scheinlichkeiten flr Stufe 2 sind:

oPa(x¥) = py(x) (3.14)
wobei ( A X
pz(O)-~%§ Ongn2
Pp(x) = A% (3.15)
p2(0>' X>n -1
not-pn X0 2
2 2
mit n .
A22 1
p2(0)- " . = E2n2 (Az) = w2 (3-16)
als oo, Ay !

1

als absoluter Wartewahrscheinlichkeit in Stufe 2 nach der é.
ERLANG 'schen Formelqvgl. etwa SYSKI 119].

Fir Anforderungen, die in der 1.Stufe warten miissen,liegt fol-
gende Situation vor:
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Zur Zeit T—to kommt die betrachtete Test-Anforderung mit Warte-
zeit to(>0) in Stufe 1 an.Nun sind die Zustandswahrscheinlich-
keiten von Stufe 2 zur Zeit T—to wiederum identisch mit den abso-
luten Werten nach (3.15).Wdhrend der folgenden Zeit to ist der
EingangsprozeR in Stufe 2 ein PoissonprozeB (gezeigt in 3.2.1,
Verzweigung unerheblich),deshalb sind die Zustandswahrscheinlich-
keiten der 2.Stufe zur Zeit T~ auch mit den absoluten identisch.
Damit gilt zur Zeit TV fiir die Startwahrscheinlichkeiten

(1-1) e, (x) fiir x=0
7jp2(x—1) + (1—Q)~p2(x) fiir x>0

AP5(x) = (3.17)
Es ist klar,daB (3.17) auch gilt,wenn der konkrete Wert der
Wartezeit unbekannt ist oder wenn eine bestimmte Bedienungs-
zeit TH1=t1 einer Anforderung zugewiesen wird.

Vergleicht man (3.14) mit (3.17),s0 erkennt man z.B. fir m =1
(ohne Verzweigung) einen Unterschied von genau einer Anforderung.

5.2.4 Antreffwahrscheinlichkeiten in Stufe 2

Es sei p(i,tq) die Wahrscheinlichkeit,daB i Anforderungen wih-
rend der Bedienungszeit TH1=tq einer Test-Anforderung Stufe 2
verlassen.So lange wie Stufe 2 voll beschiftigt ist (X2 Z.ng)
so lange ist die Rate der ganzen Stufe s, = n2-£2 (vgl. Bild
%.%).Wenn widhrend TH1 X2 kleiner n, wird,haben BE der Stufe 2
Freizeiten,was eine momentan geringere Ausgangsrate bedeutet.
Aber in diesen Fdllen muB die Test-Anforderung in Stufe 2 nicht
warten.Deshalb lauten die Antreffwahrscheinlichkeiten

o
Cpg(xitq) = Z p(i,ty)e p3(x+i) x2n,, c=0,1, (3.18)
wobei 1=0 ( ¥
—phst t
p(i,t,) = e Hta, Yt i» 0 (3.19)

il

die Wahrscheinlichkeit fiir i Poissonereignisse mit Parameter
Mo wihrend der Zeitdauer tq darstellt.

Durch Integration erh#lt man die Antreffwahrscheinlichkeiten

fiir entsprechende Test-Anforderungen mit unbekanntem Tqu
oo

Do) = jcpg(xltq)'fH,](t,‘) dt, ¢ = o,1. (3.20)
£,=0
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Fiir Test-Anforderungen,die in Stufe 1 nicht gewartet haben,
erhélt man aus (3.18) mit (3.19) und  p5(x+1) gendB (3.14) aus
(3.15) mit (3.16) fiir x>n,

def - -As)t
PRy, =xIT=0,1p=6) = p8(xlt,) = py(x)-e a2 (5 oy

Falls die Annahme einer bestimmten Bedienungszeit fallengelassen
wird,erhdlt man aus (3.20) mit (3.2)

def

&
P(x =XITW’I=O) = OPS(’Q = _é’}_;,Wp2(X> XZHZ (3.22)

A2
Auf gleiche Weise erh3lt man die Antreffwahrscheinlichkeiten
flir Anforderungen mit qu>0 von bekannter oder unbekannter
Dauer (c=1)

~(par )t
P56 <[y s (e, (o] e 7220
A (15Dt
= pg(x—1)Ez+(1-7).;§J.e M2 (3.23)
2 x;n2
€4
IO g;;m;:iszz<x‘“)'E+(1'2)'32] (3.24)

Fiir Anforderungen,bei denen nur die geforderte oder verflossene
Bedienungszeit Ty, bekannt ist,folgt aus (3.21) und (3.23)
durch gewichtete Summation

. (=250t
5 =X|THﬂ=t1)<tgpg(xlt1)=(1—yﬁh‘qu)pa(x)e M2 (3.25)

P(X +?§5

A
X>n2

3.2.5 Bedingte Wartewahrscheinlichkeiten

Durch Aufsummation aller Antreffwahrscheinlichkeiten fiir x>,n2
erhdlt man nun die Wartewahrscheinlichkeiten fiir die verschie-
denen Test-Anforderungen

_ a
P01 T =t,) = 5 Cxlt,) (3.26)
X=n, c=0,1,

bzw. falls die Bedienungszeit unbekannt ist
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= a
Mo = 2 Po(®) c=0,1. (3.27)
x=n2

(3.26) liefert mit (3.21) und (3.23) nach einigen Zwischen-
rechnungen

def - -
P(Tw2>0|Tw,‘=O,TH,]=t,‘)=OP(Tw2>OlTH1=t1)= E2/I12(A2)e (/*2 A0ty
. (3.28)
un
(=P s)t
BT, 501 =t,) = (%2”"”’}32;12“‘2) o 12720 (3.29)

In beiden Fillen sinkt die Wartewahrschkt. in Stufe 2 exponentiell
mit der Bedienungszeit TH1=t1;je grofler THq,desto mehr Anfor-
derungen kdnnen wihrenddessen in Stufe 2 abgefertigt werden.

Fiir Anforderungen mit unbekanntem Ty, erhdlt man

def
P(T,,>01T,=0) = W, = oF-EanZ(Ag)
mit . £q 9, < (3.30)
O T &bl 8 8271932
und def
P(Tw2>ol'l‘w,]>0) = W, = ,‘F-Eanz(AZ)
mit A
€% 41-7) (3.21)
P o= L 92 C - WA +(1-—"2)‘92 1)
TG 7:81%8271%192

Vergleicht man jeweils die bedingten Wartewahrscheinlichkeiten
(3.28) und (3.29) bzw. (3.30) und (3.3%1),so0 gilt

P(Ty5>01 Ty =0, Tgq=t,) = F(7,8,5)  P(Tyo>01 T 1>0, Ty =t,)  (3.32)

und Ow2 = F(”Z»Sz)./‘wz (5'53)
wobei der Relationsfaktor |
F(Y’Sg) S S fEEHgig_Eﬂl:gl (%3.34)
2+ -7 P(r, >0l .>0) )
S, w2 W1

betrdgt und in Bild 3.4 dargestellt ist.

Fiir 7 =1 (keine Verzweigung) ist der Unterschied zwischen beiden
bedingten Wartewahrscheinlichkeiten am groéBten,wdhrend fiirg-»0
der Unterschied verschwindet.
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F(q,g}
104 2\\9
=
08 b@////////// /////
/A -
H/Z
06 /

" // 7

02 /

¥ t + .

0 02 04 06 08 10 S,

Bild 3.4 Relationsfaktoren F(y,8,)

Speziell fiir =1, n,=1 vereinfachen sich (3.30) und (3.31) zu
denselben Ergebnissen,die von BURKE 1591 abgeleitet wurden.

Die bedingten Wartewahrscheinlichkeiten fiir unbekanntes Tﬁqsind
fir =1 in den Bildern 3.5 und 3.6 aufgetragen iiber der Ausnut-
zung §,= Ay/n, der Stufe 2 mit S,/8, als Parameter.

Alle Kurven fiir oWo verlaufen unterhaldb W, = “an2(A2),alle
Kurven fiir 1W2 oberhalb.
Mit Hilfe des Grenzwertes .
E (A ) 1 fir n2=’1
1im 2n2 727

A2—9O A 0 fir >1

o2
o2

kann man zeigen,daB sich bei n,=1 bei verschwindendem Angebot

ein endlicher Wert

1im P(T,.>0lT . >0) = —— 0 (3.35)
s WP p

h
2 ™ + 1
hy
ergibt,welcher sich plausibel erkl&ren lieBe.
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Bild 3.6 Bedingte Wartewahrscheinlichkeiten

Bild 3.5 Bedingte Wartewahrscheinlichkeiten

in Stufe 2 (ny=3)

in Stufe 2 (n,=1)
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3.2.6 Bedingte Wartezeitverteilungsfunktionen

Wird angenommen,daB eine Test-Anforderung in der 2.Stufe warten
mufl,so ergeben sich durch Normierung der Antreffwahrscheinlich-
keiten fiir x2n2 auf die entsprechenden bedingten Wartewahrschein-
lichkeiten fiir jede der betrachteten Test-Anforderungen die
gleichen bedingten Antreffwahrscheinlichkeiten wie fiir alle
wartenden Anforderungen in Stufe 2 zusammen:

A, X-n5

A
P(Xy5 =xIT,5>0, ...) = (1 —n—;’)-(n—i) X 2n (3.%6)

2 »

Deshalb gilt folgender Satz

SATZ 3.%: Sobald eine Anforderung in Stufe 2 warten mufl,ist die
Zahl der angetroffenen Anforderungen und damit -bei
FIFO Abfertigungsdisziplinen in beiden Stufen - ihr
zukilinftiges Schicksal (Wartezeit,Durchlaufszeit)
unabhéngig vom vergangenen Schicksal (Wartezeit,Bedie-
nungszeit,Durchlaufszeit) in Stufe 1.

Mit den Ergebnissen aus 3.4 kann man zeigen,dal dies nur gilt,

wenn keine feste Zahl angetroffener Anforderungen XA,l (>0) in

Stufe 1 angenommen wird.

Fiir FIFO Abfertigungsdisziplin in Stufe 2 hat jede solche Test-

-Anforderung die gleiche bedingte (komplementire) Wartezeit-VE

wie alle wartenden Anforderungen in Stufe 2 zusammen:

def = (uom2)t
P(’I‘w2>tlTw2>O) =W,(t) = e (3.37)

Ohne die Bedingung des Wartens in Stufe 2 ergibt sich aus (3.37)

nit (3.28)-(3.%1)
= (=20 (6,+1)

B IGIRRTL S )=(§2+’I~Q)C'E2)n2(ﬁle)'e (3.38)
—§M2412)t c=0,1,
M) = CF-Eane(AZ)-e (3.329)

Aus (3.38)erhdlt man durch gewichtete Summation die bedingte
Wartezeit-VF fir Anforderungen,bei denen nur ihre Bedienungs-
zeit in Stufe 1 bekannt ist:

- - — | - —
P(T,,>t | Thq=t, )—P(’I‘w2>t s Tyq =01 Ty =t )+P(Tw2>t s Tyy4>0 J Tq=t4)

=Gy ) (54t)

=(1-7%, +Q'§%)'E2P2(A2)e (3.40)
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Fiir Anforderungen mit TH1=t4-aO ergibt sich hieraus nicht die
absolute Wartezeit-VF in Stufe 2,weil diese Anforderungen nog-
licherweise in Stufe 1 warten milissen.

Fiir alle angegebenen bedingten Wartezeit-VF lassen sich auch in
einfacher Weise die zugehdrigen bedingten Erwartungswerte Iir
TWZ bestimmen;Ziel der Untersuchungen ist jedoch das Gesamt-
schicksal von Anforderungen,das nun bestimmt werden kann.

%.% Bestimmung von Gesamtschicksalen

Die Unabhingigkeit der Durchlaufszeiten im betrachteten System
bewirkt,dafl die VF der Gesamtdurchlaufszeit einfach als Faltung
der beiden Durchlaufszeit-VF der Einzelstufen berechnet werden
kann.

Bei der Bestimmung der VF der Gesamtwartezeit miissen die Ab-
hingigkeiten der Wartezeiten qu und ng beriicksichtigt werden.
Dies ist nun moglich,nachdem in 3.2 nicht nur gezeigt wurde,dall
sie existieren,sondern auch vollsténdig bestimmt wurden.

%.%.1 Gesamtwartewahrscheinlichkeit

Die Gesamtwartewahrscheinlichkeit W ist die Wahrscheinlichkeit.

daf® eine Anforderung irgendwo im System warten muf:

W o= P(TW>O) = P(T,,,>0)+P(T

WA
P(T,4>0)+P(T,;,>0) =P (T, >0, T ,>0)

=0)+*P{T. >0l T .=0)
W1 1
W2 W1 (3.41)

Benutzt man {(3.%0) oder (3.%31),so0 kann man folgende einfache
Form fiir W finden:

(1-7)8, + -
Wos Wy o+ W, - -__i;ggr__z_~uwﬂ.w2
‘ R84+ 8o=7518)
webeil - . B} AP 132 (3.42)
W, =8, " Wy = uang(Ag) S5 5 e,

In Bild 3.7 ist die Gesamtwartewahrscheinlichkeit gezeigt fiir
den einfachsten Fallwp =1 und n,=1.

Zum Vergleich sind die bei Annahme der Unabhédngigkeit erhaltenen
Werte

=W, Wy - WG (3.43%)

wappr 2 172

gestrichelt eingezeichnet.

W -
[
10 7 - =
V/. ~ 7
32 4 g
/
QB' 1 N 2// / /// //
L / // 4/3/ //
O6t / / 1
(] / / / rd
4 i/ / / 7 0
I/ 1)/
/ / ///
+ 17/
1y
021 /1 _—
) Wappr
/ N1
"‘// 2
7=
0 02 04 08 08 10 9

h
Bild 3.7 Gesamtwartewahrscheinlichkeit fﬁr'2=1,n2=1(hier§g =E§)
—_— 1 1

Die Gesamtwartewahrscheinlichkeit ist immer kleiner als der
durch Annahme der Unabhingigkeit erhaltene Wert,weil solche
Anforderungen in Stufe 2 bevorzugt warten,die bereits in Stufe
1 warten mufliten.
Die einfache exakte Losung nach (3.42) macht nunmehr die
Approximation nach (%.43) entbehrlich.
In obigem dargestellten Falle mit 7y =1, n2=1 erhfilt man eine
von der Reihenfolge der beiden Stufen unabhfingige Gesamtwarte-
wahrscheinlichkeit quzlgék)
N RN

e %%— PR ZE ey (2.48)
Bestimmt man die Gesamtwartewahrscheinlichkeit fiir Anforder-
ungen mit bestimmter Bedienungszeit in Stufe 1 mit einer
(3.41) analogen Beziehung,so ergibt sich mit (3.28) ein Aus—
druck filir die Abh8ngigkeit dieser GrtBe von der Bedienungszeit
RO ~CuoAs)t,

P01 T =t,) = W (=) Wyre (3.45)
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5.3.2 Mittlere Gesamtwartezeit der Wartenden

Die mittlere Gesamtwartezeit aller Anforderungen ist die Summe
der mittleren Wartezeiten aller Anforderungen in dem Einzel-
stufen und deshalb unabhingig von der Reihenfolge der Stufen
(dies gilt,wie hier,auch bei abh8ngigen Wartezeiten):

E(T,) = E(Ty,q) + E(Ty,) (3.46)
mit _ .
E<Tw1> = Wity (3.47)
wobei i=1,2,
1 1
. o= ‘h. = (3.48)
Wiom-ATE T 4T e RG

die mittlere Wartezeit der Wartenden in Stufe i ist.

Tir die mittlere Gesamtwartezeit der Wartenden gilt allgemein

- BTy (3.49)
W

sinngemdR auch fiir spezielle Test-Anforderungen.

ty

“#ind z.B.2 gleiche Single-Server Stufen in Serie ohne Verzwei-
gung ,s0 ergibt sich (A4=A2=A,hq=h2=h)

ty = —=Th oy (3.50)
(1-4)(3-24)

2.3%.% Verteilungsfunktion der Gesamtwartezeit

In einem 2-stufigen System gilt (unabhingige Verzweigung zuge-—

lassen) allgemein

P(Tw>t)=P(TW2=Q)-P(Tm >t Twzzo)-;-P(Tw,’=O)-P(TW2>1:| Tyq=0)+

+P(T,,,>0, Tyo>0) P(iw,]+TW2>th >0, T,;5>0) (3.51)

In dieser gewichteten Summation (komplementarer) VF sind alle

Wichtungswahrscheinlichkeiten nun bekannt.
Weil der konkrete Wert von qu(>0) keinen EinfluB besitzt (vgl.

(vgl. 3.2.1),kann gezeigt werden,daR

P(Ty>t1 T 5=0) = P(T,,,>0l Ty2=0)* P(Ty, >t [T, >0) (3.52)
P(Tw2>t|Tw1=O) wurde in (3.39) angegeben.Der letzte Term
in (3.51) vezieht sich auf Anforderungen,die in beiden Stu-~

fen warten.Da gezeigt wurde,dafl in dem betrachteten System die
Zufallsvariablen qu und TWZ nur dann als voneinander unabhingig
angesehen werden kdnnen,wenn beide >0 angenommen werden,ist
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unter dieser Nebenbedingung Faltung erlaubt:

P(Tyyq+ T 0>t | Ty1>0,T5>0) = B(T, >t | Ty4>0) *P(Tw2>t | T,5>0)

- - - -0t
1 7l“)tﬂee Sota) (3.53)
Hiermit 18Bt sich die VF der Gesamtwartezeit fiir beliebige in
Richtung der betrachteten Stufe 2 gehenden Anforderungen be-
stimmen,als auch analog fiir Anforderungen mit bestimmter Bedie-
nungszeit in Stufe 1.Diese Herleitung ist formal gleich,es er-
scheint in jedem Term THﬂ=t1 als Zusatzbedingung.Deshalb sei
hier nur deren Ergebnis fiir die VF der Gesamtwartezeit darge-
stellt:
A4 =)ty -(E-2 0t

P(Tw>t|T =t,) —[’\ (~+’| 7)‘5—1?——%&4‘@ :}Sﬂ'e

470 ] = Q=25 )t 48)
4—{(4—91)+81( S +’1-12) W wz-e

Durch eine einfache Integration von P(Tw>t[TH1=t1) iiber t, bzw.
durch Anwendung von (3.51)-(3.53) erhdlt man die Gesamtwartezeit-
VF fir alle Anforderungen,die z.B. fiir Systeme ohne Verzweigung
(M=12,2,=A) lautet:

1772
( { 7 €472 Mo }} _<E1_>\)t+
1T T Loy T W ee
£4 Eqtto=2 61/u2 2

€4 ~(u=Mt

————— s W e
’ 51*/“2‘) Eup 2'°

P(Tw>t) = w(>t) J fir € #4,  (3.55)
!
!
{

Ca ~ Gt
T ACHI

fir &y=us= AL (3.56)

Falls zus8tzlich n 2-1 so kann eine in Eq und 62 symmetrische
Form erreicht werden:

B S - S R AN X A
R T e o0
A &4 E4mn =(EM 3-57

—t . =0 T o .
fir 51#52

& B, eSS
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SATZ %.4: Bei 2 seriell angeordneten Single-Server Stufen ohne
Verzweigung ist die VF der Gesamtwartezeit unabhingig
von ihrer Reihenfolge,beide Stufen sind also beziiglich
der Gesamtwartezeit vertauschbar.

Diese Ergebnisse filir die VF der Gesamtwartezeit gelten nur fir

n1=1,weil im Falle n1>1 wegen der Uberholmdglichkeit in Stufe 1

das Schicksal einer Anforderung in Stufe 2 vom konkreten Wert

der Wartezeit qu abhingt.

2.%.4 Korrelations- und Fehlerbetrachtungen

In diesem Abschnitt werden aus Umfangsgriinden nur Anforderungen
betrachtet mit unbekannter Bedienungszeit in Stufe 1;flir andere
Anforderungen gilt nachfolgendes in analoger Weise.

Durch Annahme der Unabhingigkeit der Wartezeiten erhdlt man
eine approximative VF der Gesamtwartezeit durch die Faltung

wi>t) = P(Tw1>t)ﬂ€P(Tw2>t)

wer =) (3.58)
(=P )t 3.58
W e TR

mit >t) 1=1,2.

P(Ty5

Als einfaches Beispiel gilt fiir 2 gleiche Single-Server Stufen
in Serie ohne Verzweigung C%1:)2=%,h1=h2=h,A£Nh)

) -(1-m)E
WO, = Aj2-a+a(1-0)- Ele h (3.59)
Die (komplementire) VF nach (3.56) lautet
£
—(1-A)-—
Wet) = 2 {3204 (100 e h (3.60)
2-A hi

In Bild %.8 sind diese beiden VF,die den gleichen Erwartungs-
wert E(Tw) besitzen,dargestellt.
Man kann nun erkennen,daB die exakten Kurven eine grdBere
Varianz ergeben als die iibliche Ndherung,was auf die Abhdngig-
keit der Wartezeiten zuriickzufiihren ist.
Es gilt
Var(T,) = Var(qu) + Var(ng) + ECov(qu,ng)
mit (3.61)
Cov(TyqsTyp) = E(Tyqyr Typ) - E(Ty0) E(Ty,)

101
05

01

005

O ——p5—25 30 40 50 o

Bild 3.8 Verteilungsfunktion der Gesamtwartezeit

Wegen der "begrenzten Abhingigkeit" von qu und TWP gilt hierbei
B(Tyqt Typ) = P(Ty0>0, 10200 s E(Ty g Tyo L 1y >0, 15200 (3.62)

auBerden gilt
- » » _' -
Var(TWi) = téi wi(e Wi) i=1,2. (3.63)

mit b, nach (3.48).

Der Korrelationskoeffizient
de§ Cov(T

SN
r<TW1’TW2) ~ W1 W2

Vvar(T, )Y var(T,,)

s (3.64)

der im Falle Var(Tw1)=Var(Tw2) identisch ist mit der relativen
Zunahme der Varianz durch Beriicksichtigung der (positiven)
Kovarianz,kann auf folgenden einfachen Ausdruck zuriickgefiihrt

2F -1

b G e L N (3.65)
e

Im Falle =1 und n2=1(vgl. 4F nach (3.31)) ergibt sich ein in
E1 und 82 symmetrischer Ausdruck

werden:
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1 &€
I'<Tw1 ,Tw2) = '[E 152 Y -N :l s (3-67)
Ve, 2328 -2y LFT 752

der in Bild 3.9 dargestellt ist als Funktion der Ausnutzungen.

[Py Tw2)

Fmin=mMin(3495)
Smax* ma;<(9 192)

X
~-52.9:95 }’2”

Q

O 02 " 04 06 0B 10%mn

Bild 3.9 Korrelationskoeffizient als Funktion der Ausnutzungen

Zum Vergleich ist noch ein einfaches Beispiel eingezeichnet,
das den prinzipiellen Verlauf fiir n2>1 zeigt.Die Abhingigkeit
von der Verzweigungswahrscheinlichkeit m bzw. 1-’2 ist in Bild
5.10 dargestellt.

A r{Tyw1Tw2)

021

0.1

0 02 04 06 08 10 g
Bild 3.10 Korrelationskoeffizient als Punktion von m

Allgemein kann also gesagt werden,daRl die Korrelation sinkt mit

a .. .
zunehmender - Unsymmetrie in den Wartewahrscheinlichkeiten

- Zahl n, der BE in Stufe 2
- Verzweigungswahrscheinlichkeit 1-7
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Bestimmt man den relativen Fehler (Wappr-w)/w,so erhilt man
prinzipiell dieselben Abhingigkeiten von der Verkehrsintensi-
tédt wie filir die Korrelationskoeffizienten gezeigt wurde.Deshalbd
seien hier nur einige Maximalwerte dieses relativen Fehlers

bei Systemen ohne Verzweigung als TFunktion der Zahl n. von BE

2
angegeben ,
" |1 l2]3 |6 | 0]

Fehler | 33% | 13% | 9% | 6% | 4%

Fiir n2>1 kénnen diese Fehler infolge der (falschen) Annahme
der Unabhingigkeit auftreten,wenn die Ausnutzungen in beiden
Stufen so sind,daB die Wartewahrscheinlichkeiten W, und W

1 2
im Bereich 0.2 bis 0.3 liegen.

2.4 Test-Anforderungen mit bestimmter Startposition in Stufe 1

In diesem Abschnitt werden die bedingten Antreffwahrscheinlich-
keiten def
P( XA2 =x| Xy =X1) = pz(xlxq)

bestimmt,also die Abhingigkeit der Zahl der Anforderungen
(Warteschlangenlingen) die von derselben Anforderung in den
beiden Stufen dort angetroffen werden.Um explizite Ergebnisse
zu erhalten,wurde der (wichtige) Fall zweier Single-Server
Systeme ohne Verzweigung betrachtet,jedoch ist bei Beriicksich—
tigung derselben bzw. auch bei n2>1 ein dhnliches RANDOM WALK~-
-Diagramm zu erhalten,das z.B.rekursiv gelost werden miisste.

Jedoch gelten die im betrachteten Falle erhaltenen prinzipi-
ellen Ergebnisse in der Tendenz auch dort.

2.4.1 Allgemeine Berechnungsmethode

Der Durchlauf einer Anforderung durch das System kann beschrie-
ben werden durch eine Folge von "Durchlaufszustinden"”,die eine
Anforderung annimmt (Weg in einem $0g. RANDOM WALK-Diagramm).
Da das Schicksal einer Anforderung wegen FIFO-Abfertigungsdis—
ziplin in beiden Stufen nicht von nachfolgenden Anforderungen
beeinfluBt wird,ist das RANDOM WALK-Diagramm ein gerichteter
Graph ohne Schleifen (vgl.Bild 3.11).
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Bild 3.11 RANDOM WALK-Diagramm

Ein allgemeiner Durchlaufszustand 11132 fiir eine betrachtete
Anforderung ist so definiert,daB i,I Anforderungen in Stufe 1
und i2 in Stufe 2 sich befinden,inclusive der betrachteten
Anforderung,wobei aber nachfolgende Anforderungen irrelevant
sind.Wird dieser Durchlaufszustand von der betrachteten Anfor-
derung eingenommen,so ist das ndchste Ereignis entweder das
Enden einer Bedienungszeit in Stufe 1 oder in Stufe 2 mit den
Wahrscheinlichkeiten

Eﬂ 52

PITE T R T e .69

Ist eine Stufe leer,so zeigen doppelt eingezeichnete Pfeile an,
daB die Ubergangswahrscheinlichkeit =1 ist (reflektierende
Grenze).

Jede Anforderung beginnt ihren Durchlauf beim Start-Durchlaufs-
zustand 31i§2 und wandert auf einem bestimmten Weg mit zugehori-
ger Wahrscheinlichkeit zu dem absorbierenden Durchlaufszustand
[é;@] ,wo die Anforderung das System verlalBt.
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Es ist nicht schwierig,die Aufenthaltszeit einer Anforderung in

einem Durchlaufszustand anzugeben,deshalb kodnnte man zeigen,

‘ wie Tw1’TH1*Tw2 und TH2 sich in diesem Diagramm widerspiegeln.

Da dieses RANDOM WALK-Diagramm nun alle notwendigen Informatio-—
nen enthédlt,wdre es prinzipiell mdglich,ebenfalls Zeitbetrach~
tungen bezliglich qu wie in %.2 anzustellen,jedoch erwies sich
die dort benutzte Methode fiir jenen Fall effektiver.
Es sei
- pF(iq,i2) die Durchlaufzustand-Wahrscheinlichkeit,mit der
der Weg einer Anforderung von [QﬂlQEJnacthLQJ iiber E;:};]

fihrt (31,32 dabei implizit vorausgesetzt)
- d; die Zahl der ”pi—Ubergénge” eines Weges (pi—Distanz)i=1,2-
- d, die Zahl der Uberginge eines Weges ohne Alternative

Dann ist die Wahrscheinlichkeit eines gewissen Weges

Pweg = 1 ’ p/] -P2 (3-69)

und die Durchlaufszustand-Wahrscheinlichkeit gleich der Summe

der Wahrscheinlichkeiten aller Wege von gjlgzkzum betrachteten
Durchlaufszustand.

Wenn eine Anforderung den Ubergang von’ﬂ,k]nach O,x+1] benutzt,
trifft sie genau x Anforderungen bei Ihrer Ankunft in Stufe 2
an.Deshalb genligt es,die Durchlaufszustand-Wahrscheinlichkeiten

PF("’}O (X = Ov"’aj/"‘"jz"q)

zu berechnen,aus denen direkt die bedingten Antreffwahrschein-

lichkeiten bei einem bestimmten Startmuster {xq,xg%erhalten
werden:

cla;
PC Xyo =x| frgaxpl) = pplxleg,xy)

SchlieBlich ergibt eine gewichtete Summation iiber Xy die ge-
suchten GréBen p2(xlx4).

2.4.2 Durchlaufszustand-Wahrscheinlichkeiten

Flir einen festen Start—Durchlaufszustand!g,[lg'2 hangt die Wahr-

scheinlichkeit eines Weges zu einem festen Zustand{T,;1von

seiner Zahl do von Zusténden mit Freizeiten fiir Stufe 2 ab.
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Fir jﬂ—ﬂ<xgjq+j2-1 gibt es keinen Weg,der einen solchen Frei-
zeitzustand beriihrt.Deshalb haben alle diese Wege die gleiche
Wahrscheinlichkeit,ihre Anzahl ist einfach anzugeben.

Fur O<xgjq—1 gibt es Wege,die d0= O,ﬂ,...,domax Freizeitzustédn~
de besitzen.Bezeichnet man die Zahl der Wege, die von '1,32

o wa—

(Jq>1,32>o) zu einem Zustand {1,x| (x>0) iiber 3 Freizeitzusténde
flihren,mit k(do,x),so gilt
omax
a d
PF("’X) = Z k(d03x)'p/’1‘ P22 (5-70)
dO=O
mit dq=j1—1—do,d2=j1—1+j2—x,domax=jq—x .
Um k(do,x) zu bestimmen,wird folgende Definition getroffen
(vgl. Bild 3.12):

(00) Yy Es sei‘V(do,u,v,a) die Zahl der
e, Wege von (0,0) nach (u,v),die die
ay L>5 Gerade y=x+a genau d, mal beriihren

aber nicht kreuzen.
(a20,u>0,0¢v<u+a).

(o)

Bild 3.12 Gerichteter Weg

Ty
SATZ 3.5: wE)_[utrv i =
— : ( u ) (u+a) fir 4, =0 -712)
a = ~-d -d
¥, ,u,v,a) (u+v 91_(u+v ﬂ fiir 0<d gv-a+1  (3.71b)
u+a-1 u+a

BEWEIS: Flir a>0,u>0,0<v<u+a ist (3.71a) identisch mit 'Temma 2"
von MILCH und WAGGONER |108| und kann,auch fiir a20,u20,0<v<u+a,
mit Hilfe des sog. Reflektionsprinzips (vgl.z.B. |19]) bewiesen
werden.(3.17b) ist unter gleichen Voraussetzungen Teil desSatzes
(Korollar 2) in|1qog| und wurde dort durch das sog. Teleskopprin-
zip bewiesen.Wegen‘V(do,u,v,o) = V(do-ﬂ,u—1,v,1) fir 4 >0 ist
auch a=0 zugelassen.Dann ist die Giiltigkeit fiir v=0 offensicht-
lich.

Geht man zurilick in das RANDOM WALK-Diagramm (S.98) mit
k(do,x) =\?’(dosj/]_quq'1+jg'x7j2) (3-72)
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so kann nach einigen Zwischenrechnungen eine explizite Formel
fiir die Durchlaufszustand-Wahrscheinlichkeiten pF(ﬂ,x) angege-
ben werden:

jq—ﬂ+jg—x {qu-ﬂ (231—2+j2—x

pF(/‘7X> = p2 1 L +
J/]"
J,=1-x
1
. Ja=2+J~+1 Ja=1+Ja+1
“Argdq
X2 ol O E e (7 DRGNS
i-0 dq=2+dp 371+

312/’ ,j2ZO,O<X$J‘1—’]+32
Flir x>jq~1 ist die Summe =0 zu setzen.

3.4.3 Bedingte Antreffwahrscheinlichkeiten

Startet eine Anforderung ihren Durchlauf mit dem Durchlaufs—
zustand dqsds]s80 waren bei ihrer Ankunft X1=Jq—1 bzw.x2=32
Anforderungen schon im System.Deshalb ergibt sich mit

pz(XIX/‘ axg) = PF('] ’X)'p/] fiir x>0 (3-74>

aus (3.70)~(3.73)

X, +X = X +1 2%, +X4=X
1772 1 1772
p2<X|X/] $X2> = pg {Pq '( ) +

*9
X=X
. X, +XA=T+1 X, +XA+1
b 172 172
+ 15 E: pﬁ[ ( )—p1-< )]} (3.75)
X1+X2—1 X,]-a-x2
i=0
Mit -
1 fir x1+x2:0
P2 (Ofxy,xp) = L2
pg(ﬂlxq,xg)’ fiir x,+x,>0
Py
=1\ def
und (_1>= 1 kann gezeigt werden,daB (3.75) allgemein gilt fiir

xﬂ,x22O,O$x<x1+X2.
Im speziellen Falleé-,l:g2 ist es mdglich,im RANDOM WALK-Diagramm
die reflektierende Grenze zu vermeiden,indem man dag Diagramm

durch "Spiegelung" an ihr zu einem Rechteck erginzt (hier nicht
ndher beschrieben).
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Dann erhdlt man separat fiir diesen Fall 51=52

2X1+x2—x+1 [(2X +XH=X

(T o, )] (3.76)

xq,xgzo O<x<x,1+x2
ein Ergebnis,dessen Ubereinstimmung mit (3.75) durch voll-
standige Induktion bewiesen werden kann.

pp(xlxq.x5) =(%)

Die bedingten Antreffwahrscheinlichkeiten fiir ein bestimmtes
Startmuster {Xq,xe}kdnnen auch interpretiert werden als Zustands-
wahrscheinlichkeiten einer Einzelstufe MIMI1 mit Ankunftsrate

&4 und Servicerate 52 (> oder 61!) bei Ankunft der Anforder-
ung Nr. x1+1,wenn bei Beginn des Ankunftsprozesses genau Xq
Anforderungen im System waren.Dies entspricht der Untersuchung
eines Zeitverhaltens,wobei "Zeit" durch die Ordnungsnummer der
ankommenden Anforderung reprdsentiert wird.

Diese Pragestellung wurde von TAKACS 20| behandelt,der mit
Hilfe der Theorie der homogenen Markoff-Kette einen (umfang-
reichen) Ausdruck fiir die 2-seitige erzeugende Funktion dieser
Mehrschritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten herleitete.Fiir einen
relativ einfachen Spezialfall dieser Funktion wurde dort ein

explizites Ergebnis angegeben,das,auf dieses Problem ibertragen,

lautet:
P, (x[%4,0) = (p2> 22

i=x

I N
1 D, D, (3.77)
2x -1 ( X4 ) 1 2

Die Ubereinstimmung von (3.77) und (3.75) mit x,=0 kann durch
vollstandige Induktion gezeigt werden.

Durch gewichtete Summation iiber X, erhdlt man nun die gewlinsch~
ten bedingten Antreffwahrscheinlichkeiten

>
oa(xlxy) = D) PC Ropy =xp| Ly =)oyl ) (3.78)
W=
Dabei ist X,pq die zufdllige Zahl von Anforderungen in Stufe 2
bei Ankunft einer Anforderung in Stufe 1.

Somit ergibt sich als allgemeine Formel

~10%=
< -x & X, +1 ) 2X,+F=X

pz(XlX1> = (/\“AZ)'pg’l .Z <A?p?> i: ! .( ;](,] )+

j=max(0,%-x,)

. (3.79)

+P«Z pl{( +iaq:1) pﬂ( +i;l>}}

wobei die Summe liber i fiir x>x1 =0 zu setzen ist.

X, Xq>O

In Bild 3.13 sind diese Antreffwahrscheinlichkeiten aufgetragen
und mit den absoluten Zustandswahrscheinlichkeiten pz(x) ver-
glichen.

pz(x!x'])
04

03
021

o

o1t

A:l'O.35 , A2=O.7

O 1 2 3 4 5 6 78 910 X
Bild %.13 Bedingte Antreffwshrscheinlichkeiten

In diesem Beispiel,wo die 2.5tufe langsamer ist als die 1.Stufe
(52<Ea),ist deutlich zu sehen,wie momentane Schwankungen (Ver-
kehrsspitzen) in der 1.Stufe spdter in Stufe 2 fortgesetzt

werden (obwohl die Durchlaufszeiten unabhingig voneinander sind!),

Es ist klar,daB fir 52>EA der Einfluf} von x, auf pg(xlxq) gerin-
ger ist und daB pg(x|x1) fiir x;»w gegen die absoluten Zustands-
wahrscheinlichkeiten einer MIM|[1-Stufe mit Ankunftsrate 51 und
Servicerate 52 gehen.

Fir %, ist keine Freizeit fiir Stufe 2 mdglich, (3.79) kann
deshalb vereinfacht werden zu

X+
py(xlxy) = (leay) X 1 YT (3.80)

A1+A2—A1A2 X>X

120
was fiir x,=0 identisch ist mit Opg(x) gemdaB (3.22).

(3.79) zeigt,daB z.B. die Wartewahrscheinlichkeit in Stufe 2 umso
hoher ist,je grdfler die Zahl x4 der angeiroffenen Anforderungen
in Stufe 1 war.Dies bedeutet,daf hier keine "begrenzte Abhingig-
keit" gilt wie bei den Wartezeiten.
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3.4.4 Weitere SchicksalsgroBen

Die Zahl der in Stufe 2 angetroffenen Anforderungen ist wegen
der negativ-exponentiellen VF in Stufe 2 und der FIFO Abferti-
gungsdisziplin ausreichend fiir die Bestimmung des weiteren
Schicksals in Stufe 2,wie die bedingten VF der Warte- und Durch-
laufszeiten.Zum Beispiel kinnen die bedingten mittleren Warte-
und Durchlaufszeiten direkt aus dem bedingten Erwartungswert

def S
E(xlx)) = EC x), 1%y, =x,) = ZX@Q(X[xq) (3.81)
x=0

abgeleitet werden,der in Bild 3.14a,b dargestellt ist.

3 Elxb)

10

05

- ’ B
O 2 4 (S 8 10 1
Bild 3.14a Bedingte Erwartungswerte in Stufe 2 (52>£1)

& EXIxq)

N WA g O

/\2=25A1

02 4 6 8 0%

Bild 2.14b Bedingte Erwartungswerte in Stufe 2 (£2<£H)
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Durch diese Kurven wird folgendes prinzipielle Verhalten (das
durch plausible getrennte Betrachtungen erhalten werden kann)

bestédtigt.
Falls £2>£H,gilt entsprechend einem quasistationiren Verhalten
AX £
lim E(xlx)) = mit A% = — (3.82)
X,Iaoo ’I—Aé 52

wogegen fiir £2<£% dieser Erwartungswert mit X, nahezu linear
ansteigt mit

E(xixq+qu) - E(xlxq) &> (3.83)
S
Ax, €1

da die Wahrscheinlichkeit fiir eine leere 2.5tufe-»0 geht fiir
geniligend groBes 51 und X

Betrachtet man nun Gesamtschicksale wie in 3.3,s50 kdnnen auBer
einiger bereits dort abgeleiteten GréBen die Gesamtzahl der
Vorgénger-Anforderungen in Stufe 1 und 2

X
POxyq + T =) =37 P(Xyq =x=3) p,(5)x-3) (3.84)
j=0

bestimmt werden,die angibt,aus wievielen Wartephasen die Gesamt-

wartezeit einer Anforderung besteht.
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4 BERECHNUNG 2-STUFIGER SYSTEME OHNE BLOCKIERUNG BEI

NICHT-REKURRENTEN VERKEHREN ZWISCHEN DEN STUFEN

In diesem Kapitel wird fiir das 2-stufige Single-Server Warte-
system ohne Blockierung

M 2o r, 11 ZLovr_ i1 (VE,,VF, beliebig hypoexp.)

2

eine Approximationsformel fiir die mittleren Wartezeiten aller
Anforderungen in Stufe 2 hergeleitet.Da Stufe 1 fiir sich exakt
berechnet werden kann,sind deshalb auch die Mittelwerte der
Gesamtdurchlaufs- und Wartezeiten angebbar.

Es werden in diesem Zusammenhang nur sog. hypoexponentielle VF
betrachtet und eine verkehrs- und varianzabhingige Interpolation
zwischen Ergebnissen von bekannten exakten oder neuen approxima-—
tiven (Teil-) Ergebnissen vorgenommen.Die entwickelte Nidherung
wird mit Simulationsergebnissen verglichen,auflerdem mit 2 nahe-

liegenden einfacheren (Vergleichs-) Nzherungen.

4.1 Einfiihrung

Bei seriellen Wartesystemen mit unendlich groflen Zwischenspei -
chern tritt nirgendwo Blockierung von Bedienungseinheiten (BE) .
auf.Trotzdem kann bei diesen Systemen der AnkunftsprozeB in
einer Folgestufe nicht allein durch einen unabhdngigen Ankunfts-
prozeB mit entsprechender VF der Ankunftsabstdnde beschrieben
werden,da (vgl. 2.2.1) im allgemeinen aufeinanderfolgende
Abgangsabstdnde von Stufe i (= Ankunftsabstinde in Stufe i+1 )
voneinander abhéngig sind,d.h. kein rekurrenter EingangsprozeR
mehr vorliegt.Demzufolge konnen die Standardmethoden fir die
Untersuchung von einstufigen Wartesystemen (vgl. 1.2.3 ) nicht
oder zumindest nur ndherungsweise verwendet werden.

Selbst bei (angenommener) Unabhingigkeit aufeinanderfolgender
Ankunftsabstidnde in einer Folgestufe ist flir ihre Berechnung
die Bestimmung der Verkehrsgrofen in einem GIlGI1-System not-
wendig.

In Abschnitt 2.2 wurde eine ausfithrliche Ubersicht iber den in
diesem Kapitel behandelten engeren Themenkreis gegeben und ins-
besondere in 2.2.3 die (gescheiterten) Versuche von Autoren
geschildert,die Wartezeiten in Stufe 2 exakt zu bestimmen,
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selbst unter der Annahme einer negativ-exponentiellen VF der
Bedienungszeiten in Stufe 2.

Diese Darlegungen stellen filir das Verstdndnis dises Kapitels 4
eine notwendige Voraussetzung dar.Deshalb zeigt Tabelle 4.1 hier-
zu nur kurz die in der Literatur behandelten entsprechenden
2-stufigen Systeme.

Veroffentlichung VF,| - VF2 Ergebnisse f. Stufe 2
BURKE 1201 M- G Berechnung nach MGl
(exakt)
GHOSAL  le6l E, - M Wartezeit-VF (nicht
< exakt,Abhangigkeiten
SUZUKI 1102} G- M unberiicksichtigt)
LOYNES |81 E, - M Wartezeit-VF ist nicht
negativ-exponentiell
FRIEDMAN |651 D- D E(T,) exakt aus Reduk-
tionstheorie
Diese Arbeit bel.hypoexp. E(ng).approximativ

Tabelle 4.1 Behandelte 2-stufige Single-Server Systeme ohne
lockierung

In diesem Kapitel werden beliebige hypoexponentielle Verteilungs-
funktionen (VF) in beiden Stufen zugelassen und diese niherungs—
weise durch ihre ersten beiden Momente (Mittelwert und Varianz
bzw.Varianzkoeffizient) beschrieben.Dies ist z.B. auch bei
Uberlaufsystemen iiblich (vgl.z.B. [14]) und liefert fiir die
Praxis geniligend genaue Ergebnisse.

Da im Anhang A2 generell auf den EinfluB des %. und hdherer
Momente bei den in dieser Arbeit untersuchten Systemen einge-
gangen wird,soll auf diesen hier nicht eingegangen werden

(vgl. dort).

4.2 Einfache Moglichkeiten der Approximation

Es werden hier zunBchst 2 einfache Ndherungsmdglichkeiten ge-
schildert.die sowohl als Vergleich zu den Ergebnissen der spe-
ziellen Naherungsmethode in 4.3% dienen,als auch zur Motivation

des dort verwendeten NZherungsprinzips.
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4.2.1 Annahme eines Poisson-Ankunftsprozesses (Niherung P)

Als einfachste und zugleich gribste Ndherung kann die pauschale
Annahme eines Poisson-Ankunftsprozesses fiir Stufe 2 (Ndherung P)
gelten.Diese ngherungsweise Beschreibung von Stufe 2 als MIVFglﬂ—
System ist umso genauer,je mehr die VF der Bedienungszeiten in
Stufe 1 VF,1 zu einer negativ-exponentiellen VF (Varianzkoeffizi-
ent CH1=1> neigt.Die Glite dieser Ndherung hingt bei gegebenen
VF-Typen der Bedienungszeiten in beiden Stufen auch vom Verhilt-
nis h/l/h2 ihrer Mittelwerte ab: je kleiner hq/hg,desto mehr
"schlégt der PoissonprozeB am Eingang von Stufe 1 auf ihren
Ausgang durch".

Damit ergibt sich fiir den Erwartungswert der Wartezeit in Stufe 2
- gemdB den Formeln fiir das Wartesystem M|G|1 nach POLLACZEK und
KHINTCHINE,vgl.z.B. [19] -

(1 + Cy5) Ay
2(1 - 4,)

= . A A
E(Tw2> h, (Ndherung P) &.1)

mit A2=7\'h2

Weil bei hypoexponentiell verteilten Bedienungszeiten der Aus-
gangsprozel einen Glattungseffekt gegeniiber dem Poisson-Eingang
aufweist (bzw. bei hyperexponentiellen VF einen Spitzigkeits-
effekt,vgl. 2.2.1),ist zu vermuten,daBl die mit dieser Nidherung
erhaltenen mittleren Wartezeiten in Stufe 2 bei dem hier betrach-
teten Fall Cy, < 1 iiberschtzt (im Falle Cy, > 1 unterschitzt)

werden,was sich in den Bildern 4.3,4.5-4.7 bestitigt (8415 ££).

Bei diesem Ndherungsverfahren P wiirde sich als Konsequenz der
Poisson-Annahme fiir alle VFq-VFa—Kombinationen eine von der
Reihenfolge der beiden Stufen unabhéngige mittlere Gesamtwarte-
und Durchlaufszeit ergebenjdies ist zwar fiir D-D und M-M gegeben,
jedoch im Regelfalle nicht erfiillt,da bei hypoexponentiellen VF
in Stufe 1 der Poisson-AnkunftsprozeB vor Stufe 1 als gegldtteter
AusgangsprozeB am Ausgang dieser Stufe erscheint und demzufolge
die mittlere Wartezeit aller Anforderungen in Stufe 2 kleiner ist
als bei Poisson-Ankiinften.

Dieser Gliattungseffekt ist bekannt und wurde auch von PACK |91
anhand eines 2-stufigen Modells fiir die Ubertragung von Daten

auf einer Multiplex—Ubertragungsleitung zu einem Rechner (vgl.
1.4.2) beschrieben.Die von ihm durch Simulation gewonnenen Werte
fir die Reduktion der Wartezeiten in Stufe 2 eines Systems mit
D~M durch den Glattungseffekt konnten bestdtigt werden.
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4.2.2 Annahme eines allgemeinen rekurrenten Ankunftsprozesses

(Ndherung R)

Der Glattungseffekt beim Zwischenverkehr kann berilicksichtigt
werden,indem zunidchst die Varianz (éig =C§2/?\2 des Eingangs-
prozesses 1in Stufe 2 nach der Formel von MAKINO fiir den
AusgangsprozeR eines Systems MIGl1 (vgl. 2.2.1) nach (2.1)
bestimmt wird.Danach betrdgt der Varianzkoeffizient des Eingangs-
prozesses in Stufe 2

2 2
CA2 = L/A - Aq-( 1= CH1> (4.2)

Zur Berechnung der 2.Stufe als FEinzelstufe mit einem Varianz-
koeffizient CA2 des Eingangsprozesses und Bedienungszeit-Vari-
anzkoeffizient Co (Ngherung R) muR jedoch eine Unabhingigkeit
aufeinanderfolgender Ankunftsabstinde angenommen werden (rekurr-
enter ProzelR),

Flir dieses allgemeine einstufige reine Wartesystem mit 1 BE und
beliebigen VF fiir den Ankunfts- und BedienungsprozeB ( GIIGl1 )
sind in der Literatur verschiedene Methoden zur Berechnung der
VerkehrsgroBen bekannt.Eine wichtige Methode ist z.B.die Losung
der Integralgleichung nach LINDLEY |40!,die jedoch nicht allge-
mein,d.h. flir beliebige VF angegebeben werden kann.

Deshalb wurde in |39| eine einfache Approximationsformel fiir die
mittlere Wartezeit aller Anforderungen in einem GI|G11—System
entwickelt,die nur die ersten beiden Momente der VF des Ankunfts—
und Bedienungsprozesses beriicksichtigt:

2y2
> 2(1-0), (1-C))
A (¢ + 08 -5

> 2
. i 24 cesco) L

G- Tz e Car%) n 0(4'54)

4 S

E(TDsrich =
(c2-1)
T cﬁ) ~{e-ay. 2A - }

Gy — >3 e (CA+4CH) *h (4.4)
cC, 21

A 7z

Diese Formeln enthalten verschiedene in der Literatur bekannte
(exakte wund approximative) Ergebnisse und wurden anhand vieler
Systeme mit D,Ek,M und H2 VF mit Simulationsprogrammen getestet.
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Setzt man nun in (4.3) fiir CA den Varianzkoeffizienten CA2 nach
(4.2) ein,erh#lt man die gewlinschte einfache Vergleichsnéherung R.

Die hiermit erhaltenen Ergebnisse (vgl. Bilder 4.3,4.5-7 8115 £f.)
sind durchweg besser als bei Néherung P.

Jedoch sind die Ergebnisse zum Teil noch sehr unbefriedigend,was
sich insbesondere Dbei Bedienungszeit-VF mit kleinen Varianz-
koeffizienten bemerkbar macht.Dies ist besonders aus dem ( hier
nicht dargestellten) Grenzfall konstanter Bedienungszeiten in bei-
den Stufen zu ersehen,wo im Falle h2<h1 nie eine Anforderung in
Stufe 2 warten muB,mit der Vergleichsngherung R sich aber fiir

0 < A1 < 1 mittlere Wartezeiten >0 ergeben.Dies ist darauf zuriick-
zufiihren,daB in diesen F&llen der Ankunftsabstand in Stufe 2 stets
grofer ist als die Bedienungszeit (TA2>TH2),dies aber bei einer
2-Momentendarstellung des Ankunftsprozesses nicht vollstindig be-
ricksichtigt sein kann.

Wie aus dem Verlauf von Niherung R in Bild 4.5 unten ersichtlich,
ist auch bei D--E2 mit }12<h,I noch etwas von dieser Tendenz zu spli-
ren.Diese Maxima,die nur bei h2<h1 beobachtet wurden,kdnnen natiir-
lich nur deshalb auftreten,weil sich mit steigender Ankunftsrate
auch der Typ der VF des Ankunftsprozesses in Stufe 2 &ndert.

Im Grenzfall A1 kann Stufe 2 exakt als eine Einzelstufe VF1|VF211
beschrieben werden.

Wiirde man in Stufe 2 die Ankunftsabstdnde an sich durch ihre VF

P(TA2>t) = wq-P(TH1>t) + (1—wq)~P(TA1+TH1>t)

exakt beriicksichtigen -also nur die Abh8ngigkeiten zwischen ihnen
vernachlissigen- so wiirden sich (beispielsweise durch Simulation)
mittlere Wartezeiten ergeben,die je nach System bis zu ca %5%
(vei D-D) unterhalb der exakten Werte liegen.

Jedoch kann gesagt werden.daB die Unterschdtzung der mittleren
Wartezeiten durch Vernachlissigung der Abh#ngigkeiten aufeinan-
derfolgender Ankunftsabstande in Stufe 2 von h,]/h2 abhingt und
umso geringer ist,je besser die Bedienungszeiten in Stufe 1

durch eine negativ-exponentielle VF zu beschreiben wiren.

Diese gravierenden Nachteile der hier nur zum Vergleich geschil-
derten Ndherungen P und R fiihrten zu dem gewdhlten Verfahren,das
nun beschrieben wird.
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4.% Genasueres Niherungsverfahren (Ndherung Ip)

4.%.1 Prinzip der N&dherung

Wie aus der Zusammenstellung der in der Literatur untersuchten
2-stufigen Single-Server Systeme ohne Blockierung

{1

M ==V, |1 >VF,

in 2.2 und 4.1 hervorgeht,existieren exakte Ergebnisse fiir die

mittleren Wartezeiten aller Anforderungen in Stufe 2 E(Twz) nur

flir folgende VF1~VF2—KOmbinationen:

® M-G Da der AusgangsprozeBl von Stufe 1 ein PoissonprozeB ist,
kann die 2.Stufe exakt wie eine MIGl1-Stufe berechnet
werden (nach (4.3) fiir Ndherungsverfahren P,das fiir diesen
Fall exakt ist). k

® D-D Nach der Reduktionstheorie von FRIEDMAN u. AVI-ITZHAK ist
die gesamte Verzdgerungszeit TWB (hier = Wartezeit) einer
Anforderung in diesem Falle gleichgroB wie die Wartezeit
im einstufigen System MIDI1 mit h = max(h,,h,).Also betrigt
die mittlere Wartezeit aller Anforderungen in Stufe 2

E(Typdpp = E(Typ) -E(Ty)
A A
2 ., .
5C-Ay)y P2 T 20-A) ™ by <y
= (&+.5)
0 h, » hy

In Bild 4.1 sind die hier zundchst untersuchten VFq—VF2— Kombi-
nationen in Matrixform entsprechend ihrer Varianzkoeffizienten

dargestellt und bei Systemen mit bekannten exakten (expliziten)
Ergebnissen eingerahmt.

0 0.5 1.0 2
J + " YH?2
o + (-0 D-E, (D-M
0.5 E,- D E,-E, E,- M
1.0 Gikf D M -E, M - ﬁ)
2
Cm

Bild 4.1 Hypoexponentielle VFq-VFz-Kombinationen der Bedienungs-
zeiten ( (::) explizit angebbar)
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Gelingt es,fiir die Kombination(p—M) eine Formel fiir die mittlere
Wartezeit in Stufe 2 herzuleiten,so kann fiir alle Systeme mit
0 < CHﬂ £ 1 und 0 K CH2 < 1 eine varianzabhingige Interpolation

zwischen diesen Ergebnissen erfolgen (Ndherung Ip),

4.3.2 Approximation fiir Bedienungszeit-VF-Kombination D-M

Der Grundgedanke der approximativen Lésung dieses Teilproblems

der Bestimmung der mittleren Wartezeit in Stufe 2 vesteht in einer
einer vom Angebot Aq abhingigen Interpolation zwischen den Warte-
zeiten nach folgenden Berechnungsprinzipien "D" und "O".

@D: Die mittleren Wartezeiten in Stufe 2 werden berechnet, als
ob bei gleicher Durchsatzrate die Ankunftsabstinde in Stufe
2 konstant wiren (Stufe 2 als DIMI1-sSture).

® O: Die mittleren Wartezeiten werden aus einer noch herzulei-
tenden Formel fiir "kleine" Angebote in Stufe 1 fiir das
betreffende Angebot A1 berechnet.

Das Berechnungsprinzip O wird umso genauer sein,je kleiner Aq ist,

wihrend Prinzip D Dbei hq > h2 fiir A1->1 exakt ist,der zugehdrige

Gewichtungsfaktor also gleich 1 sein muf},wogegen bei h1 < h2 -wo

selbst bei Grenzbelastung des Systems die BE der Stufe 1 nicht

immer belegt ist-~ Prinzip D eine mehr oder weniger grobe Niherung

darstellt.Diese Teilndherung ist aber dann von untergeordneter

Bedeutung,wenn sie nur mit einem geringen Gewicht in die gesamte

Néherung des Teilproblems eingeht.

® Bei der Annahme konstanter Ankunftsabstsinde in Stufe 2 (Nsher ~
ung D),ergibt sich aus (4.3) approximativ
_ 2(1—A22

. - 2 .
E(Ty5)p = E”w?n!mrzm'e 2 ng (4.6)
-4

® Bei der Herleitung einer Ndherungsformel fiir Prinzip O wurde

zundchst davon ausgegangen,daB bei kleinen Angeboten Aq und

damit kleiner Wartewahrscheinlichkeit W,|=A1 in Stufe 1 der An-

kunftsprozeB in Stufe 2 approximativ als Poissonprozef ange-

nommen werden darf.Als Grundlage hierzu diente

a) die Anschauung,daB dann wegen kleiner Wartewahrscheinlich-

keit in Stufe 1 die mit kleiner Rate ankommenden Poisson-
—-Ankiinfte jeweils nur um eine konstante Zeit h,1 verzogert

werden
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b) die Tatsache,daB der Ausgangsprozel von MIGl o0 ein Poisson-
-Prozel ist (vgl.MIRASOL |4%]) und bei N0 die Zahl der BE
unerheblich ist.

Es zeigte sich jedoch durch Vergleich mit Simulationsergebnissen,
daB diese Berechnung der 2.Stufe als MIMI1-Stufe fiir kleine
Angebote Aqrelativ gesehen zu hohe Ergebnisse lieferte (vgl.z.B.
Bild 4.3 untenkhDabei ist klar,daB fiir A,—0 E(ng) ebenfalls

-und zwar unabhingig von Annahmen bezliglich des Ausgangsprozesses
von Stufe 1- absolut gesehen gegen O geht.Was sich aber in obi-
gem Falle als unbefriedigend herausstellte,war der Effekt,daf’

der Grenzwert E<Tw2)D—M

def
} - Fo pom (4.7

lim

N0 E(T

W2 MMl 1
nicht gegen 1 zu gehen scheint.

DaB ein solcher Grenzwert 1 moglich ist,kann man z.B. fiir D-D,
also konstanten Bedienungszeiten in Stufe 2,mit (4.5) exakt

zeigen. h

s h,<h

. E(TW2)D—D def h2 172
e E(T, ) = fopp = 0 h,>h (4.8)

w2/MIDl1 1792

Zur Bestimmung des Verlaufes von FOILJQbOt es sich an,auf einem
Ergebnis von SUZUKI [102| fiir D-M aufzubauen,bei dem allerdings
Abh8ngigkeiten nicht berlicksichtigt wurden.Danach gilt speziell
fiir diesen Fall

E(T,,) = —22 q
w2) =T ohp
wobei < die Wurzel der Gleichung (4.9)

- by N +7'—h—1(’l—w)
e hé<1—m)- N h2

A+ 2L (1-w)
hy

darstellt. Fir*—>0 verschwinden die nichtberiicksichtigten Ab-
hé@ngigkeiten,aber auch w geht gegen O.
Setzt man nun in 1. Nzherung

LW
lim =2 - p
Ao Y
und geht damit in (4.9) ein,so ergibt sich fiir den Grenzwert
- h,/h
_ .7 Bq/hy
h, = (h1 + h2) e
und daraus h W o+ h -h./h _
7 _ [e] _ 1 2'6 1 2 (4/}0)
O:D—l“I"h - h2 *

2
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Dieser Verlauf ist in Bild 4.2 gestrichelt dargestellt.

) Fo
10 —
~
\\'
08 AN Fop-M
06 \\ Bild 4.2 Verlauf des Grenzwerts
\ —_——
¥ F
0 D-M
04 FopD ‘\
\X
02t \
\
N L

0 02 04 06 0B 10 by*hy

Die eingetragenen Kreuze stellen etwa den ermittelten Verlauf
von Ff)D—M dar,der durch (4.10) zufriedenstellend beschrieben
wird.Er wurde gewonnen durch Simulation der Systeme fiir Amax=
max(Aq,A2) = 0.2 ...0.8 bzw 1.0 und Extrapolation der (hier
nicht dargestellten) Verbindungskurven der Simulationsergeb-—
nisse auf Amaino‘q und Vergleich mit den Ergebnissen der
Ndherung P an derselben Stelle.

Damit betrigt die mittlere Wartezeit in Stufe 2 fiir kleine Ange-

bote A, (Ndherung 0) approximativ
A
2
E(T = F <E(T

w2lo = Fo pom F

(#.11)

wz)mMM = F0 p-M

1—A2

Untersucht man die Ergebnisse beider Berechnungsprinzipien nach
(4.6) und (4.11),s0 ergeben sich prinzipiell die in Bild 4.%
unten zusdtzlich dargestellten strichpunktierten VerlZufe.

Es verbleibt die von Aq abhingige Interpolation zwischen diesen
beiden Ergebnissen:

E<Tw2>D—M = (1“8(A1)).E(Tw2>0 + g(Aq)'E(TW2)D ( )
u.12
mit 0 < g(h,) <1, g(0) =0, g(1) =1

Durch Vergleich mit Simulationsergebnissen stellte sich die Not-
wendigkeit heraus,den Interpolationsfaktor g(Aq) auch vom Verhsdlt-
nis h?/h1 der mittleren Bedienungszeiten abhingig zu machen.Als
einfach und brauchbar erwies sich 2( h2 )
- + 1

g(a) = A, B (4.13)
Damit ist es nun gelungen,eine ndherungsweise Berechnung der mitt-
leren Wartezeit E(Tw2)D-M fiir die Kombination D-M zu finden.
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In Bild 4.3 sind die Ergebnisse dargestellt fiir hq/h? =1 und 2,
d.h. bei h1+h2 = 1Zeiteinheit fiir hq=0.5 und 0.6 . Im Falle

h1=O.5 lagen alle Ergebnisse des Nzherungsverfahrens innerhalb der
Vertrauensintervalle der Simulation.

$E(Tw2)

f Simulationsergebnisse /
{95% Vertrauensintervalt ) /

P,R = Vergleichsndherungen //
entwickelte Ndherung //

I

Ip

0 02 04 06 08 ) Amax

Bild 4.3 Mittlere Wartezeit E(ng) fiir D-M
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4.3.% Approximation fiir beliebige hypoexponentielle VF-Kombi-
nationen

Wie bei der Beschreibung des Niherungsprinzips in 4.3.1 ange-
deutet,erh&lt man eine Nsherungsformel fiir beliebige hypoexpo-
nentielle VF in beiden Stufen durch eine von beiden Varianz-
koeffizienten abhingige Interpolation zwischen den exakten Ergeb-
nissen fiir M-G,D-D und den in 4.3.2 abgeleiteten Naherungsergeb-
nissen flir D-M (vgl.Bild 4.1).

Als Interpolationsfaktoren wurden (wie bei den mittleren Warte—
zeiten im System MIGI1,vgl.(4.1)) nur vom Quadrat der Vari-
anzkoeffizienten linear abhingige Terme in Aussicht genommen und
bei zufriedenstellender Genauigkeit beibehalten.

Bild 4.4a,b zeigt 2 Simulationsreihen,wo bei fester Ankunftsrate
die Varianz der VF in Stufe 1 bzw. 2 variiert wurde.

AE(Ty) AE(Ty?)
0.5 T O 5 +

y; 041
/}/ }//1

031 }/ 03 {//

047

021 02[ 7

[/ g
4
w E2 o DM o DM o B
01 >om & mwo 011 —amQ MmO
A=10 05 05 a=10 05 05
1 + T ACz + t +—p 2
0 05 1 HZ g 05 RGE

3ild 4.4a.,b
a) Variation von VF2 bei

bei VF,|=E2 (h1=h2= 0.5)

b) Variation von VE,,
bei VF2=E2 (h1=h2= 0.5)

Als variierte VF wurde eine hier "DM" genannte VF gewdhlt (Summe
aus konstantem Wert + negativ-exponentieller Phase,vgl. A1.6).
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Die eingezeichneten Geraden (lineare Interpolation) wurden ge-
wornnen aus
E(T, ) =(1=C 2 )(1=CDIE(T, ) b (1=Cor2)CLBE(T, ) 4
W2/ VF1-VF2 ~ H1 H2 W2/D-D H17 7H2 W2/ D-M
2 N 2. 2
+ Oy (1=Cp)E (M) p +Cyh CpsE(Tyn )y
(a.18)
2 2.

= (=0 E(Tyo)p_ypp + Oy E(Tyody o
mit > 2
E(Tyo)p_ype = (=Cud) E(Tyo)p p + CpnB(T0)p y
Setzt man die einzelnen Erwartungswerte nach (4.1),(4.5) und (4.10)

-(4.13) ein,erhdlt man die explizite Formel
E(T,,.) -(1-C 2){(1-0 2)-max[0 ra)-ra)] +
W2/ VF1-VE2 “YH1 H2 ’ 2 4 Z(W—Ag)
2 . T
0ot (A )(2-[1-g(a )] - Fop g + g(h)-e 2}
2 N
+ CH1(1+CH2) f(Ag) n
wobei N 252+ 1) (4.15)

£(A,) = 1 .n, i=1,2 5 g(a,)= A
1 2(1“Al) 1 ’ ’ 1 1

FOD—M nach (4.10)

In den Bildern 4.5-4.7 sind einige weitere Bedienungszeit-VF-
Kombinationen fiir jeweils 2 Werte der mittleren Bedienungszei-
ten je Stufe dargestellt;weitere Kurven siehe Anhang A2.

4.32.4 Glite und Gliltigkeitsbereich der Nsherung

Mit Hilfe der Simulation wurden zunichst alle 15 Systeme unter-
sucht mit VF1’2=D,E2,M und hq/h2=1/2,1,2,von denen keine exakte
Losung bekannt ist,bei denen also (4.15) nur eine Ndaherung dar-
stellt.

® Fir hq/he-—bo sind die Ergebnisse fiir alle VF-Kombinationen
exakt,als mittlere Wartezeit erhdlt man diejenigen fir MIVF2[1.
@® Fir O<h1/h2<1/2 kann gesagt werden,daB der maximale Fehler
fiir den Angebotsbereich Amax=0.2...0.8 wegen der Annsherung des
Ausgangsprozesses an einen PoissonprozeB kleiner ist als der TFeh-
ler bei hq/h2=1/2 und der (ungilinstigsten) Kombination D-M.Dort
lagen alle Niherungswerte innerhalb der Vertrauensintervalle der
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Simulation,die maximal den relativen Wert von ca + 12% besaBen.
® Iir hq/h2=1 war der relative Fehler bezogen auf den Mittel-
wert der Simulation stets £ 20% fiir alle obigen Kombinationen.

E( TWZ)

I Simulationsergebnisse
(95% Vertrauensintervall }

P,R = Vergleichsndherungen
Ip = entwickelte Ndherung

Bild 4.5 Mittlere Wartezeit

05

E(Tw2> fiir D-E

2

08

0 Amax
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@ TFir hq/b2=2 wiesen nur die Kombinationen D-—E2 und E2~D
(02,+05,=0.5) einen groBeren Fehler auf,némlich £50% bzw. $30%.
Diese Fehler sind jedoch nicht gravierend,da sie auftreten

- im Bereich E(ng)/h2 £1/10 bzw.1/6

- bei einem Verh&ltnis E(Twz)/E(qu)lg 1/20 bzw.1/50
und deshalb fast keinen EinfluB auf die gesamte Wartezeit
E(Tw)zE(Tw4)+E(Tw2) bzw.die gesamte Durchlaufszeit von Anforder-—

ungen haben.

E(Twy) //
} Simulationsergebnisse
{95% Vertrauensintervall }
P,R = Vergleichsndherungen
Ip = entwickelte N&herung
110
o
Bild 4.6 Mittlere Wartezeit E(TWZ)
/ fir Ey-M
001

Y 04 o5 o8 T Ama
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 E(Tug)

} Simulationsergebnisse /
(95% Vertrauensintervail )

P,R = Vergleichsndherungen
Ip = entwickelte Nizherung

10 ™ EZ @ 0
L 03 06

0 ' 02 ' 04 05 08 ' 10 Amax

Bild 4.7 Mittlere Wartezeit E(ng) fir E,-D

Bezliglich der Genauigkeit des Verfahrens bei anderen VF-Typen
und den EinfluB hdherer Momente vgl. Anhang A2.
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5 MAXIMALER DURCHSATZ BEI 2 BEDIENUNGSEINHEITEN IN SERIE
MIT ENDLICH GROSSEM ZWISCHENSPEICHER

In diesem Kapitel wird eine einfache Néherungsformel fiir den
maximalen Durchsatz ermittelt,der bei 2 seriell angeordneten
Bedienungseinheiten (BE) mit endlich groBem Zwischenspeicher
erzielt werden kann.Die Approximation,die bekannte exakte Ergeb-
nisse enthdlt,ist anwendbar auf beliebige VF der Bedienungszei-
ten in beiden BE, jedoch werden nur deren ersten beiden Momente
(Mittelwert u.Varianz bzw.Varianzkoeffizient) bendtigt.

5.1 Einfiihrung

Bei seriellen Systemen mit Blockierung (d.h. Blindbelegung einer
BE in Stufe i bei voll belegter Stufe i+1) kann die maximale Durch-
satzrate als wichtigste VerkehrsgréBe des Systems angesehen wer-—
den.Diese ist unabhéngig davon,bei welchem Ankunftsprozel und
welcher SpeichergridBe 4 die Vollbelegung der 1.Stufe erreicht
wurde.
Flir das hier betrachtete allgemeine 2-stufige Single-Server
System stellt s

}~>VF1|1 —25 VE, |1

die in dieser Arbeit verwendete Symbolik dar,wobei VF1 und VF
fiir die Verteilungsfunktionen der Bedienungszeiten stehen und
s, die GroBe des Zwischenspeichers angibt.

Fiir dieses System gibt es (vgl. Kap. 2) fir den maximalen Durch-
satz keine allgemeine Lésung,es existieren nur (exakte) Losungen
bzw.Ldsungsverfahren fiir Grenzf&lle der SpeichergriBe oder fiir
Spezialfdlle der Kombinationen VF,,—VF2 der Bedienungszeit-VF
(vgl.Tabelle 5.1)

Im Grenzfall des unendlich groBen Zwischenspeichers handelt es
sich um 2 Einzelstufen,wobei (vgl. 1.3%.3)

2

?‘max = min(E,],82) (5.1)

wdhrend fiir S5 =0 eine exakte explizite Losung von MAKINO ange-
geben wurde (vgl. 2.%.2.1),weshaldb dieser Grenzfall im weiteren
nur eine untergeordnete Rolle spielt, jedoch ist die nachfolgend
entwickelte Ndherung auch in diesem Falle anwendbar.
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Versffentlichung S5 VF,~VF, Ergebnis fur'hmax
—_— o0 beliebig trivial

MAKINO lg2l 0 " exakt

HUNT [mz] |beliebig| M-M exakt

AVI-ITZHAK |56] " D-D exakt

HILLIER u. . _ .

BOLING |72l ' E -E_ numerisch exakt

NEUTS 89l " G-M prinzipielles,exaktes
Verfahren

FINCH IBAI " M-G Analogie zu einstufigem
System

Diese Arbeit " beliebig approximativ

Tabelle 5.1 Ergebnisse fir ;kmax bei 2-stufigen Single-Server
Systemen

Die angegebenen Spezialfdlle fiir bestimmte VFW—VF2~Kombinationen
wurden bis auf den Fall M-G in Abschnitt 2.3 erkldrt,bei dem die
Bestimmung des maximalen Durchsatzes auf die Berechnung einer
einstufigen Anordnung zuriickgefilhrt werden kann.Hierauf wird
separat in 5.2 eingegangen.

Die in diesem Kapitel abgeleitete Niherung beruht auf einer
durch Simulationsergebnisse ermittelten approximativ nach zinem
Exponentialgesetz beschreibbaren Abnahme des maximalen Durch-
satzes mit der Summe der Quadrate der beiden Varianzkoeffizien-
ten,wobei exakte Ergebnisse als Stiitzwerte dienen.

5.2 Prinzipielle Moglichkeit der Berechnung fiir M-G

Speziell bei negativ-exponentieller VF der Bedienungszeiten in
Stufe 1 kann die Bestimmung der maximalen Durchsatzrate auf die
Bestimmung von GrdBRen in einem dquivalenten einstufigen System
zuriickgefiihrt werden.Diese Aquivalenz wurde von FINCH e
bereits 1958 erwdhnt,fand aber in der Literatur wenig Beachtung.
Sie besagt,daB im 2-stufigen System mit M-G der maximale Durch-
satz auch aus dem dquivalenten einstufigen Systen MlGl1-s*
bestimmt werden kann,einer Einzelstufe mit Poisson-Ankiinften
der Rate
— und s* = sy (5.2)
1
Warteplitzen.
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Dabei beriicksichtigt der letzte Warteplatz Nr. 52+4 den Effekt,
daB bei Blockierung der 1.Stufe diese BE als zusdtzlicher Warte-
platz fir Stufe 2 wirkt.

Zum Beweis der Aquivalenz sei auf Bild 5.1 verwiesen,wo der
AnkunftsprozeB fiir Stufe 2 und der Poisson-Ankunftsprozel der
Einzelstufe einander gegeniibergestellt werden.

@

t a) AnkunftsprozeB in Stufe 2

® ® GEmd O des Originalsystens

» t t b)) AnkunftsprozeBl im einstufi-

T, T, T u gen Kquivalenzsystenm

Bild 5.1a,b Gegeniiberstellung der Ankunftsprozesse in beiden
T Systemen (Beispiel)

Solange die Zahl X2 der Anforderungen in der 2. Stufe des Origi-
nalsystems kleiner ist als 52+1,also noch mindestens ein freier
Warteplatz vorhanden ist,gelangt im 2-stufigen System jede An-
forderung ohne Blockierung in die 2.S5tufe.Da die 1.Stufe immer
voll belegt ist,sind dann beide Prozesse statistisch gesehen
gleichwertig bzw. sogar identisch,wenn sie durch denselben Zu-
fallsprozeB erzeugt werden.Belegt nun im Originalsystem eine
AnforderungC:) den letzten Warteplatz (X2=52+1),dann kommt bei
beiden Systemen die ndchste Anforderung CD statistisch gesehen
nach derselben Zeit (negativ-exponentiell verteilt mit Mittel-
wert hq) an.Ist dann im 2-stufigen System der letzte Warteplatz
noch belegt,wird diese Anforderung blockiert und der Poisson-
prozel des Abfertigens in Stufe 1 flir die Dauer der Blockier-
zeit TB gestoppt, wihrend im einstufigen Aquivalenzsystem die
Anforderung(:)den zusdtzlichen letzten Warteplatz belegt.
Kommen nun wahrend T, im einstufigen System Anforderungen

an,so gehen diese ohne Riickwirkung verloren. Eine
weitere Anforderung (:) kommt im Originalsystem erst eine Zeit
mit Mittelwert h,I nach Ende der Blockierung,im einstufigen
System statistisch gesehen zur gleichen Zeit T4 an,da dort der
Zeitpunkt T3 (wie jeder Zeitpunkt eines Poissonprozesses) als
Regenerationspunkt angesehen werden kann (der vergangene ProzeB-
verlauf unerheblich filir die Zukunft ist).
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Die im einstufigen Kquivalenzsystem durchgesetzte Ratefh§ ist
also identisch mit der maximalen Durchsatzrate des 2-stufigen
Systems

=Ny = M(1-B*) (5.3)

max

mit B* als Verlustwahrscheinlichkeit der dquivalenten Einzel-
stufe,die man z.B. nach dem in 6.3 angegebenen Verfahren (iiver
eine eingebettete Markoff-Kette) bestimmen kénnte.

Es ist klar,daB diese Kquivalenz auch fiir n2>4 gilt, jedoch auf
VF1=M beschrédnkt ist,da bei allgemeineren Prozessen nur bestimmte
Zeitpunkte die Regenerationseigenschaft besitzen.Deshalb konnte
diese prinzipielle Méglichkeit der Berechnung im vorliegenden
allgemeineren Falle nicht wahrgenommen werden;jedoch wird in
Kapitel 6 ein dhnliches (approximatives) Prinzip der Vereinze-
lung von Stufen entwickelt,das ebenfalls auf Systeme der Art
MlGl1-s filhrt.

Es sei hier noch vorausschauend flir Abschnitt 5.7 vermerkt,dal
die Blockierwahrscheinlichkeit Py fir Anforderungen im Original-
system identisch ist mit der Wahrscheinlichkeit,daB im einstu-
figen System eine erfolgreiche d.h. nicht abgewiesene Anforder—
ung den letzten Warteplatz belegt:

P(erfolgr. Anf. startet p*(s2+1) p*(82+1)
auf Platz S5+ ) = = y (5.4)
1 - B* 1-p*(s,+2)

wdhrend die Blockierzeit der Wartezeit dieser Anforderung auf
diesem Warteplatz entspricht.Diese (Teil-)Wartezeit,die als
Restbedienungszeit der gerade bedienten Anforderung aufgefallt
werden kann,ist aber im allgemeinen nicht einfach angebbar

(vgl. 5.7).

5.% Beweis einer Kquivalenz mit einem geschlossenen System

Das untersuchte allgemeine System,dessen symbolische Darstellung
in 5.1 gezeigt wurde,kann auch wie in Bild 5.2a charakterisiert

werden.

VE, sp
]_) ? Em O — ’>\ max
4

h,

Bild 5.2a Untersuchtes System (mit Blockierung)
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Dabei sind bei den BE zusitzlich mit VFi der Funktionstyp und
mit hi der Mittelwert der beiden Bedienungszeit-VF angegeben
(i=1,2),wshrend der Zwischenspeicher mit der Zahl s, seiner
Warteplédtze versehen ist.

Hierzu kann man ein sog. geschlossenes System nach Bild 5.2b
betrachten,in dem eine feste Anzahl N von Anforderungen zyklisch
umlduft.

< N
0 VF/[ (@8] VF2
— 1M O—=T1100
h1 h2

Bild 5.2b Geschlossenes System (ohne Blockierung)

Wegen der unendlich grofen Wartespeicher ist dieses geschlossene
System blockierungsfrei,die VF der Bedienungszeiten seien wie
im offenen System nach Bild 5.2a.

Nun sei
X2(t) die Zahl der Anforderungen in Stufe 2 des offenen

Systems zur Zeit t zuzliglich einer eventuell in
Stufe 1 blockierten Anforderung

X;(t) die Zahl der Anforderungen in Stufe 2 des ge-
schlossenen Systems zur Zeit ¢

SATZ 5.1 Die beiden Prozesse Xz(t) und X;(t) sind fiir N =542
statistisch dquivalent bzw. identisch.

BEWEIS: Bei beiden Systemen sei der Zeitpunkt t=0 gekennzeich-
net durch

— * —
X2(O ) = X2(O ) = s2+2 bzw
Yy v eaty L
XZ(O ) = X2<O ) = s+
also — im offenen System durch die Beendigung einer Blockier—

phase,hervorgerufen durch das Bedienungsende einer
Anforderung in Stufe 2

— im geschlossenen System durch das Bedienungsende
einer Anforderung in Stufe 2 bei noch leerer Stufe 1
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Nun sei aei
Ae(t,xz) = P(TA26t|X2=x2) bzw.

A5 (6,35) = P(Ty,<t1Mex,)
die bedingte VF des Ankunftsabstandes TAE bazw. Tzz in Stufe 2
des offenen bzw. geschlossenen Systems,beginnend mit dem Zeit-
punkt des Entstehens des Zustandes {X2} bzw. {X;}.Dabei zdhle
im offenen System eine blockierte Anforderung in Stufe 1 als
"zu Blockierbeginn in Stufe 2 eigetroffen'.
Nun gilt offensichtlich

Hq&t) fir x,€8,+1
A2(t,x2) =

HER@t)>€H1&t) Tr x,=s,+2

HAfet) flir x <85+
Az(t,xg) =

* .
HzR@t)aéHqﬁt) fiir x,=5,+2

Dabei sind HgR@t) bzw H;ﬁ%t) die VF der Restbedienungszeiten
in Stufe 2,die im offenen System den Blockierzeiten TE ent-
sprechen,im geschlossenen System der (Teil-)Wartezeit auf
Wartepatz Nr. 32+1.

Diese beiden Zeiten ergeben sich -ausgehend z.B. von t=0 bei
beiden Systemen- ausschlieBlich aus beiden VF VFﬂ und VF
die jeweils fiir beide Systeme gleich sind.Deshalb gilt
Hy ét):H;R&t) und somit sind Ankunftsprozel und Bedienungspro-
zeB in beiden zweiten Stufen identisch.Daraus folgt SATZ 5.1.

27

Flir den Fall rein negativ-exponentieller Bedienungszeiten wurde
von GORDON und NEWELLI1o7jeine Kquivalenz zwischen obigem ge-
schlossenen System und einem 1-stufigen System M|M|1-52+4 an-
gegeben,die (vgl. Kgquivalenz in 5.2) in Satz 5.1 enthalten ist.
Dort wurde auch eine mdgliche Erweiterung auf spezielle offene
Systeme mit nicht-negativ-exponenetiellen VF angedeutet,was im
Falle M~G bereits in 5.2 geschildert wurde (vgl. auch REISER
und KOBAYASHI ls4l ).

Fir VF,l und VF2 4 M wiirde jedoch Satz 5.1 auf eine dquivalente
1-stufige Anordnung filhren,beil der aber der Ankunftsprozel vom
Bedienungsproze abhidngen wiirde.
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Aus Satz 5.1 folgt u.a.,daB beide zweiten Stufen gleiche Belas-
tung besitzen,also auch gleiche Zahl abgefertigter Anforderungen
pro Zeiteinheit (durchgesetzte Rate,vgl. (1.40) ).

Da aber beim blockierungsfreien geschlossenen System eine Rei-
henfolgevertauschung der beiden BE nur eine Umbenennung von
Stufe 1 und 2 bedeutet, folgt hieraus

SATZ 5.2 Ein System von 2 BE in Serie mit beliebig verteilten
Bedienungszeiten und begrenzter Zwischenspeicher-
grofle s220 besitzt unabhingig von der Reihenfolge
der BE dieselbe maximale Durchsatzrate'ﬁmax.

Somit 188t nun auch fiir 2-stufige Systeme mit G-M die maximale

Durchsatzrate aus einem 1-stufigen System nach 5.2 berechnen.

Da die in der Literatur behandelten geschlossenen Systeme (vgl.
REISER u. KOBAYASHI |541) mindestens in einer Stufe eine nega-
tiv-exponentielle VF der Bedienungszeiten besitzen,konnten von
von diesen Systemen keine Ergebnisse hier verwendet werden.

5.4 Untersuchte Systeme und Ergebnisse

Un den Anspruch der Anwendbarkeit des in diesem Kapitel ent-
wickelten Berechnungsverfahrens belegen zu kdnnen,muBten,da

es sich um ein N#herungsverfashren handelt, -das zudem noch bei
sehr verschiedene VF und Systemparameternanwendbar sein soll-
viele Kombinationen mit Hilfe der Simulation untersucht werden.
Die hierbei gewonnenen Erkenntnisse und bestdtigten Vermutungen
wurden fiir das Ndherungsverfahren selbst verwertet und werden
ebenfalls in diesem Abschnitt geschildert.

Das in Bild 5.2a Dbereits dargestellte System besitzt 5 Parameter,

die in den Simulationsreihen variiert wurden.

® Die untersuchten Zwischenspeichergrdfen betrugen s2=1,2,5 ,was
in Anbetracht des Single-Server Falles als ausreichend angesehen
werden kann.
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® Bei den VF der Bedienungszeiten wurden -wie bereits erwahnt-
nur approximativ die ersten beiden Momente berilicksichtigt.

® Als Zeiteinheit wurde -wie in dieser Arbeit iiblich- die Summe
aus den mittleren Bedienungszeiten gew#hlt:

5 =1 Z.E (5.5)

Deshalb war es ausreichend, die Werte h1 = 0.3,0.5,0.6 zu be-
trachten,was ein Verhdltnis h,\/h2 = 1/2,1,2 Dbedeutet.

Dariiber hinaus wurden auch Werte von h,1 = 0.1,0.2,b2zw.0.8,0.9
untersucht,die aber normalerweise in diesem Zusammenhang unin-

h1 + h

teressant sind.da dann der maximale Durchsatz praktisch aus—
schlieBlich von der langsameren BE bestimmt wird.

e Der in 1.2.1 eingefiihrte Varianzkoeffizient C einer VF ist
die auf ihren Mittelwert bezogene Standardabweichung .

o2 0 0.5 | 1.0 2.0 Tabelle 5.2
Vorwiegend betrach-
vE b Ep H Hy tete VF

Tabelle 5.2 zeigt die hauptsichlich betrachteten Typen der Bedie-
nungszeit-VF mit dem Quadrat ihrer Varianzkoeffizienten.Dabei
sind fir Cé < 1 die VF vom Typ hypoexponentiell,wHdhrend fir

Cé > 1 eine hyperexponentielle VF (beziiglich der Varianz) vor-
liegt.

Dabei ist im Gegensatz zu einer Erlang-k-VF eine hyperexponenti-
elle VF durch die Zahl ihrer (alternativen) Phasen noch nicht
vollstdndig charakterisiert.Im vorliegenden Falle waren es 2
Zweige,die Mittelwerte und die Verzweigungswahrscheinlichkeiten
wurden entsprechend des gewlinschten Varianzkoeffizienten und
einer weiteren Randbedingung (vgl.Anhang A1) bestimmt.

Fir einige besondere Fdlle wurden auch extreme Varianzen unter-
sucht mit Cg 2 8 ,wie auch der EinfluB des 3. und hdherer
Momente (vgl. Anhang A2).

Die Ergebnisse aller Simulationstests wurden zunidchst in 16
Tabellen angeordnet,von denen Tabelle 5.3 ein typisches Beispiel
zeigt (Vertrauensintervalle nicht angegeben).
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VE
2| H M E, D

H, 1.47 1.5% 1.59 1.60 | % 1oy
0.25 0.31 0.34 0.40 Py

M 1.57 1.60 1.67 1273 | % pax
0.21 0.25 0.27 0.3%0 Py

E, 1.58 1.67 1.71 1.84 oy o
0.17 0.21 0.22 0.21 Py

B 1.61 1.74 1.84 2.00 [~ Loy
0.13 0.16 0.13 0.00 Py

Tabelle 5.7 Zusammenstellung der Simulationsergebnisse fiir ein
typisches Beispiel (h1=h2=0.5,52=2

Aus dem Vergleich der Werte fﬁrihmax innerhaldb und zwischen
jeder der 16 Tabellen konnte folgender Satz abgeleitet werden:

SATZ 5.3 Bei vorgegebenen mittleren Bedienungszeiten in Stufe 1
und 2 und gegebener Zwischenspeichergrifle S5 ist der
maximale Durchsatz mit guter Ndherung unabhingig von
der Vertauschung des Typs der VF in beiden Stufen.

Man erhdlt also fiir die beiden Systeme und

VB sy VR VFo sy VR,
o oo o O o
b hp b1 ho
Ausgangssysten System

approximativ denselben maximalen Durchsatz.

Damit folgt mit Satz 5.2 resultierend:

SATZ 5.4 Alle 4 verschiedenen Systeme,die aus einer gegebenen

Menge von 2 mittleren Bedienungszeiten und 2 Typen von
VF gebildet werden kdnnen,besitzen approximativ die
gleiche maximale Durchsatzrate'%max.

Dieser Satz bildet eine gute Ausgangsbasis fiir die erwiinschte,
moglichst einfache aber doch brauchbare Ngherung.
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5.5 Analytische Untersuchung des aufgestellten Satzes

Die Gliltigkeit des Satzes 5.4 bzw.,genauer gesagt,der Fehler
in der maximalen Durchsatzrate bei Anwendung dieses Satzes
wird im folgenden fiir verschiedene Zwischenspeichergrofen
analytisch untersucht.

@® Fiir 82—+>ooverschwindet der Effekt der Blockierung und die
maximal verarbeitbare Rate wird von der langsamsten Einzel-
stufe bestimmt.In diesem Falle sind alle Af%maX—Werte gleich
(nach (5.1)),8atz 5.4 also mehr als gerechtfertigt.

@® Fir s, = O gilt nach MAKINO (vgl. 2.3.2.1):

» A
max E(maX{THﬂ’THZ])

(5.6)

Dabei ist ®
E(max(Ty,, Ty,)) = [ oodH  (<8)  (5.7)
t=0
wobei Hmax(st) die VF der Zufallsvariablen max{THﬂ’THZ} dar-

stellt,flir die aus der Wahrscheinlichkeitstheorie bekannt
ist:

Ho (<) = Hy(<t) Hy(<t) (5.8)

'Hq(st) und He(ét) sind beziiglich Mhax vertauschbar,was einer
Vertauschung der Reihenfolge der BE entspricht (Satz 5.2).

®Zur Beurteilung der Glite des Satzes 5.3 kann man die Durch-
satzraten zweier entsprechender Systeme nach (5.6)-(5.8)
exakt bestimmen und miteinander vergleichen.

Ein solches System ist z.B. sinnvollerweise ein System [:] mit
M in Stufe 1 (Mittelwert h, ) und D in Stufe 2 (Mittelwert h ),
fir das Satz 5.3 auf ein System [:] mit D in Stufe 1 (Mlttel—
wert h, ) und M in Stufe 2 (Mittelwert hz) fithrt.

System [:]

Die VF der Bedienungszeiten lauten
/
- h

1 e} t<h2
H(st) =1 - e , Hy(<t) =
1 t?hz
Hieraus folgt mit (5.8) 0 t<h
t 2
<t) = -/h
max = { 1-e 1 £>h

-1%1-

Die zugehdrige Dichtefunktion betrigt

<t) 0 t<h,
{1 =*/n

max A ~h2/h1
L +(1-e > §(t-h,) tn
1

f (£) =
Hmax at

2

Mit (5,7) ergibt sich

I WA -tm
B(max { Ty, T} )= ft(’\ -e 1)-8(t-ny)at +fh e 1 at
t=h, t= h2

Mit der sog. Ausblendeigenschaft der Dirac—Funktion S( )
ergibt sich schlieBlich fiir den maximalen Durchsatz im

System [] : —hZ/hq
= h2 + h e (5‘9)
7\max[:] 1

System [:]

Fur dieses System erhdlt man den maximalen Durchsatz wegen
der Symmetrie in beiden VF durch Vertauschen von h. und h

1 2
in (5.9): , P/m,
= =h, + hye (5.10)
maxil

Beide Kurven sind in Bild 5.% als Funktion von hq/(h1+h2)
einander gegeniibergestellt.

A 1

A max

1.0 -

0.8

0.6 1

—— System E}

04 ———System

¢5 h4q
: ' :

0 02 04 06 08 10 M*hy
5.

% Vergleich der maximalen Durchsatzraten (s2 =0)
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Der Fehler bei beliebigem Verhiltnis h,l/h2 betrdgt hier maxi-
mal nur 3%,kann also fiir die Praxis auBer Betracht bleiben.
Damit ist Satz 5.3 fiir diesen Fall gut bestitigt.

@® Fiir endlich groRen Zwischenspeicher O<52<C70 ist bei VF1=VF2

aus der Literatur bekannt,daB’%max fir

M-M nach HUNT (vgl.2.3.1.1) und

D-D nach AVI-ITZHAK (vgl.2.3.2.2)
unabhéngig von der Reihenfolge der Stufen ist (entspricht
Satz 5.2).

Bei VF,I4=VF2 kann hierzu aus der Literatur nur das System
mit G-M nach NEUTS herangezogen werden.Wendet man dessen Ver-
fahren an,so kann man z.B. filir den Fall D-M mit 52=1 eine ex-
plizite Formel fﬁr?\max herleiten und einen maximalen Fehler
bei Vertauschen der mittleren Bedienungszeiten (Satz 5.1 und
5.3 kombiniert)berechnen,der bei beliebigem h,l/h2 bereits
<2% betrigt.

5.6 Gewdhlte Approximation

Aufgrund der Voruntersuchungen und der daraus abgeleiteten
und in Satz 5.4 formulierten Ergebnisse ist es nun mdglich,
eine einfache Approximationsformel anzugeben.

Da bei festem h1 und h2 %max
der VF sich nur wenig Zndert,kann der EinflufB der VF-Typen

bei Vertauschung der beidenTypen

relativ gut durch einen Term beschrieben werden,der in den
beiden Varianzkoeffizienten CH,l und CH2 symmetrisch ist.
Dabel war es von der Anschauungher zunichst am sinnvollsten,
hierzu die Varianz der gesamten Bedienungszeit einer Anfor-

derung . _ . s

éI?I:éH?]*‘éHS mit GH]_ B hl CHl i=1,2 (5',]1)
zugrunde zu legen,was im vereinfachten Falle der Vertausch-
barkeit von hq und~h2 auf den Term

2 2

Cm + Cyo

filhrte,was durch die Simulationsergebnisse auch gut bestatigt
wurde (vgl. Ergebniskurven in Bild 5.4-5.6).
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Bild 5.4 zeigt den prinzipiellen Verlauf des maximalen Durch-

satzes’?\maX fir gegebenes h,I und h2 als Funktion von CH§+CH§.

2 .2
A A 7max (Cy+Cg3)
—_— 1 S
2
max(hq,hg)
/‘
h1+h2
. 2 .2
0 1 > 3 T Cpq+Cypp

Bild 5.4 Prinzipieller Verlauf des maximalen Durchsatzes

Fir CH§+CH§=O sind die Bedienungszeiten in beiden Stufen
konstant,also

A (0) =7 Sp—
max maxD-D max(hq,hg)

(5.12)

Mit steigendem CH$+CH§ nimmt?A ab,kann aber nie unter den

max
Grenzwert 1/(h1+h2) sinken,wo die Schwankungen der Bedienungs-—

zeiten so extrem sind,daB im Endeffekt nur 1 BE gleichzeitig

bedient: 1
Amax(®) = —— (5.13)

172
Es liegt nun nahe,den Kurvenverlauf zwischen diesen beiden

Extremwerten durch eine Exponentialfunktion anzundhern,wobei
S,+2
h,\2

als Stlitzwert
- ()

M ax(®) =M pasaiy = b 5,43 T T (5.14)
1 - (5 E
hy
nach (2.10) sich anbot: P
2., 2 " -aT(Cyy+Cy3)
’hmaX(CH1+CH2)£hmax(°o)+( max(o);xmax<bo))'e (5.15)

Dabei ist f(*) eine noch wihlbare Funktion,die Konstante a
wird so bestimmt,daB bei gewdhltem £(*) (5.14) erfiillt wird.
Durch Vergleich mit der Vielzahl der Simulationsergebnisse
erwies sich die einfache Funktion
2 2y _ 2 2
£(0g5+Cy5) = C5+Cy5 (5.16)

als brauchbare Ndherung.
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Aus (5.12)-(5.16) folgt schlieBlich

]/ 2 .2
-a+|/C 7 +C
2.2 4 1 1 &y Yyt
M ax g +ona) = +( )e

max " "HA hy+hy ‘max(hy,hy) hy+h,

wobei (5.17)

1 (h,+h,)n -1
a = - in{ 172 maxM-M
h,+h

8 _
max(hq,iei |

als explizite Ndherungsformel fiir 2 BE in Serie mit den
Varianzkoeffizienten Cp, und CHZ‘Die GriéBe S5 des Zwischen-
speichers erscheint lediglich inﬂkmaxM—M nach (5.14);es ist
direkt ersichtlich,dal auch der Fall s2=0,fﬁr den bereits
eine exakte Ldsung existiert,mit einbezogen werden kann.

4 Amox

LR
\

0 1 2 3 %
E,-D  Ey-E, E,-M E,-H
M-D  M-E, MM M-H

HZ—D HZ_EZ HZ—M H,-H

1d 5.5 Maximale Durchsatzrate bei h1=h2=0.5,52=1

2
N D-M D-H cér*Chz
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Die Bilder 5.5-5.7 zeigen typische Verldufe der Nzherung nach
(5.17) mit zugehdrigen Ergebnissen der Simulation fiir 95%ige
statistische Aussagesicherheit fiir die verschiedensten Bedie-
nungszeit-VF-Kombinationen (vgl. Legende zu Bild 5.3%).

18 ¥ Amax
161
— 5 b . .
14 T bid g I
12
10
:L 2
}o mo.
0.5 03
2,02
0 2 3 L ChrChiz

Bild 5.6 Maximale Durchsatzrate bei h

4 =o.€5‘,h2=o.'5', 5,=2

\34 Amax
16 1
q £
1wl
121
10
T o oo
03 05
0 ) 2 3

7" 2
4 CfnaCh2

Bild 5.7 Maximale Durchsatzrate bei hq=0.?}h2=o.€,s2=5

Auf den EinfluB des 3. und hSherer Momente wird im Anhang A2 ein-
gegangen.Systematische Diagramme mit S5 als Parameter vgl. A3.
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5.7 Mittlere Blockierzeit der Blockierten

In diesem Abschnitt wird fiir das betrachtete System zusitzlich
eine Ndherungsformel filir die mittlere Blockierzeit der Block-
ierten (und damit auch der Blockierwahrscheinlichkeit) abge-
leitet.Bei den VF wird eine Beschrinkung auf hypoexponentielle
Typen vorgenommen,die im Kapitel 6 ausschlieBlich betrachtet
werden und wo diese Ndherung fiir ty auch fiir den Fall allgemei-~
ner Durchsatzraten bendtigt wird und zufriedenstellende Ergeb-
nisse liefert.
Da bei maximalem Durchsatz die BE der 1.Stufe immer voll belegt
ist (vgl. 1.3%.2),gilt

?xmax‘(h,ﬁE(TB)) = 1 bei’?\Y='?\maX (5.18)
Kennt man also7\max,ist damit auch die mittlere Blockierzeit
aller Anforderungen

E(Tg) = py by (5.19)

bekannt.Gelingt es nun,die mittlere Blockierzeit tB der Block-
ierten anzugeben,so kdnnte damit auch ein Wert fiir die Block-
ierwahrscheinlichkeit Dy angegeben werden.
Glinstig hierfiir ist der Umstand,daB die durch Simulation er-
haltenen Werte fiir tB im Rahmen der hier interessierenden
ZwischenspeichergrdfBen 52=1,2,5 nur sehr schwach von 5 abhi-
ngen (52=O exakt angebbar).
Man hat nun zunichst die Moglichkeit,durch eine einfache,grobe
Annahme einen Ausgangswert fiir thu bestimmen,n8mlich die,daB
eine Blockierphase zu jedem Zeitpunkt gleichwahrscheinlich
beginnt.Dann ist die mittlere Blockierzeit der Blockierten
gleich der sog. mittleren Restbedienungszeit (mittlere (Teil-)
Wartezeit einer Anforderung auf ihrem 1.eingenommenen Warte-
platz) im reinen Wartesystem M|VF2|1 (vgl.z.B. l6l):

2
ty ~y CH2 .h, (5.20)

2
Fir VF2=M ergibt sich der exakte Wert tB=h2,fﬁr VF2=D ist
tBﬁhg/Z unabhéngig von h, und VF,.
Man kann nun leicht feststellen,daB dies nur eine grobe Niher-
ung sein kann,insbesondere fiir D-D,wo fiir tB exakt gilt

. _{ 0 h< hy

B lhe-n n (5.21)
- 27 By

2 1
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Deshalb wurde ein anderer Weg zur approximativen Bestimmung von
tB eingeschlagen,der auf einer von den Varianzkoeffizienten
abhéngigen Interpolation zwischen teilweise exakten und noch
herzuleitenden approximativen Werten beruht.

Tabelle 5.4 zeigt ty fiir den Fall s,=2 (nur geringe Abweichu-
ngen bei 52=1,5) bei 3 verschiedenen Verh&dltnissen hq/h2.

tB/h2
VF
2| M| By | D n/m
1.00]0.80]0.6% || 0.5 Tabelle 5.4

M 1.00[0.740.50 || A Normi Mittlere Block.
1.00/0.75/0.39 || 2 ( Orm?:rze) Bittk?ret Tock
1.0010.8010.57 [[0.5 1érze1 "er ockier e?

E, 1.00/0.7110.328 1 (Werte fiir VE #!1 aus Simu-
1.0010.6910.21 2 lation,ohne Vertrauensin-
1.00]0.7310.50 || 0.5 . s . 1

D 1.00|0.65| 0 4 terval}i, nicht ermittelt,
1.00| — 0 2 pB< 107).

Es wurden folgende AnsZtze gemacht

t = (1-C,2) ¢ + Cpo-h (5.22)

BM-VE2 H2 BM-D H2 2 -
und 5 5

tpp_ype = (1=Cyp)-tpp_p + Op5-by (5.23)
Mit 5 s

avp1-vr2= (1-Cg1)* tepovro * OufPmu_vro (5.24)

ist eine lMoglichkeit der approximativen Bestimmung fiir hypo-
exponentielle VF gegeben.

Voraussetzung hierfiir ist es’tBM—D zu kennen.Hierzu sind in
Bild 5.8 fiir das System

M S2 D
> C) [][]:] C)'"4>ﬁmax
by b

verschiedene Simulationsergebnisse fiir tB als Funktion der
mittleren Bedienungszeiten hq und h2 bei verschiedenen Zwischen-

speichergrofen aufgetragen.
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06 1 B\

ot 4 ' \\\ }
§ Bild 5.8
1 \\\ Mittlere Blockier-

M S D
02 4 )"O M O = Xpax \ zeit Tiler Blockier~-
Sq=1 ten fir M-D
] % Sg =2 & Simulationsergebnisse \
§ 555 {95° Vertrauensintervall ) \
' ' R - D
0 0z O 056 08 10 h‘|+ h2

Flir h1—>0 geht unabhingig von S, tB/h2—>1,da jede Anforderung
in Stufe 1 sofort blockiert wird.Fir h,—>1,d.h. h2—>O bei
h1+h2=1,wird tB/h2 immer kleiner,gleichzeitig aber sinkt die
Blockierwahrscheinlichkeit stark,so daB tB fir diesen Fall
relativ unkritisch ist.Deswegen wurde als einfache Niherung

t h
BM-D - 2 (5.25)
h2 hq + h2

gewdhlt.Aus (5.21)-(5.25) ergibt sich nun fiir beliebige hypo-

exponentielle VF:

h

toypa_ 5 > o 2 ™ 2

ZBVEIVEZ (g 2y{ (1-Cy2) max[1-5,0) + Oy — f+cys (5.26)
hg e q+02

Fiir die untersuchten Systeme mit D,Ez,M ergeben sich fir diese
einfache Ndherung folgende maximale Fehler

B/hpfo5 | 1 | 2
max. Fehlerll<5% ‘<55% <20%l
Da dieses Ergebnis im ndchsten Kapitel verwendet wird,sind hier
keine weiteren Simulationsergebnisse fiir ty gezeigt.Es sei dies-
beztglich auf Kapitel 6 verwiesen,wo (5.26) auch fiir den Fall

allgemeiner Durchsatzraten verwendet wird und ein Vergleich mit
Simulationsergebnissen erfolgt.
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6 ANWENDUNG EINES AUFSCHNEIDEPRINZIPS AUF 2-STUFIGE SINGLE -~
-SERVER SYSTEME MIT BLOCKIERUNG

In diesem Kapitel wird fiir das 2-stufige Single-Server System mit
endlich groBem Zwischenspeicher,flir das in Kap.5 die maximale
Durchsatzrate bestimmt wurde,ein Naéherungsverfahren entwickelt gzur
Berechnung der Verkehrsgroflen bei allgemeiner Durchsatzrate.

Dabei wird der Fall des reinen Wartesystems betrachtet,mit einem
Poisson-Ankunftsprozell in Stufe 1 und beliebigen hypoexponentiell
verteilten Bedienungszeiten in beiden Stufen.

Das Naherungsprinzip besteht darin,das 2-stufige System trotz
Riickstaumdglichkeit in 2 quasi unabhingige Einzelstufen aufzuschnei-
den.Dabei ist das Charakteristikum des Ersatzmodells flir Stufe 2
ein endlich grofBler Speicher,der deshalb entstehende Verlust wird
in Beziehung gesetzt zur Blockierung im 2-stufigen Modell.Der Riuck-
stau wird durch eine vergrdBerte Belegungsdauer im Ersatzmodell
fiir Stufe 1 beriicksichtigt.

Wichtiges Ergebnis der Ndherung ist die mittlere Gesamt-Verzdger -
ungszeit von Anforderungen,aber auch Aussagen beziiglich der Ver-
kehrsgréfien in den FEinzelstufen.

6.1 Einfihrung

Serielle Wartesysteme mit endlich grofen Zwischenspeichern sind
durch den Effekt der Blockierung von Bedienungseinheiten (BE)
gekennzeichnet (vgl.1.3).Dadurch verringert sich die mittlere
Zahl der effektiv verfiigbaren BE .Dies bedeutet,dal im Falle des
reinen Wartesystems (51_>m) die mittlere Wartezeit von Anforder-
ungen in Stufe 1 bereits beil kleinerer Ankunftsrate eine Asymptote
besitzt (Stationaritétsgrenze).
Die Lage der Asymptote,d.h. die maximale Durchsatzrate wurde fiir
2 BE in Serie mit endlich grofiem Zwischenspeicher in Kap.5 herge-
leitet,in diesem Kapitel soll der Verlauf der mittleren Wartezei-
ten in Stufe 1 und anderer Grdfen bei allgemeinen Durchsatzraten
bestimmt werden und zwar fiir den Fall des reinen Wartesystems mit
einem Poisson-Ankunftsprozel in Stufe 1.
Das betrachtete System kann also symbolisch dargestellt werden als
[°s) So
M——>VF1M ———-——>VF2|’1 (VF,,VF, bel. hypoexp.,

0<s,< 00 )
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Die Bedienungszeit-VF seien beliebig hypoexponentiell,wobei fiir
die Ndherung jedoch nur die ersten beiden Momente bendtigt wer-
den.

In den Abschnitten 2.3.1.2 und 2.%.2.2 wurde bereits eine ausfiihr—
liche Ubersicht iiber solche Systeme gegeben und insbesondere die
in der Literatur behandelten Systeme mit den wesentlichsten Ergeb-
nissen geschildert.Deshalb sind diese in Tabelle 6.1 nur kurz
dargestellt.

Verdffentlichung S5 VF,‘—VF2 Ergebnisse
(@) beliebig vgl. Tabelle 4.1
MORSE la6l 0 M-M Gesamtzahl d. Anford.
im System
SUZUKI [103]
AVI-ITZHAK 0] beliebig viele VerkehrsgroBen
u. YADIN |56l

AVI-ITZHAK 57| lveliebig| D-D

Reduktion auf 1 Stufe

MAKINO 83| " M-M Gesamtzahl d.Anford.
im System (Approx.)

NEUTS 189l,i90‘ " G-M sehr komplex

Diese Arbeit O<s?<<J3 beliebig viele Verkehrsgrofen

hypoexp. (Approx.)

Tabelle 6.1 Behandelte 2-stufige Single-Server Systeme bei
allgemeiner Durchsatzrate

Der Grenzfall des unendlich oder sehr groBen Zwischenspeichers
wurde eingehend in Kap. 4 beschrieben und wird hier nicht betrach-
tet,ebenso wie der Fall 52=O,fﬁr den SUZUKI und AVI-ITZHAK eine
ganze Reihe von VerkehrsgrdBen bestimmten,die sich auf das Warten,
die Blockierung und den Durchlauf von Anforderungen beziehen.

Neben diesen Grenzféllen filir die GriBe des Zwischenspeichers gibt
es weitere Verdffentlichungen,die sich -bei beliebigem S5 auf eine
bestimmte Kombination der Bedienungszeit-VF beziehen.Hierzu zdhlt
das System mit nur konstanten Bedienungszeiten,bei dem mit Hilfe
der Reduktion auf eine dquivalente einstufige Anordnung exakte
Aussagen iiber die gesamte Verzdgerungs-bzw. Durchlaufszeit gemacht
werden koénnen,als auch Systeme mit nur negativ-exponentiellen VF,
flir die von MAKINO eine &dquivalente approximative einstufige Anord-
nung angegeben wurde mit gleicher Varianz des Ausgangsprozesses.

-1 -

Uber die Ergebnisse von NEUTS fiir den Fall G-M schreibt BURKE |62
(vgl. 2.1),daB sie so kompliziert seien,dal ihre Brauchbarkeit in
Frage gestellt werden muB.Deshalb wurde fiir die Untersuchungen in
diesem Kapitel ein approximatives Verfahren gew#hlt,zumal das hier
behandelte System gegeniliber jenem eine beliebige hypoexponentielle
VF in Stufe 2 besitzt.

In Tabelle 6.1 nicht aufgefiihrt sind Verdffentlichungen und Ergeb-
nisse, die nur fiir den Fall der Grenzbelastung (maximaler Durch-
satz) gelten.Bezliglich dieses Randfalles sei auf Kap. 5 verwiesen,
wo diese Systeme (bzw. Betriebsweisen) behandelt werden.

6.2 Beschreibung des Ndherungsprinzips

Durch den Effekt der Blockierung kdnnen die Belegungszustinde in
den beiden Stufen stark voneinander abhéngig sein,deshalb miissen
bei einer exakten Lésung beide Stufen gleichzeitig betrachtet
werden,was im allgemeinen einen erheblichen Ldsungsaufwand erfor-
dert,sofern iliberhaupt dafilir ein Lésungsverfahren bekannt ist.

Eine sinnvolle Forderung an ein Ndherungsverfahren ist (sofern
méglich) also das Zuriickfiilhren des 2-stufigen Systems auf 2 dqui-
valente Einzelstufen,wobei aber keineswegs der Effekt der Block-
ierung vernachl&ssigt werden kann.

In 5.2 wurde eine Methode geschildert,wie ein 2-stufiges System

mit Blockierung auf ein dquivalentes 1-stufiges System zuriickge—
fihrt werden kann (vgl. dort).Diese Aquivalenz ist jedoch nur giil-
tig flr negativ-exponentielle VF in Stufe 1 und den Fall der Grenz—
belastung'?\Y =7\max und konnte deshalb hier nicht verwendet werden.
Dafiir wurde ein (neues) Prinzip der Zurtickfilhrung auf Einzelstufen
entwickelt,das auf dem Aufschneiden des 2-stufigen Systems in 2
dquivalente Einzelstufen beruht (vgl. Bild 6.1).

(©W) VE, S, VF,
N N
- ’::]:1:1:] C) [j:] C) — Originalsystem
h1 h2
Stufe 1 Stufe 2

g

oo VEX x s VF
2 I i 2 2
———>:I:£]:]<>-——> —= [ 1] O — Ersatzsysteme
h* i h
2
Bild 6.1 Abbildung des Originalsystems auf 2 Einzelstufen
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@ Als Lrsatzsystem fiir Stufe 2 entsteht ein einstufiges Warte~-Ver-—
lustsystem

VE*VF, 11 s,
mit gleicher Bedienungszeit—VF,s2 Wartepldtzen und einem,hier noch
nicht spezifizierten Ersatz-AnkunftsprozeBl VF*,der die Zugangsver-
hiltnisse zu Stufe 2 méglichst gut nachbilden soll.Die Ankunfts-
rate A* wird so gewdhlt,daB diese Einzelstufe die gleiche durch-
gesetzte Rate (Rate der erfolgreichen Anforderungen) und damit die
gleiche Belastung besitzt wie die Originalstufe 2:

1
q§-=%’“ - B¥) 2%y (6.1

Dann kann angenommen werden,daB die gesuchten Verkehrsgrofen in
Stufe 2 des Originalsystems (z.B.Wartewahrscheinlichkeiten,mittle-
re Wartezeiten) approximativ durch die entsprechenden auf die er-
folgreichen Anforderungen bezogenen Grdfilen des Ersatzsystems flir
Stufe 2 beschrieben werden kOnnen:

Vs G wz.;, (6.2)
E(Ty0) & E(Ty)% (6.3)

Ebenfalls wird die Verlustwahrscheinlichkeit B* im Ersatzsystem
in allererster Ndherung gleich der Blockierwahrscheinlichkeit im
2-stufigen System gesetzt.
Es ist klar,dafl insbesondere die letzte Annahme eine Niherung sein
muf3,da beide Effekte zwar &dhnlich,aber doch verschieden sind.
Wahrend bei der Blockierung eine Anforderung (hier maximal eine)
gewissermallen vor Stufe 2 warten kann,geht diese im Ersatzmodell
verloren.Die Giite dieser Naherungsannahme ist auBerdem wesentlich
von dem Ersatz-Ankunftsprozef VF* abhingig,liiber den nun gesprochen
werden soll.
Da in der Literatur iiber einstufige Wartesysteme beziiglich des
obigen allgemeinen Systems mit endlich groBem Wartespeicher
(G11G11-5) keine hier verwendbaren Ergebnisse ermittelt werden
konnten, wurde grundsétzlich als Ersatz—Ankunftsprozel ein Poisson-
prozell angenommen.Es wurde also zur Berechnung stets das System
MlGgli-s herangezogen,das in 6.3 behandelt wird.Deshalb wurde als
Ausgleich dafiir die wichtigste GriBe (pB) iber Adaptionsfaktoren
ermittelt:

pBW’FVF,]—VFi B* (6.4)
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Fur diese Adaptionsfaktoren -deren Bestimmung in 6.5 erfolgt- konn-
ten durchweg relativ einfache Ausdriicke gefunden werden,z.B. ist
FM—M”‘:’,‘ (vgl. 6.5).

@ Als Ersatzsystem fiir Stufe 1 entsteht durch Einbeziehung der
Blockierzeiten in die Gesamtbelegungszeiten ein reines Wartesystem

Mivezia,

bei dem die Gesamtbelegungszeit einer Anforderung approximativ dar-
gestellt wird durch eine Bedienungsphase entsprechend VFq und eine
sich mit der Blockierwahrscheinlichkeit Py daran anschlieBende
Blockierphase mit Mittelwert tB (mittl. Blockierzeit der Blockier-
ten):

h; = E(TH1> + E(TB) = h, +Dpprty (6.5)

Als brauchbare Ndherung fiir tB konnte angenommen werden,daB dieser
relativ unabhdngig von der durchgesetzten Rate ist und also gleich
dem Wert ist,der sich bei maximalem Durchsatz ergibt;dieser wurde
in Abschnitt 5.5 Gleichung (5.26) hergeleitet (vgl. Simulations-
ergebnisse $5.157)

Obige Annahme ist besonders deshalb méglich,da zur gleichen Zeit
nur maximal eine Anforderung blockiert wird (n1=1) und diese GroBe
sich nur auf blockierte Anforderungen bezieht,unabhingig davon,
wie oft eine solche Blockierung auftritt.

Wegen Poissonankiinften ist die Wartewahrscheinlichkeit im Ersatz-—
system

Wi ="Anr = A% (6.6)
und es wird W W (6.7)

gesetzt. Flir die mittlere Wartezeit aller Anforderungen im Ersatz-
system fiir Stufe 1 ist nach POLLACZEK-KHINTCHINE (vegl.(4.1))

e
(1 + e )4y
E(T,,)* = 1 “n (6.8)
201 - A%)
und also nur von der gesamten Varianz éH;Z von VF; abhigngig.

Die beiden mdglichen Belegungsphasen einer Anforderung in diesem
Ersatzsystem werden als unabhingig voneinander angenommen,deshalb
gilt:



- uy
GH;2 = GH12 + EB2 (6.9)

Dabei ist {H% die Varianz der eigentlichen Bedienungszeiten, C
die Varianz der VF der Blockierzeiten bezogen auf alle Anforder—
ungen.

Nimmt man nun an,daB die Blockierzeiten der Blockierten eine
Varianz besitzen,die z.B. einer negativ-exponentiellen VF ent-
spricht,so ist die Varianz der VF der Blockierzeiten bezogen auf
alle Anforderungen gleich der Varianz einer speziellen hyperexpo-
nentiellen VF (die mit 1-pp eine Blockierzeit =0 liefert) (vgl.
Anhang A1):

2

57 = (2pg - pp° )-tg (6.10)

Die gesuchte mittlere Wartezeit in Stufe 1 wird nun approximativ
gleich der mittleren Wartezeit in diesem Ersatzsystem gesetzt:

E(qu) =~ E(T (6.11)

*
w1)
Hierzu ist zu sagen,daB -selbst bei exaktem Py und U -~ dies nur

Néherungswerte liefert,da folgende 2 Unabhanglgkeltsannahmen ge-
troffen wurden,die aber nicht exakt erfiillt sind:

1) Die Bedienungszeit TH,x und die Blockierzeit TB derselben
Anforderung wie auch

2) die Gesamtbelegungszeiten aufeinenderfolgender Anforderungen
seien voneinander unabhingig.
1) ist nicht erfiillt,da eine grofe zufdllige Bedienungszeit TH
die mittlere Blockierzeit dieser Anforderung herabsetzt.
2) ist sicher nicht exakt erfiillt,da im allgemeinen Korrelationen
zwischen den Blockierzeiten aufeinanderfolgender Anforderungen
existieren.
Beide Effekte sind jedoch in ihrer Tendenz auf die Wartezeiten in
Stufe 1 einander entgegengesetzt,so daB sie sich mehr oder weni-
ger kompensieren kdnnen.
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6.3 Das Wartesystem MIGI1 mit endlichem Speicher

6.3.71 Bekannte Ergebnisse und gewidhlte Berechnungsmethode

Einstufige Wartesysteme mit endlich groBem Speicher und Poisson-
ankiinften wurden bereits von ERIANG |3| betrachtet.Fir das
System M|M|n—sgab er mit Hilfe des Gleichungssystems fiir die
stationdren Zustandswahrscheinlichkeiten diese explizit an.Fir
den Fall n=1 lauten diese (A=»h):

p(x) = p(0)-a¥ x=1..5+1
wobei 0) = 1-A }<6 12)
P Tq_pSte

Aus diesen ergeben sich weitere VerkehrsgriBen.Die Formeln
werden hier angegeben,weil diese zur Berechnung der Verkehrs-
groBen bei allgemeiner VF der Bedienungszeiten bendtigt werden
(Berechnung des Ersatzsystems fir Stufe 2).

Wegen Poissonankiinften ist die Verlustwahrscheinlichkeit

B = p(s+1) (6.13)
und die Belastung der BE
Y = A(1-B) (6.14)
Die Wartewahrscheinlichkeit (bezogen auf alle Anforderungen)
betrigt s-1
W =:8 p(i+1) = ¥ - B (6.15)
i-

Im Ersatzsystem wird die Wartewahrscheinlichkeit bezogen auf
alle erfolgreichen,d.h. nicht abgewiesenen Anforderungen be-
notigt,diese erh#lt man einfacherweise zu

W

W.

_ (6.16)

1 - B
Die Wartebelastungiﬁ.ist die mittlere L3nge der Warteschlange
(ausschlieBlich der Anforderung in der BE)

s

Q=3 ipe) (6.17)
i=0
aus der direkt die mittlere Wartezeit bezogen auf alle erfolg-
reichen Anforderungen folgt:

<1 = Zf}i (6.18)

E(T, )y = -
Ty A(1-B) Y
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Schlieflich gilt fiir die mittlere Wartezeit der Wartenden

S (T
WS *k— (6.19)

Y

Durch Einsetzen von (6.12) in (6.13)-(6.19) lassen sich im Falle
negativ-exponentieller Bedienungszeiten einfache explizite
Formeln angeben.
Flir den Fall beliebiger VF der Bedienungszeiten (M|Gl1-s) wurde
von KEILSON |37} bewiesen,dafll die stationidren Zustandswahrschein-
lichkeiten sich fiir x<s+1 von denen des zugehSrigen reinen Warte-
systems (s-—>00 nur durch eine Konstante unterscheiden und
deren Berechnung angegeben.Hiervon wird jedoch kein Gebrauch
gemacht,da der Weg der Berechnung der stationdren Zustandswahr-
scheinlichkeiten p(x) hier iiber die Zustandswahrscheinlichkei—
ten PX an den Regenerationspunkten (Zeitpunkte des Abgangs von
Anforderungen) einer eingebetteten Markoff-Kette fithrt (vgl.
6.3.2):

P(erfolgr.Anf. ldsst x Anf.
im System zuriick )

t

= B( X, =X)ngf P, (6.20)
Diese Wahrscheinlichkeiten sollen separat in 6.3.2 durch An-
setzen der Markoff-Kette bestimmt werden (vgl. dort).

Es verbleibt also die Bestimmung der gewiinschten stationiren
absoluten Zustandswahrscheinlichkeiten aus den -nun als bekannt
angenommenen~ Wahrscheinlichkeiten an den Regenerationspunkten.
Hierzu kann man ein wichtiges Theorem iiber die Gleichheit der
Zustandswahrscheinlichkeiten zu Ankunfts-und Abgangszeitpunk-
ten eines Systems benutzen (vgl. |6l),aufgrund dessen hier

fiir die Zahl XA der von erfolgreichen Anforderungen angetro-—
ffenen Anforderungen im System gilt:

P(Xﬁ =x%_= P(XD =x)Y x=0..8 (6.21)

Dies bedeutet,daB erfdgreiche Anforderungen mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit x Anforderungen im System antreffen (Antreff-
wahrscheinlichkeit),wie sie bei Verlassen des Systems x Anfor-
derungen zuriicklassen.

Da aber der AnkunftsprozeR ein PoissonprozeR ist,miissen diese
Antreffwahrscheinlichkeiten der Erfolgreichen bekanntermafen
identisch sein mit den bedingten stationfren Zustandswahr-
scheinlichkeiten,bezogen auf den Zeitraum,in dem das System

- a7 -

nicht ganz voll ist (Anforderungen erfolgreich sein kdnnen):

P(Xy =x) = P(X=x|¥<s41) (6.22)
Fiir diese Antreffwahrscheinlichkeiten gilt
P(X=x,X<s+1) p(x)
P(X=x|X<s+1) = P(X<ss1) = TopCert) x=0..s  (6.23)

Damit folgt aus (6.20)-(6.23%):
p(x) = (1-B)* P, x=0..s (6.24)

Als einzige stationdre Zustandswahrscheinlichkeit fehlt noch
p(s+1)=B,die man aus (6.14) mit einer weiteren Beziehung fiir
die Belastung

¥=1-p(0) (6.25)
gewinnt zu
1
p(s+1) =1 gl (6.26)

Damit ist es mit Hilfe von (6.24) und (6.26) sehr einfach,bei
bekannten Zustandswahrscheinlichkeiten an den Regenerations~-
punkten die stationdren Zustandswahrscheinlichkeiten zu belie-
bigen Zeitpunkten zu bestimmen.

Un den gleichen Durchsatz im Ersatzsystem fiir Stufe 2 wie im
2-stufigen System zu erhalten,kann eine programmtechnisch
einfache Iteration des Angebots 4 erfolgen,die nur wenige
Iterationsschritte bendtigt (<15 fiir Restfehler < 10-6).

6.3.2 Bestimmung der Zustandswahrscheinlichkeiten an den
Regenerationspunkten

In 6.3.1 wurde die Berechnung der absoluten Zustandswahrschein-
lichkeiten p(x) im Wartesystem M|Gl1-s auf die Bestimmung der
Zustandswahrscheinlichkeiten PX des Systems zurlickgefiihrt,die
fiir Zeitpunkte gelten,in denen eine Anforderung gerade das
System verlassen hat.

Da die Zahl der Anforderungen,die von einer Test-Anforderung

im System zurlickgelassen werden nur davon abhingt,wieviele
Anforderungen ihre Vorgingerin zuriickgelassen hat und der Zahl
der wéhrend der Bedienungszeit der Test-Anforderung angekommenen
Anforderungen,bilden diese Zustdnde die Regenerationspunkte
einer eingebetteten Markoff-Kette (vgl. 1.2.3).Bezeichnet man
mit a; die Wahrscheinlichkeit,daB wdhrend einer zufdlligen (ent-
sprechend G verteilten) Bedienungszeit genau i Anforderungen in
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einem Poissonprozel mit der Rate'd ankommen,so lautet das Glei-
chungssystem fiir die Regenerationspunktwahrscheinlichkeiten
PX (0gx<s,5>0) (leere Summen = 0):

x+1
P, = (PO + Pﬂ)‘qx +22 Pi'qx+1-i 0<x<s (6.27a)
i=2
s
Pg = (Po * Pﬂ)'Qs +§8 Pi*Qgiqoi (6.270)
i=2
V-1
mit
Qy = Z q. = 1 - Z qi Y>>0 (6.28)
i=vy 1 i=0

Fine Test-Anforderung 1&Bt z.B. genau 1 Anforderung im System
zuriick (x=1),wenn wihrend ihrer Bedienungszeit entweder genau

1 Anforderung ankam und die Vorgéingerin keinen oder hdchstens
die Test-Anforderung im System zurilicklieB,oder keine Anforderung
ankam und die Vorgédngerin genau 2 Anforderungen zuriicklieSB.
Gleichung (6.27b) stellt einen Randfall dar und ist in den an-
deren s Gleichungen enthalten.An ihre Stelle tritt die Normie-
rungsbedingung

m

Px =1 (6.29)
x=0

Dieses Gleichungssystem wurde auch bei FINCH [ 341 gefunden,der
als Losung die erzeugende Funktion filir die Px angibt,von der
durch Reihenentwicklung die einzelnen PX berechnet werden
miissten.Dieses in diesem Falle sehr aufwendige Verfahren
wurde nicht gewdhlt,sondern ein filir die Programmierung sehr
geelgnetes rekursives Schema.
Durch Umschreiben kann (6.27a) in folgende rekursive Form
gebracht werden:

1
Pp=- a_'{ Poray = Po}
o
x-1
(6.30)
1
Px = - —*—{(PO+FH)QX—1—PX—1+ ZS Pqu-i} T<xss
9o i=2

Bei der Programmierung wird Pozunéchst ein beliebiger Wert,
z.B.=1, zugewiesen und jede Gleichung nur einmal verwendet.Dann
werden alle P entsprechend (6.29) normiert.

Die Berechnung der hier bendtigten Q wird im Anhang A1 ge-
schildert,wo diese flir die verschiedenen VF angegeben werden.
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6.4 Untersuchte Parameterbereiche und Simulationsreihen

6.4.1 Verteilungsfunktionstypen

Wie in Kap.5 werden auch hier bei den VF nur die ersten beiden
Momente berilicksichtigt,was durch Angabe des Mittelwerts und
des Varianzkoeffizienten erfolgt.Aufgrund der sehr groBen Zahl
von Parametern wurden die Betrachtungen auf beliebige hypoex-
ponentielle VF beschridnkt,so daB gilt:

2 2, .2 .
Cys = 643/ BT <1 (i=1,2)

Dies ist ein Varianzspektrum,das z.B. von einer Ek—VF mit

Cé = 1/k (k=1,2..) nur unvollstandig wiedergegeben wiirde (vgl.
Anhang A1).Es wurden zunéchst die Typen M,E,,D (6§=1,0.5,0)
untersucht,zur Entwicklung des Verfahrens.Dabei wurden die fir
die Berechnung des Ersatzsystems flir Stufe 2 notwendigen Antreff-
wahrscheinlichkeiten q. entsprechend einer im Anhang A1 besch-
riebenen "verschobenenlnegativ—exponentiellen VF (DM)" berech-
net.Damit kdnnen alle Varianzkoeffizienten O<CH<1 realisiert
werden,die Fdlle D und M sind als Randfdlle enthalten.

Dabei ist zur Kombination D-D zu sagen,daB diese Systeme bezlig-
lich der mittleren Gesamtzeit filir Durchlauf und Verzdgerung
sehr einfach exakt zu berechnen sind (vgl.2.3.2.2).Die Ergeb-
nisse des Nzherungsverfahrens flir kleinere Varianzen sind
jedoch umso vesser,je besser die Ergebnisse des Niherungsver-
fahrens in diesem Randfalle sind.Deshalb war die Betrachtung
von Systemen mit D-D fiir die Entwicklung des Niherungsverfah-
rens notwendig.

Dariiber hinaus wurdenweitere VF-Typen betrachtet,wie verschie-
dene Mehrpunkt-VF,als auch VF mit nicht durch Ek darstellbaren
Varianzkoeffizienten.Diese wurden im Zusammenhang mit dem Ein -
flud des 3. und hoherer Momente untersucht und geschlossen im
Anhang A2 dargestellt.

6.4.2 Verhdltnisse der mittleren Bedienungszeiten

Wie bei allen Untersuchungen wurde hier h1+h2=1 Zeiteinheit
gewdhlt.Es wurde der Bereich
1/2 <h1/h2$2

untersucht.Bei auBerhalb diesem Bereich liegenden Werten kann
die gesamte Durchlaufszeit relativ gut mit Hilfe sog."Flaschen-
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hals-Modelle" bestimmt werden:

- Fir hq/h2>2 liegt der EngpaB eindeutig in Stufe 1,Stufe 2
kann wegen"kleiner Blockierung" praktisch vergessen werden.

- Fir hq/h2<1/2 wirkt die BE der Stufe 1 hauptsdchlich als
zusBtzlicher Warteplatz fiir Stufe 2 (sie ist meist blockiert
oder frei ). Damit kann das ganze System mit guter Genauig-
keit als Einzelstufe M!Vleﬂ berechnet werden.

6.4.3 GroBe des Zwischenspeichers

Da hier nur Single-Server Stufen betrachtet wurden,war es aus-
reichend,die ZwischenspeichergrdBen s2=1,2,5 zu betrachten.

Der Fall s2=0 kann exakt berechnet werden.Fir 52>5 ist die
Blockierung im Rahmen der betrachteten Varianzen der Bedienungs-
zeiten sehr klein,Stufe 1 kann dann als Einzelstufe berechnet
werden und Stufe 2 nach dem N8herungsverfahren in Kapitel 4.

6.4.4 Ankunftsraten

Aufgrund der gewdhlten Normierung und des Parameterbereichs
fir h,1 und h2 wiirde sich bei unendlich groBem Zwischenspeicher
1.5<%maxs2.0 ergeben.Fir die untersuchten Systeme mit Block-
ierung waren also meist die Werte 7=0.3,0.5,1.0,1.% ausrei-
chend.Zusdtzlich konnten die Simulationsergebnisse fiir A

aus Kap.5 herangezogen werden.

=
Y max

6.4.5 Simulationsreihen

Wegen der grofen Zahl von Parametern (Systemen) und der Ergeb-
nisgréBen pro System muBte die Uberpriifung bazw. Entwicklung
des Verfahrens anhand gezielter Untersuchungen erfolgen.

Dazu wurden jeweils fiir die beiden Fdlle VF1=D und VF1=M fol-
gende Simulationsreihen durchgefiihrt:

I) Variation von VF, beim "Arbeitspunkt" s,=2,h;=0.5
II) " " 52 " " VF2=M’h’] =O_ 5
III) " " h’] " " 52=2 . VF2=E2

Weitere Simulationsreihen werden im Anhang A2 geschildert,wo
auch andere VF-Typen und der EinfluB des 3. und hdherer
Momente untersucht werden.
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6.5 Bestimmung der Adaptionsfaktoren

Beli dem in 6.2 erklérten Nsherungsprinzip war -wegen einheitli-
cher Annshme eines Poisson-Ersatzankunftsprozesses in Stufe 2-
die Einfilhrung der Adaptionsfaktoren FVF1—VF2 notwendig.

Diese Faktoren werden hier fiir die verschiedenen Systeme bestimmt
und kénnen -was als Gliicksfall angesehen werden mag- fiir die ver-
schiedensten Fdlle durch relativ einfache Ausdriicke approximiert
werden.Es werden zundchst alle 4 Bedienungszeit-VF-Kombinationen
betrachtet,die nur M und/oder D enthalten.Fiir die Adaptionsfak-
toren beliebiger (hypoexponentieller) VF-Kombinationen erfolgt
eine Interpolation entsprechend der Varisnzkoeffizienten.

Im Falle negativ-exponentieller VF in beiden Stufen (M-M)
fanden Voruntersuchungen statt fiir den -hier nicht betrachteten-—
Fall sezo,der exakt nach AVI-ITZHAK berechenbar ist.Berechnet man
hiernach die Blockierwshrscheinlichkeiten bei fester Belastung
der 2.5tufe als Funktion des Verhiltnisses hq/he,so ist im in-
teressierenden Bereich O.5<h1/h2s2 ~bei zusitzlicher Beriicksich-
tigung der Stationarititsgrenzen-— Py nur geringfigig (<%7%) von
hq/h2 abhéngig.Dies heiBt,daB bei M-M selbst fiir den hirtesten
Fall 52=O die Blockierwahrscheinlichkeit relativ unabhingig von
der ersten Stufe ist,und daB damit fiir 52>O ein von h,]/h2 unab-
hangiger Adaptionsfaktor FM—M denkbar ist.
£

G
4_998
K
0.21
Bild 6.2
Vergleich Blockierung —
041 Verlust bei M-M
0.05
w M 1M
~>Jmm O OO0
M B 05
0,02 — B imErsatzsystem
' Foroye oo .
o AT OX } Simulationsergebnisse
001 &
0 o} 05 10 5 A
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Bild 6.2 zeigt zunichst einen fiir M-M typischen gegenseitigen
Verlauf der Blockierwahrscheinlichkeit Py (Simulationsergebnisse)
und der Verlustwahrscheinlichkeit B* im Ersatzsysten fiir Stufe 2
iber der Ankunftsrate ndes 2-stufigen Systems.

Durch systematische Untersuchung dieser pB—B*—Relationen durch
die Simulation und durch geeignete Wahl des Auftragens wurden
nun die Faktoren FVFﬂ—VF2 bestimmt.Dabei war es von groBem Vor-
teil,diese Faktoren liber einer normierten Ankunftsrate %/ﬁmax
aufzutragen,wobei7\maX die maximal vom jeweiligen System verar-
beitbare Rate darstellt,fiir die der sehr einfach berechenbare
Wert nach dem Ndherungsverfahren in Kapitel 5 genommen werden
konnte.

\ .
Fim .
10 e o—
o " . Bild 6.3
of Adaptionsfaktoren Fy
as
Sy hy=
*2 03
o 18
o1 05
as o
‘[ Mhmax

0 02 Qe 06 08 10

Bild 6.3 zeigt diesen Verlauf filir den Fall M-M bei verschiedenem
hq und verschiedenen ZwischenspeichergroBen sz.Dieser wurde durch
Vergleich mit Simulationsergebnissen gewonnen,wobei in dieser
Darstellung keine Vertrauensintervalle berilicksichtigt wurden.

Wie man aus den Ergebnissen fiir hq=0.5 deutlich erkennen kann,
besteht bei dieser Art des Auftragens keine splirbare Abh8ngig-
keit von der GrdBe S des Zwischenspeichers. Auch ist hier hq
bzw. hq/h2 ohne grdBeren EinfluB,so daB

Py oy =1 (6.31)

als akzeptable Nzherung im Bereich O<7/zmax<0.9 gelten kann.

Fir die Fdlle M-D und D-M traten,wie zumindest fiir D-M zu er-
warten war,grolere Unterschiede zwischen Py und B* auf,vgl.
Bilder 6.4 und 6.5.
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Auch hier ergaben sich keine splirbaren Abh#ngigkeiten von $5,80
daB die einfachen empirischen Approximationen

il
A 2h4 (:L
? max’ 2

h h
A 2 (
¢ — 6.%32) F = 1=
max 2h,I D-H (

FM—D = 1+ 5

=h
2 1)(5.35)
h,]+h2

zufriedenstellende Ergebnisse lieferten.Dabei ist bei kleinem
pB/B* zu beachten , daB bei Berlicksichtigung der Vertrauens-
intervalle die eingezeichneten Mittelwerte mit einer Ungenauig-
keit bis maximal * 30% behaftet sind.

Die groBten Unterschiede ergaben sich natiirlich fiir den Grenzfall
D-D.Zundchst einmal ist trivialerweise fiir h,‘zh2 dieser Faktor
=0,da dort weder eine Anforderung im Zwischenspeicher wartet,noch



- 154 -

Blockierung stattfindet.

Fiir h,<h, ergadb sich bei h1=0f3 (vgl. Bild 6.6) ein stirkerer
EinfluB der Zahl der Wartepldtze im Zwischenspeicher,der erwar-
tungsgendl fﬁr'%ﬁamaiéﬂ wieder verschwindet,weil dort unabhingig
von s, pE91 geht und ebenfalls wegen voller 2.Stufe B*-»1 gehen

muf. Fo-0

-/

. 3ild 6.6

.5 ///// 45 Adaptionsfaktor FD-D

A

o N

201

0.5 ////%; S byt
J 1 03
2 a3
104
o
0 02 O 06 08 10 Amax
Flir den Bereich 7\/?1maX<O.9 wurde
0 N h12h2 : :
T = A 2 6.34
DD > -(1-!- Sa'm) h,1<h2
max 172

gewdhlt,wobei sich fir h1=h2 eine Unstetigkeit ergibt,die aller-
dings auch im 2-stufigen Systen bei pp vorhanden ist.

Der Adaptionsfaktor filir beliebige hypoexponentielle VF-Kombina-
tionen ergibt sich nun durch die gleiche Gewichtung wie in Kap.4:

2 2

2
11 Ca2" Fuem

ol
F 710" Cp" Ppm + (6.55)

C + (1-C

VE1-VF2 ~

2 2 P /\2 . /12 .
* Oy (1=Cipp) Ty p + (-G X(1-Chp)* Fp

Dabei werden die Teilgrofen nach (6.31-6.34) berechnet,wobei als
7v¢max die normierte Ankunftsrate des allgemeinen Systems heran-
gezogen wurde, mit'hmaX approximativ nach (5.17).

|
Y
\J3
N3
'

6.6 Typische Ergebnisse und Giite des Verfahrens

Ziel der Ndherung war es,ein numerisch schnelles Verfahren zu ent-
wickeln.das flir die verschiedensten Parameter innerhalb der ge-
steckten Parameterbereiche (vgl.6.4) zufriedenstellende Ergebnisse
liefert.Dabei war vor allem die gesamte Verzdgerungszeit E(TWB)
von Interesse,die sich als Summe der mittleren Wartezeiten in bei-
den Stufen und der mittleren Blockierzeit in Stufe 4 bezogen auf
alle Anforderungen ergibt:

E(Tyg) = E(Tyq) + E(TR) + E(TWZ)
Da in vielen betrachteten Fiallen E(Twa) < bzw <:E(Tw1) ist,war
E(TW2> selbst nicht von besonderem Interesse.Dagegen war es wegen
der Blockierung und ihres starken Einflusses auf E(qu) notwendig,
E(TB)=pB'tB genauer zu kennen,wozu die in Kap.5 hergeleitete
approximative Formel (5.26) fiir ty nit herangezogen wurde.
Wegen des Aufschneidens in 2 dquivalente Einzelstufen ist es mog-
lich,auch die Wartewahrscheinlichkeiten w1 und W2 und damit die
mittleren Wartezeiten aller Wartenden tyq und tw2 approximativ
anzugeben, fir Stufe 1 meist mit guter Genauigkeit,fiir Stufe 2 als
grobere Naherung.Diese spezielleren GréBen sollen hier jedoch nicht
weiter verfolgt werden.
Aufgrund der Vielzahl der Parameter sowie der Ergebnisgrolen
kdnnen hier nur einige exemplarische Fehler innerhalb des unter-
suchten Spektrums angegeben werden.das durch die in 6.4 darge-
stellten Simulationsreihen und weitere Untersuchungen in etwa
iiberdeckt wurde.
Die Bilder 6.7-6.9 zeigen am Beispiel des Systems mit M-D,52=2
und h1=h2=0.5 den Verlauf der Niherungswerte im Vergleich mit
Simulationsergebnissen (Vertrauensintervalle mit 95% statistischer
Aussagesicherheit).
GroBere Abweichungen ergeben sich dabei nur fiir E(Tw2)7was vermut-
lich darauf zurlickzufiihren ist.daB die BE der 1.Stufe zeitweilig
als zus#dtzlicher Warteplatz fiir Stufe 2 wirkt und so Anforderungen
zum frihest mdglichen Zeitpunkt in Stufe 2 gelangen (Nachschubeff-

ekt),was im ErsatzankunftsprozeB fiir Stufe 2 nicht berilicksichtigt
wurde.
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b B(Typ) s E(Tyq), by, W, 4 E(T3),tp,Pp
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Bild 6.7 Mittlere Gesamtverzdgerungszeit E(TWB) 0 ) 05 0 P ;
mittlere Wartezeit aller Anforderungen in Stufe 1 E(Twﬂ
mittlere Wartezeit der Wartenden in Stufe 1 tun Bild 6.8 Blockier-GréBen
und Wartewahrscheinlichkeit in Stufe 4 wﬁ Mittlere Blockierzeit aller Anforderungen E(TB)
als Funktion der Ankunftsrate A mittlere Blockierzeit der Blockierten ty
Blockierwahrscheinlichkeit Py
Aus den Erwartungswerten E(TWB>’E(TW1)’E(TW2)’ E(TB) ergeben
sich in einfacher Weise die Wartebelastungen in beiden Stufen, Als Wert fiir tB wurde der in (5.26) approximativ fiir A =7\max her—
und die Blockierbelastung in Stufe 1,wie auch die mittlere geleitete Wert herangezogen,der hier fir A< mnax eine Abschidtzung
Gesamtzahl der sich im 2-stufigen System befindlichen Anforder- nach oben darstellt.Dabei ist zu beachten.daB fir A< ?&max die

ungen. Blockierwahrscheinlichkeit Py noch sehr klein ist.
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Bild 6.9 Groflen im Wartespeicher der Stufe 2
Mittlere Wartezeit aller Anforderungen E(ng)
mittlere Wartezeit der Wartenden tw2

wartewahrscheinlichkeit W?

Tabelle 6.2 zeigt eine Zusammenstellung Jerjenigen Systeme.mit
denen im folgenden versucht wird.einen Uberblick iiber die Ergeb-

nisse des Ndherungsverfahrens und seiner Giite zu geben.

Srstem Im | VBTl | Mg By | Sp
1 M-M 0.5 0.5 2
2 M-E, 0.5 0.5 2
3 M-D 6.5 0.5 2 |e—vgl. auch
4 M-M 0.5 0.5 1 gféégfg
5 M~M 0.5 0.5 5
6 M-E, 0.7 0.8 2
7 M-E, 0.6 0.3 2
8 M- 0.7 0.6 2
9 M-D 0.6 0.3 1
10 D-M 0.5 0.5 2
11 D-E, 0.5 0.5 2
12 D-1 0.7 0.8 2
1% D-M 0.5 0.5 1
14 D=1 0.5 0.5 5
15 D-E, 0.7 0.6 2
16 D-N .5 0.3 1
17 D-I, 0.6 0.3 2
18 D-D 0.3 0.5 5
(vgl.h2.4) Ey-E, 0.5 0.5 2

Tabelle 6.2 Zusammenstellung der dargestellten Systeme

Wegen der Vielzahl der ErgebrisgrdBen werden fiir diese Systeme
nur die mittlere Gesamtverzidgerungszeit E(TWB) als wichtigste
GroRe des Systems bzw des Durchlaufs von Anforderungen darge-
stellt.wie auch E(TB) als KenngroBe fiir die Blockierung.die
hier wesentlich den Durchlauf mitbeeinflussen kann.

In Bild 6.10-13 sind diese GrofRen fiir die Systeme 1 - 18 dar-
gestellt und zwar fiir 4 verschiedene Ankunftsraten™ = 0.%. 0.6.
1.0 und 1.3 .
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Bild 6.10 Mittlere Gesamtverzdgerungszeiten E(TWB) fir
Systeme mit VF,=M (vgl. Tabelle 6.2),Simulation
bei 4 verschiedenen Ankunftsraten
(A= o.?’} ,o.é},ﬂ.o %,1.’5‘})

Ergebnisse der Ndherungsrechnung als horizontale
Linien eingetragen.

Wie aus Bild 6.10 hervorgeht,liegen die Ergebnisse des Nzher-
ungsverfahrens bei E(TWB) flir negativ-exponentiell verteilte
Bedienungszeiten in Stufe 1 (VF1=M) meist innerhalb der Ver-
trauensintervalle der Simulation.Lediglich bei System 6 war
eine gréBere Abweichung (ca -20% bezogen auf den Mittelwert
der Simulation) zu verzeichnenj;die stdrkere Abweichung von

+ 33% bei System 4 ist durch den asymptotischen Bereich zu
erklaren,in dem E(TWB) fﬁr7\=1.§'(éﬁyjmaxmo.9) bereits liegt.

Vs
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Bild 6.11 Mittlere Gesamtverzdgerungszeiten E(TWB) fiir
Systeme mit VF1=D
(Legende vgl. Bild 6.10)

Fir VF1=D ist das Ndherungsverfahren etwas weniger glinstig

als fiir VF, =N (vgl. Bild 6.11).Beriicksichtigt man,daB bei den
hochsten Werten der Ankunftsrate der Systeme 12 und 18

max 2 0.9 gilt,so ergeben sich maximale Fehler von +35% bei
System 11 und -40% bei 12.

Global kann fiir E(TWB) gesagt werden,daB das Naherungsverfahren
fﬁr'h/?max £ 0.8 in den meisten Fdllen gute Ergebnisse lie-
fert.aber auch (abhingig von VFq) Fehler bis ca 50% auftreten
konnen.
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Bild 6.12 Mittlere Blockierzeiten aller Anforderungen E(T
fir Systeme mit VF,=M (Legende vgl. Bild 6.10)

B)

Die Bilder 6.12 und 6.13 fiir E(TB) sollen zeigen,inwiefern
eine detailliertere Aussage (beziiglich der Blockierung) mdg-
lich ist.die hier prinzipiell eine entscheidende Rolle spielt.
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System
Bild 6.13 Mittlere Blockierzeiten aller Anforderungen E(TB)

fiir Systeme mit VF1=D (Legende vgl. Bild 6.10)

Bei System 11 mit relativ schwacher Blockierung auch bei maxi-
maler Durchsatzrate tritt ein starker Fehler auf,der speziell
auf einen zu niedrigen Nsherungswert fiir tB zuriickzufiihren ist.
Bei System 16 wird E(TB) stark ilberschitzt,ist aber stets klei-
ner als 0.01,wdhrend bei System 17 E(TB) bei Simulation und
Rechnung <0.001 waren.

AbschlieBend sei nochmals betont,daB es nicht das Ziel war, fir
einige wenige spezielle Systeme ein méglichst genaues Verfahren
zu entwickeln,sondern ein Verfahren mit universellerer Anwend—

barkeit auf beliebige derartige Systeme,bei dem jedoch gréfere
Abweichungen in Kauf genommen werden mussten.
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ZUSAMMENFASSUNG

Datenverarbeitungsanlagen und Nachrichtenvermittlungssysteme
werden in immer groBerer Zahl und Komplexitdt geplant,gefer-
tigt und betrieben.Dabei ist es von groBer Wichtigkeit,Vor-
aussagen machen zu kdnnen iiber die "Betriebsglite" eines sol-
chen Systems,sei es bei der Planung zukiinftiger oder der
Modifikation bestehender Anlagen.

Da das Ablaufgeschehen in diesen Systemen durch spezielle
stochastische (d.h. zufillige) Prozesse beschrieben werden
kann,werden hierzu u.a. sog. Warteschlangenmodelle benutzt,
die mit Methoden der Wahrscheinlichkeitstheorie berechnet
werden.

Untersucht man den VerkehrsfluB in nachrichtenverarbeitenden,
-vermittelnden und -ilibertragenden Systemen,wie auch in vie-
len anderen Bereichen (FertigungsstraBen,Supermidrkte usw.),
erhdlt man dabei oft sog. seriell angeordnete Bedienungs-
einheiten ((),vor denen "Anforderungen" auf Wartepldtzen
() jeweils bis zum Beginn ihrer Bedienung warten kdnnen:

—TO0—11m 0~

In der vorliegenden Arbeit wurden sog. 2-stufige Wartesysteme
untersucht bei verschiedenen Voraussetzungen beziiglich der
Systemstruktur (Zahl der Bedienungseinheiten und Wartepldtze)
sowie der Verkehre (Ankunfts- und Bedienungsprozesse).

Es wurden neue Ergebnisse abgeleitet wie Durchsatz,Wartezei-
ten usw. ,die flir den planenden Systemingenieur bei der
Dimensionierung von groBem Nutzen sein kdnnen.

Im wesentlichen wurden Systeme untersucht mit je einer Bedie~
nungseinheit in beiden Stufen,einem unendlich groBen Warte-
speicher in der 71.5tufe und sowohl endlich als auch unendlich
grofem Speicher (Puffer) zwischen beiden Bedienungseinheiten.
Als Ankunftsprozef in der 1.Stufewurde ein PoissonprozeR ange-
nommen,die Verteilungsfunktionen der Bedienungszeiten wurden
meist nur durch ihre ersten beiden Momente charakterisiert.
Zundchst wurde in Kap.2 zur Motivation der Untersuchungen
der nachfolgenden Kapitel ein Uberblick gegeben liber die in
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der Literatur behandelten Wartesysteme in Serie und die wich-
tigsten dabei verwendeten analytischen Methoden mit ihren
Ergebnissen dargestellt.
In Kap.3 wurde eine Untersuchung des Gesamtschicksals von An-
forderungen durchgefiihrt in einem seriellen System mit unend-
lich groflem Zwischenpuffer unter sog. rein Markoffschen
Verkehrsannahmen.Dabei wurden zus#dtzlich Verzweigungen hinter
der 1. Stufe zugelassen (Richtungsaufteilung),wie auch eine
beliebige Zahl von Bedienungseinheiten in Stufe 2:
= © O
—TO;—Im &~

Durch das Verfolgen von Anforderungen durch das Gesamtsystem
und die exakte Bestimmung der Abhingigkeiten der "Teilschick-
sale" einer Anforderung wurde u.a. die Verteilungsfunktion
der Gesamtwartezeit exakt bestimmt.

In XKap.4 wurden ebenfalls Systeme mit unendlich grollen Zwi-
scuenspeichern untersucht,d.h. Systeme ohne moglichen Riick-
stou in eine riickwadrtige Stufe (Blockierung):

o0 (o]
—TpDO0—T1T11 0>

Der hier ungestdrte AusgangsprozeB der 1.Stufe ist in diesem
allgemeinen Falle kein einfacher Erneuerungsprozef,sondern
ein ProzeB mit Abhdngigkeiten zwischen aufeinanderfolgenden
Ankunftsabsténden.Mit Hilfe angebots- und varianzsbhingiger
Interpolation zwischen bekannten exakten und neuen approxima-
tiven Ergebnissen fiir Spezialfdlle wurde eine Approximations-
formel entwickelt filir die mittlere Wartezeit aller Anforder —
ungen in der 2.Stufe.Diese gilt fiir beliebig hypoexponentiell
verteilte Bedienungszeiten in beiden Stufen.
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Das in Kap.5 zugrundegelegte System bestand aus 2 seriell
angeordneten Bedienungseinheiten mit endlich groBem Zwischen-
puffer und einem unendlich groBen Reservoir mit Anforderungen:

]—%o:ﬁﬁ":o+

Die wichtigste VerkehrsgrBBe dieses Systems ist der maximal
erzielbare Durchsatz,der von der GriBe des Zwischenpuffers und

den beiden Bedienungszeit-Verteilungsfunktionen abhingt.Hierfiir

wurde eine einfache Appréximationsformel hergeleitet,die nur

die ersten beiden Momenteé der Bedienungszeitverteilungsfunktio-

nen bendtigt.

SchliefBlich wurde im letzten Kap.6 das zum System in Kap.5 zuge-

horige verlustfreie System mit Poissonankiinften in Stufe 1 und
hypoexponentiellen VF der Bedienungszeiten bei nicht gesattig-
ter 1.3tufe untersucht:

=) <00
— 0O o O~

Dabei wurde das System trotz Riickstaumbglichkeit in 2 quasi-
-unabhingige Teilsystemefaufgeschnitten und der Riickstau
approximativ durch eine &ergréﬁerte Gesamtbelegungsdauer in
Stufe 1 berﬁcksichtigt.Ngben den VerkehrsgrdBen flir die indi-
viduellen Stufen konnte aamit z.B. auch die mittlere Durch-
laufszeit fiir das ganze System angegeben werden.

Alle Ergebnisse der Arbeit,soweit sie approximative Ldsungen
darstellen,wurden durch ausfiihrliche Simulationen abgesichert.
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ANHANG

A1 Einige benutzte Verteilungsfunktionen

A1.1 Allgemeines

Die Verteilungsfunktion (VF) einer (hier kontinuierlichen) Zufalls-
variasblen (z.B. Bedienungszeit TH) gibt an,mit welcher Wahrschein-
lichkeit diese Zufallsvariable kleiner oder hdchstens gleich einer

Zeit t ist: def
P('I‘H £ %) = HKt) (A1.1)

Oft betrachtet man auch die komplementire VF

def
P(TH > 1) = H(Gt) = 1 - H(KE) (a1.2)
Die zugehSrige Dichtefunktion ist
aH(<t)
a8 = —— (41.3)
dt

Der Erwartungswert der Zufallsvariablen betrigt:
def @ !
E(Ty) = h = ft-fH(t)dt = ft-dH(st) (a1.4)
0 0

Das j. Moment der VF der Zufallsvariablen TH bezliglich einer GroRe
a ist definiert als der Erwartungswert

E([TH—a]j)

Bei a=0 spricht man von den gewthnlichen Momenten,die hier mit m‘_j
abgekiirzt seien,bei a:E(TH) von zentralen Momenten oder Momenten
beziiglich des Mittelwerts.

Das 2. zentrale Moment einer VF wird Varianz oder Streuungsquadrat

genannt ©

def def
82 IR( [Te-E(T)]2) = ﬁt—E(TH)]g'fH(t)dt = Var(Ty)  (41.5)
0
und kann auch als
g2 - E(12) - E(1)° - ny - m3 (41.6)

dargestellt werden. © selbst wird als Standardabweichung bezeichnet.

Das charakteristische Verh&ltnis
def <

Cc = (a1.7)
E(TH)

stellt den Varianzkoeffizienten dar.
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Der Varianzkoeffizient einer negativ-exponentiellen VF ist 1,VF
mit C<1 sind vom Typ hypoexponentiell,wdhrend VF mit C>1 als hyper-
exponentiell beziliglich der Varianz gelten.

Als (einzige hier angegebene) VF einer diskreten Zufallsvariablen
sei die sog. Poisson-VF genannt.

e 3l
o) e~y (41.8)

p(lvto) = Iy
Sie gibt an,mit welcher Wahrscheinlichkeit bei einem reinen Ge-
Geburtsprozel/Sterbeprozel (Geburtsabstinde/Sterbeabstinde negativ-
-exponentiell verteilt mit Mittelwert 1/A) genau i Geburten/Sterbe-
fdlle in ein festes Zeitintervall der Linge to fallen.

Damit gilt fiir die Wahrscheinlichkeit g;,daB im Wartesystem MIGI1
wahrend einer beliebigen nach G verteilten,zuf#lligen Bedienungs-
zelit genau i Anforderungen ankommen

()t
a =of S e ™M (has (1.9

Diese,sagen wir einmal Ankunftswahrscheinlichkeiten g4swerden in
Kapitel & bendtigt,deshalb sind sie bei den verschiedenen VF mit
angegeben.

Da H(Kt) =0 fiir t<0,gilt fiir alle angegebenen VF 0O<t<00 und als
Parameter k»1,321,i20.AuRerdem wurde AZxh als Abkiirzung verwendet.

In A1.2-A1.5 werden einige wichtige Standard-VF beschrieben,wdhrend
in A1.6-A1.7 weitere VF angegeben sind,die zur Untersuchung des
Einflusses des 3.und hoherer Momente von VF verwendet wurden

(vgl A2).

A1.2 Negativ-exponentielle VF (1)

Die negativ-exponentielle VF gilt als wichtigste VF und besitzt
keinerlei GedHchtnis (vgl. 1.2.1).

H(gE) = 1 - e~ ¢F £ et
p)
S I 2 _ 14 -
E(Tg) = b = ¢ 6y = (6) Cy = 1 (41.10)
1
mj = gind 9y = —— J
(1+A)l+’l
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A1.3% Erlang-k-VF (Ekz_

Eine Erlang-k-verteilte Zufallsvariable kann als Summe von k nega-
tiv-exponentiellen Zufallsvariablen dargestellt werden.

k-1
\J fe ek
H(KE) = 1 - e—£t~§; (Et) fH(t) - &e—cﬁ (&) N
=0 (k=1)1
(1) - b - g2 - X Oy = — L(Aﬂ 11)
" T £ H™ g2 H - Vg; , :
. i k
po= (=) 0 = (“k““)( 2).( &) J
J (x=1)1 xJ 1 i A+k’ “A+k
A1.4 KXonstante VF (D)
Sie ist eine entartete Verteilung mit Varianz O.
o] t<h
H(st) = | () = §(t-h)
1 t2h
- 2 _ -
E(Ty) = h by = O Cy =0 (a1.12)
' 2t
. = hY R
mJ ql il e

A1.5 Hyperexponentielle VF (Hk)

Eine hyperexponentielle VF k.Ordnung ist dadurch beschreibbar,daB
mit einer Wahrscheinlichkeit p_ (¥=1..k) eine negativ-exponentielle
Phase mit individuellem Mittelwert 1/5* durchlaufen wird.

k

k
-E4t ~E&yt
HKE) = 1 =~ pee YV f.(t) = E; Dy Eyee T
= v=1 ' i v=1 vy
k 1% D, P P
- A N td WS 4 g . L Ky2
E(TH) =h = ZE py,«; GH = 2( 5+ ﬁfz )—(5 N +E ) Cp
=1 1 k 1 x
k 5 k al (41.13)
. 1
SRENDIEYC SRNEIERDY pw"(TA—Y)M
¥=1 V=1 Ay nit Ae = 20

Da eine hyperexponentielle VF bei vorgeschriebener Varianz weitere
Freiheitsgrade besitzt,muBten zur Realisierung fester Varianzen
noch Zusatzbedingungen angenommen werden.



Diese waren

bel der speziellen in Kapitel 5 verwendeten hyperexponentiellen
VF (H?). Mit p,=p,p,=1-p folgt aus (A1.13):

V(Lo

2'p (1-p)
Parameterwahl bei vorgegebenem Mittelwert h und Varianzkoeffi-
zient Cy: AW /a2 _2_2
p = 1+ £, - _°p £, = 2(1-p) (A1.14)
2 h - h

A1.6 "Verschobene" negativ-exponentielle VF ("DM")

Derart verteilte Zufallsvariablen erhdlt man durch Addition einer
festen Zeit h,l zu negativ-exponentiell verteilten Zufallsvariablen
mit Mittelwert h2=1/52.Damit konnen -im Gegensatz zu einer E,-VF -

k
alle Varianzkoeffizienten OSCHS4 realisiert werden.

0 t<h,, @ - | 0 o t<h,
2H<t) ={  _f.(t-n £.(t) = —¢.(t=h
{1-e £5(t=hy) t>h H Ere 1V gp
1 o 1
E(T,) = h, + h g2 -ne ¢, - e (41.15)
- A L =% H™ o <12
1+

o . 0
£-h R g&h, i . =+t
m.=Ee21‘ft‘]e 274t q~=£e21'—7~\—'_/.tl-e 2"t
i 2 h i 2
/I
(Integrale rekursiv auswertbar)
Diese VI" wurde in den Kapiteln 4-6 verwendet (vgl.auch A2).

i!h,I

A1.7 Mehrpunkt-VF mit k Punkten (sz_

Dies ist eine Verallgemeinerung eijner konstanten VF,bei der eine
Zufallsvariable mit der Wahrscheinlichkeit pv,einen bestimmten
Wert hy annimmt.

k k
H(<t) =Zpy~s(t-—hy) f(t) = va'g(t—hy)
V=1 =1 (a1.18)
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k . 5 V/TZ ny
2 _ . ) by
E(Ty) = 2 pyhy ©F = 5 pyny-m)P oy =)/ > Py
¥=1 =1 =1
E% : L Ghp)t Ang
ma, = p\?'- h\}' qi = p\)’. iy . e
v = -

Es wurden 2 spezielle Mehrpunkt-VF untersucht:
a) k=2,p1=p,p2=1-p, h,=0 (Spezielle 2-Pkt-VF, PP)

E(TH) = prhy, Gi = p(ﬂ—p)-h% Cy = I-p
I P
Jth
3 pe + (1-p) i=0
ms = phy a;= | (81.17)

Qh)i—%h
P '“*4--e L i>0

Parameterwahl bei vorgegebenem Mittelwert E(TH) und Varianz-

koeffizient CH:

1 B 25 .
PN Rq = (0p)-E(Ty)
1+CH)

b) k>®,p, =(1—p)-pv;1 (»>0), hy =VT (Geometrische o0 -Pkt-VF,Py)
(T 2 "Taktzeit")

E(TH) =

2
T
T 2
by = P 5 Cy =V (81.18)
(o) T P2 LI

Parameterwahl bei vorgegebenem Mittelwert E(TH) und Varianzko-

effizient CH:

- _ 2.,
p = Cg T = (1-CH) e E(Ty)

A2 Untersuchung des Einflusses hdherer Momente

A2.1 Allgemeines

Bei der Konzipierung der Niherungsverfahren in Kapitel 4,5 und 6
wurde zur universelleren Anwendbarkeit von Anfang an die VI nur

durch Mittelwert und Variangz berlcksichtigt.Dabei lag die Moti-
vation zugrunde,daR

a) die mittleren Wartezeiten im System MIGl1 exakt nur von
den ersten beiden Momenten der Bedienungszeit-VF abhingen
b) bei Uberlaufsystemen z.B. die Beriicksichtigung von nur 2
Momenten bereits recht brauchbare Ergebnisse liefert
¢) in der Praxis hdufig nur diese beiden Parameter bekannt sind
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. v k" . . . - (3 s
bzw. abgeschdtzt werden kinnen im realen Systemkein Warten in Stufe 2 und keine Blockierung,

dies ergibt sich bei den Niherungsverfahren nur bei C§2=O (VF2=D1
Bei C§2=O.5 beispielsweise ergeben die Verfahren stets endlich
groBe Warte- und/oder Blockierzeiten,die realen Systeme jedoch
nur fir hq/h2<4.5 .

b Hien) Allgemein kann gesagt werden,daB die ganz speziellen VF-Kombina-—

101 — tionen D—VFé* und VF;*—D fiir die Verfahren nicht geeignet sind,

falls
f fEE; - VFE* einen Varianzkoeffizienten CH2>O und einen
08 . . .
;::::}ﬁ Maximalwert der Bedienungszeit thax<h1
* %
() - VF

Neben den untersuchten VI M,E2 und D wurden die im Anhang A1
aufgezdhlten VF untersucht und die Ndherungsverfahren auf ent-
sprechende Systeme angewendet.Bild A2.1 zeigt als Beispiel hier-
fiir verschiedene VF mit Ci =0.5 .

05 1 einen Varianzkoeffizienten CH1>O und einen
Po //4; Minimalwert der Bedienungszeit h, . _>h
Py 1min”2
///;;7/ ElTH) =h besitzt,was aber eine unwesentliche Einschrinkung bedeutet.
04
— ._
A2.2 Ergdnzungen zu Kapitel 4
02 DM Fiir den Fall 2-stufiger Single-Server Systeme ohne Blockierung
(Kapitel 4) seien hier verschiedene Beispiele angegeben.
+ + + > 4
0 05 10 15 20 Y ElTw2) v
@ 1
2 — 1100 1100
3i1d A2.1 Vergleich verwendeter VF-Typen gﬁﬁ
(Parameterberechnung nach A1) Gy=05
Diese VF besitzen gleiches 1. und 2. Moment aber verschiedene 1 :ﬁ_rz
2 -E2
hohere Momente ,die in A1 angegeben wurden. E2 - DM
Neben diesen VI' erfolgt auch ein Vergleich bei Cﬁ =1, nimlich ii:?:
zwischen - negativ—exponentiellgr_VF (1) 05 :::2
mit den Momenten m./hJ = j! und j P2- E

- spezieller 2-Punkt-VF (Pz) ]
mit den Momenten ma./hJ = 231 (3>0)

also sehr verschiedenen hdheren Momenten. 02

Die nachfolgenden Untersuchungsergebnisse zeigen in grofem Ganzen
die Berechtigung der Ndherungsannahme der Beschreibung durch nur
2 lMomente.Dabei muf allerdings gesagt werden,daB VF denkbar sind, 01

W i
— — Schlauch fiir Simulations-
ergebnisse (incl. Vertr.-—
Interv.) der 7 VF-Kombinat,
Ndherung nach Kap.4

bei denen diese Verfahren schlechte Ergebnisse liefern. Hierzu
missen jedoch ganz spezielle Bedingungen erfiillt sein.

Betrachtet man z.B. die extreme VF-Kombination D-P, mit 005 + >
5 2. 0 02 04 06 08 10 A
h12=(1TCH2)'h2 .und h,,=0 als Parameter der P,-VF in Stufe 2,
so ergibt sich fiir h, 2 ) Bild A2.2 Mittlere Wartezeiten in Stufe 2 fiir verschiedene
ha> by, T, 7 (140 ~ VF-Kombinationen
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Bild A2.2 zeigtden durch Simulation gewonnenen Verlauf der mittle- VES* besitzt den Mlnlmalwert‘h11f(q"CH1)'E(TH1) Fkonstanter
ren Wartezeiten in Stufe 2 E(T,) iberdem Angebot A,=Ay=A Tiir 7 Anteil), so daB fiir hy,>h, nie eine Anforderung in Stufe 2 war-
verschiedene VF-Kombinationen mit C§,=C5,=0.5 .Dabei ist nur ten muB,also hier fir h

H17YH2 1-C..> -2 =0.5 ~ 02 £0.25
ein "Schlauch" angegeben,innerhalb dessen alle Ergebnisse der H17 h ° HI™™

1

Simulation fiir 4=0.2,0.4,0.6,0.8 inclusive Vertrauensintervalle Hieraus erklart sich die im Vergleich zur 2-Momenten-~Approximation

lagen.Die durchgezogene Kurve ist die Nsherung nach Kapitel &4,
die hier lediglich fiir A>0.85 auBerhalb des Schlauches liegt.
Insgesamt kann gesagt werden,daB E(TW2> eine gewisse Robustheit
gegeniiber dem speziellen Typ der VF zeigt.

Bild A2.% zeigt 2 Systeme,bei denen bei fester Ankunftsrate A
die Varianz der VF DM variiert wurde und die durch Vertauschung

geringere Wartezeit fiir C§1=0.5,wéhrend fir E2 die Naherung noch
brauchbar ist.

Dabei sollte man nicht iibersehen,daB bei dieser Ankunftsrate A=1.0
(A 5%=0-6) dies jedsch bei E(Ty,)/E(Ty,)~1/30 auftritt.

der Reihenfolge der Stufen auseinander hervorgehen. A2.3 Ergénzungen zu Kapitel 5
) Bei 2 BE in Serie mit endlichem Zwischenspeicher wurde in Kapitel
4 E(Twz) E‘sz) 5 der maximale Durchsatz approximativ bestimmt.Bild A2.4a,b zeigt
/} ® DM © D beispielhaft einige Simulationsergebnisse fiir 52=2 und C§1+C§2=1.O
121 / 0101 :ED]C) jII]C) bzw. 1.5 fiir verschiedenste VF-Kombinationen im Vergleich mit der
/ A=10 0.6 03 Niherung.
/
10 / 008 A o 2 4™ max 2
/ , O Mo O m O
/ / h;05 h,705 hf05  h705
/ /
081 /}/ 0061 / 1 18 T
// g oM / I I [ I_ } }
s ¥,  oput / T2 T S SR IR | } }
"D oo / { EEnSaes
0AT = 1O TmO 0027 / 3 ¥z, 1 s g 57
SO
T , Y 2 Tﬁﬁﬁér@o&s ER SR
f == Cip 0 = 0% 1'Ov'CH1 ; —t et : it -
0 05 10 ; :
Bild A2.4 Maximaler Durchsatz
Bild A2.3% Mittlere Wartezeiten in Stufe 2 a) bei c§1+0§2=1,o b) bei c§1+c§2=1.5
a) bei D-DM b) bei DM-D
Zum Vergleich sind die Simulationsergebnisse fiir E2 (Cé:O.S) Auch hier ist eine gewisse Robustheit der Ergebnisse bei gleichem
mit eingetragen.Dabei soll Bild A2.3b) als Beispiel fiir eine in 1. und 2.Moment gegeniiber den htheren Momenten festzustellen.

A2.1 erwihnte spezielle VF-Kombination VF**-D gelten:
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A2.4 Ergdnzungen zu Kapitel 6

Hierzu zeigt Bild A2.5 einen Schlauch mit durchgezogener Niher-
ung nach Kapitel 6 fiir E(TWB),in dem alle Simulationsergébnisse
der 5 angegebenen VF-Kombinationen mit C§=O.5 lagen,inclusive

Vertrauensintervalle.

d El Typ! //
20
1.0
051
02
0.11
2 ”)\
0 15 S

Bild A2.5 Mittlere Gesamtverzdgerungszeit fiir verschiedene
VP-Kombinationen mit C5=0.5 und h,=h,=0.5

Bei E(qu) ergab sich praktisch derselbe prinzipielle Verlauf
des Schlauches.

Betrachtet man die einzelnen Komponenten von E(TWB) in Bild A2.6,
so erkennt man auch bei E(ng) und E(TB) die relativ gute Brauch-

barkeit des Verfahrens.
Lediglich bei den Wahrscheinlichkeiten (W2 und pB) wichen die
Ergebnisse der speziellen VF-Kombination P.o~Poc etwas stirker

von der Ndherung ab,
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Bild A2.6 WZ’E(TWE)’pB und E(TB) bei verschiedenen VF-Kombi-
nationen (Ergebnisse fiir P, -Peo bei Wahrschein-
lichkeiten teilweise separat angegeben %)

Dies ist darauf zuriickzufiihren,daf W2 und Py (ebenfalls wie

typ und tB) stédrker vom speziellen Typ (und damit von den ho-

heren Momenten) der VF abhingen,da sie eine detailliertere Aus-

sage lUber die VF von Tw2 und TB darstellen,als lediglich deren

Erwartungswerte.
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A% Erginzende Diagramme zu Kapitel 5

Da sich die maximale Durchsatzrate’hmax

bei Vertauschung der mitt-

leren Bedienungszeiten }1,1 und h2 praktisch nur wenig &ndert (nach
Satz 5.3),kann'%max als Funktion des Verhiltnisses

h_. -min(hq,he)

hoox max(hq,hg)

dargestellt werden.
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Pmax (hy «hg)
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Bild A%.2a,b,c Maximaler Durchsatz (h{#hg)






