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ABSTRACT

In this paper loss systems with priorities are considered. To
each incoming call a priority class is assigned according to
its urgency.

Two types of priorities are investigated:
a) Displacing priorities

An arriving call, finding all channels occupied, can displace
an established call of the momentarily lowest priority class,
provided that this class is lower than its own class.

b) Nondisplacing priorities

Bach call can hunt a certain number of outgoing lines. The
number of lines to be hunted increases with the urgency of

the call, corresponding to the priority class. The priorities
then are realized by different probabilities of loss;
established calls are not displaced.

Displacing priorities are applicable e.g. in the communication
networks of the weather service or flight-traffic control. They
may be useful also in public networks in the case of cable-
breakdowns or catastrophes.

Nondisplacing priorities may be used in toll networks with alter-
nate routing. In overflow groups direct traffic should have
priority over alternate routed traffic. Moreover, traffic which
has already been switched over a long distance via several toll
exchanges should have priority for the final establishment of the
connection over the short-distance toll traffic.

In the case of displacing priorities a system with n full avail-
able trunks is investigated. The probabilities of loss and dis-
placement for a certain priority class are derived. Three disci-
plines how to select the established call to be displaced are
considered: "first-come, last-displaced", "first-come, first-dis-
placed" and "random-displacement".

Furthermore the distribution functions of the holding time of
displaced and of non-displaced calls are derived for each
discipline. It will be shown that these distribution functions

are represented by a sum of n exponential functions.

To realize systems with npondisplacing priorities five connecting

arrangements are suggested. For the three most important
arrangements the probabilities of loss are derived in the case,
where the structure of the system and the offered traffics of
each class are given. Moreover, an optimum structure is de-
termined, when the offered traffics and prescribed probabilities
of loss are given.
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ABKURZUNGEN UND DEFINITIONEN

a) GroBen der Fernsprechverkehrstheorie

A

P(>t)
p(%)
t
T,

F

(Verkehrs-) Angebot

(Verkehrs-) Belastung

Verlustwahrscheinlichkeit, Verlust
vorgeschriebener Verlust, max. zuldssiger Verlust
Verlustwahrscheinlichkeit nach der 4. Erlangschen
Formel

Anrufdichte, Einfallsrate

Endedichte,Enderate
Unterbrechungswahrscheinlichkeit, bezogen auf alle
angebotenen Rufe

Unterbrechungswahrscheinlichkeit, bezogen auf alle
ins Bilindel gelangten Rufe

Zahl der Prioritidtsklassen

Zahl der Abnehmerleitungen

Wahrscheinlichkeit, daB x Rufe einer oder mehrerer
betrachteter Prioritd@tsklassen im Leitungsbiindel
sind

(Mindestwert-) Verteilungsfunktion, Verteilung
Verteilungsdichte (-funktion)

Zeit

auf ty = 1/6 normierte Zeit

auf tm = 1/6& normierter Mittelwert der Belegungs-
dauer

b) mathematische GrdBen und HilfsgrdBen

S

g,(s) = L{P, ()T)}

Dy (s)
Ay
Zy(s)
Sy

komplexe Variable der Laplace-Transformation

tion, in Abhingigkeit vom Belegungszustand v nach
Einfall des betrachteten Rufes

Determinante, hier: Polynom v ~ten Grades in s
Koeffizienten von Dy(s)

Zghlerpolynom der Laplace-Transformierten g,(8)
Koeffizienten von Z,(s)

Laplace-Transformierte der Verteilungsfunk-

-8~

Kv)v Koeffizient des-y—ten Exponentialausdruckes der
Funktion P,(>T)

Ckk Eceffizient des w~-ten Exponentialausdruckes der
Funktion P(>T)

b Koeffizienten der Funktion p(T)

W Koeffizienten der Funktion p (T)

P Koeffizienten der Funktion pg(T)

u(t) = G{px} erzeugende Funktion

Sx1,x2 Polynome x2-ter Ordnung und xq—ten Grades in A

sz Randfunktion in X5

FA,X2 Bilfsfunktion

k Erreichbarkeit

G Sperrwahrscheinlichkeit

c¢) Indices

r,q Prioritdtsklassen-Indices

Xgq9%5Y den Zustand X4 bzw. X5 bzw. v betreffend

e,u bezogen auf grfolgreich beendete bzw. unterbrochene

Rufe
d) Im Anhang verwendete Grifen

fvﬁ>jgkﬁw b,y Hilfsfunktionen (Funktionen zweier diskre-
ter Variablen)



1. Einleitung

In den bestehenden 6ffentlichen Fernsprechverkehrsnetzen wer-
den in den Knotenpunkten Gespriachswiinsche solange durchge-
schaltet, wie noch eine freie Leitung in der gewilnschten
Richtung erreichbar ist. Trifft ein Ruf am Eingang einer Kop-
pelanordnung ein, wshrend alle erreichbaren Leitungen belegt
sind, so wird dieser Ruf abgewiesen und geht verloren ("Ver-
lustsysten"), unabhéngig davon, woher der Ruf kam.

Nun gibt es aber verschiedene Griinde, den einfallenden Rufen

Prioritaten zuzuweisen, also gewisse Rufe bevorzugt abzufer-
tigen.

So ist es denkbar, daB im Fernsprechweitverkehr diejenigen
Verbindungen, die bereits iiber mehrere Teilstrecken durchge~
schaltet sind, gegeniiber Verbindungswiinschen, die nur eine
Teilstrecke bendtigen, bevorzugt abgefertigt werden. Auf die-
se Weise werden die teueren Weitverbindungen vorrangig behan-
delt und die Blindbelegung mehrerer Teilstrecken wahrend der
Dauer des Verbindungsaufbaues vermieden.,

Sinnvoll kann auch die Einfiliarung von Prioritaten in milita-
Tischen Vermittlungsnetzen sein. Die Teilnehmer oder die Ge-
spréachsarten werden hier nach Rang oder Dringlichkeit in ent-
sprechende Priorit#dtsklassen eingeteilt.

In modernen Ortsvermittlungsstellen, in welchen die Herstel-
lung aller gewiinschten Verbindungen von einem programmge-
steuerten Rechner zentral vorgenommen wird, stellt die Ein-
tellung der Teilnehmer in Prioritdtsklassen eine wirkungsvol-
le Mafinahme in Katastrophenf#llen dar. In den meisten bisheri-
gen Systemen werden alle Teilnehmer, die wihrend eines das
Fernmeldenetz ungewdhnlich belastenden Katastrophenfalls keine
wichtige Funktion innehaben, fiir eine begrenzte Zeit gesperrt.

Bei der Einflhrung von Priorititen kdnnten auch von Jjenen Teil-

nehmern mit niederen Priorit#itsklassen noch Gespriche gefihrt
werden, ohne dafll dabei der Verkehr der hoheren Klassen behin-
dert wird.

Fir die Einfihrung von Prioritdten zur Abfertigung von Rufen
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in Verlustsystemen (also ohne die Méglichkeit, auf frei-
werdende Leitungen zu warten) bieten sich zwei verschiedene
Losungen an:

a) Unterbrechende Priorititen _
5ind alle Leitungen des betrachteten Abnehmerbiindels
voll belegt, wenn ein Anruf eintrifft, so wird eine
der bereits bestehenden Verbindungen einer niederen
Prioritatsklasse unterbrochen. Nur wenn keine Bele-
gung einer niederen Prioritdtsklasse vorhanden ist,
wird der einfallende Ruf abgewiesen.

b) Prioritdten durch hdhere Erreichbarkeit
Den einzelnen Priorititsklassen werden mit steigen-
der Prioritdt mehr Leitungen des betreffenden Abneh-
merbilindels zugéinglich gemacht. Es wird also ein Lei-
tungsblindel mit mehr als einer Leitung vorausgesetzt,

Dieses zuletzt angefiihrte Verfahren der Erreichbarkeits-
Prioritidt eignet sich besonders im Fernsprechweitverkehr, da
hier Unterbrechungen bestehender Verbindungen unzweckmiBig
sind und anderseits stets Bindel mit mehr als einer Leitung

-zur Verfigung stehen.

Verlustsysteme mit unterbrechenden Priorititen eignen sich
in der Regel besser fir nichtdffentliche Vermittlungsnetze
(Flugsicherung, militdrische Netze usw.) sowie in 6ffentli-
chen Netze fur die oben angefiihrten Katastrophenfdlle.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit besteht nun darin, die Gi-
temerkmale eines Vermittlungssystemes, in welchem Rufe nach
den Verfahren a) oder b) mit verschiedenen Prioritédtsklassen
abgefertigt werden, aus angegebenen Strukturparametern sowie
aus den Parametern des Fernsprechverkehrs zu bestimmen. Als
Gltemerkmale konnen z.B., die Wahrscheinlichkeit fiir den Ver-
lust eines Rufes einer bestimmten Prioritiatsklasse und die
Wahrscheinlichkeit fiir die Unterbrechung einer Belegung be-
trachtet werden.

Haufig sind aber diese Giitemerkmale zusammen mit den Parame-
tern des Verkehrs vorgegeben. Dann besteht die Aufgabe darin,
die Struktur des Vermittlungssystems so zu bestimmen, daB die

Glitemerkmale bei minimaler Leitungszahl erfiillt werden.
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2. Das Verlustsystem mit unterbrechenden Prioritidten bei
vollkommener Erreichbarkeit

2.1 Die Aufgabenstellung

Es soll ein vollkommen erreichbares Biindel mit n Abnehmerlei-
tungen betrachtet werden, d.h. ein Bindel, bei welchem jeder
snkommende Ruf auf jede freie Abnehmerleitung durchgeschaltet
werden kann. Die ankommenden Rufe werden in R Prioritatsklas-
sen (Ringe) eingeteilt. Es ist einerseits denkbar, daB auf be-
stimmten Zubringerleitungen nur Rufe einer bestimmten Klasse
eintreffen oder andererseits, daB eintreffende Rufe eine be-
stimmte Kennung besitzen, aus welcher die Steuerung der Koppel-
anordnung die Prioritdtsklasse entnehmen kann. Wenn im letzte-
ren Fall ein Ruf eine Leitung belegt, muB die Information iber
seine Prioritat auf jeden Fall dieser Leitung zugeordnet wer-
den.

Klasse 1 sei die hochste oder dringlichste Klasse; mit zuneh-
mendem r (r=1,2, ... R) nehme die Dringlichkeit ab.

Im Folgenden werden nur zwei Prioritédtsklassen betrachtet. Es
wird aber gezeigt, daBl das Problem mit R Prioritatsklassen
und unterbrechenden Prioritaten stets auf den Fall von zwei
Klassen zuriickfihrbar ist, wenn folgende Annshmen getroffen
werden, die im weiteren stets gelten sollen:

a) Der Anrufprozess ist ein Poisson-Prozess, d.h. die Abstdn-
de von zwei aufeinanderfolgenden, in das System einfallenden
Rufen sind negativ exponentiell verteilt. Damit ist die Wahr-
scheinlichkeit, daBl in dem differentiellen Zeitelement 4t ein
Ruf eintrifft, unabh3ngig vom momentanen Belegungszustand, von
der Zeit t sowie von den vorhergegangenen Rufen. Diese Wahr-
scheinlichkeit ist cA-dt, wobei cy die Anrufdichte (Einfalls-
rate) darstellt.

b) Die Endedichte €, einer Belegung (Enderate) ist fir alle
Klassen gleich und konstant, d.h. die Wahrscheinlichkeit,
daB ein Ruf - chne unterbrochen zu werden - im Zeitintervall
zwischen t und t+dt endet, ist unabhingig vom Belegungszu-
stand, vom Anrufprozess und auch vom Zeitpunkt t. Diese

-12 -

Wahrscheinlichkeit ist er.dt = g£.dt, wobei & die Endedichte
darstellt.

¢) Der Verkehr ist station#r, d.h. die Wahrscheinlichkeit fir
das Bestehen eines bestimmten, aber beliebig herausgegriffenen
Belegungszustandes ist unabhingig von der Zeit t.

d) Sofort abgewiesene Rufe und unterbrochene Rufe verlassen
das System und gehen verloren, so daf der Anrufprozess nach
a) erhalten bleibt.

Verkehrsmessungen haben gezeigt, dall diese Annahmen- insbeson-
ders die Annahme eines Poisson-Anrufprozesses - widhrend der
Hauptverkehrsstunde sehr wirklichkeitsgetreu sind und zu ei-
ner zulédssigen Modellvorstellung fir die Rechnung fihren.

2.2 Die zu berechnenden Grdflen

Trifft nun ein Ruf der Klassen r = 1,2...R-1 in ein vollbe-
legtes System ein, so sind zwel Ereignisse moglich. Entweder
alle n Rufe im System sind von gleicher oder hdherer Priori-
tat (d.h. gleicher oder kleinerer Ordnungsnummer der Klasse),
dann geht dieser Ruf verloren; es interessiert dann, mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit B, dieses "Verlust-Ereignis" eintritt.
Oder es ist mindestens eine Belegung einer geringeren Priori-
tatsklasse im System, dann gelangt der neue Ruf in das System,
wobeli eine Belegung einer geringeren Klasse unterbrochen wird.

Es interessiert nun, mit welcher Wahrscheinlichkeit UA (bezo~
gen auf alle Rufe der betroffenen Klasse) bzw. UY (bezogen
auf die in das System gelangten Rufe dieser Klasse) solche
Unterbrechungen auftreten. Eine unterbrochene Belegung gilt
dabei als beendet und wird spater nicht mehr fortgesetzt.

Ein Ruf der niedrigsten Prioritiat R kann keinen anderen Ruf
unterbrechen; er geht also immer verloren, wenn zum Zeitpunkt
seines Eintreffens das Leitungsbindel voll belegt ist.

Rufe einer Priorit&dtsklasse r>1, die unterbrochen werden, ha-
ben keine Belegungsdauvern mehr, die negativ exponentiell um
den Mittelwert 14 verteilt sind, es wird nun von Interesse
sein, welcher Belegungsdauer-Verteilungsfunktion Pu(>t) die un-
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terbrochenen Rufe gehorchen. Aber auch die nicht unterbrochenen
Rufe (erfolgreichen Rufe) einer Prioritiétsklasse r > 1 besitzen
keine negativ exponentielle Belegungsdauer-Verteilungsfunktion
Pe(>t) mehr, weil dieser Anteil der nicht unterbrochenen Rufe
keine zuf&llige Auswahl aus der Gesamtheit aller Rufe der be-~
trachteten Klasse darstellt.

Dariiber hinaus ist es auch von Interesse, die Mittelwerte der
Belegungsdauern dieser Verteilungsfunktionen zu kennen: der
Mittelwert %.aller Rufe einer Klasse r sowie die Mittelwerte

t..und %,, der erfolgreich beendeten bzw. der unterbrochenen
Rufe.

Abb. 1 veranschaulicht den Belegungs~ und Unterbrechungsvor-
gang fir zwel Priorit#tsklassen, auf den - wie schon bemerkt -

sich der allgemeine Fall mit R Prioritdtsklassen stets zuriick-
fihren 13Bt.

In einer Zeiteinheit werden folgende Ereignisse im Mittel eintreten:

c, . Rufe fallen in das System ein
A" Az ¥

o] e—C,
a1 A2

N
a/ B¢, Rufe von Klasse 2 werden

: ; 2 A2501(‘»‘1. abgewiesen .

-B-U )c Rufe von Kiasse 2
B1~CM Rufe von /(1 82 A) "
Kiosse1 werden \ N gefangen ins Biindel und werden
sofort ab= A L nicht unterbrochen.
gewiesen.

der Klasse 2 nach einer

zutfdalligen Dauer.

N
&\ NN : '“"'B{‘UA"%?)'CA Rufe von

1
Biinde! mit
n Leitungen
U-c  Rufe von Klasse 2 belegen

A A2
eine Leitung ,werden aber nach einer

NIHIT]

UA~cA2Rufe von Klasse 1
% unterbrechen Belegungen

Klasse1 gelangen in das

Biinde!, ohne bestehende Verbindungen

NN

der Klasse 2 zu unterbrechen.

zutditigen Dauer unterbrochen.

Abb. 1. Zur Veranschaulichung des Unterbrechungsvorganges

-

Zwel weitere GroBen sind zur Beschreibung des Fernsprechver-
kehrs im Blindel notwendig: das Angebot A und die Belastung Y.

Unter dem Angebot A versteht man diejenige Zahl von Belegungen,
die im Mittel im Bindel anzutreffen wire, wenn kein Ruf verlo-
ren ginge oder unterbrochen wirde. Also gilt allgemein

A=cyln,  wobei t=5i ist. &)

Die Belastung Y stellt dann die tats#ichliche, im Mittel gleich-
zeitig existierende Anzahl von Belegungen im Biindel dar.

Es ergibt sich:
Y=1c¢, (1-B)t (2)

Dabel bedeutet cA(ﬂ—B) den pro Zeiteinheit in das Bindel ge~-
langenden Anteil der betrachteten Rufe, T den Mittelwert der
Belegungsdauer dieser Rufe.

2.3 Der Unterbrechungsvorgang

Betrachten wir zundchst die Rufe der Priorititsklasse 1.
Trifft ein Ruf dieser Klasse in den Zustand "x¢n Leitungen
belegt" ein, dann kann er auf jeden Fall eine freie Leitung
belegen. Trifft er in den Zustand "x=n Leitungen belegt" ein,
dann wird er durch Unterbrechung ebenso zum Ziel kommen, so-
fern mindestens eine der n Leitungen durch einen Ruf der Klas-
se 2 belegt ist. Daher ist es also fiir Klasse 1 vollig gleich~
gultig, ob und wieviel Belegungen der Klasse 2 im betrachteten
Blindel sind; eine von Klasse 2 belegte Leitung ist fiir Klasse
1 gleichbedeutend mit einer freien Leitung. Verluste treten
fir Klasse 1 damit erst auf, wenn alle n Leitungen durch die
eigene Klasse belegt sind.

Betrachten wir Jjetzt einen Ruf der Klasse 2. Wirden keine Un~

terbrechungen auftreten, so wiare die Verteilungsfunktion der
Belegungsdauern

¢
PGt)=€¢ 1,

Die Wahrscheinlichkeit, daf ein zum Zeitpunkt O eingefallener
Ruf zum Zeitpunkt to noch existiert, ist damit
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{
POL) =€ Ty (3

Dieses bedeutet aber, daB der relative Anteil jener Belegungen,
die >t, werden, gleich P(>t0) ist.

Anderseits ist die Wahrscheinlichkeit, daB eine Belegung die
Zeit t = tzo+t1 Uberschreitet

Lo+t

(L
POLIt)=e™ E, )

d.h. der relative Anteil der Belegungen, die langer dauern als
to+t1 ist PC>tO+t1) .
Die Belegungsdauer-Verteilung bezogen auf jene Belegungen, die

zum Zeitpunkt to nach ihrem Beginn noch existieren, ergibt
sich dadurch aus Gleichung (3) und (4)

(bt t) 4
POt)=E—Tn = ¢ fm (5)
e " in

Das bedeutet aber, daB alle zum Zeitpunkt to betrachteten Ru-
fe fir den restlichen Teil ihrer Belegung wieder negativ expo-
nentiell verteilt sind und wieder den Mittelwert tm fir die
restliche Belegungsdauer besitzen, unabhdngig davon, wie lan-
ge diese Belegungen bereits andauerten.

Werden also bestehende Belegungen der Klasse 2 zum beliebigen
Zeitpunkt to unterbrochen, dann hZtten sie immer noch im Mit-
tel die Zeit t, angedauert.

Nun ist aber anderseits die Belegungsdauer-Verteilung der un-
terbrechenden Rufe der Klasse 1 ebenfalls

2
A (6)

und zwar ist die Dauer eines unterbrechenden Rufes der Klasse 1
unabhéngig von der Dauer des unterbrochenen Rufes der Klas-
se 2.

Daraus folgt, daB die Belegungsdauer-Verteilung, welche die
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unterbrochenen Rufe der Klasse 2 gehabt hatten, wenn keine Un-
terbrechungen zugelassen wiren, identisch ist mit jener Bele-
gungsdauer~Verteilung, die jetzt die unterbrochenen Rufe ein-
schlieBlich der ihnen "angehidngten" Rufe der Klasse 1 besit-
zen. Mit anderen Worten: wird eine Belegung mit der konstanten
Endedichte € durch einen einfallenden Ruf einer héherwertige-
ren Klasse vorzeitig beendet und setzt dieser Ruf die unter-
brochene Belegung seinerseits mit der gleichen Endedichte
fort, dann unterscheidet sich die Belegungsdauer-Verteilung
dieser zusammengesetzten Belegungen nicht von der jenigen,
welche die Belegungen der Klasse 2 ohne Zulassung von Unter-
brechungen gehabt hitten.

Auf Grund dieser Uberlegungen 158t sich nun eine Ubersicht
der verschiedenen Belegungsdauer-Verteilungen angeben
(Tabelle 1)

Art der Belegungen Belegungsd.vert. Gleichung
a) alle Beleg.d.Kl. 1 e~t/tn

nicht unterbrechende -t/t

Beleg. K1. 1 e/ tm (6)

unterbrechende -

Beleg. d.Kl. 1 e~t/ty

b) nicht unterbrochene
Beleg. K1. 2.
+ unterbrochene (7)
Beleg.d.K1.2 ein-
schlieBlich der
anschlieBenden

Belegungen 4.Kl. 1 e t/tn
¢) nicht unterbrechen-
de Beleg.d. Kl. 1 (8)
+ Beleg. nach b) —t/t
= alle Beleg.Kl.7 u.2 e m
d) alle Beleg.von K1.2 92C>t)#=e°t/tm Siehe (47)
e) nicht unterbrochene ~t/t
Beleg. d. Kl. 2 Poe(t)te™/Sn | Siehe (68)
£) unterbr.Beleg.K1.2 P2u6>t)+e”t/tm Siehe (67)

Tabelle 1. : Die verschiedenen Verteilungsfunktiocnen
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Damit sind nur die Belegungsdauer-Verteilungen der Prioritéts-
klasse 2 zu berechnen; und zwar

d) fir alle Rufe der Klasse 2 : P2(>t);
sowle getrennt nach ihren Schicksalen:

e) fiir erfolgreiches Enden: P2,e(>t) und

£) fir Enden duch Unterbrechung : P2NK>t)

Der Index 2 (Klasse 2) wird im folgenden der Einfachkeit hal-
ber weggelassen, da die Berechnung der Belegungsdauer-Vertei-
lungsfunktionen nur fir diese Klasse notwendig ist.

Es wird sich zeigen, daR diese Verteilungsfunktionen abhingig
sind von der Vorschrift fir die Auswahl der zu unterbrechenden
Rufe:

Im wesentlichen unterscheidet man bei Unterbrechung einer Be-
legung drei verschiedene Auswahlmdglichkeiten aus der in Fra-
ge kommenden Priorit&tsklasse:

—-der zulet2t eingefallene Ruf wird zuerst unterbrochen,

-der zuletzt eingefallene Ruf wird zuletzt unterbrochen,

—-die Auswahl des zu verdridngenden Rufes erfolgt zuf#llig.
Unter der bis jetzt getroffenen Voraussetzung, daB von einem
einfallenden Ruf stets nur Rufe einer geringeren Prioritsdts~-
klasse unterbrochen werden, hat diese Auswahlvorschrift dagegen
keinen Einflufl auf Verlust- und Unterbrechungswahrscheinlich-
keit (siehe Kap. 2.8). Deshalb gelten diese im folgenden abge-
leitenden GroBen fiir alle Auswahlvorschriften.

Eine Ausnahme stellt lediglich Kap. 2.7 dar, wo zusitzlich an-
genommen wird, dall auch Belegungen der eigenen Klasse unter-
brochen werden konnen,

2.4 Verlust- und Unterbrechungswahrscheinlichkeiten, Belas-—
tung

a) fir Klasse 1

Da von Elasse 2 belegte Leitungen fir Klasse 1 gleichbedeu-~
tend mit freien Leitungen sind, kann man Verlustwahrschein-
lichkeit B,l und Belastung Yq fir Klasse 1 aus bekannten LOsun-
gen gewinnen, die Systeme mit nur einer Klasse von Rufen, also
Systeme ohne Unterbrechungen betrachten. Damit gilt fiir den
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Verlust:
mit
n
A
T
E, (A= 5 (10)
Bl
)

Gl. (10) wurde bereits von A.K. Erlang (1917) angegeben /1/

und von C.Palm als Tafelwerk verdffentlicht /2/. Die Belastung
ergibt sich zu:

Yi=Gas (1=By) b= A [7- £, (A)] 11)

b) fiir Klasse 2

Aus Gleichung (8) und der Erliuterung auf Seite 16 folgt nun:
Betrachtet man jede unterbrochene Belegung mit dem "angeh#ng-
ten", unterbrechenden Ruf als eine Belegung, so ist der gesam-
te Belegungsprozess beider Prioritétsklassen identisch mit
einem, der durch eine Anrufdichte (ch+cA2) erzeugt wird.
Denn jener Anteil aller Rufe der Klasse 1, der im Zustand

"x = n Leitungen belegt" eintrifft und der ohne die Zulassung
von Unterbrechungen verloren ginge, wird Jjetzt zwar vorhande-
ne Rufe der Klasse 2 unterbrechen, aber Jjeder dieser Rufe mit
der Belegungsdauerverteilung P(>t) = exp(-t/tm) wird auf Kos~
ten einer unterbrochenen Belegung durchgesetzt, deren Rest-
dauer ebenfalls nach P(>t)= exp(-t/tg) verteilt gewesen wire.

Damit ergibt sich der Verlust fir Priorititsklasse 2:
By En(Ay+Ay) (12)

Die Belastung des Biindels durch Rufe der Klasse 2 ergibt sich
nach (2):



-19 -

Ym0, (1-B) E= Ay (1-By) £ 1%)

wobei T noch zu berechmen ist, siehe Gl. (15).

Anderseits 14Bt sich die Belastung Y2 auch aus folgender
Uberlegung gewinnen:

Genau jene Belastung, welche die Priorititsklasse 1 durch
Unterbrechungen zusétzlich durchsetzt, geht der Prioritidts-
klasse 2 verloren; denn zum Zeitpunkt des Unterbrechens ha-
ben sowohl die unterbrochene Belegung als auch der unterbre-
chende, neue Ruf den Erwartungswert tm fir ibre nachfolgende
Belegungsdauer.

Die zusdtzlich durchgesetzte Belastung der Klasse 1 betragt:
By = Al T=En (AN = Al 1= £, (A +A)] = A, [ (A, + AL ~ £, (A,
Damit 188t sich nun Y2 wie folgt angeben:

Yy = AT -E (A+A)] = A LEn (At Ay) - En(A)]

= [1-En(Ah)] {1- 4 L. £ (7/‘1’2,1()4:@?7)} (1)

Ein Vergleich zwischen den Gleichungen (13) und (14) liefert
den Mittelwert der Belegungsdauer aller Rufe der Klasse 2

- +

- P En (AitAz) - En[t41)] Z, (15)
A T B (A +Ay)

Nun 188t sich aber die Verringerung AY2 der Belastung YS ohne

Unterbrechungen auf den tatsichlichen Wert Y2 mit Unterbre-

chungen auch mit Hilfe der Unterbrechungswahrscheinlichkeit UA
ausdriicken:

AYZ = UA.CAZ‘Z‘M = ['/AAZ
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Damit wird ausgesagt, daB von den Cpo Rufen pro Zeiteinheit
der Anteil UA durch Unterbrechung verloren geht. Diese unter-
brochenen Rufe hiétten im Mittel je noch die Zeit t, angedau-
ert.

Aus der Bedingung AY2 = AY1
folgt:

UA'AZ = A1 [Eh (A7+A1) - Eh (A’I)]

q:—%’ LE, (Ayehy) - (A)] (16)

Bezieht man die Unterbrechungswahrscheinlichkeit nur auf die
ins Bindel gelangten Rufe der Klasse 2, so erhilt man die Un-
terbrechungswahrscheinlichkeit UY

Uy“ Un - A, Aq EH(AI+A2)_EH(A1)

B Lr-Eyeal” A~ T-En(AitAy) (7

In den Abbn. 2a,b sind die Unterbrechungswahrscheinlichkei-
ten UA und UY als Funktion des Angebotes A1 aufgetragen.

Mit G1.(17) 18Bt sich nun Gl. (15) vereinfachen:
t=t,(1-Uy) (18)

Bei einem Problem der Warteschlangentheorie mit Priorititen
ergibt sich fir die Wahrscheinlichkeit der Verdréngung eines
Rufes aus der Warteschlange - aus einer anderen Herleitung -
eine zu Gl. (16) analoge Formel (W.Wagner /3/).

2.5 Die allgemeine LOsung des Problems fiir R Prioritdts-
klassen

Verallgemeinert man Gleichung (8), so folgt, daB alle Rufe der
Klassen 1 bis r-1 negativ exponentielle Belegungsdauververtei~
lungsfunktionen besitzen, wenn man die Dauer des unterbrechen-
den Rufes zu der Dauer der unterbrochenen Belegung hinzuzihlt.

Dabei soll hier als die Dauer einer Belegung die Zeit zwischen
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Abb. 2a. Die Untefbrechungswahrscheinlichkeit UA (bezogen

auf alle Rufe der Klasse 2) in Abhingigkeit vom
Angebot A, der Klasse 1.

; T UYA2= 3 //,/,::"/”"E %
oe / / /; o
e /// A AT
i
S/ // yd
,// /
A A

Abb. 2b. Die Unterbrechungswahrscheinlichkeit Uy (bezogen

auf alle ins Bilindel gelangten Rufe der Klasse 2)
in Abhdngigkeit vom Angebot A, der Klasse 1.
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der Belegung einer Leitung und dem Freiwerden dieser Leitung
betrachtet werden. Dabei ist es ohne Bedeutung, ob diese Bele-
gung von einem Ruf oder gegebenfalls - infolge von Unterbre-
chungen - von zwei oder mehr Rufen herriihrt. Der Belegungspro-
zess unterscheidet sich insoweit nicht von demjenigen, der von
den Angeboten Aq’Az’ bis Ar~1 erzeugt wirde,wenn keine Unter-
brechungen zugelassen werden .

Es ist nun fir die betrachtete Klasse r belanglos, wie sich

die Angebote der Klassen 1 bis r-1 im einzelnen aufteilen, ge-
nauso ist es fir diese Klasse uninteressant, wie sich in einem
momentanen Belegungszustand die existierenden Belegungen auf
die Klassen 1 bis r-1 aufteilen. Denn Klasse r kann bei voll
belegtem Biindel von jedem einfallenden Ruf der Klassen 4 bis
-1 unterbrochen werden; Klasse r kann aber ihrerseits keinen
dieser Rufe unterbrechen. Dadurch kénnen fiir die Berechnung der
Verkehrsgréfen der Klasse r alle Klassen 1 bis r-1 zu einer
Klasse mit einem Angebot, welches der Summe A1+A2+"'+Ar~1 ent-
spricht, zusammengefaBt werden.

Rufe der Klassen r+1 bis R kdnnen dagegen von Klasse r aus
dem vollen Biindel verdringt werden; die von ihnen belegten
Leitungen gelten so fiir Klasse r als frei.

Nach diesen Uberlegungen lassen sich jetzt die bereits fir
zwei Klassen berechneten GréBen auch fiir den allgemeinen Fall
angeben, wenn

r-1
A1 durch 22~Ai und A2 durch Ar ersetzt wird.
i=1
Dann ergeben die fiir Klasse 2 gewonnenen Ergebnisse die ent-
sprechenden LOsungen fir die Klasse r.

Daher geniigt es, auch weiterhin nur zwei Priorititsklassen zu
betrachten.

2.6 Die Belegungsdauer-Verteilungsfunktionen
Disziplin: der zuletzt eingefallene Ruf wird zuerst
unterbrochen
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2.6.1 Das Differenzen-Differentialgleichungssystem

Ein Ruf der Klasse 2 f#llt in das Biindel ein und belegt eine
Leitung. Der nun beginnende Belegungsvorgang kann durch die
Belegungsdauer-Verteilungsfunktion P(>t) beschrieben werden.
Un diese Funktion zu finden, ist es zweckmiBig, zunichst die
Verteilungsfunktionen Fy(>t) zu bestimmen, d.h. die Vertei-
lungsfunktionen der Belegungsdauer in Abhingigkeit von deam
Belegungszustand x=v, der unmittelbar nach Einfall des Rufes
in den Zustand x =¥ - 1 existiert.

Da Unterbrechungen nur im Zustand "x= X +X5 = 0 Leitungen be-
legt" (x2>0) auftreten, ist sofort ersichtlich, daB die
Wahrscheinlichkeit fir einen Ruf, unterbrochen zu werden,
umso groBer wird, je mehr Rufe der gleichen oder der hdheren
Prioritatsklassen beim Eintreffen des betrachteten Rufes be-
reits im System sind. Deshalb wird der Erwartungswert der Be-
legungsdauer mit wachsendem x abnehmen.

Die Disziplin, daR der zuletzt eingefallene Ruf zuerst unter-
brochen wird, fihrt zu folgenden zwei S5tzen:

a) Rufe der Klasse 2, welche nach dem betrachteten Ruf ein-
treffen, haben keinen EinfluB auf dessen Verteilungsfunk-
tion der Belegungsdauer, da sie stets vor dem betrachteten
Ruf unterbrochen werden.

b) Belegungen der Klasse 2, die bereits im System sind, un-
terscheiden sich in ihrem EinfluB auf die Verteilung der
Belegungsdauer des betrachteten Rufes nicht von Belegungen
der Klasse 1, da sie, wenn iberhaupt, stets nach dem be-
trachteten Ruf unterbrochen werden.

Somit ist es flr das Schicksal eines Rufes der Klasse 2 nur
maBgebend, wieviel Leitungen zum Zeitpunkt seines Einfallens
insgesamt ven den Klassen 1 und 2 belegt sind. Dariiber hinaus
ist nur noch der Einfallsprozess der Klasse 1,gekennzeichnet
durch das Angebot A,y von EinfluR auf die Belegungsdauer~-Ver-
teilung P,(>t) der Klasse 2. Der Index y gibt dabei die Zahl
der belegten Leitungen unmittelbar nach Eintreffen des be-
trachteten Rufes an.
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Um diese Verteilungsfunktionen zu berechnen, soll ein Ansatz
angewendet werden, welcher im wesentlichen auf C.Palm und
E.Vaulot /4,5/ zuriickgeht.

Zum Zeitpunkt to triftt ein Ruf der Klasse 2 in dem Zustand

x =V - 1<n ein und erzeugt damit den Zustand "x =y Leitungen
belegt". Innerhalb eines differentiell kleinen Zeitelements dt,
welches auf den Zeitpunkt ty folgt, kOnnen nun folgende Ereig-
nisse eintreten, die flir die weitere Belegungsdauer von Bedeu-
tung singd:

1) Der Zustand bleibt unversndert. Das bedeutet, kein Ruf en-
det und kein Ruf der Klasse 1 fdllt ein. Die Wahrscheinlich-
keit fir dieses Ereignis ist

[1-copdtJ[7-veadt] (19a)

2) Einer der v~ 1 Rufe endet. (Der betrachtete Ruf darf nicht
enden). Kein Ruf der Klasse 1 f#llt ein. Die Wahrscheinlich-
keit hierfir ist

(v-1)edt - [T-¢, dt] (19v)

3) Kein Ruf endet. Ein Ruf der Klasse 1 £81llt ein. Die Wahr-

scheinlichkeit hierfir ist
¢ [T~ vedt] (19¢)

Die Wahrscheinlichkeit, daB innerhalb des Zeitelements 4t
zwel oder mehrere Ereignisse eintreten, fihrt auf Terme in
héherer Ordnung von dt und diese kdnnen im Hinblick auf den
spater vollzogenen Crenzibergang dt+0 sofort unbericksichtigt
bleiben.

Man frigt nun zunichst nach der Wahrscheinlichkeit P, (>t+dt),
dall ein zum Zeitpunkt to eingetroffener Ruf langer als die
Zeit (t+dt) andauern wird. Diese Wahrscheinlichkeit 158t

sich in den Wahrscheinlichkeiten Pv+1(>t), P,(>t), Pv_1(>t)
ausdricken. Denn je nach den Ereignissen gemaB (19a, b, c¢)
befindet sich nach Ablauf der Zeitspanne dt die betrachtete
Belegung in dem Bindel mit dem Belegungszustand vy oder v +1
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oder y- 1, Sie muBl jetzt noch eine Zeit >t andauern, damit
insgesamt ihre Belegungsdauer >t + dt wird.

Der Einfallszeitpunkt spielt wegen der vorrausgesetzten Statio-

naritat des Verkehrs im Bindel keine Rolle.

Es wird zun3chst der Fally= 1,2,...n-1 betrachtet.
Dann gilt fir die betrachtete Belegung, die beim Einfall den
Zustand (v-1) antraf:

R (>t +dlt) =[;/'—cA1o/t][7—v.Ea’ﬁ?\’,[>f) +(v-1)EdL[7~cu,lEIE,, (>2)

+ G dtL1-vedt/ R ., (>2)

Auch hier brauchen Terme, welche dt2 als Faktor enthalten,

nicht berilicksichtigt werden. Deshalb erhsdlt man
Rt +ot) =[1-¢ dt -vedt]R(>t) +{v-1)Edt P Lt tg,dt B, (>t)
Diese Gleichung umgeformt und dt+=0 ergibt

a’gtbt‘),__ —(ve+ G ) R>E) +(v-1)€R_, (>2) + CA(%WI (20)

Normiert man die Zeit t auf die mittlere Belegungsdauer tm=1@
(des Systems ohne Unterbrechungen), so lautet mit

T=+ =t (21

t_
die entsprechende Gleichung fur Pv(>T):

C/P{?[) (V A7 ()Z‘)+(\J_7) ()Z’) -f-A V*7 (> z) (22)

V=T, ... n-1

Beriicksichtigt man, daB im Zustand v=n kein Ruf der Klasse 1
einfallen darf, da dieser die betrachtete Belegung verdran-
gen wirde, so findet man in analoger Weise fir v=n

d56T)_ ~(n

e ntA) BOT)+(n-1)2_ (>T) (22a)

Zur LOsung dieses Systemes von n Differentialgleichungen ge-
maB (22) und (22a) gehdren noch die Anfangsbedingungen
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Po)=7  fir v=7,2,...1n (22v)

Diese Anfangsbedingungen ergeben sich aus der Tatsache, daB
jeder Ruf, gleichgultig in welchem Zustand er einfdllt,
stets mit Sicherheit eine Belegungsdauer >0 besitzt.

Man kann nun Gleichung (22) allein zur vollstédndigen Be-
schreibung des Differentialgleichungssystems verwenden, in-
dem man diese Gleichung als eine Differemnzen~ Dif-

ferentialgleichung auffalBt und zus&tzlich die Randbedingun-
gen

BGT)=R,, (57)=0 (22¢)

in Hinblick auf die unabhingige, diskrete Variable v der
Differenzengleichung einfithrt.

Damit enthélt diese Differenzen-Differentialgleichung (ho-
mogene Differenzengleichung 2. Ordnung mit nicht konstanten
Koeffizienten) ein homogenes Differentialgleichungssystem
1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.,

Die Losung dieses Differenzen-Differentialgleichungssystems
so0ll nun in zwei Schritten erfolgen. Zundchst werden die
Laplace~-Transformierten der Verteilungsfunktionen eingefiihrt;
es verbleibt dann fiir die Bestimmung dieser Laplace-Transfor-
mierten eine inhomogene Differenzengleichung 2. Ordnung mit
nicht konstanten Koeffizienten. Nach Ldsung dieser Differen-
zengleichung wird dann die Riicktransformation vorgenommen

und die gesuchte Losung fiir P,(>t) erhalten.

Es sollen nun mit g,(s) die Laplace-Transformierten L{Pv(>rﬁ
bezeichnet werden. Zusammen mit den Anfangsbedingungen (22b)
ergibt sich:

S 9y(s)+ (V*A) 9, (5)=(v-7) g, ,(s)-Arg, . (s) =7 (23)
mit den Randbedingungen entsprechend (22c)

9l =g, ., (5) =
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Andererseits 188t sich Gleichung (23) in der iiblichen Deter—
minantendarstellung angeben:

g,(9) Ga(s) 955) ... g, .08 g.(s)
S+71+4, -4, 7
"7 5+2+)47 -A7 0 7 (24)
-2 s+3+A4, A 7
o ~(n-2) ‘S-f(n-'r}*/; -4, 7
=(n-1)  stn+A,| 7

Diese Determinantendarstellung macht sofort ersichtlich, daB
alle Laplace-Transformierten gSs) gebrochen rationale Funktio-
nen darstellen. Dabei ist das Nennerpolynom identisch mit der
Systemdeterminante und stellt ein Polynom n-ten Grades dar.
Die komplexe Variable s tritt nur in der Hauptdiagonale auf
und damit liefert das Produkt aller Glieder der Hauptdiagona~
le den Term, der s in der hdchsten Potenz enthilt. Daner ist
das Zdhlerpolynom vom (n-1)-ten Grade, da beim Einsetzen der
rechten Seite in die v-te Spalte der Term s+v+A1 durch 1 er-
setzt wird.

Zur Ricktransformation der Laplace-Transformierten in den
Zeltbereich ist es notwendig, diese gebrochen rationalen
Funktionen in Partialbriiche zu zerlegen. Dazu miissen die n
Nullstellen des Nennerpolynoms sowie die jeweils n Residuen
aller Funktionen gy(s) bestimmt werden. Es sollen daher zu-
ndchst die Nullstellen des Nennerpolynoms niher untersucht
werden. Diese Nullstellen im Bildbereich stellen gleichzeitig
im Zeitbereich die Eigenwerte des Systems von n Differential-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten dar.

2.6.2 Bestimmung der Eigenwerte des Differentialgleichungs-
systems

Entsprechend Gleichung (24) ergeben sich die Eigenwerte aus

-8 -
51‘7+l41 -A»y O
~7 5+2+A1 -/47
D, = T R T =0 (25)
0 1-7) S+n+A,

Dn stellt die Determinante eines Systems mit n Leitungen dar.
Gesucht ist Dn als Polynom, d.h. es sind die Koeffizienten
dieses Polynoms zu bestimmen. Sind diese berechnet, dann kén-
nen mittels bekannter Verfahren, welche fiir die meisten Digi-
talrechner bereits programmiert vorliegen, die Nullstellen
numerisch bestimmt werden.

Un diese Koeffizienten zu gewinnen, wird zundchst die Deter-
minante nach den Elementen der letzten Zeile entwickelt:

D,7=(5+/7 *A])'Dn_7“(f7‘7)'/47'0/7_2 (26a)

Die Determinante Dn 188t sich also durch die Determinanten

Dn—1 und Dn—2 der Systeme mit n-1 bzw. n-2 Leitungen darstel-
len. Obwohl nur die Determinante Dn gesucht ist, wird es sich
als notwendig erweisen, in der Zwischenrechnung alle Determi-
nanten Dy mit v = 1,2, ...n zu verwenden. In der {iblichen Dar-
stellung von Differenzengleichungen ergibt sich aus Gl. (26a):

Dypy=(5+V+2+A,)D,.s ~(v+7) A; Dy (26b)
Aus Gl. (25) folgt:
Dy =s+4 +17

Da nur die Koeffizienten dgpy (p=0,1,2, ...») des Poly-
noms Dy interessieren, wird der Ansatz

\4
Dv=Zd ,v'Sla 27
/,4-:0

in Gl1. (26b) eingefiihrt.
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v+2 v+
Edvz's‘u~(s+w2+/§)»§d st
ferve 1 Ly+1 +
-0 =0
t ) z
+ (v+1)-Aq E duy-s© = 0 (28)
eee
Dabei gilt dq’q = 1 (29)
und d«,g = 0 fir u<O0 und @y

Gleichung (28) muB fir beliebige Werte der komplexen Variablen
s erfillt sein. Dieses ist aber nur der Fall, wenn in dieser
Gleichung alle Koeffizienten der Terme s (= 0,1...w+ 2) fir
sich verschwinden. Dann erhslt man:

d(u,u+2 - (V424 4y) d(u,VM T Qperyer F (V41) Ay = 0 (30)

Dieses stellt nun eine homogene, jedoch partielle Differen~
zengleichung 2. Grades dar.

Fir den Sonderfall p= v+ 2 1&aBt sich sofort eine L&sung ange-

ben, da die Glieder dv+2,u+1 und dy+1’v nach (29) verschwin-
den.

dv+2’V+2 _CZVM,VM =0
daraus
d)hv =1 , da d,],,] = 71 ist. (31)

Die Ubrigen Koeffizienten d(tv kOnnen aus Gl. (30) folgender-
Y
maflen berechnet werden:

Man berechnet zun&chst do’V‘ Da d_1 V= 0O ist, ergibt sich fir
b

do y pur eine gewdhnliche Differenzengleichung 2. Ordnung,
1
welche im Anhang A1 geldst wird.

Als Losung findet man:
v A1y
o,y =v! ? (32)
¢-e
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Ist nun do, bekannt, so kann man diese Ldsung fiir do,v (32)

in (30) fiir ¢ = 1 einsetzen und erhdlt jetzt eine inhomogene,
dafir aber wieder gewoshnliche Differenzengleichung 2. Ordnung,
die wiederum leicht gelSst werden kann. Die gefundene Lisung
fir 4 = 1 kenn nun ihrerseits in Gl. (30) fir ¢ = 2 eingesetzt
werden ... usf. Auf diese Weise lassen sich simtliche Koeffi-
zienten angeben. Im Anhang A2 wird zunichst eine Rekursions-—
formel fir d@hu in Abhdngigkeit der Terme dfb@;abgeleitet.

(X = O,ﬂ,...y—1;§4>0)

e B
A -1 A .
— v/ AL 1
dﬂ.V'V’Z(m)! Z‘J‘;\‘*“ (33)
K=0 At 1

Man sieht, daB die ansich uninteressanten Koeffizienten A,y
fur v <n Sumnmanden in dem Ausdruck dvﬂ1 darstellen und daher

ist die Berechnung dieser Koeffizienten auf jeden Fall not-
wendig.

Es 148t sich nun aber auch mittels der Gln. (32) und (33)
eine geschlossene Ldsung fir thv angeben:

s, , Ml Ar ° (34)
(K, +1)! ZW Z Ko !

Formal gestattet nun Gl. (34) fiirv= n eine direkte Berech~
nung der gewinschten Koeffizienten d pn* Jedoch enthilt

Gl. (34) implizit die nicht benétigteﬂ Koeffizienten Ay
(Y<p~-1) als Summanden. Daher ist eine Verwendung von Gl. (34)
in der Praxis nicht sinnvoll; zweckmifBig ist eine Berechnung
nach den Gleichungen (32) und (3%). AuBerdem ist asuch eine
Berechnung der dyu,y direkt aus Gl. (30) zusammen mit den An-
fangsbedingungen nach (29) und mit der bekannten Ldsung fiir
dyy (31) mdglich.
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Liegen nun diese Koeffizienten duw berechnet vor, so lassen
R

sich die Eigenwerte des Systems von Differentialgleichungen

nach bekannten LOsungsverfahren berechnen:

<
zc/ .S%o (35)
éA:O

Die LOsung von Gl. (35) ergibt dann die Eigenwerte Sq»
CPTRERL P

2.6.3 Die Partialbruchzerlegung der Laplace-Transformierten
g,(s) und deren Ricktransformation

: . . y o Zele) o Zy(s) _
Die Art der Partialbriiche von g,(s) Ny (3) DTS ist ab
hangig von der Art der Nullstellen des Nennerpolynoms Dn(s).
Ein Partialbruch hat also jeweils eine andere Gestalt, abhin-
gig davon, ob die dazugehdrige Nullstelle reell oder komplex

ist und ob diese einfach oder mehrfach ist.

Nun wird aber im Anhang A3 gezeigt, daB alle Nullstellen des
Nennerpolynoms Dn(s) einfach und negativ-reell sind. Damit
18Rt sich die Berechnung der fir die Partialbruchzerlegung
notwendigen Residuen - zusammen mit der Tatsache, daB das
Zéghlerpolynom um einen Grad niedriger ist als das Nennerpo-
lynom -~ nun leicht angeben:

2540
Fesy lovtel= /D, (9]

$=$((4

Damit liegt nun auch die LOsung der gesuchten Laplace-Trans-—
formierten vor.

A “
{. Z,(su)
()= > Roulon O] _ = _Foled 7 (36)
ST S [D,(s)] S-5
=1 =1 st Cn M
5=S(u
Es verbleibt nun noch, das Zshlerpolynom Zy(s) zu bestimmen.

Z,(s)
v . , . . . "
Setzt man g,(s) = ﬁ;(gj in Gl, (24) ein, so ergibt sich fir

Zy(s) eine inhomogene Differenzengleichung 2. Ordnung
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“VZ (S)+(S+V+T+A) 2, (s) A2, (S =D, (s) (37)

Y+7
mit den Randbedingungen Zy(s) = O fir v = O und ¥ = n+1,

Zur Lésung dieser Differenzengleichung wird folgender Ansatz
eingefihrt:

n-7
ZV{S)___ZC(“'V'SL“
é&:o

und in Gl. (37) eingesetzt.

n-7
_VCQE C(uv +($+V+7+’4);(uv+1s(u

h-7

Z;E @ zg M

’4 CAV+2 C/ hs
e

Durch Koeffizientenvergleich folgt nun:

-V Cﬂ,\) + (v +1-+A4,) Cp, vt C(,“":V*7—,47C(‘4)V“2=0§“,‘7 (38)

mit den Randbedingungen Cg,o = cv,n+1 = 0

und Cuw = O fir w<C sowie gyn.
Gl. (38) stellt eine inhomogene, partielle Differenzenglei-
chung 2. Ordnung dar. Zur Ldsung dieser Gleichung kann jedoch
wiederum zunéchst p=0 gesetzt werden. Die sich so ergebende
Differenzengleichung ist nunmehr gewShnlich und kann leicht
gelost werden.

Die Berechnung von ¢ ist im Anhang A4 durchgefihrt und lie-

0,V
fert folgendes Ergebnis:
En (4]
¢, =4 A (39
v o.n £\)7/Aj)/

Ev(Aq) stellen Ausdriicke entsprechend Gl. (10) dar und sind
hier nur eine formale Abkirzung.

Allgemein wird ebenso in A4 die folgende Rekursionsformel ab-
geleitet:
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v-71 kK
L m; -1/ A
_ Pt - . AL S A
Céﬂyv %’” Ev—v (A1) '41\) /(—Z Ki ; v

Yy
_1 Enth) Nl Jig..zc“_ﬂ,/\ (40)
A1 Eveq (A7) qu k=0 of A=

Sind alle Koeffizienten der Zahlerpolynome berechnet, so

kann man nun Gl. (36) folgendermaBen umformen

, = A
25 CAN'%M 7
PRCED i A : (41)
M1 i/\dA,n’% i
=7

und die Ricktrensformation dieser Laplace-Transformierten
jetzt unmittelbar angeben

’:i A
A C.-S
= AN M
R>T. =Z a2

B a1
[Q:’/ ;AdA,n' S/'{

S .
+ ﬁf (42)

In Abb. 3 sind fir n=5 und Aqs 2 die Belegungsdauerver—
teilungsfunktionen P, (>T) aufgetragen.

T R, (>1)
1,0
Ag=2,n=5
o5
\-‘
:::::::::EEEEEEz5% X
0 20 25

Abb. 3 Die Belegungsdauerverteilungsfunktionen PV(>f)
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Die Verteilungsfunktionen P,(>T) und P,(>T) liegen praktisch
aufeinander und sind um weniger als Strichstédrke von der
Funktion e” verschieden, die Verkurzung der Rufe durch Un-
terbrechungen macht sich noch nicht bemerkbar. Deutlich sieht
man dagegen, daB diejenigen Rufe, welche im Zustand "v =n Lei-

tungen belegt" ihre Belegung beginnen, im Mittel schon wesent-
lich verkirzt werden.

2.6.4 Die Belegungsdauerverteilungsfunktion P(>T)

Mit G1. (42) existiert nun eine Ldsung fir die Belegungsdau-
erverteilungsfunktionen Pv(>T)' d.h. also filir die Belegungs-
dauerverteilungen der Klasse 2 in AbhZngigkeit von der jewei-
ligen Zahl der insgesamt belegten Leitungen nach Einfall des
betrachteten Rufes. Es interessiert nun aber auch die Bele-
gungsdauerverteilung aller Rufe der Klasse 2, die ins Biindel
gelangen, unabhiéngig vom Belegungszustand, der beim Eintref-
fen vorgefunden wurde.

Diese Verteilungsfunktion P(>T) kann aus den Funktionen P,(>7)
unter Verwendung der Zustandswahrscheinlichkeiten Py gewonnen
werden. Mit Py ist die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, mit wel-
cher der Zustand "x Leitungen von Klasse 1 und 2 belegt" ange-
troffen wird. Nach den Uberlegungen iiber den Unterbrechungs-—
vorgang wird die Zustandswahrscheinlichkeit durch die Unter-
brechungen nicht beeinfluBt und ist daher identisch mit der
Zustandswahrscheinlichkeit eines Systemes ohne Unterbrechun~
gen. Diese wurde bereits von A.K.Erlang angegeben/1/.

Somit ist:
¥
(A, +4,)
/

= -——-———————.__.X' 4
Fr < (A ) 2
A
A=o

Die Wahrscheinlichkeit, dafl eine Belegung im Zustand x =Y
beginnt, ist aber gleich der Wahrscheinlichkeit Py_q o dafi die~-
ser Ruf widhrend des Zustandes x =Y -1 eintrifft.

Im Zustand x =n kann keine Belegung der Klasse 2 in das Bindel
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gelangen, alle Belegungen beginnen daher wihrend der Zustan-

de P, bis Pp_q°

Die Belegungsdauerverteilungen sollen aber nur auf die Rufe
bezogen werden, die auch wirklich ins Biindel gelangen. Nun
sei p: die Wahrscheinlichkeit, daB ein Ruf, der nicht abge-
wiesen wurde, seine Belegung im Zustand "y Leitungen belegt™"
beginnt. Dann ergibt sich p: bAVH

(A tha) / “, +r44)
P d__ Pv -7 - (v=7)F ZZ
Vo A= £, (AA) 2 (CEZN / (4 +44

thaihs)

=yt V=712 .. n (44)

=" (A AP
Py

A=0

Zur Berechnung von P(>Tt) ist es erforderlich, alle Vertei-
lungsfunktionen Pv(>r) mit der Wahrscheinlichkeit des ent-
sprechenden Belegungszustandes zu gewichten und aufzusum-

mieren,
h
POT)=> pr B 00) (45)
V=7
Mit
h-1 2
k v S

- A-1
o
> Ay S
=7
188t sich Gl. (42) einfacher darstellen:

R (>T) =§/Q«,y' et (46)
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Setzt man Gl. (46) in Gl. (45) ein, so ergibt sich:

A Ve el
POT) = > Bt -Z»A;av-esﬂ'reZCﬂ e T (47
V=1 =7 ! Za-?‘l
mit
h
_ %
“ —;/“’V v ()

Damit ist nun die Belegungsdauerverteilungsfunktion P(>T)
aller Belegungen der Klasse 2 berechnet. Es soll abschlie-
Bend noch deren Verteilungsdichtefunktion angegeben werden.
Diese ist definiert durch:

___dP6r)
/@(Z)- 7
Daher ergibt sich:
“ n _
- _ . T _ Sl
o(2) /Zr Su-Cue ;b/e (49)
mit
b[u = "SLQCLLL (50)

2.6.5 Die Bestimmung der Verteilungsdichten pe(t) und pu(t)
bezogen auf erfolgreich beendete bzw. unterbrochene
Belegungen

Es sollen zun#chst alle Rufe der Klasse 2 betrachtet werden,
die in das Biindel gelangen. Deren Verteilungsdichte p(T) ist
durch Gl. (49) gegeben. Diese setzt sich asber aus den zwei
Verteilungsdichten pe(f) und pu(T) zusammen. Dann gilt die
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folgende Beziehung:
(1-Uy) pe (T)+ Uy p,(2) = p(T) (51

Nun sollen alle Belegungen der Klasse 2 einschlieBlich der

unterbrechenden Belegungen der Klasse 1 betrachtet werden.

Dabei wird nun der unterbrochene und der ihn unterbrechende
Ruf als eine einzige Belegung betrachtet.

Die Verteilungsdichte pu’1+2(r) der Belegungsdauer dieser zu-
sammengesetzten Rufe 14B%t sich aber -~ da die Belegungsdauer
des unterbrechenden Rufes unabhidngig von der Dauer der unter-
brochenen Belegung ist - unmittelbar durch die Faltung beider
Verteilungsdichten angeben:

P es (7 =/pa/z—v/“) XS ED, (52)
V=0

Mit pq(t) ist die Verteilungsdichte der Klasse 1 bezeichnet,
Beriicksichtigt man, daB beide Dichten fiir negative Tt ver-
schwinden und p,(v) =e”" ist, so ergibt sich:

-7
g,/,ﬂft):/pu(pﬂ))-e % (53)
vYro

FaBt man diese zusammengesetzten Belegungen mit den erfolg-
reich beendeten Belegungen der Klasse 2 zusammen, so ist nach
Gl. (7) die Dichte dieser Belegungen e - . Daraus folgt:

Z‘ ~
(7*L/Y)/%(Z’)+Cly/pu([—ﬂ)e~77d77’=e_é (54)

Subtrahiert man von Gl. (54) jetzt Gl. (51), so erh#lt man:
r

ﬁb(& ﬁ)eqz/ﬁ’—pa(c)—ﬁ[e —/9(4{7 (55)
V=0
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Gleichung (55) enth#lt nun aufler p,(7) keine unbekannte Funk-
tion mehr.

Zur Aufldsung von Gl. (55) nach pu(t) erweist sich der Ansatz
M c ~
P, (7 = g K e ¢ (56)
=7

als zweckm&Big. Dieser Ansatz wird nun in Gl. (55) eingesetzt.

2 (t-0) 2 g L
JSwet N p S st 1t s o
Jro =7 a M= “ wt=F

Zunachst soll das Integral aufgeldst werden. Dabei miiBte
S = - 1 als Sonderfall bei der Integration unterschieden wer-
den. Im Anhang A.5 wird aber gezeigt, daB fir A1> O stets

sut+ -1 ist, so daB dieser Fall nicht bericksichtigt zu werden
braucht.

r
h
§ Su (E-VP) - A S
/_:_10(4*@44 e o~ S+7< N ES«!—’/
a0 £ “ (58)

Setzt man Gl. (58) und (49) in (57) ein, so erh#lt man:

Id 1
T —Z
— ._@‘_@;‘;-/ S .es —-—&_~_ ~-——--7 e —-Zé ef“] (59)
+1 +1
@:1 ¢ 64:1 CA

Gl. (59) ist fir jedes r erfiillt, wenn die Koeffizienten
gleicher Exponentialfunktionen auf beiden Seiten der Gleichung
ibereinstimmen. Dann ergeben sich die folgenden Beziehungen:

__ 2 (60)

(q;.—4 ““““ ,/7 (6’])



-39

Damit liegen aber n+1 Gleichungen zur Bestimmung von n Unbe-
kannten vor. Es muB daher noch gezeigt werden, daB die Glei-
chung (60) und die Gln. (61) widerspruchsfrei sind. Zundchst
soll Gl. (61) mittels Gl. (50) umgeformt werden.

O([u, —é#— -Sﬂ-C
/+Séu qu Séu fa

Uy'

Es werden nun beide Seiten der Gleichung iiber p# aufsummiert.
H
U/V: //'-{w%u —_—; C;u
“ot

Mit Gl. (48) ergibt sich:

4+s(u ZZ’O\' '—_Z ZK' (e2)

M= V=T V=71

Yy
{L(:
Nun ist aber - bedingt durch die Anfangsbedingungen fiir B,CT)
nach (22b) - P,(>0) =1 und daraus folgt:
~
/\//4|V=7 V=72..... »
=1
Damit 1&B%t sich nun Gl. (62) unter Beriicksichtigung von
Gl. (44) angeben:

UYZ4’*‘SCL\ Z/DV

Diese Gleichung ist aber identisch mit Gl. (60). Somit ist
gezeigt, daB Gl. (60) in den Gln. (61) enthalten ist und da-
nit immer erfiillt ist, wenn die Gln. (61) erfiillt sind.

Es verbleibt damit das Gleichungssystem (61) zu 18sen. Die-
ses System mit n Gleichungen zerfdllt aber direkt in die n
Losungen fiir X

Die Bestimmung der Verteilungsdichte der erfolgreich beende-
ten Belegungen kann sehr leicht mit Hilfe der Gln. (51), (61)
und dem Ansatz
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h ~~
P (0)=> Pue’et (63)
(&:7

vorgenommen werden.

" - 4
(1= th > fue et U),Z 2 Lo Sc‘*hz bue 5
(= p= e =

=6 l1+54)

7 A
= —— . M 64
/5‘ A —~U ( )

Yy
Damit liegen nun zundchst die gesuchten Dichtefunktionen fiir
die Belegungsdauern der erfolgreich beendeten und der unter-—
brochenen Belegungen vor:

7 7 oSk T
/De(z"}:“4_uy ;”-\S?:[)/A e (65)
h
,
pult) = g > e e T (66)

{L(:.‘f

2.6.6 Die Verteilungsfunktionen Pu(>t) und Pe(>t); Mittel-~
werte der Belegungsdauern

Als n&chstes sollen die Belegungsdauerverteilungsfunktionen
Pu(>r) und Pe(>t) berechnet werden.

DefinitionsgemdB ist:

drBT)

== 12,(7)
O,Zz pu
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R(>T) == [p ()T + K

Und mit Gl. (65):

I
- 1 //+J ~
(> = e . . Sl o
R, (>Z) oy 57 m—é% 6“f<: Il A 4

#
.1 7+ ST
p=7

Die Integrationskonstante K muB verschwinden, da Pu(>&® =0
sein muB.

Somit liegt nun die Ldsung fiir Pu(>t) vor.

]

~

/5(>Z)=—le—y~ —%%-%esﬂc (67)
(u:'i

Auf gleiche Weise findet man:
7 7
7 Sl
RO = 5 > = - bet (68)
7~Uy [*_17 5[,4 ™

In Abb. 4 sind diese Belegungsdauerverteilungen Ph(>t), Pe(>T)

und P(>7T) fiir A =2, Ay=1, n=5 aufgetragen.
Die Mittelwerte der Belegungsdauern:

Der Mittelwert einer Verteilungsfunktion berechnet sich nach:
o
= /’c“/o(Z)a/Z‘
o

Nach einer in /4/ angegebenen Beziehung gilt bei Verteilungs-
funktionen:

o0 o)
7 “/Z'/O(Z“}c/z“ - “/poa AT (69)
Q o

4D
1 |
A:2,A;3,n=5

w0t o) &\\
102 \\\ P(T)

RN R (>T

T

102 >\\ L}\(\\

AN NN 1,

i

4 5 6 7

0] 1

N
w

Abb. 4 Die Belegungsdauerverteilungen PGT), PPC>T)’ PuC>t)
sowie zum Vergleich die Belegungsdauerverteilung et
eines Systemes ohne Unterbrechungen

Auf diese Weise 14Bt sich noch einmal die mittlere Belegungs-
dauer aller Belegungen der Klasse 2 angeoben:

5~y a = .
ﬁzslbﬁ -2 'Z? 4, (70)
LT LT
Auf gleiche Weise erhdlt man:
/Tl_ 7 = 4+8S 6 - ~
‘W= 3t %=%n 71
y <— S -
=
> =7 7 7 o4 R
Z;?E{_.__‘MY > ____5643. %‘ z; =%, lo (72)

Die Abhingigkeit dieser mittleren Belegungsdauern vom Ange-
bot A1 bzw. vom Angebot A2 ist in den Abbn. 5a und 5b
fiir n=5 Leitungen dargestellt.

Interessant ist dabei der Verlauf von’iuf=?u(A1) (Abb. 5b).
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: T
f T A=2,n=5
B '
\ iy
o075 — T
e —— s ——
\ s
0s e
—1 |
T
025
A_24
1
0 1 2 3 4 ] e 7

Abb. 5a. Die Abhingigkeit der Littelwerte der Belegungsdau-
ern T, Te und Tu vom Angebot As.

10
a§

? T \\\ A2:[2 ,n=5
RS

05 >~

ozi% 7

Abb. 5b. Die Abhdngigkeit der Mittelwerte der Belegungsdau-
ernT, Te und Ty voam Angebot 44.
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Es ist zundchst ohne weiteres einzusehen, daB bei grofem A,
(Aqill) die mittlere Belegungsdauer der unterbrochenen Rufe
mit zunehmendem Angebot Aq abnimmt. Da bei zunehmendenm Aq die
Unterbrechungswahrscheinlichkeit fiir Belegungen der Klasse 2
zunimmt, muf auch der mittlere Abstand zwischen dem Einfalls—
zeitpunkt und dem Zeitpunkt des Unterbrechens abnehmen.

Weniger anschaulich ist dagegen die Tatsache, daB bei kleinem
Angebot Aq (A14<n) die mittlere Belegungsdauer der unterbro-
chenen Rufe mit zunehmendem Aq zundchst ebenfalls zunimmt.

Die Erklérung dafiir ist folgende: Bei kleinem Angebot A1 mufl
ein Ruf der Klasse 2 seine Belegung im Zustand "x=n Leitun-
gen belegt" beginnen, damit er iiberhaupt unterbrochen werden
kann. Beginnt eine Belegung der Klasse 2 in dem Zustand x=v
mit v<mn, so muB mehr als ein Ruf der Klasse 1 wihrend der
Dauer dieser Belegung eintreffen, damit sie unterbrochen wer-
den kann. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist aber von hiherer
Ordnung von Aq und strebt mit A14>O stdrker gegen Null als
die Wahrscheinlichkeit fiir den Einfall eines Rufes.

Ein Ruf, der vom Zustand "n Leitungen belegt" durch das Enden
einer Belegung in den Zustand "n-1 Leitungen belegt" gelangt,
kann daher bei der betrachteten Unterbrechungsdisziplin prak-
tisch nicht mehr unterbrochen werden. Das bedeutet aber, daf
eine Belegung der Klasse 2 bei A14>O nur noch in der Zeit
zwischen ihrem Einfall in den Zustand "n-1 Leitungen belegt"
und dem Ende des Zustandes "n Leitungen belegt" unterbrochen
werden kann., Je grifler die Leitungszahl n, desto kleiner muf
folglich die mittlere Belegungsdauer der unterbrochenen Rufe
sein, wenn A, gegen Null strebt.

Im Anhang A6. wird dieser Grenzwert fiir A4—>O berechnet. Es
ergibt sich’fu(o)z 1/n.
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2.7 Die Losung des Problems mit der Disziplin:
Der zuletzt eingefallene Ruf wird zuletzt unterbrochen

Die in Kapitel 2.6 angenommene Disziplin, daf die zuletzt
eingetroffene Belegung der Klasse 2 im Falle einer Unterbre-
chung durch Klasse 1 als erste aus dem System verdrdngt wird,
ist in der Regel die verniinftigste und im gewissen Sinne auch
die gerechteste Auswahlvorschrift der zu unterbrechenden Rufe.

Nun sind aber Systeme denkbar, bei denen die Information eines
Gespraches mit der voranschreitenden Zeit inaktuell wird und
daher ein neu eintreffender Ruf eine gréBere Aktualitdt be-
sitzt. Dann ist es sinnvoll, daB ein Ruf, welcher in ein voll-
belegtes System einfdllt, nicht nur Belegungen von niederwer-
tigeren Prioritatsklassen unterbrechen kann, sondern auch Be-
legungen seiner eigenen Klasse,

Neu ist dann bei dieser Unterbrechungsvorschrift, daB jetzt
auch Belegungen der Prioritidtsklasse 1 unterbrochen werden
kdnnen.

Unter diesen Voraussetzungen ist es mdglich, die bisher gefun-
denen Ergebnisse zur LOsung dieses Problemes heranzuziehen
(Vgl. auch /3/).

2.7.1 Verlust- und Unterbrechungswahrscheinlichkeiten,
Belastung

Auch hier genligt es wieder, nur zwei Prioritidtsklassen zu be-
trachten.

a) Klasse 2

Ein Ruf der Klasse 2 wird jetzt nur noch sbgewiesen, wenn
alle Leitungen durch Klasse 1 belegt sind.

(i)
B, =&,(4)
(Der Index i weist auf die Unterbrechungsdisziplin hin, die
auch als invers bezeichnet wird /3/).

Die Unterbrechungswahrscheinlichkeit setzt sich aus zwei Kom-
ponenten zusammen

— 46 -

) [¢/]
U g U +U(2.)

A2 Tz Az

Ufz ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein einfallender Ruf der

Klasse 1 eine Belegung der Klasse 2 unterbricht, UXE ist die
Wahrscheinlichkeit, daB ein Ruf der Klasse 2 eine Belegung

der eigenen Klasse unterbricht.

Dabei gilt wieder Gl. (16)

@ A
UAzz“K:[Eh (A +AN -, (4))]

Anderseits ist aber

(2)

denn [En(A1+A2) - En(Aq)]~A2 ist die Zahl der Rufe der Klas-
se 2, die durch Unterbrechungen von Belegungen der elgenen
Klasse zusdtzlich ins Bindel gelangt.

(il y
Uy = 22% [E, (4e80) 65, (AT \ (7%)

{7 A1+/42
Uy, IRy ATy LE, (Athy) =5, (A)] (74)
Die Belastung Y, bleibt unveréndert, da Unterbrechungen in-
nerhalb der eigenen Klasse fiir die Belastung dieser Klasse
ohne Belang sind

i)
=Y, (75)

Betrachtet man nun ein System mit R Priorit#tsklassen, so
findet man die Ergebnisse fiir Klasse r (r=1,2, ... R) in-

dem man
A,l durch Aq + A2 + eee 4 Ar—1 und

A, durch A ersetzt. (76)
b) Klasse 1

Die Ergebnisse fiir Klasse 1 kann man formal aus den Gln. (73)
(74) und (75) gewinnen, wenn man A, durch A, ersetzt und Ay
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gleich Null setzt, d.h. wenn man berilicksichtigt, daB keine Be-
legungen der Klasse 1 von Rufen einer anderen Klasse unterbro-
chen werden kdnnen.

Bemerkenswert ist dabei, daB Rufe der Klasse 41 nie abgewiesen

werden.
B =L (o) =0 (77)
1 £
U = Uy = E,, (4,) (78)

2.7.2 Belegungsdauerverteilungsfunktionen

Betrachtet man wieder einen Ruf der Klasse 2, welcher zu
einem bestimmten Zeitpunkt in das System eingefallen ist, so
lassen sich folgende Sitze aufstellen:

a) Rufe der Klasse 2, die nach dem betrachteten Ruf einfallen,
unterscheiden sich in ihrem EinfluB asuf die Belegungsdau-
erverteilung des betrachteten Rufes nicht von denen der
Klasse 1,da sie, wenn liberhaupt, stets nach dem betrachte-
ten Ruf unterbrochen werden.

b) Rufe der Klasse 2, die bereits im System sind, haben kei-
nen EinfluB auf die Belegungsdauerverteilung des betrach-
teten Rufes, da sie stets vor dem betrachteten Ruf unter-
brochen werden.

Damit ist bei einem Ruf der Klasse 2 fiir seine Belegungsdau-
erverteilung nur die Zahl X, der zum Zeitpunkt seines Eintref-
fens von Klasse 1 belegten Leitungen sowie die Summe der An-~
gebote Aq+ A2 mafBgeblich.

Die entsprechende Uberlegung gilt auch fiir Klasse 1. Auf die
Belegungsdauerverteilung der Klasse 1 hat damit nur das Ange-
bot A,l einen EinfluB. Da bei der hier betrachteten Disziplin
stets der zuletzt gekommene Ruf einer Klasse nach allen be-
reits bestehenden Belegungen der gleichen oder niederen Klas-
se unterbrochen wird, ist bei Klasse 1 der Belegungszustand
beim Eintreffen eines Rufes ohne EinfluB auf dessen Belegungs-—
dauer. Alle Rufe der Klasse 1 beginnen ihre Belegung in einem
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Zustand, der gleichbedeutend dem Zustand "eine Leitung belegt”
ist. Daher ist die Belegungsdauerverteilung fir alle Bele-
gungen der Klasse 1 identisch mit der Belegungsdauerverteilung
flir die Rufe der Xlasse 1, welche in den Zustand "O Leitungen
belegt" einfallen.

Damit lassen sich nun allgemein die Belegungsdauerverteilun-
gen fiir Klasse r angeben:

Pr y(>’E’) wird berechnet, indem man - entsprechend zur Diszi-
plin: der zuletzt eingefallene Ruf wird zuerst unterbrochen -

P,C>T) bestimmt, dabei aber A1 durch A1+ A2+ oo +Ar ersetzt.

Pr(>T), PneC>T), Pr’u(>T) und alle Mittelwerte werden bestimmt,
wenn man diese entsprechend Kap. 2.6 berechnet, aber bei der
Bestimmung der Zustandswahrscheinlichkeit py das Angebot A1+A2
durch A+ A2+ ce oy Ar-ﬂ ersetzt, wobei Ao= 0 anzunehmen ist.

2.8 Das Problem mit der Disziplin:
Die Auswahl des zu unterbrechenden Rufes erfolgt zufallig

2.8.1 Verlust-und Unterbrechungswahrscheinlichkeiten,
Belastung

Die bisher behandelten Unterbrechungsdisziplinen verlangen,
daf innerhalb der Vermittlungsstelle gespeichert wird, in wel-
cher Reihenfolge die Belegungen eingefallen sind. Ist diese
Speichermdglichkeit nicht vorhanden, so muB ein Ruf der Klas-
se 1, wenn er eine Belegung der Klasse 2 unterbricht, diese
aus allen Belegungen der Klasse 2 zufdllig auswihlen.,

Es soll jetzt wieder angenommen werden, daB Rufe einer Klasse
nur von Rufen hoherer Prioritdt unterbrochen werden kdnnen.

Damit sind aber die gesuchten Ldsungen fiir die Verlust- und
Unterbrechungswahrscheinlichkeiten identisch mit denen, die

in Kap. 2.4 abgeleitet wurden. Denn bei der Ableitung dieser
Wahrscheinlichkeiten ist nur die Zahl der abgewiesenen bzw.
unterbrochenen Rufe wesentlich und jeder Ruf - gleichgiiltig

ob es ein zuletzt eingefallener, ein zuerst eingefallener oder
ein beliebiger Ruf ist - hidtte im Mittel noch die restliche
Belegungsdauer tm gehabt.
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Deshalb gilt auch hier wieder die in Gl. (15) gefundene L5~
sung fir den Mittelwert ¥ aller Belegungen der Klasse 2 (bzw.
der Klasse r).

Somit ist auch das Ergebnis fiir die Belastungen direkt aus
Kap. 2.4 zu {ibernehmen. Zu berechnen sind damit nur noch die
Verteilungen der Belegungsdauern.

2.8.2 Die Belegungsdauerverteilungsfunktionen

Wahrend bei den bisher betrachteten Disziplinen beim Einfall
eines Rufes nur wesentlich war, wieviel Rufe der Klassen 1

und 2 insgesamt bzw. nur der Klasse 1 im System waren, ist es
nun wesentlich, wie sich die Gesamtzahl x der Belegungen in

X4 Belegungen der Klasse 1 und X5 Belegungen der Klasse 2 auf-
teilt. Wird eine Belegung der Klasse 2 unterbrochen, so wird
nicht mehr wie bisher der zuletzt bzw. der zuerst eingetroffe-
ne Ruf sondern ein zufdllig ausgewdhlter Ruf aus einer Menge
von x, Rufen ausgewdhlt.

Damit ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine Belegung der Klas-—
se 2, im Zustand "n Leitungen belegt" unterbrochen zu werden,
umso kleiner, je mehr Belegungen der Klasse 2 im Systenm sind;
sie hdngt also davon ab, wie sich die n Belegungen auf die
beiden Klassen aufteilen.

Die Berechnung einer Belegungsdauerverteilung Py (>T) analog
zu Gl, (42) ist daher nicht méglich. Es kann nur eine Diffe—
renzen-Differentialgleichung fiir die Verteilung Pv«w(>7> an-
gegeben werden, wobei wpvy die nach dem Einfall eines be-
trachteten Rufes der Klasse 2 von Klasse 1 bzw. 2 belegten
Leitungen bedeuten.

Um daraus P(>T) zu bestimmen, ist es notwendig, die Zustands-

wahrscheinlichkeiten p,,,, jedes Belegungsmusters (Y1.v3) zu
kennen,

Wie es sich zeigen wird, sind die Gleichungen zur Berechnung
der Funktionen Pde(>t) und p,,,,, partielle Differenzenglei-
chungen mit nicht konstanten Koeffizienten, fiir welche es
keine allgemeinen Ldsungsverfahren zur Ermittlung einer ge-
schlossenen Losung gibt.
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Zundchst sei hier die Differenzen-Differentialgleichung fiir
Pyvy (?T) entsprechend Kap. 2.6.1 abgeleitet,

Trifft ein Ruf der Klasse 2 in dem Zustand "qu Y, und

Xy = V2—1 Leitungen belegt" mit YV +V5 <1 in das System ein, so
beginnt er seine Belegung im Zustand "uq,va Leitungen belegt".
Innerhalb eines differentiell kleinen Zeitelementes dt kénnen

folgende Ereignisse eintreten, die EinfluB auf die Belegungs-
dauer des betrachteten Rufes haben:

a) der Zustand bleibt unveréndert mit der Wahrscheinlichkeit:
(1= (v +3) EAET [1- (+ Gy) OET
b) ein Ruf der Klasse 1 f&llt ein, kein Ruf der Klasse 2 fillt
ein, kein Ruf endet mit der Wahrscheinlichkeit:
e 1~ (v#+y)EdtIr-c,dt]
¢) ein Ruf der Klasse 2 fallt ein, kein Ruf der Klasse 1 fillt
ein, kein Ruf endet mit der Wahrscheinlichkeit:
Co AELT- (v 43y) € dET[1 - ¢ dt ]
d) eine Belegung der Klasse 7 endet, kein Ruf der Klasse 2
endet, kein Ruf fdllt ein mit der Wahrscheinlichkeit:
v E-dt[1-vedt][7~ (g, +¢,)dt]
e) eine Belegung der Klasse 2 (aber nicht die betrachtete)

endet, keine Belegung der Klasse 1 endet, kein Ruf f&allt
ein mit der Wahrscheinlichkeit:

V-Nedt [1-v,edt][1-Cch+ ;) it

Glieder mit dt in hbherer Ordnung kénnen im Hinblick auf den
Grenziibergang dt —» O unberiicksichtigt bleiben; es ergibt sich
daher folgende Gleichung:

G v Ctrdt)=[1-(v+v,)Eaf - (Gyy+Cy,) Al 'D"’; vy )
* C P fi)*%_dt-/%,' v2 4702 (79)

V1+1,V2

S 4 08 (y-T)Edt B, (>0)
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Daraus folgt:

Z?'Q%— ’?’1,\& 6t)=5/- (V1+VL+A1+A2)'€7;V2 >t) +
A R, 2 ) AR o T (60)

R, va (>t) + (v,-1) ’Dw, V-7 (>¢t)]

7

Wobel gilt:
v, = 0,1, .. n-4
Yy = 4,2, .. n-A
Vot v, = 42, n-A

F411lt ein Ruf der Klasse 1 in den Zustand "v1+v2= n Leitungen
belegt" ein und ist v,>0, so wird eine Belegung der Klasse 2
unterbrochen. Die Wahrscheinlichkeit, daBR gerade der betrach-
tete Ruf nicht unterbrochen wird, ist v2—1/V2, das ist die
Wahrscheinlichkeit, daB eine der v2—1 anderen Belegungen der
Klasse 2 ausgewdhlt wird.

Damit ergibt sich fiir diesen Zustand analog zu Gl. (80) fol-
gende Differenzen-Differentialgleichung:

d
%%—vz,w (>t)=g/l(’7+'47)'£f3'V2|V2 )+

+(n=vy) P27, )+ =112 ) 0y
7

V-1
+’4’ Va2 'P/7~V2+1} u2_7/>é}] (80a)

Mit dieser Gleichung und der Randfunktion
Pysyy (0%) =0 fiir »=0, »=0,1,... n

sind die Randbedingungen fiir die partielle Differenzenglei-
chung festgelegt.

Im Hinblick auf die Variable t gehdren zu den Gln. (80) und
(80a) die Anfangsbedingungen

Pyqy,(>t) =1 Ffiir »1=0,1, ...n=1; ¥5,=1,2, ...nund t=0.
Damit ist prinzipiell Gleichung (80) und auch Gl. (80a) 18s-
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bar. Fir die praktische Ausfiihrung konnte man wieder eine
Laplace-Transformierte gy4,y2(8) einfiihren und diese bestimmen.
Jedoch sind die partiellen Differenzengleichungen, die sich
zur Bestimmung des ZZhler- und Nennerpolynoms der Laplace-
Transformierten ergeben, derart komplex, daB eine zu Kap 2.6
analoge Losung nicht mdglich ist.

Eine numerische Auswertung kdnnte aber folgendermaBen auf Di-
gitalrechnern ausgefiihrt Wefden, besonders dann, wenn eine
Aufldsung des Differentialgleichungssystems mit seinen

m= (n+1).n/2 Differentialgleichungen zu umfangreich wird:

Das Nennerpolynom Dm(s) und die m Zdhlerpolynome Zy,y,(s)
kénnen dadurch gewonnen werden, daB man jeweils m+1 bzw. m
geeignete Werte fiir s (z.B. s=0,1,2, ... m) in die Systemde-~
terminante bzw. in die m Unterdeterminanten einsetzt und aus
den Wertepaaren Dm(si) bzw. vawfsi) und s; die Zshlerpolyno-
me und das Nennerpolynom bestimmt. Danach lassen sich die m
Nullstellen und die m2 Residuen entsprechend 2.6 berechnen,
so daB sich auf diese Welse die m Verteilungsfunktionen

Py (>t) bestimmen lassen.

Un P(>t) zu bestimmen, bendtigt man die Zustandswahrschein-
lichkeiten py,,;, aus welchen analog Gl. (44) p%,,, bestimmt
werden kann. Auch diese Zustandswahrscheinlichkeiten sind
Losung einer partiellen Differenzengleichung, diese Differen-
zengleichung soll hier ohne Ableitung angegeben werden:

/DV,;)\JZ'(/A7+AZ+V;+VL) :14779\41—7,V2 +A2/OV7,V.Z—7

P Pvres, vy T V2 Por vaea (81
fir 1€y, £n-17
7« Vzé/?‘—']
\L/‘f‘ \;zé/?—-//
und fir v, +V, =4 ) V; >0

Pyt (At v+ o) = Aipy, 4 oy +’41Pv7, v2-11A1 Pt va w1 (81a)
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Zusammen mit der Normalisierungsbedingung

Iz "=V
> > Pt (82)

V=0 V=0

liegen damit z = (n+2)(n+1)/2 Gleichungen fiir die gleiche An-
zahl von Unbekannten vor. Die Aufldsung dieses Gleichungssys~
tems kann hier mit bekannten Verfahren, z.B. GauB-Jordan-Auf-
16sung, auf Digitalrechnern ausgefiihrt werden. ZweckmdfBig sind
bei groBen Systemen (n=10 ... 100) Iterationsverfahren, bei
welchen statt der gesamten Determinante mit z2 GrdBen nur

z GréBen gespeichert werden miissen /7,8,9/.

Die weitere Berechnung des Problems, also insbesondere die Be-
stimmung der Verteilungsfunktionen Pe(>t), Pu(>t) und der Mit-
telwerte dieser Verteilungen, kann nun direkt wie in den Kapi-
teln 2.6.5 und 2.6.6 erfolgen.
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3. Verlustsysteme mit Priorititen ohne Unterbrechung beste~
hender Belegungen

3.1 Aufgabenstellung

Im zivilen Fernsprechverkehr ist es praktisch fiir den Teil-
nehmer unzumutbar, daf bestehende Verbindungen unterbrochen
werden. Anderseits soll aber das Zustandekommen von Fernver-
bindungen, die bereits iiber mehrere Teilstrecken aufgebaut
worden sind, nicht daran scheitern, daB fiir eine einzige
Teilstrecke keine freie Leitung zur Verfligung steht. Also
sollten die Gespridchswiinsche, die bereits iiber mehrere Teil-
strecken durchgeschaltet sind, gegeniiber Jjenen, die weniger
Teilstrecken bendtigen, bevorzugt werden.

Bel Verlustsystemen mit Unterbrechung ist es prinzipiell nicht
mdglich, ein System zu finden, welches bei R verschiedenen
Prioritidtsklassen mit R Angeboten AL (r=1,2, ... R) vorge-
schriebene Verlustwahrscheinlichkeiten oder vorgeschriebene
Unterbrechungswahrscheinlichkeiten je Klasse zu realisieren
gestattet. Denn das System besitzt nur einen einzigen Parame-

‘ter -~ die Leitungszahl n.

Bel Verlustsystemen mit Prioritdten, aber ohne Unterbrechung,
kann man dagegen Systemstrukturen finden, welche R Parameter
enthalten; jedoch sind nicht alle Systemstrukturen geeignet,
vorgegebene Verlustwahrscheinlichkeiten Sr (r=1,2, ... R)
ohne komplizierte Iterationen zu verwirklichen.

Da die Zahl der Leitungen eines Blindels stets ganzzahlig ist
und man bei vorgegebenen Angeboten daher nicht jeden Wert der
Verlustwahrscheinlichkeit realisieren kann, soll das System
so ausgelegt werden, daBl stets der tatsichliche Wert Brss6r
und die Gesamtzahl der Schaltglieder ein Minimum wird.,

Uber den Verkehr sollen weiterhin die selben Annahmen getrof-
fen werden, wie sie im System mit Unterbrechungen giiltig sind.
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3.2 Das System mit belegungsabhingigem Zugriff je Priori-
tdtsklasse nach Faulhaber und Dunkl

Eine Moglickeit, die vorgeschriebenen Verlustwahrscheinlich-
keiten 8r bei gegebenen Angeboten Ar mit einem Minimum an
Schaltgliedern zu erreichen, bietet ein System mit belegungs-
abhangigem Zugriff je Prioritidtsklasse. Hieriiber wurde erst-
mals von G.F. Faulhaber und Ph. Dunkl unter der Bezeichnung
"Priority Reservation System" verdffentlicht /10/. Es war
bislang als einziges Verlustsystem mit Priorititen bekannt.

Gegeben ist eine Koppelanordnung mit n Abnehmerschaltgliedern,
kurz Leitungen genannt. Die Verkehrsangebote A, Aoy «oo Ap
der R Prioritidtsklassen suchen diese n Leitungen ab.

Klasse 1 sei wiederum die hichste, Klasse R die niedrigste
Prioritdtsklasse.

Der belegungsabhingige Zugriff wird dadurch erreicht, daB man
Jeder Klasse eine Leitungszahl n, zuordnet, derart, daB ein
Ruf dieser Klasse nicht mehr abgefertigt wird, wenn zum Zeit-—
punkt seines Eintreffens die Anzahl x der belegten Leitungen
x2n, ist. Dabei gilt:

Op_q 20, >0, 4
und sinnvollerweise

n,=n
Gesucht ist nun einerseits B =B (n;,n5, ... ng) bei vorgege-
benen Ar und n. sowie anderseits die Leitungszahlen o, bei
vorgegebenen A und §_.

Zundchst sollen die Verluste Br bestimmt werden, wenn die An-
gebote Ar und die Leitungszahlen n,, gegeben sind.

Fihrt man die Abkilirzung

Aér =ZAi (83)
=1

ein, so 14Bt sich fiir

n,<xsn, 4 und r=2,3, ... R+1 mit np,4=0
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folgende Differenzengleichung fiir Py angeben:

Agy-.i/ox-1 = X-Px (84)

Die Gl. (84) entspricht im wesentlichen der Reduktionsformel
der Erlangverteilung /1/. Zu beachten ist aber Jjetzt, dalB das
Angebot Asr eine Funktion von x ist.

Als LOsung von Gl. (84) findet man:

X~h,

R
A5 =8¢ 14 A,
PX 2.77-/451; ._X_irl Ps (85)

i=r

Die Zustandswahrscheinlichkeit Py wird dabei aus der Normie-

rungsbedingung
Vi
pr =7 (86)
X=0
gewonnen.

Damit sind auch die gesuchten Verlustwahrscheinlichkeiten be-
kannt:

h
Br‘:Br(hf)”Z)""NQ}A7)AZ)"-"AQ) =XZ/DX (87)
=M,

Die Verlustwahrscheinlichkeiten Br hingen damit von allen An-
geboten Ar und von allen Leitungszahlen o, ab.

In /10/ wird nun aus Gl. (87) folgende Beziehung abgeleitet:

<
B (n,+1, ... nq+1, e np+1) B.(ng, ... Dy oo r)
<B_.(n4, ... B+, .. ng) fiir r+q und Dy<ny_ 4 wobel
j=2,3, ... R ist. (88)

Beachtenswert ist dabei die Aussage, daB, wenn eine Leitungs-
zahl o4 erhoht wird, alle Verlustwahrscheinlichkeiten Br mit
T+ q ansteigen. Insbesondere nehmen die Verlustwahrscheinlich-
keiten B, (r=2,3, ... R) zu, wenn die Gesamtleitungszahl
n=n, erhdht wird.
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Mit Hilfe der Gln. (87) und (88) wird nun in /10/ ein Algo-
rithmus angegeben, der es gestattet, bei vorgegebenen Angebo-
ten Ar und vorgegebenen Verlustwahrscheinlichkeiten 8r die
Leitungszahlen so zu bestimmen, dafB Bré Sr und gleichzeitig
die Gesamtzahl der Leitungen ein Minimum wird.

Man beginnt stets mit n. = 0 und erhoht dann die Leitungszah-
len schrittweise, bis alle Verlustwahrscheinlichkeiten klei-
ner oder gleich den vorgeschriebenen Werten sind. Die Lei-
tungszahlen durchlaufen dabei je eine Folge:

0 1 2 J

o Doy Doy see DL e

wobel j die Zahlvariable des Algorithmus darstellt.

n

Dieser Algorithmus 1&a8t sich dann folgendermaBen beschreiben:
0

n, = o]
J+1_ J J

n n wenn B_(ng, ... nR)S'Sr
. /‘ Iy ]

ng* ::ng +1 wenn Br(n%, oo ng)> 5.

Die hinsichtlich der Leitungszahl n optimale Losung liegt
vor, wenn im j-ten Schritt keine Leitungszahl n, mehr gean-—
dert wurde. Die Leitungszahlen ng stellen dann das gesuchte
Ergebnis dar.

Der Beweis, daB die so berechnete Gesamtleitungszahl n-= n,
ein Minimum darstellt, wird ebenfalls in /10/ erbracht.
Gleichzeitig stellen aber auch die Leitungszahlen n,
(r=2,3, ».. R) jewells ein Minimum dar.

Die Ungleichung (88) besagt, daB wdhrend jedem Schritt j des
Algorithmus alle R Verlustwahrscheinlichkeiten iiberpriift wer-
den missen, ob BPS'Sr ist, also auch diejenigen, bei denen im
(j-1)~-ten Schritt diese Bedingung erfiillt war. Denn bei der
Erhohung irgend einer Leitungszahl n_ steigt die Verlustwahr-
scheinlichkeit von allen anderen Klassen mit r# q. So mufl al-
so ein neuer Durchlauf des Algorithmus und damit verbunden
eine erneute Berechnung aller Verluste Br erfolgen, wenn im
vorhergehenden Schritt auch nur eine einzige Leitungszahl ge-
dndert wurde.

In den folgenden Abschnitten sollen nun weitere Verfehren zur
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Realisierung von Prioritaten in Verlustsystemen ohne Unter-
brechung bestehender Belegungen entwickelt werden.

3,3 Uberlaufanordnungen zur Verwirklichung von Prioritdten
in Verlustsystemen (UPE I und UPE II)

3.3.1 Die Verlustberechnung bei vorgegebener Struktur und
vorgegebenen Angeboten Ar

Um Verlustsysteme mit Prioritdten ohne Unterbrechung zu ver-
wirklichen, ist auch eine Anordnung von hintereinandergeschal-
teten Leitungsbiindeln denkbar. In Abb. 6 sind zwei mbgliche
Anordnungen fiir R=3 Prioritidtsklassen dargestellt, welche

im weiteren mit Uberlaufanordnung mit priorititenabhingiger
Erreichbarkeit (UPE I und UPE II) bezeichnet werden.

Der Absuchvorgang soll von einer Ruhelage aus, stets mit dem
ersten erreichbaren Teilbiindel beginnend, erfolgen. Dabei
nimmt bei beiden Anordnungen die Zshl der absuchbaren Teil-~
biindel mit der Dringlichkeit der Prioritstsklasse zu.

A1 A1 A2 AB
' | ! |
. fe o
¢ l A }n1 3 i n
e 3 6 O
My "
o :}n 9’ : l 83 n
i ; IO A2 B 3
2

} } | |
B, B, B, B,

UPE T UPE IT

Abb. 6 Zwei mbgliche Uberlaufanordnungen zur Verwirklichung
von Prioritaten in Verlustsystemen

Beide Verfahren zeichnen sich durch ihre Einfachheit aus, da
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sie keinerlei speziellen Steuerungsaufwand bendtigen und kdn-
ten daher fiir die Praxis Bedeutung erlangen.

Die Berechnung der Verlustwahrscheinlichkeiten Br je Priori-
tdtsklasse r bei vorgegebenen Strukturen, d.h. vorgegebenen
Leitungszahlen der Bilindel und vorgegebenen Angeboten ist im
allgemeinen nicht geschlossen durchfiihrbar (Losung einer R-
dimensionalen, partiellen Differenzengleichung mit nicht kon-
stanten Koeffizienten). Es werden lediglich in Kap. 3.4 die
Verlustwahrscheinlichkeiten der UPE II fiir den Sonderfall
R=2 explizit bestimmt; es lassen sich hier direkt

B, = Bq(Aq,Aa;nq,ng) und B2==B2(A1,A2;n1,n2) angeben.

Die Berechnung der Verlustwahrscheinlichkeiten im allgemei-
nen Fall kann aber mit Hilfe von Digitalrechnern direkt aus
den Zustandsgleichungen erfolgen, d.h. es muB ein durch An-
wendung des statistischen Gleichgewichtes /1/ sich ergebendes
Gleichungssystem mit m= (n1+1)(n2+1) ... (nR+1) unbekannten
Zustandswahrscheinlichkeiten pxﬂ,x2, ... xR geldst werden,
Hierbei konnen vorteilhaft Iterationsverfahren angewendet
werden, wenn die Zahl der Unbekannten sehr groB wird /8/.

Im Anhang A7 wird gezeigt, wie man fiir beide Anordnungen die

i~-te Zeile des Gleichungssystems allgemein fiir R Prioritdts-

klassen bestimmt, so daB eine Aufldsung des Gleichungssystems
fiir die Zustandswahrscheinlichkeiten leicht mdglich ist.

Sind die Zustandswahrscheinlichkeiten berechnet, so ergeben
sich die gesuchten Verlustwahrscheinlichkeiten auf folgende
Weise:
UPE I

h1

12 Mg
B, = E E ) E Pt xz, oo Xyeyy 0y Py g (89)
X0

Xy=0 Xz.—.o

UPE II :
Feez-v fg+z-r =
Bf: > } T ; - Pmr”'zl""”mv—ri/\’ku—rl”"’R
XR+2—T-O XR+3 —7‘=o XR=0 ( 90)
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3.3.2 Die Bestimmung der Leitungszahlen n, bei vorgeschrie~
benen Verlustwahrscheinlichkeiten Sr und Angeboten Ar

UPE I

Die Berechnung der Leitungszahlen o, kann bei diesem System

- abgesehen von &duBerst komplizierten Iterationsrechnungen
(Probierverfahren) - nicht eindeutig ausgefiihrt werden. Die
Angabe einer optimalen LSsung ist daher praktisch nicht mbg-
lich, d.h. es 14Bt sich nicht ohne weiteres die minimale Ge-
samtleitungszahl bei gleichzeitig minimalem Koppelpunktbedarf
bestimmen,

Es hat sich aber gezeigt, daB UPE I ohnehin fiir die Praxis
weniger geeignet ist: Die Berechnung mehrerer Anordnungen UPE I
und II (Kap. 3.7) ergab, daB sich stets bei gleichen Angeboten
und gleicher Gesamtleitungszahl eine UPE II angeben 1i8t, de-
ren Gesamtverlust B::(A1B1+ coe +ARBR)/(A1+ oo +AR) kleiner
ist als tei UPE I und dabei gleichzeitig die Forderung Brséﬁr
einhdlt.

UPE II

Hier ist eine optimale Dimensionierung des Systems ohne Schwie-
rigkeiten méglich, d.h. man kann die minimale Gesamtleitungs-—
zahl bei gleichzeitig minimalem Koppelpunktbedarf bestimmen.

Man bestimmt zundchst die Leitungszahl n, derart, daB die Sum-
me aller Angebote einen Verlust BR<<5R bei minimaler Leitungs-
zahl n, erzeugt. Da bei diesem Biindel der angebotene Verkehr
noch kein Uberlaufverkehr ist, kann n, iterativ aus der Er-
langformel berechnet werden /1,2/.

Danach wird die Leitungszahl n, bestimmt. Dabei geht man von
n, =1 aus und erhdht n, solange um eine Leitung, bis

BR-1<56R—1 wird. Dabei nimmt n, automatisch den minimalen
Wert an. Das Anfligen dieses Biindels hat keinen EinfluB auf den
vorher berechneten Verlust BR' Allgemein sind alle bereits
berechneten Verluste Br unabhingig von der Leitungszahl nq
(q>r) der folgenden Biindel.

Die Leitungszahl n. wird also bestimmt, indem man, von n,= 1

ausgehend, diese so oft um eine weitere Leitung erhdht, bis
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BRiq-r <Og4q_p Wird.
Dieses Verfahren liefert fiir jedes n, eindeutig den notwendi-

gen Minimalwert und daraus folgt, daB auch die Gesamtleitungs-
zahl ein Minimum wird.

Zur Vereinfachung der Berechnung der n. kann die Tatsache aus-
genutzt werden, daf ein iiberlaufender Verkehr im nachfolgenden
Leitungsbiindel eine grdéBere Verlustwahrscheinlichkeit zur Fol~-
ge hat als ein Zufallsverkehr gleichen Mittelwertes. Das be-
deutet aber, daB die Leitungszahl dieses "Uberlaufbiindels”
groBer sein muB als bel angebotenem Zufallsverkehr, wenn je-
wells der gleiche Verlust vorgeschrieben ist.

Daher wird man bei der Berechnung der n. nicht wvon n,= 1 aus-
gehen, sondern die Leitungszahl n; zundchst iterativ aus der
Erlangformel bestimmen, wobei alle angebotenen Uberlaufver-
kehre der Klassen 1 bis R-r+1 als Zufallsverkehre aufgefafit
werden. Dann erst wird man n, berechnen, indem man - ausge-
hend von n; - jewells prift, ob Brs 8r ist und falls nicht,
in der iiblichen Weise so oft eine Leitung zufiigt, bis diese
Forderung erfiillt ist.

3.4 Der Sonderfall einer Uberlaufanordnung UPE II mit zwei
Prioritatsklassen

2.4.1 Die Zustandswahrscheinlichkeiten

Fir den Sonderfall, daB sich der angebotene Verkehr in nur
‘zwei Prioritatsklassen aufteilt, soll hier eine LOsung ge-
zeigt werden, bei welcher sich zunfchst die Zahl der Unbe-
kannten des Gleichungssystems zur Bestimmung der Zustands-
wahrscheinlichkeiten pxﬂ,xQ von (n1+1)(n2+1) auf n,+1 redu-
zieren 14Bt; es ist sogar mdglich, eine explizite Formel fiir
die Verlustwahrscheinlichkeiten B und B2 als Funktion von
A Ag»nq’ > anzugeben, jedoch 1st diese Formel zur numeri-
schen Bestimmung dieser Grofen wegen ihrer Kompliziertheit
wenig geeignet.

In Abb. 7 ist das Zustandsdiagramm dieses Systems aufgezeich-
net. Dabei sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten, d.h. die
Wahrscheinlichkeiten, mit denen ein Zustand X2 %5 innerhalb
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des Zeitelementes dt in einen seiner benachbarten Zustinde
libergeht, auf den Term €dt normiert.

S Ed o ke <5 bl
”2& ”2l "2‘ “2l ZwHA"

>N.,

2 g < [
o) " o2lta
-2 ] *5 (o]
1} A 144,

Abb. 7 Das Zustandsdiagramm der UPE II mit R=2

Dieses Problem wurde fiir den Sonderfall A2= 0 von E. Brock-
meyer /11/ und J. Chastang /12/ geldst. Das vorliegende Prob-
lem mit Ae# O unterscheidet sich von jenem mit A2= 0 lediglich
in dem rechten Rand des Zustandsdiagramms, wenn man A durch A1
ersetzt. Insowelt konnte man die Ergebnisse von /11/ weitge~
hend iibernehmen. Nun geht aber Brockmeyer bei seiner Losung

davon aus, daB zundchst die Zustandswahrscheinlichkeiten Py xo

mit x,=0,7, ... n, gegeben sind und driickt mit Hilfe von em-
pirisch gefundenen (exakten) Formeln alle anderen Zustands-
wahrscheinlichkeiten als Funktion von n4,05,A und den p <2
aus. Die zundchst als bekannt angenommenen Zustandswahr—
scheinlichkeiten po,x2 konnen dann aus dem Gleichungssystem
gewonnen werden, das durch den rechten Rand des Zustandsdia-

grammes in Abb. 7 definiert ist.

Es wird sich aber zeigen, daB die Verwendung der Zustandswahr-
scheinlichkeiten Po , %2 als Anfangswerte filir die Zustandswahr-
scheinlichkeiten p x1, %2 nicht sehr zweckm8Big ist. Es wird
eine LOsung angegeben die auf die Verwendung der Py xo Ver-
zichtet und auf diese Weise einen etwas einfacheren Ausdruck
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fiir die Zustandswahrscheinlichkeiten liefert als es mit der
in /11/ gefundenen Lésung mdglich wire.

Das Zustandsdiagramm (Abb. 7) liefert folgende Gleichungen:
O0£X,€h, O-‘—‘/\’lénz
O+ x,#A) oxg xg = APyr-1,32* (Xl+7)Px1, xz+7+(X7+7)/0x7+1, vz (91)
X4=/‘7.,, 0&){24/—)2

(hy + x; +4) Pz, x2 =A7'/Uf77, x2-1* (x1+1)P/71, x2+7 +A73177-7, Xz (92)

X=t, ,  Xp=h,

(04 12) Lona,na = A1 Pagng -1+ A [Prz-1,nz

mit A=A+A; (o4)
Dazu gehdren die Randbedingungen:

Fa, e =9 (95)

/Ox1, nz+1 =9

Das Gleichungssystem (91),(92),(93) ist ein homogenes System,
dessen Determinante verschwindet. Daher kann im weiteren

Gl. (93) unberiicksichtigt bleiben. Statt ihrer wird die Nor-
mierungsbedingung

14 %

Prr,xz = J (96)

X1=o XZ=0

zur vollstédndigen Bestimmung des Gleichungssystems herangezo-
gen. Es kann aber auch - bei Beriicksichtigung der Tatsache,
daB die Verteilung im Biindel 1 eine Erlangverteilung ist -
die folgende Bedingung Verwendung finden:

#a2

7
z Po,x2 = T, AC (96a)
e 7

i=0

Die Losung des Problems soll in folgenden Schritten ausgefiihrt

werden:

Zundchst wird mit Gl. (91) unter Beriicksichtigung von Gl. (95)
die Losung der Zustandswahrscheinlichkeiten pxﬂ,xZ angegeben,
wobei ny+1 zundchst noch unbekannte Anfangswerte KXE’ welche
nicht mit den Zustandswahrscheinlichkeiten po,xZ identisch
sind, in dieser L&sung enthalten sind, Danach werden mit Hilfe
von Gl. (92) und Gl. (96a) diese n2+1 Anfangswerte bestimmt.

Die Aufldsung von Gl. (91) nach px1,x2 verlangt die Losung
einer partiellen, homogenen Differenzengleichung 2. Ordnung

mit nicht konstanten Koeffizienten und ist daher direkt nicht
ohne Schwierigkeiten anzugeben. Die L8sung dieser partiellen
Differenzengleichung 1d4Bt sich aber umgehen. Betrachtet man

den oberen Rand des Zustandsdiagramms (Abb. 7) mit den Zu-
standswahrscheinlichkeiten pxﬂ,n2’ so erkennt man , daf fiir
Xy =Ny Gl. (91) nur noch eine gewohnliche, homogene Differen-
zengleichung 2. Ordnung darstellt. L&st man diese, so lassen
sich die Zustandswahrscheinlichkeiten px1,n2—1 unter Verwendung
der bereits bestimmten Ldsung fir px1,n2 aus einer wiederum
gewohnlichen, aber inhomogenen Differenzengleichung bestimmen.
Féhrt man in diesem Sinne fort, so ist auf diese Weise allge-
mein pxﬂ,xE als Funktion von nq,ng,A und sz darstellbar., Da-
bei ist Kx2 eine nur von Xo abhingige Grofle, die mit Hilfe der
Gln. (92) und (96a) bestimmt werden kann.

Zur Bestimmung einer geschlossenen Losung fir p nach

x1,x2
Gl. (91) werden erzeugende Funktionen verwendet. ﬁiese sollen

folgendermaBen definiert sein /13/:

SO
¥
uft) = G[/a,”'n} = go Pzt ! (97)
X =

Dabei stellt X5 lediglich einen Parameter dar,

Folgende Beziehungen, die im weiteren von Bedeutung sind und
alle aus Gl. (97) folgen, seien hier kurz angefiihrt:

G (Apd = AG {p] (98)

G {/0,’,( +/92,x} =G [/o,,x} + G[/O,z‘x} 99
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Glps] = Z"G[/DXJ? TR (100)
G{prerd =%'[G[p,(] - 6] , (101)
G[X-/Ox} = f,c%.ggpr (102)

Nun 188% sich Gl. (91) folgendermafBen umschreiben:
XZ'/UM,XZ +[X7'/DX7,X2—A'/DX1—7,xz]
:[/*7*7)f’x1 +7,X2 -A P, v *+ /Xz“"”'/om X271 (912)

Zundchst soll x,=n, gesetzt werden, dann 138t sich Gl. (91a)
mit Gl. (95) und der Abkiirzung

7‘;,’,,,_ = X1"Px1,nz “A'/0x1-7,nz (102)
folgendermafBen angeben:
X2 Per "‘fm,nl :f«\’1+1, M2 (104)

Mit den Gln. (95),(98),(99),(100) und (102) folgt:
G [fx,,mf =T-u'(t) ‘A't'“(f}“"*‘ﬂnxq =t[wt)- A-u)] (105a)

und

G{fﬂﬁ,m] :"Z_[G[fh,nzf ~fona] (105b)
Mit den Gln. (95) und (103) ergibt sich
fons = A Pog o, =0

Setzt man die Gln. (105a,b) in Gl. (104) ein, so findet man
fiir die erzeugende Funktion u(t)

mydl8) + [ () - Ault)] = «'l) - Ault)

Wit (t-1) + ultt) [h,-Al¢-11]= 0 (106)
Diese Differentialgleichung fiir u(t) hat die Ldsung
7 At
ull) = /(m_‘runz ‘e (107)
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Dabei stellt Kn2 die Integrationskonstante dar.

Zur Ricktransformation mufl u(t) in eine Potenzreihe entwickelt
werden. Dazu wird zundchst Gl. (107) umgeformt:

nz At
utt) =Ky, (-1 7= z:)”l e

Danach ergibt sich:

2
U) = Koy (1)L (76) = (5N + ()¢ - ~~J[7+ 40.40...7

=/‘7n(’7}nz‘z ZH)V/ V) AT o (108)
X1=0 V=0

(x -v)/

Vergleicht man Gl. (108) mit (97), so folgt unmittelbar:

Xq
Pama = Hna (1™ D (1)) A
V=0

(x;-)!

X, =V

X, -
nz 1+vy A7
—/\’,71(7) g ) o= (109)

Verwendet man die von Brockmeyer eingefiihrte Abkiirzung

X

x2-1+vy A5V
Swr, vz 22( v )m (110)

V=0

so ergibt sich:

2
Peynz = =7) K SW.HZ

Setzt man nun in Gl. (91) X5 =1n5-1 ein, so 138t sich entspre-
chend Gl. (106) die folgende Differentialgleichung fiir u(t)
angeben, die aber diesmal inhomogen ist:

W@ (1) + ul)[ny-1-A-1)] = /72-/((/7;)-(#,—1 : eAt

Die Losung der homogenen Differentialgleichung ist entspre-
chend Gl. (107):
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Ult) = ctd) —7 . oAt
(¢-1)2-1

Durch Variation der Konstanten C findet man die Losung der
inhomogenen Differentialgleichung fiir u(t):

Cw) =K, , - 22 fm

t-7
S R
utt)=K,, , (¢-172=7 € +(j7;—/f‘—n7j~nz.

Fir X5 = n2—2 folgt:

—C. 7 At
Utt) = C- ey @

C) = Ky p + 25 St et K

-2 VA T (-1)(-2) (¢-1)*

und fir Xy = n2-3 :

Ut) = () g

) = K M-2Z khg—g (/7;_—2)(”2‘1)' /(ﬂ;—‘/ (=2 (n=1) 1y kﬂl

+ =

72-3 T (=) (eq) T (1) (-2) (£-1)F ~1)(-2){-3) (¢-1)3

Daraus ist nun die allgemeine L&sung fiir C(t) und u(t) in
Abhdngigkeit von X, ersichtlich.

M=%z
_ 3 /=X2=V [t2-v . Kna-v
cl) “;:o:(” (nL—XrV) (¢-1) 72 =¥2-Y
und
/72_")(2
=Xz -V [ 7,~Y Knz-v 7 At
ult) = E c1) : Z ’ :
Y (xz ) (¢-1) 7227V (¢-1)* ©
/72-")(2 K
Xz 7=V - At
—fe1) ni-v (111a)
V=o ( X2 (4'f)hz_y ©
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<2 AN
2 At
=) Z(xz) (4-311"6 (1110)
A=Xz

Da obige Herleitung von u(t) nach Gl. (111) nicht vollstindig
ist, muB die Gililtigkeit von Gl. (111) noch bewiesen werden.
Dies ist aber leicht mdglich, indem man zu Gl. (91) die ent-
sprechende Gleichung fir die erzeugende Funktion bildet und in
diese Gleichung u(%t) nach Gl. (111) einsetzt. Es 188t sich
dann zeigen, daB diese Gleichung von u(t) befriedigt wird (s.
Anhang A8).

Zur Ricktransformation von u(t) in Px1,x2 ist wieder die Po-

tenzreihenentwicklung von u(t) notwendig. Diese kann wieder
analog zu Gl. (108) vorgenommen werden:

ult) =(-1)" S (/\)K iﬁ (A—“V */ff—v ¥ (112)
A=X; Y2/ A 5o v (x-v)!

X7=0 =

72

X2 A
Px1,x1, = (-1) £ (XZ)K/\'SM,/\ (113)
=Xz

Unbekannt sind dabel noch die Anfangswerte K, mit A = O,’I,...n‘2
Die Berechnung dieser GrdBen soll zunichst einmal zuriickge-
stellt werden; es werden vorher die Zustandswahrscheinlichkei-

ten Py
im zweiten Bilindel, berechnet.,

und Pyoo also die Belegungsverteilungen im ersten bzw.

3.,4.,2 Die Berechnung der Verteilung Pyq im Primdrbilindel

Die Berechnung von Py 501l nur zur Bestdtigung der Richtig-
keit von Gl. (113) ausgefiihrt werden. Das Ergebnis kann auch
unmittelbar angegeben werden, weil das erste Biindel ein voll-
kommen erreichbares Bilindel darstellt, dem ein Zufallsverkehr
mit dem Angebot A= A,'+ A2 angeboten wird. Somit muR gelten:

X1 [ 22 v

A A
Pxt = %7l/_ o7 (114)
V=0



-69 - -70 -

Es soll nun gezeigt werden, daB Gl. (114) - bis auf einen kon-
stanten Faktor - auch mit Hilfe von Gl. (113) sbgeleitet wer-
den kann. Diese Herleitung soll im Bildbereich der erzeugenden
Funktion ausgefiihrt werden. Es gilt:

Die Ubereinstimmung von Gl. (115) mit Gl. (114) ist gegeben,
wenn man Ko wie folgt bestimmt:

K= 7 (116)

7
v
m ;_—3;! Srn,1
Px1=§ Pt xa
5o

Hierbei zeigt sich nun bereits ein Vorteil der verwendeten
Und mit Gl. (99) und Gl. (111b) Anfangswerte K . Wihrend bei dem hier betrachteten Problem
-~ im Gegensatz zum einfachen Uberlaufproblem bei Brockmeyer -

z 72 keine Zustandswahrscheinlichkeit Po.x2 unter Verwendung der
G{/Omj =G [ E /OX1,XZ} = E G{pwlng bekannten Erlangverteilung fiir p 4 éxplizit angegeben werden
X2=0 2=0 kann, ist es statt dessen bei den gewdhlten Anfangswerten K ,
méglich, den Wert K_ unmittelbar anzugeben.
DS ) e o e g
= (-1) e
Xz=0 A =%z XZ (1~ t))‘ 3.4.3 Die Berechnung der Verteilung p,, im Sekundarbiindel
Es gilt:

Vertauscht man die Summationsreihenfolge von x, und *, so
ergibt sich: #y

p*ﬁz P,z =7 z xz /‘/A E SxM\
X =0 X
G[}%] 2 4 t)" At(ﬁ))a/g) 3

Da aber
At 4 X2 1A I
QZ [1 i € Z (-7) (XZ) E 5x7,A=SX1l,\+1
X2=0 X;=0

Da nun aber ist (/11/ Gl. (10)), ergibt sich fir p,,:

A 2
g(ﬁ “(x,) = -1 P -1 > (QZ)K/\ S, Ava (117)

A=Xy
fiir alle *+ 0 verschwindet und fiir M= 0 gleich 1 wird, verbleibt Legt man durch das Zustandsdiagramm (Abb. 7) eine waagrechte
fir G{qu} Schnittlinie, so folgt aus der Stationaritédt des Prozesses,

G{,U,\q} ==/<O'€At daB di?se Schnittlinie im Mittel genau so oft von oben wie von
unten iiberschritten wird. Daraus folgt aber
Die Riicktransformation ist damit sofort anzugeben: 52 p iy
AX1 X2 1/0/71, X2 -7
Pri=Ho 57 (115)

.
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s
A X2-7 A
P =0T > (2 ) KeS,, (118)

A= )(2"7
fir Xo=7,2, <. Nse
Damit liegen nun zwei Gleichungen vor, welche beide die Be-
rechnung der Pyo gestatten,
3.4.4 Die Berechnung der Anfangswerte sz

Durch Gleichsetzen der Gln. (117) und (118) kann nunmehr
leicht eine Rekursionsformel fiir Kx2 angegeben werden. Die An-
wendung von Gl. (92) eriibrigt sich dabei, da Gl. (118) die Ge-
gebenheiten des rechten Randes des Zustandsdiagramms enthdlt.

A X2-1 & A N
1 - X2
7; (,7} Z (X2'7) k,\'Srn/,\ =(-1) ( XZ)K/\S’”,/\ 1
A=X=1 A=x;
A e A
1 [ X ;E:: 1 [ A
X2, (Xz'7)sz—1'5f74, x2-1 % % X (Xz-1)k/\'5h1,/\ *
=Xz
+/X2) /71 /l+7]'—
3 A
'471/()(2—7'3/71,)4_—7 =‘§ (X[T) K/\[A7Sn1,d *(’\‘Xz+7)5m,f\+7]
X=%,
giltig fir x,=1,2, ... n,.
Daraus ergibt sich:
7 o
Ko == ) KalA;S,,  + (%) S
A1 Sty A= X1 (Xz) ALT A 2) Shydra]

(119)
giltig fir Xg = 0,1,2, ... n2—1.
Die Berechnung der Kx2 kann nun folgendermaBen vorgenommen

werden:
Man setzt zundchst willkiirlich K£2= 1 und bestimmt dann mit
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. (119) die Zahlenwerte fiir Krs_ q» Kfooy ¢+. usw, Im allge-
meinen ergibt sich dann ein KS:#KO. Man findet dann die end-
giltige LOsung:

A *
Ky, = 22 k. (120)

o
* X2
ko

Es soll nun noch eine geschlossene Lésung fiir sz angegeben
werden, wenn auch diese fiir die Praxis belanglos ist, da die
numerische Berechnung der sz nach dieser LOsung #duBerst um-
stdndlich wire.

Fihrt man zundchst die Abkiirzung

(,\ ) A1Smp+(A-X)Shs 441 (121)
XZ /475/74, Xz

=~

ein, so ergibt sich mit Gl. (119):
Fz.
szzz /CA_

A= Xz+7

s

Xz

Daraus folgt unmittelbar die explizite Formel fiir KXE:

7 Az 72
2 D Famd 7
2 A2,A7 Ahzoxz Ana-xz-
K)(z=l_. M=XertT T XAt Amaxahmwa e 2 XEAN2xz-1

S/717 2 2 22
(PR N WD S— N
-

Anz =Anzy* 7
giiltig fiir x;=0,1, ... ny-1. (122)

In den Gln. (122) und (123) muB noch zusdtzlich vereinbart
werden, daB alle Summen, welche einer Summe mit oberer und
unterer Grenze n, folgen, gleich 1 gesetzt werden miissen.

Fir X5 = Ny gilt:

7
K= s

Z
Ty
/‘10 :A21A1 :I\hz /\nz -1
M=1 Anz=Anp-1+7

(123)
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3.4.5 Die Berechnung der Verlustwahrscheinlichkeiten B1 und B2

Der Verlust B2

Ein Ruf der Klasse 2, also ein Ruf aus dem Angebot A2 wird
dann abgewiesen, wenn alle n, Leitungen des Primirbiindels
belegt sind. Die Wahrscheinlichkeit fiir diesen Zustand ist
aber Py fir X4 =0, d.h.

Bz_ =£’71 (A) (’124)
Der Verlust Bq

Ein Ruf der Klasse 1 geht nur verloren, wenn er im Zustand
(nq,ne) einfallt. Daher gilt:

By =F%1,h1
und mit Gl. (113)

B7=(—7)h2‘/(nz'5n7l nz (’125)

Wobei K_, nach den Gln. (119) oder (123) bestimmt werden kann.

5.5 Ein System mit priorititsabhingiger Zahl von Suchschrit-
ten fiir Wahlereinrichtungen ohne feste Ruhestellung

Gegeben sei ein Leitungsbiindel mit n Leitungen. Jede Priori-
tétsklasse sucht die Leitungen diese Biindels zufallig ab, d.h.
von keiner festen Ruhelage aus. Die zul#ssige Anzahl von Such-
schritten soll dabei aber von der Priorititsklasse abhingen.
Es s0ll gelten:

k 2kr>kr+1 mit r=2,%, ... R; k

R+1 ™ 0.
Die Berechnung der interessierenden Verlustwahrscheinlichkei-
ten ist bei diesem System sehr einfach durchzufiihren.

-1

Trifft ein Ruf in den Zustand "x Leitungen belegt" ein, so
ist die Wahrscheinlichkeit, daB die erste abgesuchte Leitung
belegt ist

p=3z
Die Wahrscheinlichkeit, daB bei kr aufeinanderfolgenden Such-
schritten, welche im Zustand "x Leitungen belegt" ausgefiihrt

-4 -
werden, keine freie Leitung gefunden wird, ist
_X X1 X-2 . X—kr7 - (,(5»») -G (126)
Pr =" 7 hn-32 h—kt7 (/7) ry X
kr
Mit der Abkiirzung
R
ax=§ Al1-6,,] (127)
r=7

ergibt sich die folgende Rekursionsformel fiir die Zustands-
wahrscheinlichkeiten Py

CZ,(-/b)(=(>(+1)-/¢9X+7 (128)

Die Losung von Gl. (128) 1Bt sich aber unmittelbar angeben:

x-7
/DX:/%W—CQ':L/ (129)

=0

Aus der Normierungsbedingung

A
Z/’Dx: 7
X=0

folgt nun
7
/bo = # / J-7 (130)
Z‘7"// ay
J=0" =0

Die Gleichungen (129) und (130) gestatten, die gesuchten Ver-
lustwahrscheinlichkeiten Br anzugeben.

B.=)  py6iy (131)

Die Aufgabe, bei gegebenen Angeboten Ar und vorgeschriebenen
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Verlusten 6r die Gesamtleitungszahl n und die Erreichbarkei-
ten kr zu bestimmen, stoB8t hier auf Schwierigkeiten, da prin-
zipiell auch kq< n sein kann und somit ein weiterer Struktur-
parameter existiert. Wahlt man aber (sinnvollerweise) k,=n,
so 188t sich kein Algorithmus entsprechend demjenigen aus
Kap. 3.2 angeben, weil dann die Ungleichung (88) nicht mehr
gilt, diese aber Voraussetzung fiir die Anwendung dieses Algo-
rithmus ist.

So wdre es daher notwendig, einen wesentlich komplizierteren
Algorithmus zu entwickeln. Es hat sich aber durch numerischen
Vergleich dieses Systems mit den bisher betrachteten Systemen
gezeigt, daB letztere stets einen geringeren Gesamtverlust
bei gleicher Gesamtleitungszahl n und gleichzeitig eingehal-
tenen Forderungen Brs Sr aufweisen, so daBl dieses System prak-
tisch ohne groBe Bedeutung ist.

3.6 Die Bilindelteilung nach Prioritdtsklassen

Wird einem vollkommen erreichbaren Biindel mit n Leitungen ein
Verkehrswert A angeboten, so ist die Zahl der Verlustrufe

stets kleiner als wenn dieses Angebot in zwei oder mehrere
Anteile aufgeteilt wiirde und diese jeweils fiir sich n, Leitun~
gen absuchen, wobei die Summe aller o, gleich n ist. Trotzdem
kann unter gewissen Umstdnden, wenn Aréch und SrG:SQ fiir r<q
gilt, eine Blindelaufteilung nach Prioritédtsklassen zu Leitungs-
ersparnissen gegeniiber einem System ohne Priorit#dten fiihren,
bei welchem die einheitliche Verlustwahrscheinlichkeit 84 bAVES
grunde gelegt werden mufB, '

Die Berechnug der Teilbiindel ist &uBerst einfach, da
Br= Epn, (Ay)

ist und zur Berechnung der n  vorhandene Tafelwerke /2/ ver-

wendet werden kodnnen.

Wie jedoch die Diagramme 8e, 9e und die Tabellen 2 und 3 zei-
gen, ist, verglichen mit den bereits behandelten Verfahren,
die Biindelteilung am unwirtschaftlichsten, solange ausschliefB-
lich die Gesamtzahl n der Abnehmerleitungen als Vergleichskri-
terium mafigeblich ist. Wie jedoch in Kap. 3.7 gezeigt wird,
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kann bei speziellen Koppelanordnungen die Biindelteilung zweck-
mdBig sein, wenn die Zahl der Koppelpunkte fiir die Auswahl
eines wirtschaftlich optimalen Systems ausschlaggebend ist.

3.7 Vergleichende Betrachtung der Systeme mit Prioritédten
ohne Unterbrechung bestehender Belegungen

Fir die Einfiihrung von nichtunterbrechenden Priorititen im
Fernsprechverkehr stehen nun die in Kap. 3.2 bis 3.6 geschil-
derten fiinf verschiedenen Systeme zur Verfiigung. Fir die Aus-
wahl dieser Systeme sind drei Kriterien maBgebend: Der durch
die Einfiihrung von Prioritdten bedingte, zusitzliche Aufwand
an Steuerung der Koppelanordnung, die bei vorgegebenen Ange-
boten und vorgeschriebenen Verlusten bendtigte Gesamtleitungs-
zahl und der Bedarf an Koppelpunkten.

Die Uberlaufanordnungen UPE I und II sowie die Biindelteilung
zeichnen sich dadurch aus, daB sie keinerlei zus#itzlichen Auf-
wand an Steuerung bendtigen. Die Prioritdtsklasse liegt dabei
aber fiir jede Zubringerleitung fest.

Das System mit belegungsabhingigem Zugriff und das System mit
prioritédtenabhingiger Zahl der Suchschritte bendtigen eine zu-
sdtzliche Steuerung. Bei ersterem System muB dariiber hinaus
stets der momentane Belegungszustand ausgewertet werden, da es
von diesem abhingt, ob ein Ruf abgewiesen wird. Die Priori-
tédtsklasse kann der Steuerung fiir jeden Ruf iibermittelt werden
und mufl bei beiden Systemen nicht der betreffenden Zubringer-
leitung zugeordnet werden.

Sind die Leitungskosten im Verh#ltnis zu den Kosten der Kop-

pelanordnung klein, z.B. dann, wenn es sich um interne Biindel
innerhalb einer Vermittlungsstelle handelt, sind Systeme ohne
zusdtzliche Steuerung und mit wenig Koppelpunkten zu wahlen.

Im Fernverkehr, wo die Kosten der Leitungsbiindel ausschlagge~
bend sind, ist in jedem Fall dasjenige System zu bevorzugen,

welches die geringste Anzahl an Leitungen bendtigt.

Es gilt daher zu untersuchen, welches der oben angefiihrten
Systeme bei vorgegebenen Angeboten und vorgeschriebenen Ver-
lusten die niedrigste Anzahl von Abnehmerleitungen bzw. die
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geringste Anzahl von Koppelpunkten bendtigt. Wenn die Zahl
der Abnehmerleitungen gleich sein sollte, kann dariiber hinaus
der sich ergebende Gesamtverlust

R
Ar- 5,»
Bges =E -
r=7 ZA

als zusdtzliches Kriterium fir die Auswahl eines Systems he-
rangezogen werden.

Da geschlossene Lésungen nicht fiir alle Systeme vorliegen und
auch die vorliegenden, geschlossenen Ldsungen nicht nach der
Leitungszahl n aufldsbar sind, wird diese Untersuchung anhand
der numerischen Auswertung einiger charakbteristischer Beispie-
le durchgefiihrt.

Bestimmt man die Gesamtleitungszahl n als Funktion von Aq,Ag...
51,52... und wihlt man n als Vergleichskriterium fiir die Giite
eines Systems, so treten zwei Probleme auf: Erstens ist die
Berechnung von n fiir UPE I und das System mit priorititenabhin-
giger Zahl der Suchschritte nur auf komplizierte Weise méglich
und zweitens muBl ein System, das fiir bestimmte Werte der Ver-
kehrsparameter A,],A2 ...,81,82, -.. mehr Leitungen als ein an-
deres System bendtigt, nicht unbedingt fiir andere Werte dieser
Parameter ungilinstiger sein als letzteres. Der Grund liegt da-
rin, daB ein System bei welchem sich alle Verluste BrQ’Sr rea-
lisieren lassen, oft weniger Leitungen bendtigt bzw. bei glei~
cher Leitungszahl einen geringeren Gesamtverlust besitzt als
ein anderes System, bei welchem sich die meisten Verluste nur
mit Werten B < §_ realisieren lassen.

Der Vergleich der Systeme wurde nun auf folgende Weise durch-
gefiihrt:

In den Abbn. 8a bis 8e sind fiir alle fiinf Systeme bei einheit-
licher Leitungszahl n=10 (bzw. n=30 in den Abbn. 9a bis 9e)
die Verluste B,,,B2,Bges fir zwel Prioritdtsklassen bei jeweils
vorgegebenen Angeboten aufgetragen. Auf der Abszisse ist bei
der UPE I die Leitungszahl D, = n-n, aufgetragen; bei anderen

Systemen eine jeweils entsprechende Grdfe.,
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Abb. 8a. Die Verlustwahrscheinlichkeiten B4 und B, bei be-
legungsabhéngigem Zugriff in AbhiZngigkeit von der
Leitungszahl ny mit ng+n, = 10, A4 = 1, As = 7.
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Abb., 8b, Die Verlustwahrscheinlichkeiten B1 und 32 bei

UPE I in Abh#ngigkeit von der Leitungszahl no
mit nq+ns = 10, Aq =1, A2 = 7.
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Abb. 8c., Die Verlustwahrscheinlichkeiten B4 und B, bei
UPE II in Abhingigkeit von der Leitungszahl ng
mit n1+n2 = ’IO, A»] = 1, A2 = 7.
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k2 mit n,]+n2 = /‘O, A,] = 1, A2 = 7.

Abb. 8e. Die Verlustwahrscheinlichkeiten B4 und B, bei der
Bindelteilung in Abhé&ngigkeit von der Leitungs-

zahl n, mit nq+np = 10, Ay =1, Ay = 7.




T B = — :\
— S~
* \.\\\\\\\\\~
~
-
~
B
10
1
BELEGUNGSABHANGIGER
ZUGRIFF
01
0 10 15
Abb, 9a, Die Verlustwahrscheinlichkeiten B, und B. bei be-

mit n,+n

legungsabhangigem Zugriff in Abhdngigkeit von der
Leitungszahl n,

1772

- 30, A

100

10

O1

Abb. 9b., Die Verlustwahrscheinlichkeiten B, und B, bei
UPE I in Abhdngigkeit von der Leitungszahl n
nit n,1+n2 = 30, A,l =4, A

-84 -

-

D

90---000 @ P
G >
N

UPE I

30



100

-85~

10

01

Abb, 9c. Die Verlustwahrscheinlichkeiten Bq und B2 bei
UPE II in Abhingigkeit von der Leitungszahl n
mit n,tn, = 30, Aq = 4, A2 = 20.

UPETIT

15

20

1

- 86 -

10 E

PRIORITATEN ABHANGIGE
| [
ZAHL DER SUCHSCHRITTE

o1

Abb. 9d. Die Verlustwahrscheinlichkeiten E1 und B2 beim
System mit prioritédtenabhingiger Zahl der Such-
schritte in Abhangigkeit von der Erreichbarkeit
k2 mit n,]+n2 = 30, A1 = 4, A2 = 20,
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System 61 31 B2 zges n o2 Ko. Pkte
% * % Ky X k11 2

0,1 0,04 33,7 29,5 10 7 10 7

Belegungs~ 0,2 0,04 33,7 29,5 10 7 10 7
abhdngiger 0,5 0,25 25,7 22,5 10 8 10 8
Zugriff 1,0 0,25 25,7 22,5 10 8 10 8
2,0 1,70 18,7 16,5 10 9 10 9

0,1 0,05 47,4 41,5 6 4 10 4

0,2 0,14 42,5 37,2 5 5 10 5

UPE I 0,5 0,14 42,5 37,2 5 5 10 5
1,0 0,% 33,2 29,1 4 6 10 6

2,0 1,76 25,3 22,3 3 7 10 7

0,1 0,08 39,0 34,1 6 4 10 6

0,2 0,08 39,0 34,1 6 4 10 6

UPE 1II 0,5 0,31 30,8 27,0 7 3 10 7
1,0 0,31 30,8 27,0 7 3 10 7

2,0 1,15 23,6 20,7 8 2 10 8

Prior.- 0,1 0,00 100,0 87,5 10 0 10 0
abhingige 0,2 0,16 47,1 41,2 10 1 10 10
Zahl der 0,5 0,16 47,1 41,2 10 1 10 10
Suchschr. 1,0 1,00 33,0 29,0 10 2 10 10
2,0 1,00 33,0 29,0 10 2 10 10

0,1 0,05 52,7 46,2 6 4 6 4

Biindel- 2,2 2,25 Zg,? ;6,2 6 4 6 4
teilung 5 0,31 5 37,2 5 5 5 5
1,0 0,31 42,5 37,2 5 > 5 5

2,0 1,54 33,1 29,2 4 6 4 6

0,1 0,09 0,09 0,09 18 18 18 18

ohne 0,2 0,09 0,09 0,09 18 18 18 18
Priori- 0,5 0,45 0,45 0,45 16 16 16 16
taten 1,0 0,91 0,81 0,91 15 15 15 15
2,0 1,72 1,72 1,72 14 14 14 14

Tabelle 2 : Vergleich der Systeme mit nichtunterbrechenden

Prioritaten. A1 = 1, A2 = 7, 0, + D, = 10,
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System 81 B1 Be B es D4 ) Ko. Fkte

% % % %g k, k. Kl1.1 2

0,7 0,02 9,57 7,98 30 27 30 27

Belegungs- o > 012 7,63 6,37 30 28 30 28

abhdngiger o5 012 7,63 6,37 30 28 30 28

Zugriff 1,0 0,69 5,88 5,02 30 29 30 29

0,17 0,10 15,94 413,30 10 20 30 20

UPE T 0,2 0,10 15,94 13,30 10 20 30 20

0,5 0,43 10,94 9,19 8 22 30 22

1,0 0,75 9,01 7,63 7 23 30 23

0,1 0,05 12,33 10,28 25 5 30 25

opE 11 9,2 0,13 10,22 8,54 26 4 30 26

0,5 0,33 8,33 6,99 27 3 30 27

1,0 0,81 6,67 5,69 28 2 30 28

Prior.- 0,1 0,08 17,12 14,28 30 5 30 30

abhingige 0,2 0,15 14,57 12,18 30 6 30 30

Zahl der 0,5 0,38 11,16 9,36 30 8 30 30

Suchschr. 1,0 0,83 8,28 7,06 30 11 30 30

0,17 0,06 22,12 18,44 12 18 12 18

Biindel- 0,2 0,19 18,89 15,77 11 19 11 19

teilung 0,5 0,19 18,89 15,77 11 19 1 19

1,0 0,53 15,89 13,33 10 20 10 20

0,1 0,07 0,07 0,07 40 40 40 40

ohne 0,2 0,72 0,12 0,12 39 393 33 39

Priori- 0,5 0,49 0,49 0,49 36 36 36 36

taten 1,0 0,75 0,75 0,75 35 35 35 35
Tabelle 3 : Vergleich der Systeme mit nichtunterbrechenden

Prioritaten. A, = 4, A2 = 20, n, + n, = 30.
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Man kann nun verschiedene Werte 81 vorschreiben und jeweils
Bq, B2 und Bges bestimmen. Der Wert fiir B2 oder Bges stellt
dann ein Vergleichskriterium dar.

In Tabelle 2 sind die berechneten Strukturparameter und die
sich ergebenden Verluste fir A1= 1, A2= 7, n="10 und in Ta-
belle 3 diese Werte fiir A1=n4, A2= 20, n= 30 eingetragen.

Es zeigt sich dabei, daB in jedem Fall das System mit bele-
gungsabhdngigem Zugriff den kleinsten Gesamtverlust Bges zZu
realisieren gestattet. Dieser Vorteil muB aber durch einen be-
achtlichen Aufwand an Steuerung erkauft werden. UPE II besitzt
zwar stets geringfiligig hohere Gesamtverluste, sie zeichnet
sich aber aus durch eine geringere Anzahl von Koppelpunkten
fir Klasse 2 und durch die Tatsache, daB sie keinerlei zusitz-

lichen Aufwand fiir die Steuerung der Koppelanordnung bendtigt.

Daher sind diese beiden Systeme am geeignetesten fiir die Ein-
fihrung von nichtunterbrechenden Prioritdten in Verlustsyste-

men, wenn auf eine minimale Anzahl von Abnehmerleitungen Wert
gelegt wird.

Ist die Zahl der bendtigten Koppelpunkte maBgebend, so kann
aber auch die Biindelteilung nach Priorititsklassen sinnvoll

sein, wie an folgendem Beispiel gezeigt werden soll:

An eine Konzentratorstufe mit anschlieBender Richtungswahlstu~
fe wird ein Verkehr angeboten, welcher sich in zwei Klassen
aufteilt. Klasse 1 soll fiir ein Angebot A1= % einen Verlust
81= 0,1 %, Klasse 2 soll fiir ein Angebot A, =15 einen Verlust
8,=3,6 % nicht iiberschreiten. Die Zahl der Zubringerleitun-
gen sei q, = 60, a5 = 240,

Die anschlieBenden Richtungswahlstufen haben 10 Richtungen

nit je 10 Koppelpunkten pro Richtung, also kgesx 100,

In Tabelle 4 sind fiir das System mit prioritédtenabhingigem Zu-~
griff (1), fir die UPE I (2) und II (%) sowie fiir die Blindel-
teilung (4) die berechneten Leitungszahlen, die Verluste und
der Koppelpunktbedarf fiir die Konzentratorstufe angegeben,

Die Leitungszahl nach der Konzentratorstufe und damit die Zahl
der notwendigen Gruppenwahlstufen hingt von dem verwendeten
System ab. In der Spalte "Koppelpunktbedarf" ist daher noch
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derjenige Mehrbedarf an Koppelpunkten beriicksichtigt, der,
verglichen mit dem System mit belegungsabhingigem Zugriff,
durch zusdtzliche Gruppenwahlstufen verursacht wird.

In der Zeile (5) sind zum Vergleich die Daten der Konzentra-
torstufe angegeben, wenn keine Prioritidten eingefiihrt werden.

B B
2 s %2 %ges Koppelpunktbedarf

(1) | 27|25 0,032 2,78 | 2,33 | 27-60+25-240

7 620

(2) 7121]0,100]| 3,25 2,73 28-60+21-240+100 = 6 820

(3)| 24| 3|0,049{ 3,53 | 2,95 | 27.60+24-240 = 7 380

(4)| 10|21 {0,081 3,15 2,63 10-60+21-240+400 6 040

(5)132|32|0,085| 0,085| 0,085| 32:60+32-240+500 = 10 100

Tabelle 4 Beispiel fiir den Koppelpunktbedarf einer Konzentra-
torstufe fir die verschiedenen Systeme mit nichbtun-
terbrechenden Prioritidten.

3.8 Die ndherungweise Berechnung der Systeme UPE I und UPE II
nach dem Streuwertverfahren

Fir die Uberlaufanordnungen UPE I und II existieren gute Nihe-
rungsverfahren zur Berechnung der Verluste bei vorgegebenen
Angeboten und vorgegebener Struktur der Koppelanordnung, deren
Grundlage das aus der Literatur bekannte Streuwertverfahren
ist /14,15/. Die Anwendung dieses Verfahrens ist besonders
dann sinnvoll, wenn entweder die Teilbiindel der Koppelanord-
nungen unvollkommen erreichbar sind oder die angebotenen Ver-
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kehre keine Zufallsverkehre sind /9,16,17,18,19/.

In den Abbn. 10a und 10b sind fiir die UPE I und II die nach
dem Streuwertverfahren berechneten, zu den Abbn. 9b und 9¢ ana-
logen Kurven aufgezeichnet. Die exakten Werte (+) sind zum
Vergleich ebenso eingetragen. Man sieht, daB das Streuwertver-
fahren insbesondere fiir die interessierende UPE II eine gute
Ndherung zur Berechnung der Verluste darstellt.
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4. Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt Vermittlungssysteme, in denen
allen Rufen eine bestimmte Prioritdt zugeordnet wird. Es wer-
den zwei Moglichkeiten untersucht, diese Priorititen zu reali-
sieren:

a) Ein Ruf, der ein vollbelegtes Biindel antrifft, kann eine
Belegung einer niedrigeren Priorititsklasse unterbrechen,
so daB diese zwangsweise beendet wird; der eingetroffene
Ruf der hoheren Prioritédtsklasse belegt die freigewordene
Leitung.

b) Jede Priorititsklasse kann eine gewisse Zahl von Abnehmer-
leitungen absuchen. Dabei nimmt mit zunehmender Dringlich-
keit die Zahl der absuchbaren Leitungen zu. Die Prioritdt
wirkt sich dann in unterschiedlichen Verlustwahrscheinlich-
keiten aus; es werden jedoch keine Belegungen unterbrochen.

Es werden fiir ein System mit n vollkommen erreichbaren Leitun-
gen und unterbrechenden Prioritédten fiir eine beliebige Priori-
tédtsklasse die Wahrscheinlichkeiten fiir Verlust und Unterbre-
chung sowie die Belastung Y angegeben.

Fir die Unterbrechungsdisziplinen "der zuletzt eingetroffene
Ruf wird zuerst unterbrochen" und "der zuerst eingetroffene
Ruf wird zuerst unterbrochen" wurden die Belegungsdauervertei-
lungen fiir alle Rufe einer Klasse bestimmt. Aus dieser Vertei-
lung werden die Belegungsdauerverteilungen bezogen auf dieje-
nigen Belegungen, die erfolgreich endeten bzw. auf diejenigen,
die unterbrochen wurden, berechnet.

Iir die Disziplin "die Auswahl des zu unterbrechenden Rufes
erfolgt zufallig" wird ein Ldsungsweg zur numerischen Berech-
nung dieser drei Belegungsdauerverteilungen angegeben.

Es zeigt sich, daB bei allen drei Disziplinen keine der Bele-
gungsdauerverteilungen eine negativ-exponentielle Verteilung
ist, und auch die Mittelwerte dieser Verteilungen ungleich
derjenigen sind, welche man im System ohne Unterbrechungen er-
halten wilirde.

Zur Realisierung von nichtunterbrechenden Prioritidten werden
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finf verschiedene Mdglichkeiten vorgeschlagen, von denen sich
eine Uberlaufanordnung und ein System mit belegungsabhingigen
Zugriff als fiir die Praxis geeignet erweisen. Aber auch eine
Biindelaufteilung nach Prioritdtsklassen kann in bestimmten Fil-
len, bei denen ein minimaler Koppelpunktbedarf angestrebt wird,
praktische Bedeutung haben.

Fir diese Systeme werden Verfahren angegeben, welche es erlau-
ben, fiir vorgegebene Angebote und vorgegebene Verluste die
Struktur des Systems mit einer minimalen Leitungszahl zu be-
rechnen.
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A1, Losung der Differenzengleichung fiir do v
b

Aus Gl. (30) folgt fiir w=0

Do,veg = (v+2 A7) Ao, ver * (V1) ‘Ardo,y = O

Durch teilweises Ausmultiplizieren des mittleren Termes ge~-
winnt man

[do,wz - (\”'2)'%,\)7«4] :’41[03,%«7 - (V+7)do/\1]

Setzt man den linken Klammerausdruck gleich fo yaq? SO
'Y Ed
stellt der rechte Klammerausdruck fo v dar und es verbleibt
k]
auf diese Weise eine homogene Differenzengleichung fiir fo

W
von nur noch erster Ordnung:

7&\,” =A7-/g'\, (81.1)  mit ]glvzqg,vﬂ -(vﬂ)dorv(m.g)

Die Losung dieser Differenzengleichung ist aber sofort anzu-
geben:

v
]g,v =£o '/47

Mit fo,o = do,1 0,0

ﬁy =Ad+7 (41.3)

Setzt man Gl. (A1.3) in (A1.2) ein, so erhdlt man jetzt

eine inhomogene Differenzengleichung fiir do o welche wie-
b

derum von erster Ordnung ist:

1
o
]

1+ A1 - 1= 4, folgt aber

KByyer = (V1) = AV (41.4)

Diese inhomogene Differenzengleichung kann nun in zwei
Schritten geldst werden. Zunichst soll die homogene Dif-
ferenzengleichung

dol v+l T (v+1) Og,v =0

geldst werden. Diese Ldsung ist unmittelbar anzugeben:
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Zur LSsung der inhomogenen Differenzengleichung setzt man
Jjetzt

C{),v :/70,>3V~/ (41.5)
und fiihrt diesen Ausdruck in Gl. (A1.4) ein:

Fopug - (V)] = (vea) i vl = 4777

V7
A —h =
9V T oV T (veq)]
Hieraus folgt wiederum:
Y AA
— Ay .
ho,v = Al mit /)o,o= O-/'C/O,o: 7
A=o0
und weiterhin mit Gl. (A1.5)
vV
A
A
Ao,y =V./§ oY (41.6)

A.2 Ableitung der Rekursionsformel fir dﬁ y fur ﬁ)O
*
Es gilt nach (30):

Cé/a,wz—(v*z"’q’) dé‘ (V1 +(V*7)'A7déx,v = dgx~1,v+7 (30)

Es soll nun dV‘ﬁV” als eine bekannte — in einem vorherge-
henden Schritt berechnete — Funktion betrachtet werden.
Dann ist es aber mdglich, eine Rekursionsformel fir & W
anzugeben. Mit der Kenntnis von do,v nach Gl. (A1.6) kann
damit jedes dtmv berechnet werden.

Gleichung (30) 148t sich nun wiederum umformen:

[d[A,V-#z - (V+l)dﬂ '\;4_7] “/47[0/ ,V+1_(V+7)dﬂ,\)]2 C/La

=1, V1
(42.1)
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Es so0ll wieder
024,\)1"‘7 - (V+7)dé4'v =f(;(lv (A2.2)

gesetzt und zundchst die homogene Differenzengleichung

]?4,\71'4 _A7 7240) = O

gelSst werden.
Diese Losung ist aber unmittelbar anzugeben:

tLy =ﬂ4:

Zur Losung der inhomogenen Differenzengleichung erweist
sich folgender Ansatz als geeignet:

(A2.3)

v

];u,v =9£u'v 'A'I

Setzt man nun G1.(42.3) in die aus Gl. (A2.1) folgende in-
homogene Differenzengleichung

]?,V-m -4 'fgu’v = d(a—-r , V1
ein, so ergibt sich:

V+1 Vg

96‘:"*" A Ay '5(5‘;\’ = oé“*hvv'—»r

Gper,v e (42.4)

Eiu;v+1'—f%upi== A

Aus den Gln. (A2.3) und (42.2) folgt nun:

— fg,v _ G('A,vﬂ_("'f‘UQEav

Jew =y~ Ay
Mit den Randbedingungen nach Gl. (29) gilt
364’\;:;1% fir V= fu-1
h

und
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Juv = 0 fiir V& -2

Damit ist also der Term g, .4 der erste Term, welcher bei
wachsendem v von Null verschieden ist und wird daher zweck-
miBigerweise als Anfangswert von g?”’ in Gl. (A2.4) verwen-
det. Damit kann nun die LOsung dieser Gleichung angegeben
werden

v
d_g-ﬂ A
9{4,\: 22 y U .?Cu,(u-v
A=g A1
Da nun Bprip-t = «%F-ist, 148t sich dieser Term in die Summa-

AL

tion einbez;ehen.
Y. d,
-1 A
Guy= E A7
A=u-1 1

Daraus folgt mit Gl. (A2.3)

Y—
/?«v =A7V‘ _(‘__.';ff‘ (A2.5)
' A=spa-1 A1

Gleichung (A2.5) eingesetzt in Gl. (42.2) liefert:

v
v § dﬂﬂ,/\
dﬁal\’f" _(V'f*")dé‘,y =A7 ’ A)‘ (A2'6)
Aﬂﬂ-7 1
Die zu Gl., (42.6) gehdrende homogene Differenzengleichung
d{l,\?*’- (\)1'“1)0?,”v =0

besitzt die Liosung
Dy =v/

Es so0ll wiederum

Duy =iy V! (42.7)
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gesetzt werden und in Gl. (A2.6) eingefiihrt werden

v
v cly,.
Fuspag +1] = (va1)- by v = A7 > —4
A:lu_1 1
v
A iy _ /4:' § d,u-v,/{
ﬂlv+1 d"‘lv —(V-O-f)!,\: = A’A
Aus den Gln. (29) und (A2.7) folgt:
h(‘,v = 0 fir vs(mund ht"" = % fir V=@os
somit wird
v-1 k K
A Apeer,
by =)o) et p
1 / A ’]
¢ oo K1) et (2

Der Term hf“ﬁ =£% kann fir k= @—1 in die Summation einbezo-

gen werden. Dann folgt mit Gl. (42.7)

V-1 k K
d v:_y!% A ’ E f&'x"_" (42.8)
[UI P ~1(/<+7), Fvorw A1

A.? Beweis, daB alle Nullstellen des Polynoms Dn(s) nega-
tiv-reell und einfach sind

Aus Gl. (34) folgt zunichst, daB alle Koeffizienten dun
des Polynoms Dn positiv sind. Daraus folgt aber unmittelbar,
daBl das Polynom Dn keine positive Nullstelle besitzen kann,
und damit filir s>0 stets auch Dn>0 ist.

Fir den Beweis, daB die Nullstellen von Dn weder komplex

noch mehrfach sind, wird zundchst folgende Annahme getroffen:

a) Annahme:

Die Polynome Dy und Dy,.4 haben nur negativ~reelle, einfache
Nullstellen. Diese sollen so gelegen sein, daB jeweils zwi-~
schen zwei benachbarten Nullstellen S,y und sH”N+4(fﬁr

p= 1,2, +«.. Vv ) des Polynoms Dy,1 genau eine Nullstelle Sy
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des Polynoms D, liegt. Es soll also gelten:

Séaw, ver “ Suy £ Sp,vrr LTy
b) Behauptung:
Unter dieser Annahme hat dann Dy,, auch nur negativ-reelle
Nullstellen, wobei diese wieder jeweils zwischen zwei be-
nachbarten Nullstellen genau eine Nullstelle des Polynoms
Dy+s einschlieBen,

s <S <$S =4

T, V2 M VT MY 2 /a 12, V*1
¢) Beweis:

Gleichung (26b) lautete:

Dy,y = (s+v+2 + A1) Dypg = (v+1)-A, Dy,

Bei denjenigen Funktionswerten fiir s, flir welche D
wird, folgt aus Gl. (26b)

yet = O

Dv+l=‘/41|/\/+'/) D, A= VT

®= Sk e

und daraus ergibt sich:

Sigh D‘r’*l(sé&,vw) = -—sr'gn DV (Sé‘,V‘*") (A%.1)

Weiterhin folgt aus dwy >0, daB D,(s30) > O ist. (43.2)

AuBerdem ist nach Gl. (31) d,, = 1, also sind fir S —oe
gerade Polynome positiv, ungerade negativ. (43.3)

Das Folynom D, hat . unter der getroffenen Annahme zwischen
jeder Nullstelle von D,,.s genau eine Nullstelle; da diese
aber nach Voraussetzung alle einfache Nullstellen sind,
kann eine Nullstelle immer nur ein Schnittpunkt, nie aber
ein Berihrpunkt der Polynome mit der s-Achse sein. Daher
wechselt das Vorzeichen der Polynome Dy, D,,.snach jeder

Nullstelle S,w bzw. S, vege

Damit folgt aus Gl. (43.1), daB an den y+1 Nullstellen des
Folynoms D,,; das Polynom Dy, im Vorzeichen abwechselnde
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von Null verschiedene Funktionswerte besitzt. Daraus folgt
nun, daB das Polynom D,,, jeweils zwischen zwei benachbar-
ten Nullstellen des Polynoms Dy.s mindesdens einen Schnitt-
punkt mit der s-Achse aufweist und somit zwischen den v +1
Nullstellen von Dy.s mindesdens v reelle Nullstellen von
D4z liegen.

Abb. A1. Zum Beweis A3,

Es sei s,, die am weitesten rechts liegende Nullstelle von
D, (Abb, A1). Mit s>s4, ist D,>0 wegen (A3.2). Anderseits
muB nach Voraussetzung rechts von sy, noch eine Nullstelle
Sy1,peq desS Polynoms Dy.s liegen, da sich alle Nullstellen Spe.v
zwischen jeweils zwei Nullstellen von D,,, befinden sollen.
An dieser Nullstelle ist aber D,>0 und somit muB wegen
(A3.1) Dy,, <O sein. Da nun fiir positive Werte von s auch
das Polynom D,,, positiv ist, folgt, daB zwischen s,,y.,und
s =0 mindestens eine reelle Nullstelle von D,,, liegen muB.

Es sei ferner s,, die am weitesten links liegende Nullstel-
le von D,., Fir s<s,, ist D, negativ (positiv), wenn der
Grad von D, ungerade (gerade) ist. Anderseits muB voraus-
setzungsgemd auch hier wieder links von Sy.,, noch eine
Nullstelle s,.4,y«¢ des Polynoms D,,., liegen. An dieser Stelle
ist Dy,, nach (A2.1) positiv (negativ), wenn D, ungerade
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(gerade) ist. Wenn aber D, ungerade (gerade) ist, dann ist
es auch das Polynom Dy.z . Das bedeutet aber, daB an dieser
Nullstelle sSy.qp+r das Polynom Dy, stets das entgegengesetz-
te Vorzeichen wie der Wert dieses Polynomes flir s+ -oo be-
sitzt. Somit muB zwischen s,,.4,.,und s-= ~oe noch mindestens
eine Nullstelle des Polynoms Dy+y liegen.

Die Bilanz der Nullstellen ergibt aber, da das Folynom Dy.,
vom v+2-ten Grade ist und somit genau v+2 Nullstellen be-
sitzt, daB zwischen den v+1 Nullstellen des Polynoms Dysq
genau v einfache, reelle Nullstellen des Polynoms Dy, lie-
gen und daB dieses Polynom bel =o0o0<s<{Syuqyp.sund s, , <s<0
jewells genau eine einfache, reelle Nullstelle besitzt.

Damit liegen nun aber die Nullstellen von Dy,, so, daB die-
se Jjewells ihrerseits genau eine Nullstelle des Polynoms D,
einschlieflen.

Somit gelten die fiir D, und Dy,s getroffenen Annahmen auch
fir Dy.y und Dy, ; sie gelten damit fir beliebiges v, wenn
sie einmal fiir zwei vorhergehende und aufeinanderfolgende
Polynome Dy und Dyeq mit A+1<y gegolten haben.

Zur vollsténdigen Beweisfiihrung bleibt nur noch zu zeigen,
dal fir » = 1 die getroffenen Annahmen giltig sind; dann
ist bewiesen, daB ein beliebiges Polynom Dn(s) nur negativ-
reelle und einfache Nullstellen besitzt.

Aus Gl. (25) folgt:

D, =s+1+4
5*77“41 _A1 2
D, = =S'+S(3+24,) + 2+2A,+A,
-1 .s+z-+47
s,,=-(1+4;)

3112 ‘—““(7,5 +/41) +b0,25+A7
522 =_(7/5+A1) - UOIZS_‘f‘ A]
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Fir A,] > 0 gilt:
“(7,5 +A1) - DO,25+A1 < '(7+A7) < - (1.5+A1) +v0,25+/47

(Der Fall 4, = O ist trivial und braucht daher nicht geson-
dert behandelt werden).

Also gilt

S1 €54, < Sqa
und damit allgemein

S/l,ﬂ <S(u—1,n‘1 < S(u-q,m /““2:3~ n

Damit ist nun bewiesen, daB alle Nullstellen des betrachte-
ten Polynoms Dn(s) negativ-reell und einfach sind.

A4, Ableitung der Koeffizienten Cprw
In diesem Abschnitt soll die inhomogene, partielle Differen-

zengleichung (38) geldst werden.

[“,+(v+7+A)c[aW,, -AsC v = (u',,-c 1,V (A4.1)

Die Randbedingungen ergeben sich nach (38a).

Beginnt man die Aufldsung von (A4.1) zundchst fir g =0, so
verbleibt fir diesen Fall nur noch eine gewdhnliche Diffe-
renzengleichung zu l0sen.

I

[A7 Cover ™ Vco’v]—[r‘?.,co'v“— (v *7)Co,v+1 ]

Mit

d (A4.2)

7‘(-), *A Cov+1 Vco,v (44.3)

erhalt man fir fg,, eine Differenzengleichung von nur noch
erster Ordnung, deren LOsung unmittelbar anzugeben ist:

/€v+1 f\) On
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v =/€,o Vo,
Dabei ist
7%,0 = ’47'C0,1
nach den Gln, (A4.3) und (38a). Damit ergibt sich nun

fov =H1Coq # V-, (Af.4)

Da Gleichung (A4.2) eine Differenzengleichung zweiter Ord-
nung darstellt, sind zwei Randbedingungen zur vollstindi-

gen Bestimmung von o oW notwendig. Es werden daher zunichst
die Randwerte Co,0 Wnd co 4 bendtigt, wobei aber cg, ,1 nicht
bekannt ist. Dleser letztere Wert muB daher formal als be-
kannte Grofe angesehen werden und kann dann nach gefundener

Losung durch den Randwert ¢ = O festgelegt werden.

0,n+1
Setzt man (A4.4) in (A4.3) ein, so ergibt sich:
A7 Co,var "V Co,v 2’47 Co,fr * VC/a,n (a4.5)

Zundchst soll die homogene Differenzengleichung
A1Co,v+1 TVCoyn = O
geldst werden. Diese Ldsung lautet:

(v-1)/
Coyv = '
, V-1
’41
Es soll nun zur Ldsung der inhomogenen Differenzenglei~

chung

(v=1)!
Coy = bo,v ’ AT (a4.6)
7

gesetzt werden. Mit diesem Ansatz geht man in Gl. (A4.5) ein

y-(v-!
ba,w‘r bm; A = A1 Coam VY,



A1

b

A bo,v =

7C01 Vd ]

Als Randwert findet man mittels Gl. (A4.5)

0/
C = L2 =
o1 éﬁ7 A° zéw — ~o4
1

Die Losung von Gl. (A4.7) lautet nun
Nk

A
b°'V=CQ7+A§ :\, (AyCoq = A )
=7 °

und da fir A =

'41 (,41 Oﬂ AC/O,/'?):CO,

ist, folgt

R R P

bo,v =
A=0

Daraus ergibt sich die gesuchte Ldsung fiur o
k]

v-1 A—A
-1
Con = (v 1),. A-]

A -7 I
A, = Al
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(A4.7)

(A4.8)

Es ist jetzt noch Cq.q 2U bestimmen. Dazu muB zunichst

k]
Co,n+1 ermittelt werden

r! A
Coner = ;‘—1"'7 ' 7 (,47 o1~ Adon) =0

n n h-1
A-1
_ A1

A=0 A=0 A=0

1

A

A
Adon =y ) 5T

h-1 A
3 4
A=0 ’ Al
A1 <o A-1 do,n =A(7-5 A C/a,n
Ay ’41
A E Al
A=0 A=0

=M [1-£4, (A)] 0,

Gl. (A4.9) eingesetzt in (A4.8)

-1 /\—7

(v-1)]
Cov = )

) V=7
’41 A=0

Nach einigen Umformungen erhidlt man:

£ (A,)
=d,, {7~ Lanlld
v { Eys (A,)}

7 (M l1-£,0401-4) o,
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(A4.9)

(A4.10)

Die Aufldsung der Differenzengleichung (38) fﬁrtt> O geht
nun auf dhnliche Weise vonstatten. Die Funktion C pomts vt

betrachtet man dabei als bekannt.

[’41Cg‘v+1 =V ,vj'[‘41 CL«,V+Z “(V+7)‘CC«,V+1]=CZ/«'H -

Mit

7('6(‘,\’:’47c[ulv+1 - V- Cé‘(v und

erhdlt man wieder

f/;‘,V'” —][((;’v = _C/éu,n *Cu-1 ,V+1

a4
faw =An Cupr=Valin +)_Cpt v
AT

7[\1,a='41'CV,1

-1, V1

(A4.11)

(A4.12)

Die Gln. (A4.11) und (A4.12) ergeben die folgende Gleichung:

vV
A1C6(‘V+1 —VC((‘(.\):A7C l1"'VC</‘/n +; C(Q—‘Y’/\
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Die homogene Differenzengleichung
A7C£u,v+1 = YCuy =0

liefert als LOsung

c = (v-1)1
N

Die inhomogene Differenzengleichung wird mit den Ansatz

(v-1)!
c,, =b, , =~
py T MY A:

gelost., Es ergibt sich:

b

AY .
U,V _bC“lv = ZV__;)‘, '[A,'C ,.,—VC[L“',,+,;C/4_1,,\]
v=1
b&\,:; [Ac P kd +Z¢u 7,\

Und daraus folgt:

K
Cuy= (v- 7)1Z [,4, i Kdﬂh*z Cua-1, ,\] (A4.13)

Durch Verwendung des zweiten Randwertes C i = O kann wie-
derum c# 1 bestimmt werden. Setzt man diese GroBe in Glei-
chung (a4 13) ein, so ergibt sich:

£n (Ay)
Cunp=d {7——'1-——’~}+ (A4.14)
e O E ()
V-1 K P
L - A Y cpon st £l i_/ﬂf 5 e
A1 K=0 k! A=17 5-7," 14;1+7 y,.1(A1) k-oK! =7 Cu_’,/A

Die Angabe einer geschlossenen Ldsung ist moglich, indem
man Co,y in die Gleichung fir °1,v einsetzt, °1,v in die
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Gleichung fir s ) usw., Man erhdlt dabei aber eine unhand~-

liche und daher fur die numerische Auswertung unbrauchbare
Formel.

A5, Beweis, daB alle Eigenwerte Su £ -1 sind

Fihrt man in Gl. (26b) die Substitution s = s*- 1 ein, so
ergibt sich die neue Differenzengleichung

3
d —(v+1+A) -a* +A, v+ )% =0
prves frovet = e v s

Fir g o= O verschwindet d.ed”u4und es verbleibt:

* %
do/vﬁ_"' (\)+1+A1} d:)(-/\)*7 + A1(V+7) dOIV = 0

Und weiterhin mit

3
by = Doy —Adg, (45.2)

’

ergibt sich:
72’\,_{_1 - (V'f"’} folp =0
Die notwendige Randbedingung ergibt sich mit G1. (A5.2) zu
¥ X
foo = Yo, = Ay oo =A1=A7 =0

(Vgl. Gl. (25); mit s = s* - 1 folgt DY = s*+ A, )
Damit lautet die Ldsung fiir fo

]Eovyzo

und daraus folgt mit Gl. (42.5)

X

s
C4),V+1 _A7C/o/v =0

und wegen d; q = A,1 ergibt sich die gewlinschte L&sung fiir
b
*

5y W
e %
doy =4, (45.3)

Gleichung (45.3) besagt nun, daB das Absolutglied der alge-
braischen Gleichung zur Bestimmung der Eigenwerte s* fiir

Aq > O nie verschwindet, damit kann aber s* = O keine L~
sung dieser Gleichung sein. Da aber s = s*- 1 ist, folgt
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daraus, daB keine Losung S“ = =1 existieren kann.

A6, Bestimmung des Grenzwertes T,= T,(4,) fir 4, » 0

Strebt A1 gegen Null, so kann eine Belegung der Klasse 2
nur im Zustand "n Leitungen belegt" unterbrochen werden.
Zur Unterbrechung einer Belegung in einem Zustand "<n Lei-
tungen belegt" milBte mehr als ein Ruf der Klasse 1 wdhrend
der Dauer der betrachteten Belegung der Klasse 2 eintref-
fen, diese Wahrscheinlichkeit ist aber von hdherer Ord-
nung in A,| und kann in Hinblick auf den Grenziibergang
A1-+ O unberiicksichtigt bleiben.

Es gilt daher filir die Wahrscheinlichkeit, daB eine Belegung
im Zustand x =y nach der Zeit T innerhalb eines Zeitele-
mentes dT unterbrochen wird:

- -hH7
gt e’ A, T Ve=h

I

Pv(t, (A) d[

=0 v=72..,h~1

e
Der Faktor e 21T . ¢ 2T gstellt die Wahrscheinlichkeit dar,
daB innerhalb der Zeit T weder ein Ruf der Klasse 1 ein-
£511t noch irgend eine (einschlieBlich der betrachteten)
Belegung endet; Aqdr ist die Wahrscheinlichkeit, daB inner-
halb des sich anschlieBenden Zeitelementes 4T die betrach-
tete Belegung durch einen Ruf der Klasse 1 unterbrochen
wird.

Durch Integration der Verteilungsdichte erhdalt man die
entsprechende Verteilung:

A (AT i
£OT, w = en € Ven
=0 v=72,.. h-1

Fiir eine beliebige, ins Biindel gelangte Belegung der Klas-
se 2 ist damit die Belegungsdauerverteilung:
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n
P6T w) =Z /O:"Py CTu) =py R (T u)
v=7

£

Pn =L, (A, +4,)  dist ( Gl. (44) ).
Bezieht man die Verteilung nur auf die unterbrochenen Bele-
gungen, so ergibt sich :

PO U)
éf(7f)= —chz

Ar L lAtA,) ~£u(Ar)
AZ '7"57 (A1+Al)

erhdlt man

Loy (At ) -[1-Ep At A )] - Ar e

ArlE, (Ath)-E, (A) ] Arn

Vollzieht man nun den Grenzibergang A1—> 0, so verbleibt
fir P OGT)

ROT) =

Ron =

Daraus ergibt sich der gesuchte Mittelwert EL:

ao
u 6/(a A
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A7. Ableitung der i-ten Gleichung des Gleichungssystems
zur Bestimmung der Zustandswahrscheinlichkeiten der
Uberlaufanordnungen UPE I und UPE II

Innerhalb eines jeden Bilindels mit o, Leitungen sind die
Belegungszustinde "0,1, seesXpy eee D Leitungen belegt"
mdglich, also jeweils nr+1 Zustinde innerhaldb eines Biin-

dels.

Die Gesamtzahl der mdglichen Zustinde ist somit:

m = (h+1) (l’lp_1+7) ,,,,, (hy+1) (11, +7)

Jeder Zustand X des Gesamtsystems soll durch ein R-Tupel

(XR,XR‘q, e+ 3X5,X%,;) charakterisiert werden. Dann 1&8%
sich die Menge aller Zustinde X folgendermaBen angeben:

M={%,%,%, .5 . % 1

Die Menge M der Zusténde soll als eine geordnete Menge
dargestellt werden. Dazu ist es notwendig, eine Zihlgro-

Be i nach einer eindeutigen Vorschrift einem R-Tupel
(XR,XR_q, - ,xg,xq) zuzuordnen. Dazu werde jedes R-Tu-
pel eines Zustandes xi als eine R-stellige Zahl zu einer
Basis > Max(nr) interpretiert. Es soll dabei xp die hochst-

wertige, X4 die niederwertigste Stelle dieser Zahl bedeu-
ten.

Ordnet man diese Zahlen der GrdBe nach, beginnend mit

XR = Xpq = eee =Xy = X, = O und numeriert diese Zahlen
mit der Zahlgrdfe i = 0,1,2, ... m~1, so liegt eine ein-
deutige Vorschrift zur Zuordnung der Zustinde ii und ihrer
Zdhlvariablen i vor,

Nun kann ein Zustand ii innerhalb eines kleinen Zeitelemen-
tes dt nicht in jeden beliebigen Zustand iibergehen, sondern
nur in diejenigen, welche dem Zustand ii "benachbart" sind,
d.h. der Ubergang ist nur in Zustdnde moglich, welche durch
den Einfall genau eines Rufes oder durch das Ende genau
einer Belegung aus dem Zustand ii entstehen konnen.
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Zur Beschreibung der Koeffizienten der i-ten Gleichung des
Systems soll daher zunZchst der Begriff des "benachbarten
Zustands" eingefiihrt werden.

Ein Zustand X, soll nach "oben benachbart im Grade r "

(abgekiirzt mit dem Symbol = (4,r) ) mit einem Zustand ii
sein

wenn
J =t nglne1)(n#1)... (n, +1) wd X< 7. ist (ny=0) .

Ein Zustand X. soll nach "unten benachbart im Grade r "

(abgekiirzt mit dem Symbol = (§,r) ) mit einem Zustand Xy
sein

%-:=(ﬁr)§2
wenn
J = (ntt)inr1)(n,+1) (P, _,+7) wmd x, >0 ist (n,=0),

Die Zustiande mit der Nummer ii(no+1)(n1+1) vee (nr_1+1)
sind dabel genau diejenigen Zustdnde, welche durch den
Einfall genau eines Rufes oder durch das Bnden genau
einer Belegung im r-ten Teilbiindel entstehen,

Die i-te Gleichung stellt also eine Verkniipfung der Zu-~
standswahrscheinlichkeit pii und der Wahrscheinlichkeiten
. S _ - o

der benachbarten Zustiande P(*,r)xi und p(&,r)xi dar. Es
gilt nun die Koeffizienten dieser Gleichung zu bestimmen.,

Der Koeffizient Ci,i besteht aus der Ubergangswahrschein-
lichkeit (auf dt normiert), daB der Zustand ii in einen

benachbarten Zustand X. iibergeht; die Koeffizienten 5 3

enthalten die Ubergangswahrscheinlichkeiten, daB der Zu-

stand ii aus einem benachbarten Zustand ij entsteht.
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Der Koeffizient der Zustandswahrscheinlichkeit Pz; ergibt
sich zu:
UPE I :

f*
C;p = E Ak+x7+xl+‘....+ Xe
K=1

wobei r* die Nummer jenes in Absuchrichtung letzten Biindels
ist, bei welchem noch X < Do gilt.

UPE II :
R-r%1
C[IL-=§ At X7 X4 0+ Xp
K=1

wobei r* die Nummer jenes in Absuchrichtung ersten Biindels

ist, bei welchen X < Do gilt.

T
Die Koeffizienten der Zustandswahrscheinlichkeiten p(’ )R

?
ergeben sich zu:

UPE I und UPE II

Cl:,J = Xp+1

Die Koeffizienten der Zustandwahrscheinlichkeiten p

ergeben sich zu: (4,1)%4
UPE I
-
G j =2 Ak

K=r**+1

wobei r** die Nummer des vom r-ten Bilindel aus gegen die

Absuchrichtung grsten Bindels mit X wx < D xx ist. Dabei

r
soll stets X, < n, angenommen werden,

UPE II : ,  wx

CL’J‘=§ A/(

A=1
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wobei r** die Nummer des in Absuchrichtung ersten Biindels
mit Xr** < nr** ist.

Damit 128t sich nun allgemein die i-te Gleichung fir beide
Systeme angeben:

UPE I
R r* s R r
(fo’ +§ ;AK> Psi =L X1 'P(f,,—n?L-“Z E AkPry ) %
Ve 7 K=1 b= r=7 K=F%*47 L
UPE II
R R+ 1 R PEH R-F+1
(ZX r +Z:A/<)p ffZ (%+7) /o) YL‘Z ZA kPt 07
r=1 K=1 rel r=1 K=1

A8, Beweis der allgemeinen Giiltigkeit der in Gl. (111Db)
gefundenen Losung fiir u(t)

Es soll gezeigt werden, daB u(t) nach Gl. (111b) die erzeu-

gende Funktion von p darstellt.

x1,x2
Dieses ist bewiesen, wenn die zur Gl. (91) analoge Glei-
chung fiir die erzeugende Funktion durch den in Gl. (111b)
gefundenen Ausdruck fiir u(t) befriedigt wird.

Die aus Gl. (91) durch Umnformen entstandene Gl. (91a) lau-
tete:

XZ‘PM,xz +[>(,'/DX,’XZ "APX7—7, xzj =

=/[(x;+1) Prret,x2 _A/Dyv, xz.j +(X1-*7)/7Y1,XL+7
Mit

fxgxz = X"t x2 " A Px1-1, %2

188t sich Gl. (91a) folgendermaBen umformen:
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X2 Px1,x2 "‘/';rv, x2 :fx1+1, 2t (%717 Px1, x2+1 (A8.1)

Bei der Bildung der erzeugenden Funktion stellt X5 ledig-
lich einen Parameter dar; er soll hier zusitzlich zur Kenn-
zeichnung an u(t) angefiigt werden.

Man findet nun entsprechend zu den Gln. (105a,b) :

G{fx,,,,l] =t/ Uyt)- Auy, (t)] (A8.2)

G’[ﬁww,xz;:%[Gﬂm'yzj—fé’ﬁ]:é/;,l(f)*/luxz(f) (48.3)
Setzt man nun (48.2) und (48.3) in (A8.1) ein, so folgt:

Uy (E) (L= +tyy () [1-A (- 1) ] bt . () =0 (28.5)

In G1. (A8.4) 501l nun u(t) gemiB Gl. (111b) eingesetzt

werden: n At
X Zz (A ) K Aeft-t)- et (a) (1-1)
("1) . XZ )\ T
)\= Xz_ (1_f)

(t-1)+

#12

N At
ey (%) Kx iy [ A-1]

A=Xy

ot I oAt
=1 2 (xz+1)'k/\'m'(xz+7)=

A=X¢1

"2

=1 -(%A—:—); ; {(QI)K,\ ("/\-f-X)_)'/‘(X;\H)K)\ (Xz+7)j =
=Xz

At £z

=(—7)x’-'(~;_—?)7 /\}:: (iz)KA {—/\H/Z«/-%%" -(x2+7)} =
=XL

=0

Damit ist nun der vollstindige Beweis erbracht, daB u(t)
nach Gl., (711b) die erzeugende Funktion von Pyq xo ist.
’






