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SUMMARY

Chaper 1 (pp. 1-13)

This report deals with the analytical investigation of a switch-
ing system control structure with partly centralized/decentralized
control. Today a number of electronic switching systems with this
type of control structure has been developed and is introduced
into the public telephone networks or into privat branch ex-
changes.

In the first section of this chapter some general aspects of
stored program controlled (SPC) switching systems are discussed
concerning basic tasks, special features, grade of control centra-
lization and interprocessor communication in connection with in-
put/output mechanisms. Theoretical traffic aspects for the central
control part are discussed as applied to the basic control struc-
ture of a typical SPC system (Fig. 1.1).

A short survey of the report concludes Chapter 1.

Chapters 2 and 3 (pp. 14-44)

These chapters deal with some fundamentals of teletraffic and
queueing theory. Modelling aspects and analysis methods are de-
scribed. After defining the components of a queueing model
(arrival and service processes including batch processes), a com-—
pariscon between interrupt-driven and clock-driven I/O-schemes is
given. Fig. 2.3 shows the advantage of the clocked scheme at

higher traffic intensities which is usually used in SPC-systems.

The analysis methods described in Chapter 3 are subdivided into
exact and approximate analytical methods with or without Markov
property and experimental methods like system measurements and

simulations. A definition of characteristic values and two theo-
rems (Little's law and a work conservation law) being applied in

the following part of this report conclude Chapter 3.

Chapter 4 (pp. 45-124)

In this chapter, a three-level gqueueing model for the central
control part is investigated (Fig. 4.1). This model is based on
the fact that the central processor in connection with the I/0~
transfer scheme forms the system bottleneck. The clocked I/O-trans-
fer initialized by a hardware clock and supervised by the central
processor is modelled by the switches. For the exchange of mess-
ages from and commands to the decentralized contrel units, a con-
stant I/O-overhead time is assumed. Only one class of requests is
taken into consideration in this model.

Because of the infinite queue capacities all waiting requests can
be transferred from the input buffer into the work queue and also
out of the output buffer at each I/O-event. With this generaliza-
tion and with renewal assumptions at the clock instants, the ana-
lysis is based on the decomposition method, whereby the complex
system is split up into three subsystems. The different subsystems
are analyzed as isolated parts and the results for the complex
system can be obtained by linearly adding up the particular re-
sults for the subsystems.

The main analysis steps for the three subsystems are briefly dis-
cussed below.

The first subsystem is a queueing model of type GI/C/*® , general
arrival process and clocked service. Based on renewal theory
assumptions, an imbedded Markov chain approach with regeneration
points at the clock instants is carried out. Considering a test
customer arriving at arbitrary time within a clock period, it is
shown that the mean waiting time is, regardless of the arrival
process type, half the time of the clock period (with the ex-
ception of a deterministic arrival process type). The output pro-
cess is a clocked batch process. Because of the clocked service,
the batch distribution is identical to the distribution of the
number of arrivals during a clock period. From renewal theory it
is well known that for a stationary process the mean number of
arrivals is the product of the arrival rate and the time interval

or E[K}: AT. The variance Var[KI is equal to the variance of the
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number of renewals in a clock period (Eq. (4.19)). Results for
the special cases Ek/c/w and H2/C/w are derived in detail.

The second subsystem can be characterized by the short notation
C[XJ/G/T. The clocked arrival process Clk]is given by the output
o *S
assumed for the execution of the I/O-program. Three different ana-

process of the first subsystem. A fixed overhead time T

lysis methods are presented:
- Imbedded Markov chain approach with regeneration points

just prior to the clock period
- Analysis by application of Lindley's integral equation.

- Transformation into a queueing model of type GI/G/1 and
using approximation formulas derived by Krédmer and Langen-~
bach-Belz.

For the Markov chain approach, an interrupted service will be con-
tinued after the I/O-overhead phase; the analysis is greatly en-
hanced by using the forward recurrence time of a stationary re-
newal process. Knowing the state probabilities just prior to the
clock instant, the state probabilities at an arbitrary time in-
stant can be calculated. From this state probabilities, the cha-
racteristic values like mean queue size, mean waiting time, mean
flow time, and probability of waiting are obtained. The key for-
mula for the second and third analysis method is Eqg.(4.47) by
which the mean total waiting time (including the portion caused
by the I/O-overhead is calculated. Besides the mean E[K] of the
batch size, only the mean number E[X,T] in the system just prior
to the clock instant has to be taken into account.

Lindley's integral equation describes the waiting time distribu-
tion function for the general model GI/G/1. A direct application
to models with batch arrivals such as CDﬂ/G/1 is not possible.
Therefore, an equivalent model C/GX/1 with single arrivals has
been defined. G, takes the service of the whole arriving batch
(super request) of size K>0 into account. From the system point
of view, the waiting time Y51 of the first request of a batch in
the original system CD(/G/1 is equal to the unfinished work seen

by the super request in the eguivalent system C/GX/1. The distri-

....iv_

bution function of this unfinished work can be expressed by Lind-
ley's integral equation given in Eq. (4.52). Because of the clocked
arrival process, the equation can be solved by a time discretiza-
tion method whereby all probability density functions (pdf's) of
continuous time are approximated by discrete pdf's with the ele-
mentary time quantum At. A closed-form solution for the generat-
ing function Gi(z,T) of the probabilities for the unfinished work
quanta is derived and contains the roots zv,v =0,1,2,...,1-1, of
the equation zl - Gm(z) = O inside and on the unit circle (Eqg.
(4.65)). By differentiation and setting z = 1, the mean number
E[I,T] of unfinished work quanta and, finally, from Eg. (4.90) the
mean number E[X,T] in the system are obtained.

Section 4.3.3 describes the GI/G/1 approximation. For more details
see [45].

The third subsystem in Section 4.4 is similar to the first one.
From the analysis by a Markov chain the mean waiting time and
queue length are given. Also, the first two moments of the batch

output process are derived.

In the last part of this chapter, some results are reported and
validated with computer simulations, especially for the flow time
in the second and for the coefficient of variation in the third

subsystem.

Chapter 5 (pp. 125-176).

According to the various call processing programs in SPC-systems,
different priority classes are implemented in real systems. This
is taken into account in Chapter 5 where a three-level gueueing
model similarly structured to that one in Chapter 4 but extended
to an arbitrary number P of priority classes is considered. An
exact analysis for the special case C kLM/1 with two preemptive
priority classes, different exponential service time distributions
for each class, and constant I/0O-overhead is carried out in the
first section. The analysis is based on a two-dimensional state
description and an imbedded Markov chain with regeneration points

at the clock instants. Results from this investigation are used



to validate those results obtained by the approximation of Sec-
tion 5.2.2.

The main principles of the approximation are:

a) Superposition of individual class processes for composite
single-class systems of type CDq/G/1 and description of the
substitute processes by at least two parameters such as mean

and variance of batch sizes and service times (Sections 5.2.2.2
and 5.2.2.3).

b) Isolated analysis of the composite single-class systems of
type CEﬂ/G/T.

c) Approximate calculation of the mean waiting time for each

priority class by application of a conservation law.

1. Composite single-class systems

In the given system CDQ/G/T with P priority classes the i-th
class is considered (Fig. 5.2). To evaluate the mean waiting time
of this class, two composite single-class systems, indicated by

A and B, are defined. The first one is originated from all classes
1 to i-1, the second one from 1 to i, respectively. According to
the preemptive priority schedule, all other classes (i+1 to P) do
not influence the waiting time of the i-th class. Because of the
synchronous clocked batch arrivals, the substitute batch distri-
butions for the composite systems are found by a convolution of
all concerned component batch distributions with mean E[K] and
variance var[K] according to Eg. (5.32a) and Eq. (5.33). The
pdf's of the substitute service processes are given by the weigh-
ted sum of the pdf's of the individual service processes. For the

first two moments see Eg. (5.35).

2. Approximation for the queueing model CEQ/G/T

With the two-parameter description, all values are known for the
approximate analysis of the composite single-class system using
the second or third analysis method described in Section 4.3 for

the second subsystem.

- yi -

3. Approximation by applying a conservation law

To find the mean waiting time for the different priority classes,
a conservation law is used which is exactly valid for the system
M/G/1 preemptive-resume but an approximation for the system under
study (see Section 5.2.2.1).

In addition to the two-dimensional state description (Section
5.2.1), the third subsystem is analyzed in Section 5.3 for two
priority classes. In Section 5.4.3, an approximation for the mean
waiting time of the i-th class is carried out by definition of an

effective service time Tef} for the considered class.

In the last part of this section, some numerical results for the
subsystems and for the complex total system are reported and vali-
dated by exact results or computer simulations (200 000 arrival
events, 95% confidence intervals) otherwise. Fig. 5.7 indicates
the influence of the arrival process types in the first subsystem
on the mean flow times in the second one. The typical priority be-
havior is depicted. The comparison with exact or simulation re-
sults generally shows a good accuracy. This is also the case for
the results in Fig. 5.8 where the influence of the service process
types on the mean flow times fT,Z (ff}z includes the first and se-
cond subsystem) can be seen. The curves show that a minimum clock
period Tmig can be derived for each class (Eg. 5.43). Depending

on the system and traffic parameters, an optimum choice of the
clock period can be defined. Since the optimum values are diffe-
rent for each class, a compromise must be found. Further parameter
studies and validations, e.g., the influence of the overhead time
in Fig. 5.9, are considered. Also, a comparison between the clocked
scheme and the interrupted scheme is given in Fig. 5.11. It is
shown that the clocked scheme has a better performance for higher
traffic intensities whereas the interrupt scheme is useful for low

traffic rates only.

Fig. 5.12 demonstrates the mean response time of the complex system.
It should be emphasized that the results are calculated by the sum
of the individual ones for the subsystems analyzed in "isolation".
In the region of saturation, the flow times of the second subsystem

dominate. This indicates that the central control forms the system
bottleneck.
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Chapter 6 (pp. 177-178)

Concluding remarks about the traffic behavior of the switching
system with partly centralized/decentralized control are given
with special regards to the central control. The investigation
has shown the influence of the main system and traffic parameters
on the waiting and response times and can be used for system di-
mensioning and performance evaluation. An application of the
queueing model for the traffic analysis in real-time processing
systems or for a computer network operating according to a "mail

box" scheme is possible. In this network the complex model re-
presents one station where the input and output buffers stand

for the "mail boxes".
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BEZEICHNUNGEN h = E[T,]
Mittlere Bedienungsdauer

Die folgende Zusammenstellung umfa8t nur die wichtigsten Bezeich- w2 . E[T%]

H
nungen. Alle weiteren modellspezifischen Bezeichnungen werden in 2-tes gewdhnliches Moment der ZVT@
den einzelnen Kapiteln definiert. Bei der Betrachtung des mehr-
klassigen Modells im Kap. 5 kennzeichnet der Index i die GrdBen 3. Charakteristische GréB8en
der i-ten Priorititsklasse.

Q Mittlere Warteschlangenlinge
1. Parameter und Abkiirzungen w Mittlere Wartezeit (bezogen auf alle eintreffenden
Anforderungen)
A Mittlere Ankunftsrate te Mittlere Durchlaufzeit
€, Mittlere Bedien- oder Enderaten w,wO Wartewahrscheinlichkeiten
8] Alu
Angebot

hAY Zufallsvariable
VF Verteilungsfunktion
VDF Verteilungsdichtefunktion
LT Laplace-Transformation
LST Laplace-Stieltjes~Transformation

2. Zufallsvariable, Verteilungen, Transformationen und Momente

TA Ankunftsabstand (interarrival time)
TH Bedienungsdauer (holding time)
X GruppengriBe
A{t) = p{T, <t}
VF “der Ankunftsabstidnde
af{t) = da(t)/dt
VDF der Ankunftsabsténde
H(t) = P{T <t}
VF “der Bedienungsdauern
h(t) = dH(t)/dt

VDF der Bedienungsdauern

@, {t)= Lr{a(t)} = LsT{A(t)}
Laplace-Transformierte von a(t) bzw. Laplace-Stieltjes-
Transformierte von A(t)

oy (ty= LT{h(t)} = LST{H(t)}

Gk Erzeugende Funktion von Iy

t

= E[T,]
Mittlerer Ankunftsabstand







1. EINLEITUNG

1.1 Rechnergesteuerte Vermittlungssysteme

Seit der Inbetriebnahme des ersten serienmdBig gefertigten rech-
nergesteuerten Vermittlungssystems (Typ No. 1 ESS) im Jahre 1965
in Succasunna, New Jersey, USA, hat die Entwicklung solcher
Systeme groBe Fortschritte erzielt. Erst die Bereitstellung lei-
stungsfdhiger Mikroprozessoren und hochintegrierter Schaltkreise
ermdglicht einen wirtschaftlichen Einsatz rechnergesteuerter Ver-
mittlungssysteme mit gespeichertem Programm (im engl. als stored
program controlled, SPC, bezeichnet) und gestattet damit die Ein-
fithrung spezieller Leistungsmerkmale, die nur bei SPC-Systemen

mit vertretbarem Aufwand realisierbar sind.

Im folgenden werden die Aufgaben - unterteilt in Grundaufgaben
bzw. spezielle Leistungsmerkmale - und die Steuerungsprinzipien
rechnergesteuerter Vermittlungssysteme kurz dargestellt. Ferner
wird auf Ein-/Ausgabe-Mechanismen und die prioritidtsgesteuerte Be-
arbeitung der vermittlungstechnischen Funktionen n&her eingegan-
gen, da die Leistungsfdhigkeit eines Systems hiervon stark beein-
flubt wird.

1.1.1 Grundaufgaben eines Vermittlungssystems

Die Grundaufgaben sind solche, die unabhdngig von der technischen
Realisierung von jedem Vermittlungssystem durchgefiihrt werden

miissen. Sie lassen sich grob einteilen in die Teilaufgaben

- Vermitteln
- Sichern

- Betreiben.

Unter Vermitteln versteht man den Aufbau, das Halten und den Ab-
bau einer Verbindung. Das Vermittlungssystem stellt hierzu Ver-
mittlungseinrichtungen zur Verfiigung, die aufgrund von Steuer-

informationen (Wihlziffern, interne Signale) eine zeitweilige Ver-

bindung zwischen dem rufenden Teilnehmer A (Tln. A) und dem ge-
rufenen Tln. B herstellen. Damit der rufende Tln. iber den Zu-
stand des Vermittlungsvorganges informiert wird, sendet das Ver-

mittlungssystem HOrtSne aus. Diese sind:

- Wihlton zur Wahlaufforderung
- Freiton (zeigt Frei-Zustand des Tln. B an)
- Belegt- oder Besetztton (zeigt Gassen-besetzt oder

Teilnehmer-besetzt an).

Aus der Sicht des Vermittlungssystems miissen die folgenden Grund-
funktionen ausgefiihrt und die entsprechenden Einrichtungen zur
Verfiigung gestellt werden:

- Erkennen des Verbindungswunsches (Tln. A hebt ab), z. B.

durch wiederholte Abtastung des Teilnehmerzustandes.

- Wahlaufforderung durch Senden des Wahltons und Bereitstel-
lung von Einrichtungen zur Erkennung, Aufnahme und Verar-
beitung der Wdahlziffern (Zielinformation).

- Weiterleitung der in der Ursprungs-Vermittlungsstelle nicht
verwendeten Widhlziffern zu anderen Vermittlungsstellen bei
Extern- bzw. Fernverkehr mit Hilfe von Signalisierungsein-

richtungen.

- Sprechwegedurchschaltung im Durchschaltenetz der Vermitt-
lungsstelle des Tln. A.

- Anschalten von Frei-/Belegtton.
- Ausldsung der Verbindung (Tln. A und/oder Tln. B legt auf).
- Gebiihrenerfassung.

In der Regel steuert ein Vermittlungssystem gleichzeitig eine
groBe Anzahl von Verbindungen, die sich aufgrund ihres zuf&lligen
Beginns in unterschiedlichen Phasen befinden. Die Verarbeitung
der verschiedenen Steuerungssignale, die von den aktiven Verbin-
dungen erzeugt werden und in ihrer zeitlichen Aufeinanderfolge
statistisch verteilt eintreffen, unterliegt teilweise strengen
Realzeit-Bedingungen. Zur Einhaltung dieser Forderungen miissen

die Systeme sorgfdltig geplant, verschiedene Entwurfskonzepte



modellmdBig auf ihre Leistungsfdhigkeit hin untersucht und gegen-
einander abgewogen und schliefilich das real aufgebaute System in

der Praxis iberwacht und wenn erforderlich modifiziert werden.

Unter Sichern versteht man alle MaBnahmen, die zum automatischen
Aufrechterhalten der Betriebsbereitschaft beitragen. Hierzu ge-
héren u. a.

- Fehlererkennung

- Fehlerlokalisierung

- Automatische Fehlerbeseitigung oder Fehlerabschaltung
- Ersatzschaltung

- Wiederanlauf abgeschalteter Teilsysteme.

Auf die Problematik, die sich durch die geforderte hohe Verfiig-
barkeit (ca. 99.992 % oder 2 Stunden Totalausfall in 30 Jahren)
ergibt und die in der Praxis verwendeten Methoden zur Erh&hung
der Betriebssicherheit, wie z. B. duplizieren und Einfiligen von
Redundanz, soll hier nicht n#her eingegangen werden. In jedem
Falle stellen alle SicherungsmaBnahmen eine zus&dtzliche Belastung

fiir die Steuerung des Vermittlungssystems dar.

Das Betreiben umfaB8t z. B. die Aufgaben

- Vergabe von Teilnehmerberechtigungen
- Gebilihrenerfassung
- Messung von Verkehr und Dienstglite

- Planung und Dimensionierung.

Hinzu kommen weitere Aufgaben, die sich teilweise mit den Prif-

und Wartungsaufgaben {iberschneiden.

1.1.2 Spezielle Leistungsmerkmale rechnergesteuerter Vermitt-

lungssysteme

Erst durch den Einsatz rechnergesteuerter Vermittlungssysteme
k6nnen spezielle Leistungsmerkmale (Facilities) allen Teilneh-
mern wirtschaftlich angeboten werden. Die dem Teilnehmer zugute

kommenden Leistungen sind z. B.:

- Kurzwahl oder Verbindung ohne Wahl

- Anrufumleitung, Rufweiterschaltung oder Anrufwiederholung

- Ruhe vor dem Telefon, "Anklopfen" wdhrend des Gesprichs,
Warten auf Freiwerden des Tln. B, Gebiihreniibernahme durch
Tln. B oder Sperre fiir abgehende Verkehrsarten (z. B. Fern-

gespréche) .

Die Aufzdhlung erhebt keinen Anspruch auf Vollstdndigkeit. Es sei
besonders vermerkt, daB die Mafnahmen eine zusdtzliche Kommuni-
kation zwischen Teilnehmer und Vermittlungssystem erfordern, da
der Teilnehmer per Tastenwahl auf spezielle Speicher des Vermitt-
lungssystems zugreifen kann und die von ihm gewiinschten Leistungen
kennzeichnet bzw. dndert. Erst ein rechnergesteuertes System kann
die hierzu notwendigen Einrichtungen mit vertretbarem Aufwand zur
Verfiigung stellen. Die neue Technik bietet jedoch auch dem Betrei-
ber wesentliche Vorteile wie Betriebserleichterungen fiir die Ver-
waltung, Rationalisierung der Wartung, des Betriebs und der Er-
fassung von Stdrungen bis hin zur automatischen Ersatzschaltung

von Funktionseinheiten.

1.1.3 Steuerungsprinzipien

Alle zum Auf- und Abbau von Verbindungen eintreffenden Signale
miissen von der Steuerung eines Vermittlungssystems aufgenommen,
verarbeitet und wenn erforderlich, entsprechende Befehle generiert
und weitergeleitet werden. Abhdngig von der Systemarchitektur

kann die Intelligenz (Funktionen, Daten) unterschiedlich inner-
halb des Systems verteilt werden. Hieraus ergeben sich prinzipiell

drei verschiedene Steuerungsprinzipien:

- Zentrale Steuerung
- Dezentrale Steuerung

- Teilzentrale oder gemischt zentral/dezentrale Steuerung.

Im folgenden werden die wichtigsten Eigenschaften der verschie-

denen Steuerungsprinzipien kurz diskutiert:



a) Zentrale Steuerung

Bel zentraler Steuerung werden alle vermittlungstechnischen Funk-
tionen durch ein oder wenige, gleichartige Universal-Steuerwerke
durchgefithrt. Dies bedeutet, daB sich alle Vermittlungsprogramme
und Zustandsspeicher (Abbild der aktuellen Zustdnde der Teilneh-
mer und der Ubrigen peripheren Einrichtungen) im zentralen Spei=-
cher befinden miissen. Dieses Prinzip erfordert wegen des inten-~
siven Steuerdatentransports zwischen Peripherie und zentraler
Steuerung (Signale, Befehle) einen leistungsfdhigen Ein-/Ausgabe-
Mechanismus. Weitere Nachteile sind die groBen Speicher- und Rech-
nerkapazitdten, die notwendige Duplizierung der gesamten Steue-
rung und die kapazitdtsmdfige Konzipierung fiir einen méglichen
Endausbau. Der Vorteil ist jedoch ein konfliktfreier 2Zugriff auf

alle zentralisierten, vermittlungstechnischen Einrichtungen.

b) Dezentrale Steuerung

Dieses Steuerungsprinzip liegt der klassischen, direkt gesteuerten
Vermittlungstechnik zugrunde [1,2,3]. Die einzelnen Betriebsmittel
besitzen eigene Steuereinrichtungen, in denen ihr Zustand abge-
speichert ist und die untereinander direkt Steuerinformationen

zum Auf~ und Abbau der Verbindung austauschen konnen. Durch die
Entwicklung von Mikrorechnern und anderen hochintegrierten Schalt-
kreisen wurde es mdglich, den Zentralisierungsgrad bei rechnerge-
steuerten Vermittlungssystemen zu verringern und die Intelligenz
entsprechend den Steuerungsaufgaben auf mehrere Teilsteuerungen
nach dem Funktions- oder Lastteilungsprinzip (function sharing,
load sharing) zu verteilen. Die Dezentralisierung erlaubt damit
einen besseren modularen Aufbau in Hardware und Software. Durch
die Festlegung von Schnittstellen ist eine Flexibilitdt gegeniiber
technologischen Fortschritten gewdhrleistet. Weitere Vorteile
gegeniiber der zentralen Steuerung sind die Zuverldssigkeit, die
geringere Wirkungsbreite bei Teilausfillen und die bedarfsmiBige
Ausbaufdhigkeit durch Hinzufiligen weiterer Module. Nachteilig ist
die gegenseitige Blockierung widhrend des Informationsaustausches
bei steigender Anzahl von Prozessoren, die an einem gemeinsamen

Bussystem angeschlossen sind. Da an der Abwicklung einer Verbin-

dung mehrere Module beteiligt sind, ist eine leistungsfdhige In-
terprozessor-Kommunikation fiir das hohe Steuerdaten-Verkehrsvo-

lumen zwingend notwendig.

c) Teilzentrale oder gemischt zentral/dezentrale Steuerung

Diese Mischform zwischen zentraler und dezentraler Steuerung ist
das Ergebnis von Erfahrungen in der Entwicklung und im prakti-
schen Einsatz von rechnergesteuerten Vermittlungssystemen. Man
versucht die Vorteile beider Steuerungsprinzipien zu nutzen. Durch
die Verwendung peripherer Gruppen-Steuerwerke konnen leitungs-
nahe (insbesondere mit der Signalisierung zusammenhdngende) Teil-
funktionen wie z. B. Teilnehmerzustands- bzw. Leitungszustands-
Uberwachung und Verwaltung von peripheren Betriebsmitteln (Wahl-
sdtze, Konzentrationskoppelnetz) eigenstdndig dezentral durchge-
fihrt werden. Die hierdurch entlastete zentrale Steuerung iliber-
nimmt die Ubergeordneten rufbezogenen Funktionen, semipermanente
Daten sowie die Verwaltung zentraler Betriebsmittel (z. B. zen-
trales Durchschaltenetz). Der Datenaustausch zwischen den ein-
zelnen dezentralen Steuerwerken und der zentralen Steuerung er-
folgt z. B. iiber ein gemeinsames Bussystem oder {ber das ohnehin
vorhandene Durchschaltenetz mittels fest zugeordneter bzw. ver-
mittelter Kandle [4]. Die im Bild 1.1 dargestellte Grobstruktur
eines gemischt zentral/dezentral gesteuerten Vermittlungssystems
mit gemeinsamen Bussystem, die in den meisten bestehenden Syste;
men Anwendung findet, liegt den folgenden Betrachtungen und den
in dieser Arbeit durchgefilihrten verkehrstheoretischen Unter-

suchungen zugrunde. Zur weiteren Diskussion siehe auch [5,6].

1.1.4 Interprozessor-Kommunikation und Ein-/Ausgabe-Mechanismen

Der Umfang des Steuerdatenaustausches zwischen den verteilten
Steuerungsmodulen (Interprozessor-Kommunikation) ist direkt ab-
hdngig vom Zentralisierungsgrad und bestimmt maBgeblich die Lei-
stungsfdhigkeit des Systems. Bei der dezentralen Steuerung er-
folgt der Datenaustausch z. B. {iber ein gemeinsames Bussystem

mittels eines Ubertragungs-Protokolls unter Festlegung einer ge-
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eigneten Zuteilungsmethode. Dagegen wird bei der gemischt zentral/
dezentralen Struktur sowohl der Zugriff auf das Bussystem als auch
der Datentransfer hdufig von der zentralen Steuerung {ibernommen
und bendtigt einen nicht zu vernachlissigenden Verwaltungsaufwand
(Overhead). Fiir die Ein-/Ausgabe zwischen der zentralen Steuerung
und den dezentralen Steuerungen stehen hierbei prinzipiell zwei

verschiedene Mechanismen zur Verfiigung:

~ ereignisgesteuerte (interruptgesteuerte) Ein-/Ausgabe

- programmgesteuerte Ein-/Ausgabe.

Bei der interruptgesteuerten Methode erzeugt jede Einzelmeldung
einen Interrupt, der das laufende Programm direkt unterbricht und
die Steuereinheit durch Aktivierung des Ein-/Ausgabeprogrammes

zur Ubernahme veranlaBt. Dieses Verfahren gestattet zwar eine
quasi-simultane Bedienung verschiedener Ein-/Ausgabe-Schnittstel-
len, jedoch steigt der Verwaltungsaufwand mit steigender Belastung
(Datenrate) so stark an, daB die Wartezeiten der zu bearbeitenden

Anforderuncgen sehr ungiinstig beeinfluB8t werden.

Bei der programmgesteuerten Ein-/Ausgabe geht die gesamte Initi-
ative von der Steuereinheit (Rechner) aus, die den Datentransfer
aktiviert. Sie veranlaBt per Programm von sich aus die Ubernahme
von Anforderungen bzw. die Ausgabe von Befehlen. Die zeitlichen
Absté&nde der "Abfragezeitpunkte" sind bei bestehenden Systemen
hdufig konstant, die Aktivierung zum Transfer erfolgt in der Regel
hardwaremdBig mit Hilfe einer Realzeituhr. Dieses Verfahren wird
deshalb auch als taktgesteuerte Ein-/Ausgabe bezeichnet. Der Vor-
teil des Verfahrens besteht darin, daB der Verwaltungsaufwand
nahezu lastunabhidngig ist, da das Ein-/Ausgabeprogramm nur zu den
Taktzeitounkten aufgerufen wird. Alle eintreffenden Anforderungen
innerhalb einer Taktperiode miissen jedoch bis zum Ende des lau-

fenden Taktintervalls zwischengespeichert werden.

Das Ablaufgeschehen fiir die taktgesteuerte Ein-/Ausgabe unter Ein-
beziehung von Prioritdtsklassen fir die Bearbeitung der unter-
schiedlichen Anforderungen durch die zentrale Steuereinheit zeigt
das Bild 1.3 im n&chsten Abschnitt.

1.1.5 Verkehrstheoretische Aspekte der zentralen Steuereinheit

Alle Steuerungsaufgaben in Vermittlungssystemen sind ihrer Natur
nach Realzeit-Anforderungen und miissen deshalb mehr oder weniger
dringend bearbeitet werden, um vorgeschriebene Reaktionszeiten
einhalten zu konnen. Diese Forderung verlangt neben der beschrie-
benen Hardware-Modularisierung eine geeignete Software-Struktur
fir Vermittlungs- und Betriebsaufgaben sowohl im dezentralen als

auch im zentralen Steuerungsbereich. Bei der im Bild 1.1 gegebenen



Struktur stellt die Interprozessor-Kommunikation zwischen der
zentralen Steuerung und dezentralen Steuerungen {iber das gemein-
same Bussystem und die Bearbeitung der iibergeordneten Steuerungs-—
funktionen durch die zentrale Steuerung den Systemengpa8 dar und
bestimmt damit maBgeblich die Leistungsfdhigkeit des gesamten
Systems. Hieraus ergibt sich die Notwendigkeit neben einer lei-
stungsfdhigen Ein-/Ausgabe der Anforderungen von und zur zentralen
Steuerung eine prioritdtsgesteuerte Abfertigungsstrategie fiir die

unterschiedlichen Anforderungsklassen einzurichten.

Die Gesamtheit der erforderlichen Programme, die als "Systemsoft-

ware" bezeichnet wird, 14Bt sich grob in drei Klassen einteilen:

- Organisationsprogramme
- Arbeitsprogramme

- Hilfsprogramme.

Die Organisationsprogramme ("Betriebssystem") steuern und iber-
wachen den Ablauf der Arbeitsprogramme, die die eigentlichen Ver-
mittlungsaufgaben durchfiihren. Die Hilfsprogramme stehen hierbei
fur wiederkehrende Funktionen zur Verfiigung. Die Organisations-
programme, denen hardwaremédBig verschiedene Prioritidten zugeteilt

sind, lassen sich prinzipiell in drei Klassen einteilen:

1. Fehler-/Alarmbehandlungsprogramme

2. Ein-/Ausgabeprogramme fiir die Interprozessor-Kommunikation

3. Vermittlungsprogramme.

Die Klasse 1 hat die hochste Prioritdt. Der Aufruf der einzelnen
Organisationsprogramme erfolgt hardwaremdBig mit Hilfe eines Un-
terbrechungssystems grundsdtzlich durch Unterbrechungssignale.
Wahrend die Fehler-/Alarmbehandlungsprogramme wegen ihrer Dring-~
lichkeit interruptgesteuert aufgerufen werden, erfolgt der Auf-
ruf der Ein-/Ausgabeprogramme flir die Interprozessor-Kommunikation
zwischen den dezentralen und zentralen Steuereinheiten taktge-
steuert, insbesondere bei Systemen mit grdBeren Datenraten. Den
zeitlichen Programmablauf unter den genannten Voraussetzungen
zeigt das Bild 1.2.
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Bild 1.2. Zeitlicher Programmablauf der zentralen Steuereinheit

Die Anzahl der eintreffenden Fehler~/Alarmmeldungen, d. h. die
Ankunftsrate der hochsten interruptgesteuerten Priorititsklasse,
ist voraussetzungsgemdB so niedrig, daB sie fiir die verkehrs-
theoretische Untersuchung der zentralen Steuereinheit unbedeutend
ist. Beriicksichtigt man nun noch, daB die Vermittlungsprogramme
ihrerseits verschiedenen Priorititsklassen zugeordnet sind, so
ergibt sich z. B. der folgende zeitliche Verlauf fiir den System-
zustand bei taktgesteuerter Ein-/Ausgabe und Bearbeitung nach
unterbrechenden Prioritdten. X gibt die zuf&llige Anzahl von An-

forderungen im System an.
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Bild 1.3. Zettlicher Verlauf des Systemzustandes bei
taktgesteuerter Ein-/Ausgabe und Bearbeitung
nach unterbrechenden Prioritdten



Den im Bild 1.3 angenommenen drei Prioritdtsklassen kénnten z. B.
die folgenden vermittlungstechnischen Funktionen zugeordnet wer-
den:

1. Rufverarbeitung (Wdhlziffern, Signalisierung, zeitkritische
Signale)
2. Rufannahme

3. Auslédsen.

Die Bearbeitung der Programme nach Beendigung des Ein-~/Ausgabe-
Programms erfolgt hier nach unterbrechenden Priorit#ten, d. h.

die Bearbeitung eines durch die Ein-/Ausgabe unterbrochenen Pro-
gramms wird erst dann fortgesetzt, wenn sich keine Anforderungen

hdherer Prioritdt mehr im System befinden.

Im Abschnitt 2.3 werden fiir die interrupt- und taktgesteuerte
Ein-/Ausgabe Warteschlangenmodelle unter Einbeziehung von Priori-
tdten vorgestellt und leistungsmdBig miteinander verglichen. Es
wird gezeigt, daB die taktgesteuerte Ein-/Ausgabe der interrupt-
gesteuerten Methode bei héheren Datenraten (Verkehrsangebot) iiber-
legen ist. Bei den im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Modellen

wird stets die taktgesteuerte Ein-/Ausgabe vorausgesetzt.

1.1.6 Problemstellungen bei der verkehrstheoretischen Unter-

suchung und Leistungsbewertung

Hat man bei der Entwicklung eines rechnergesteuerten Vermittlungs-—
systems die Hard- und Softwarestruktur festgelegt, so erfolgt die
Untersuchung des gesamten Systems nach verkehrstheoretischen Ge-
sichtspunkten. Dazu werden die einzelnen Funktions~ oder Steuer-

einheiten hinsichtlich der

- Belastung
- Wartezeiten
- Durchlaufzeiten

~ Verluste usw.

untersucht. Mit Hilfe der Methoden der Verkehrstheorie kdnnen diese

KenngrdBen durch Abbildung der Teilsysteme auf Modelle und durch

Beschreibung des zeitlichen Systemverhaltens mittels stochasti-

scher Prozesse ermittelt werden. Hierdurch lassen sich frihzeitig
verschiedene Entwicklungskonzepte miteinander vergleichen, System-—
engpdsse ermitteln und Fehlplanungen weitgehend vermeiden. Auf die
Problematik der Modellbildung und auf die Methoden der Modellana-

lyse wird in Kap. 2 und 3 n#dher eingegangen.

1.2 Ubersicht iiber die Arbeit

AnschlieBend an die Einfiihrung iliber rechnergesteuerte Vermitt-
lungssysteme wird im 2. Kapitel versucht, einen prinzipiellen
Uberblick iiber die verkehrstheoretische Modellbildung zu geben.
Neben der Systematik werden die Komponenten verkehrstheoretischer
Modelle ndher beschrieben. Weiterhin werden Modelle zur Nachbil-
dung der unterschiedlichen Ein-/Ausgabe-Prinzipien vorgestellt,
die in den Kap. 4 und 5 unter allgemeinen Voraussetzungen analy-

siert werden.

Das 3. Kapitel befaBt sich mit den Methoden der Modellanalyse. Es
werden vorwiegend analytische und simulative Methoden diskutiert,
die in Kap. 4 und 5 Anwendung finden. Hier sind insbesondere die
Methode der eingebetteten Markoff-Kette, die Lindley'sche Inte-

gralmethode (beides Analyseverfahren Nichtmarkoff'scher Prozesse)

und approximative analytische Methoden zu nennen.

Kap. 4 befaBt sich mit der Analyse eines dreistufigen Wartemodells
mit taktgesteuerter Ein~/Ausgabe, Verwaltungszeit und einer An-
forderungsklasse. Ausgehend von der Struktur und Betriebsweise
wird Sas Gesamtmodell in drei Teilmodelle zerlegt, die nachein-
ander analysiert werden. Den Schwerpunkt des Kapitels stellt die
Untersuchung des zweiten Teilmodells dar, flir das drei Analyse-
verfahren vorgeschlagen werden. Die einzelnen Verfahren werden
systematisch entwickelt; der Genauigkeitsnachweis der approximativ
berechneten GréBen erfolgt durch Simulationsvergleiche am Ende

des Kapitels.

Im Kap. 5 wird ein dreistufiges Wartemodell mit taktgesteuerter



Ein-/Ausgabe und Verwaltungszeit untersucht, in dem nun mehrere
Anforderungsklassen mit unterschiedlicher Dringlichkeit (Priori-
tdten) berilicksichtigt werden. Auch hier wird das Gesamtmodell zu-
ndchst in drei Teilmodelle zerlegt. Fiir das zweite Teilmodell
wird unter einschrédnkenden Voraussetzungen eine Analyse mit Hilfe
einer eingebetteten Markoff-Kette vorgestellt. Aufgrund des hier-
bei bereits erforderlichen hohen numerischen Aufwands wird ein
approximatives Berechnungsverfahren entwickelt, welches das mehr-
klassige Modell unter allgemeinen Voraussetzungen auf mehrere
einklassige Modelle nach Kap. 4 zuriickfiihrt. Mit Hilfe eines
Simulationsprogramms, das das gesamte Wartemodell unter Einbe-~
ziehung aller gegenseitigen Abhdngigkeiten nachbildet, wird die
Glite der Approximation gezeigt. Bei der Ergebnisdiskussion wird
die Durchlaufzeit filir die Anforderungen der einzelnen Klassen in
Abhdngigkeit von den wichtigsten Systemparametern berechnet und
graphisch dargestellt. Sie stellt ein wichtiges MaB fiir die Lei~
stungsbewertung der Steuereinheit eines rechnergesteuerten Ver-
mittlungssystems dar.

Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten und analysierten Modelle
konnen auch zur Nachbildung und Verkehrsanalyse des Systemver-
haltens von Realzeit-Steuerungen in der ProzeBdatenverarbeitung
oder bei Untersuchungen des Operations Research verwendet werden.
Insbesondere kdnnen sie auch zur Analyse eines verteilten Rech-
nersystems, das nach dem "Mailbox-Prinzip" arbeitet, herangezogen
werden. Hierunter versteht man ein System, bei dem jeder ange-
schlossene Rechner autonom arbeitet, wdhrend die Kommunikation
untereinander iber "Ein- und Ausgabebriefkidsten” (mail boxes),
die in den betrachteten Modellen den Ein-~ bzw. Ausgabewarte-

schlangen entsprechen, abgewickelt wird.

2. MODELLBILDUNG UND PRINZIPIELLE ERGEBNISSE

Die Modellbildung spielt bei der Untersuchung komplexer Vorgdnge
in vielen Bereichen der Naturwissenschaften eine entscheidende
Rolle. Modelle sind dabei eine abstrakte Darstellung des reali-
stischen Systemverhaltens. Alle logischen und zeitlichen Zusam-
menhdnge realer Systeme werden auf &dquivalente Vorgédnge inner-
halb der Modelle abgebildet. Abhdngig von der Modellierungstiefe,
d. h. von der Bericksichtigung der einzelnen Parameter des realen
Systems, haben die aufgrund der Modellanalyse gewonnenen Ergeb-

nisse einen begrenzten Gliltigkeitsbereich.

In Naturwissenschaften, Technik und Okonomie, aber auch im Trans-
portwesen treten in groBfem Umfang Bedienungssituationen auf, bei
denen zufdllige Einfliisse eine Rolle spielen. Bei der Unter-
suchung derartiger Fragestellungen verwendet man Methoden der
Bedienungstheorie (Verkehrstheorie). Aufgabe der Bedienungs-
theorie ist es, mit Hilfe verkehrstheoretischer Modelle, die
Struktur und Organisationsform des jeweiligen Bedienungssystems
zu optimieren.

In diesem Kapitel werden nach einer kurzen Darstellung der Syste-
matik verkehrstheoretischer Modelle deren Komponenten ndher er-
ldutert und anschlieBend solche Modelle betrachtet, die im Rahmen

dieser Arbeit untersucht werden.

2.1 Systematik verkehrstheoretischer Modelle

Eine systematische Klassifizierung verkehrstheoretischer Modelle
ist prinzipiell mdglich, wenn man die unterschiedlichen Modell-

komponenten des gesamten Bedienungssystems n&her betrachtet.

2.1.1 Klassifizierung von Bedienungssystemen und Kurznotation

Bedienungssysteme und die zugehSrigen verkehrstheoretischen Mo-

delle - Warteschlangenmodelle - sind charakterisiert durch



- den Ankunfts- und Bedienungsprozef (EndeprozeB)
- dile Struktur des Bedienungssystems

- die Organisation des Bedienungssystems.
Diese Modellkomponenten werden im Abschnitt 2.2 ndher betrachtet.
Die Charakterisierung eines einstufigen Bedienungssystems mit n Be-
dienungseinheiten erfolgt in der Literatur nahezu einheitlich mit

einer erweiterten Form der von Kendall [ 7 ] eingefiihrten Kurz-

notation:
GI[X]/G/nms

Hierin bedeuten:

GI Typ des Ankunftsprozesses
(GI 4 general independent, d. h. rekurrenter Ankunftsprozef
mit allgemein verteilten und voneinander unabhingigen An-

kunftsabstédnden)
X Kennzeichnung eines Gruppenankunftsprozesses

G Typ des Bedienungsprozesses

G & general, d. h. allgemeine Bedienungsdauern)
n Anzahl der Bedienungseinheiten
S Anzahl der Wartepldtze (fiir s » « entfdllt diese Angabe)

Die folgenden, speziellen Typen fiir den Ankunfts- und/oder Be-

dienungsprozeB8 werden in der Verkehrstheorie hiufig verwendet:
D Konstante Ankunftsabstdnde bzw. Bedienungsdauern
(Deterministischer Prozeg)

Ek Erlang-verteilte Ankunftsabstdnde bzw. Bedienungsdauern
k-ter Ordnung

M Exponentiell verteilte Ankunftsabstdnde bzw. Bedienungsdauern
(Markoff'®scher ProzeB)

Hk Hyperexponentiell verteilte Ankunftsabstdnde bzw. Bedienungs-

dauern k~-ter Ordnung

C Taktmé&dfige Ankiinfte bzw. Abfertigung.

2.2 Komponenten eines verkehrstheoretischen Modells

Die wesentlichen Komponenten eines verkehrstheoretischen Modells
und deren Beschreibung durch Methoden der Wahrscheinlichkeits-

theorie sollen im folgenden kurz erliutert werden.

2.2.1 Der AnkunftsprozeB

Der Ankunftsprozef beschreibt die Verteilung der Ankunftsabstdnde
von Nachrichten bzw. Befehlen (im folgenden Anforderungen ge-
nannt). Im allgemeinen Falle des rekurrenten Ankunftsprozesses
sind die Ankunftsabstdnde TA (interarrival times) unabhdngige

Zufallsvariable mit der allgemeinen Verteilungsfunktion (VF)
A(t) = P{T, <t} . (2.1)

Die Verteilungsfunktion A(t) ist definiert als die Wahrschein-

lichkeit, daB der Ankunftsabstand T, hdchstens gleich der be-

A
liebigen Zeit t ist.

Bezeichnet man den mittleren Ankunftsabstand mit t so wird der

A’
Kehrwert A als mittlere Ankunftsrate definiert:

2

*a

A= (2.2}

Die mittlere Ankunftsrate entspricht der mittleren Anzahl von

Anforderungen pro Zeiteinheit (Intensitédt).

2.2.2 Der Bedienungs— oder Endeprozef

Der Bedienungs— oder Endeprozef beschreibt die Verteilung der Be-
dienungszeiten TH (Bedienungsdauern, service times oder holding
times) der einzelnen Anforderungen. Analog zu Gl. (2.1) gilt fir
voneinander unabhdngige Belegungsdauern TH die VF

H(t) = P{T <t} . (2.3)



Bezeichnet man die mittlere Belegungsdauer mit h, dann entspricht
der Kehrwert der mittleren Bedienrate u:

1
uo= (2.4)

Die mittlere Anzahl von eintreffenden Anforderungen widhrend der
mittleren Belegungsdauer wird als Angebot p bezeichnet. Das An-
gebot ist also aus der mittleren Ankunftsrate A und der mitt-
leren Belegungsdauer h wie folgt berechenbar:

=A-h =2
p=A-h=7. (2.5)

Die Markoff'schen Prozesse filir den Ankunfts- und/oder Bedienungs-
prozef, d. h. exponentiell verteilte Ankunftsabstinde und/oder
Bedienungsdauern, spielen in der Verkehrstheorie eine wichtige
Rolle. Die Analyse Markoff'scher Prozesse wird deshalb im Ab-
schnitt 3.1.1.2 genauer beschrieben.

2.2.3 Gruppenankunft bzw. Gruppenbedienung

Die oben beschriebenen Ankunfts- und Endeprozesse sind dadurch
gekennzeichnet, daB innerhalb eines infinitesimal kleinen Zeit-
abschnittes dt hdchstens ein Ankunfts- oder Endeereignis auf-
treten kann. Treffen in einem Bedienungssystem gleichzeitig
mehrere Anforderungen ein, dann liegt ein Gruppenankunftsprozef
ver. Ein Gruppenbedienungsprozef ist gekennzeichnet durch den
gleichzeitigen Bedienungsverlauf mehrerer ankommender oder war-
tender Anforderungen.

Der Ankunftsabstand zwischen den Gruppen ist meistens wie bei

Systemen mit Einzelankiinften verteilt (M,D usw.).

Die Verteilung der Gruppengr&fen ist zus&dtzlich anzugeben. Ist K
eine diskrete Zufallsvariable, dann ist

9 = P{K =k} (2.6)

die Wahrscheinlichkeit, daB die ankommende Gruppe genau aus K=k

Anforderungen besteht, k=0,1,2,.

2.2.4 Die Struktur des Bedienungssystems

Entsprechend der Struktur eines Bedienungssystems unterscheidet
man Verlust-, Warte~ und kombinierte Warte-Verlustsysteme. Beim
Verlustsystem stehen keine (s =0), beim Wartesystem unendlich
viele (s »«) und beim kombinierten Warte-Verlustsystem eine be-
grenzte Anzahl von Wartepldtzen zur Verfligung.

Fir die Untersuchung komplexer Bedienungssysteme, z. B. Systeme
mit verteilter Steuerung, bendtigt man hiufig Modelle mit mehr-
stufiger Bedienung (Netzmodelle). Netzmodelle entstehen durch die
Zusammenschaltung von Bedienungssystemen mit einstufiger Bedie-
nung, bei denen die eintreffenden Anforderungen eine Bedienungs-—
einheit durchlaufen und dann das Teilsystem verlassen.

Man unterscheidet grundsé&tzlich zwei Typen von Netzmodellen:

- offene Warteschlangennetze

- geschlossene Warteschlangennetze.

Offene Netze haben, im Gegensatz zu geschlossenen Netzen, wenig-
stens einen Ein- und Ausgang zur "AuBenwelt". Zur Beschreibung
von Warteschlangennetzen bendtigt man auBer den Angaben iiber die
zZahl der Netzknoten, der Ankunfts- und Bedienungsprozesse, Zu-
teilungs-, Abfertigungs- und Prioritdtsstrategien auch Angaben
iber die Art der "Wegelenkung" (routing) der einzelnen Anforde-
rungen innerhalb des Netzes. Die Wegelenkung kann fest, alter-
nativ, adaptiv oder probabilistisch durchgefiihrt werden. Die
probabilistische Wegelenkung erfolgt durch Vorgabe unabhingiger
Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe einer Verzweigungsmatrix Q.

Q = (qij) mit qij = Wahrscheinlichkeit fir den Ubergang
einer Anforderung von Knoten i nach
Knoten j, i=1,2,...,N, j=0,1,...,N
(Knoten "O" entspricht der "AuBenwelt").



2.2.5 Die Organisation von Bedienungssystemen c) Prioritdts-Organisation
Die Organisation des Bedienungssystems legt die Art der Einord- Aufgrund der unterschiedlichen Dringlichkeiten von Anforderungen
nung neuer eintreffender Anforderungen in die Warteschlangen und werden diese in Prioritdtsklassen eingeteilt (externe Prioritédten).
die Abfertigung eintreffender und wartender Anforderungen durch Bei der Abfertigung mit Prioritdten unterscheidet man zwischen
die Bedienungseinheit fest. Im einzelnen lassen sich unterscheiden - Unterbrechenden Prioritdten (preemptive priority)

- Warteschlangen-Zuteilungsstrategien - Nichtunterbrechenden Prioritidten (nonpreemptive priority) .

- Warteschlangen-Organisation Bei unterbrechenden Prioritdten wird eine in Bedienung befind-

~ Prioritdtsorganisation. liche Anforderung beim Eintreffen einer Anforderung hoherer

Priorit#dt sofort unterbrochen. Die unterbrochene Anforderung wird
a) Warteschlangen-Zuteilungsstrategien . . . . .
erst dann weiter bedient, wenn keine Anforderungen hdherer Prio-

Fiir die Zuteilung einer Warteschlange kommen unter anderem fol- ritdt mehr im System sind.

gende Strategien in Betracht: . . . - . ;
Bei nichtunterbrechenden Prioritidten kann eine in Bedienung be-

- Auswahl einer Warteschlange bei Rufankunft (queue allocation), findliche Anforderung durch das Eintreffen einer Anforderung
z. B. Auswahl der Warteschlange entsprechend der Prioritdt héherer Prioritdt nicht unterbrochen werden. Nach jedem Bedie-
der eintreffenden Anforderung. nungsende erfolgt die Abfertigung der Anforderung mit der hoch-
- Priifung des Zugangs zur ausgewdhlten Warteschlange (queue sten Prioritat.

access), z. B. Blockierung einer Anforderung bei voll be-~ . . .
In realen Systemen benutzt man eine Kombination aus unterbre-
legter Warteschlange, systemabhdngige Zuweisung einer . s . .
N chenden und nichtunterbrechenden Priorit&dten, die sog. gemischten
anderen Warteschlange (Uberlaststeuerung).

Prioritdten.
- Auswahl einer Warteschlange nach Bedienungsende (interqueue

discipline), z. B. Auswahl der Warteschlange mit h&chster

Prioritdt, zyklische Auswahl oder systemzustandsabhdngige 2.3 Modellierung unterschiedlicher Ein-/Ausgabe-Mechanismen

Auswahl.

Wie bereits in Kap. 1 beschrieben, unterscheidet man prinzipiell

b) Warteschlangen-Organisation zwischen den beiden Ein-/Ausgabe-Mechanismen
Die Warteschlangenorganisation beschreibt die Art und Weise der - Interruptgesteuerte Ein-/Ausgabe
Abfertigung von wartenden Anforderungen (queue discipline). Die ‘ - Taktgesteuerte Ein-/Ausgabe.

wichtigsten Prinzipien sind: _ . . . g s . .
zZur Modellierung dieser Mechanismen bendtigt man unterschiedliche

FIFO first in, first out, d. h. die zuerst eingetroffene An- Modelle, die im folgenden kurz vorgestellt werden. Danach er-
forderung wird zuerst bedient folgt ein prinzipieller Leistungsvergleich der beiden Ein-/Aus-
LIFO last in, first out, d. h. die zuletzt eingetroffene An- gabe-Verfahren.

forderung wird zuerst bedient

RANDOM die wartenden Anforderungen werden zufdllig ausgesucht
und bedient, unabh#dngig von der Ankunftsreihenfolge.



2.3.1 Interruptgesteuerte Ein-/Ausgabe

Bei der interruptgesteuerten Eingabe miissen die Anforderungen
nach ihrer zufdlligen Entstehung in der Peripherie sofort von

der Steuereinheit {ibernommen und in die zugehdrige Programm- bzw.
Arbeitswarteschlange eingespeichert werden. Zur kurzzeitigen
Zwischenspeicherung steht meist ein Ubernahmespeicher zur Ver-
fligung. Fir diesen unterbrechungsgesteuerten Transfer wird ein
Eingabe-Programm GO aktiviert, welches ein gerade in Bedienung be-
findliches Programm sofort unterbricht. Die Bearbeitung des Ein-
gabe-Programms, das im wesentlichen das "Retten" des Zustands des
unterbrochenen Programms, die Ubernahme der Anforderungen und die
Wiederaufnahme der Bearbeitung des unterbrochenen Programms durch-
fiihrt, bendtigt eine gewisse Verwaltungszeit (overhead). Fiir die

Ausgabe, d. h. Rlckmeldungen von der Steuereinheit zur Peripherie,
gelten dhnliche Uberlegungen.

Ein Warteschlangenmodell zur Beschreibung der interruptgesteuerten
Eingabe unter Einbeziehung von P Priorit&tsklassen und Overhead
zeigt Bild 2.1.
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Bild 2.1. Warteschlangenmodell mit interrupt-—
gesteuerter Eingabe, P Prioritits-
klassen und Overhead.

Ein Modell mit Markoff-Ankunftsprozef (GIi =M,i=1,2,...,P), all-
gemein verteilten Bedienungszeiten fiir die Anforderungen der ver-
schiedenen Prioritdtsklassen (sog. Unterbrechungsdistanzpriori-
tdten, eine Verallgemeinerung der gemischen Prioritdten) und

Overhead wurde von Herzog in [8] ausfiihrlich untersucht.

Da der Verwaltungsaufwand proportional mit der Gesamtankunftsrate
ansteigt, werden die Wartezeiten in allen Priorititsklassen sehr
unglinstig beeinfluBt. Diese interruptgesteuerte Methode wird des-
halb nur fiir dringliche Anforderungen (Alarme, Fehlermeldungen)

oder bei Systemen mit geringer Last angewendet.

2.3.2 Taktgesteuerte Ein-/Ausgabe

Beil der taktgesteuerten E/A (beil Rechnersystemen vergleichbar zur
programmgesteuerten Ein-/Ausgabe) geht die gesamte Initiative nur
von der Steuereinheit aus. In dquidistanten zeitlichen Abstidnden
fihrt die Steuereinheit, ausgeldst durch eine Realzeituhr oder
durch entsprechende Programmierung, die Ein- und Ausgabe von An-
forderungen durch. Der Verwaltungsaufwand ist nahezu lastunab-
hdngig, da das E/A-Programm nur zu den Abfragezeitpunkten aufge-
rufen wird. Da die Anforderungen von ihrer zufdlligen Entstehung
bis zum Transferzeitpunkt warten miissen, bendtigt man E/A-Puffer
zur Zwischenspeicherung. Der zeitliche Abstand zwischen den Ab-
fragezeitpunkten ist meistens konstant, man spricht deshalb von
taktgesteuerter E/A.

Ein Warteschlangenmodell zur Beschreibung der taktgesteuerten Ein-
gabe unter Einbeziehung von Priorit&dtsklassen und Overhead zeigt
Bild 2.2. Die in der Peripherie erzeugten Anforderungen werden ent-
sprechend ihrer Dringlichkeit in einer Eingabewarteschlange zwi-
schengespeichert. Die taktmiBige Umspeicherung der Anforderungen
wird im Modell durch einen Schalter nachgebildet. Eine zum Takt-
zeitpunkt in Bedienung befindliche Anforderung wird sofort unter-
brochen. Die Bearbeitung wartender Anforderungen erfolgt nach
Prioritédten. Durch die Bedienungsphase Gy wird die Verwaltungs-

zeit flr die taktgesteuerte Eingabe berlicksichtigt.
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Bild 2.2. Warteschlangenmodell mit taktgesteuerter
Eingabe, P Prioritdtsklassen und Overhead.

Exakte analytische Untersuchungen fir Modelle mit taktgesteuerter
Eingabe fiir eine Klasse von Anforderungen und speziellen Bedie-
nungs-VF¥ findet man in [ 9 ,10,11,12]. Nur in [11,12] ist die Over-
headphase beriicksichtigt, bei den Modellen in [10,11,12] ist die
realistischere Annahme einer endlichen Zahl von Wartepldtzen in
den Arbeitswarteschlangen mit einbezogen. Ein mehrklassiges Mo-
dell mit nichtunterbrechenden Prioritdten wurde in [13,14] unter-
sucht. Die Analyse eines Modells mit taktgesteuerter E/A, allge-
meinen Ankunfts- und Bedienungsprozessen flir die verschiedenen
Prioritdtsklassen und Overhead ist ein wesentlicher Bestandteil

dieser Arbeit und wird in Kap. 4 bzw. Kap. 5 durchgefiihrt.

Die Methode der taktgesteuerten E/A ist bei grdBeren Lasten der
interruptgesteuerten E/A liberlegen und wird deshalb bei vielen
modernen programmgesteuerten Vermittlungssystemen oder bei Rech-

nersystemen angewendet.

2.3.3 Prinzipieller Leistungsvergleich zwischen interruptge-

steuerter und taktgesteuerter Eingabe

Ein prinzipieller Leistungsvergleich, bei dem die Durchlaufzeiten
der Anforderungen, d. h. die Gesamtzeit vom Eintreffen einer An-
forderung bis zum Verlassen des Systems, betrachtet werden, soll
die charakteristischen Eigenschaften beider Eingabe-Mechanismen

aufzeigen.

a}) Eine Klasse von Anforderungen

Flir eine Klasse von Anforderungen wurden von Langenbach-Belz in
[15] Ergebnisse fiir Modelle mit interrupt- und taktgesteuerter
Eingabe und deterministischer Bedienungszeit miteinander ver-
glichen. Beim Vergleich der numerischen Ergebnisse wurde davon
ausgegangen, dafB die konstante Verwaltungszeit TOH bei beiden
Modellen gleich grof sein soll. Wie das Bild 2.3 zeigt, ist die
mittlere Durchlaufzeit im Modell mit taktgesteuerter Eingabe bei
kleinen Ankunftsraten wesentlich gr&Ber als bei der interruptge-

steuerten Eingabe.
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Dies rihrt daher, daB bereits die mittlere Wartezeit in der Peri-
pherie > T/2 betrdgt. Dagegen sind die Verhdltnisse bei grégeren
Ankunftsraten gerade umgekehrt, hier wirkt sich die geringere An-
zahl von Verwaltungszeiten pro Zeiteinheit zu Gunsten der takt-
gesteuerten Eingabe aus.

b) Zwei oder mehr Klassen von Anforderungen

Fir Modelle mit zwei oder mehr Klassen von Anforderungen wurden
bisher keine Leistungsvergleiche zwischen den beiden Eingabe-
Mechanismen durchgefiihrt, da flir das entsprechende taktgesteuerte
Modell unter allgemeinen Voraussetzungen keine Ergebnisse bekannt
sind. Die Untersuchung eines taktgesteuerten Modells und ein
Leistungsvergleich zu dem entsprechenden interruptgesteuerten
Modell sind deshalb Hauptbestandteil dieser Arbeit. Es wird ge-
zeigt, daB man fiir die Durchlaufzeiten aller Klassen im Prinzip
die gleichen Kurvenverldufe erhdlt, wie sie in Bild 2.3 darge-
stellt sind. Da jedoch die taktgesteuerte Methode bei hdheren
Lasten der interruptgesteuerten Methode i{iberlegen ist, wird mit
ihr insbesondere fiir die niedrigeren Prioritdtsklassen eine er-
hebliche Reduzierung der Durchlaufzeiten erzielt. Erste Ergebnisse
dieser Untersuchungen findet man in [16].

2.4 Anwendung von Modellen in der Vermittlungstechnik

Die in diesem Kapitel kurz dargestellte Methodik der Modellbil-
dung ist fester Bestandteil der Systementwicklung und Planung

von Nachrichtenvermittlungs- und Rechnersystemen. Dementsprechend
ist die Zahl der Arbeiten auf diesem Gebiet nahezu uniiberschaubar
grofl. 5tellvertretend sei deshalb nur auf die Arbeit von Kiihn
[17] verwiesen, da dort eine umfangreiche Literaturzusammenstel-
lung zu finden ist.

Die mit Hilfe verkehrstheoretischer Modelle gewonnenen Ergebnisse
gestatten ein Studium der verschiedenen Parametereinfliisse be-
reits bei der Entwicklung von Bedienungssystemen. Dadurch lassen
sich friihzeitig verschiedene Entwicklungskonzepte miteinander

vergleichen und als Konsequenz Fehlplanungen weitgehend vermeiden.

Wie der prinzipielle Leistungsvergleich zwischen der interrupt-
gesteuerten und taktgesteuerten Eingabe zeigt, haben beide Ver-
fahren in verschiedenen Auslastungsbereichen gewisse Vorteile.
Fir kleinere Nebenstellenanlagen mit geringem Angebot wird des-
halb die interruptgesteuerte Methode bevorzugt, wdhrend gréBere
Anlagen aufgrund des h8heren Angebots die taktgesteuerte Methode
verwenden. Neuere Steuerungskonzepte, denen eine modulare Mehr-
rechner-Konfiguration zugrundeliegt, verwenden wegen der dezen-
tralen Steuerung eine meldungsgekoppelte Ubergabe der Anforde-
rungen. Ahnlich wie in Datenkommunikationssystemen sind hierbei
alle Steuerungseinheiten an einem gemeinsamen "Ubertragungskanal"
(Bussystem, Durchschaltenetz) angeschlossen. Der Ubertragungsvor-—
gang erfolgt mit Hilfe von Meldungen (messages) nach einem ver-

einbarten Protokoll, unter Festlegung einer Zuteilungsstrategie
des Kanals.

Nach dieser kurzen Darstellung der Modellbildung soll im nach~
folgenden Kapitel das Gebiet der Modellanalyse, insbesondere im

Hinblick auf die in dieser Arbeit verwendeten Analysemethoden,
ndher betrachtet werden.



3. METHODEN DER MODELLANALYSE

Bei der Modellanalyse unterscheidet man grundsdtzlich zwischen
den analytischen und den experimentellen Methoden. Insbesondere
die analytischen Methoden sind in grofem Umfang in der einschléd-
gigen Fachliteratur beschrieben. Standardwerke der Bedienungs-
theorie (Verkehrstheorie, Warteschlangentheorie) sind z. B. [18,
19,20,21,22,23]. In diesem Kapitel sollen beide Analysemethoden

ndher betrachtet werden.

3.1 Analytische Methoden

Die analytischen Methoden gliedern sich in exakte und approxima-
tive Verfahren. Bei einer Vielzahl von Warteschlangenmodellen
sind exakte analytische L&sungen entweder nicht bekannt oder mit
vertretbarem Aufwand kaum auswertbar. Zur Untersuchung solcher
Modelle wird deshalb auf approximative Verfahren zurlickgegriffen.
Beide Verfahren haben damit ihre Anwendungsbereiche und sollen

im folgenden nacheinander betrachtet werden.

3.1.1 Exakte analytische Methoden

Grundlage aller wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden sind
die stochastischen Prozesse, mit deren Hilfe die in den unter-—
suchten Systemen ablaufenden Vorgdnge beschrieben werden. Neben
den bereits erwdhnten Ankunfts- und Bedienungsprozessen, die
durch die VF der Ankunftsabstdnde bzw. Bedienungsdauern beschrie-
ben werden, spielt der SystemzustandsprozeB zur Charakterisie-
rung der zufallsabhdngigen Anzahl X (t) von Anforderungen im Be-
dienungssystem eine wichtige Rolle. Allgemein sind stochastische

Prozesse durch die drei Komponenten

- Zustandsraum X(t) (diskret oder kontinuierlich)
- Parameter t (diskret oder kontinuierlich)

- Verteilung F(z,t) bzw. Verteilungsfunktion F(t)

beschreibbar. X(t) = x heiBft Zustand des stochastischen Prozesses

zur Zeit t. Ein Klassifizierungsmerkmal stochastischer Prozesse
stellt das sog. "Geddchtnis" des Prozesses dar, d. h. die mdg-
liche Abhdngigkeit der weiteren ProzeBentwicklung von der Ver-
gangenheit. Hieraus ergibt sich eine grunds&dtzliche Einteilung
in Markoff'sche und Nichtmarkoff'sche Prozesse. Vor der Beschrei-
bung der Analysemethoden beider ProzeBtypen soll die "Geddchtnis-

losigkeit" Markoff'scher Prozesse erldutert werden.

3.1.7.1 Die "Geddchtnislosigkeit™ Markoff'scher Prozesse

Ein zufdlliger ProzeB X(t) heift ein Markoff'®scher ProzeB, wenn
flir beliebige n = 0,1,2,... und beliebige Zeitpunkte to’t1"‘tn'
t (t0‘<t } auf t gilt:

<t <t
n

n+1 1 n+1

P{X(t )=x +1iX(tn)=xn,.“.X(t )=x

n+1 n o} b= pix(e

)=x L 1K (e ) =x ]

¢} n+1’ “*n+1 n

(3.1)

Der wahrscheinliche Zustand des Prozesses im Zeitpunkt tn+1 unter
Beriicksichtigung aller seiner vergangenen Zustdnde in den Zeit-

punkten t_,t .tn h&ngt nur vom letzten Zustand X, im Zeitpunkt

o'
trl ab; die weiter zurlickliegende Vergangenheit des Prozesses

wirkt nicht mehr nach.

Diese charakteristische Eigenschaft der Markoff'schen Prozesse
wird als "Ged&dchtnislosigkeit" bezeichnet. Sie bildet die Grund-
lage fiir die Analyse Markoff'scher Bedienungssysteme. Betrachtet
werde z. B. ein ZustandsprozeB zu einem beliebigen Zeitpunkt t,
der die Markoff'sche Eigenschaft der Geddchtnislosigkeit in jedem
Zeitpunkt besitzt.

X(t)

Q = w T

O
|
|
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|
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Kennt man die Zeitdauer L seit der letzten Zustands&dnderung und
fragt nach der VF der Restzeit T, bis zur ndchsten Zustands&nde-

rung, soO erhdlt man die gleiche VF wie fiir die Gesamtzeit Tt T,

zwischen den beiden Systemzustdnden. Es gilt die Beziehung:
P{T>-r,]+-c2|'1‘>r1} =P{T>TZ} . (3.2)

Es kann gezeigt werden, daB von allen kontinuierlichen VF nur die

Exponentialverteilung diese Eigenschaft besitzt (vgl. z. B. [19]).

F(t) = P{T<t} = 1-e °F

mit (3.3)
E[T] = 1/a .

o entspricht der Ubergangsrate pro Zeiteinheit und E[T] der mitt-~

leren Zeitdauer fiir das Bestehen eines Zustandes.

3.1.1.2 Analyse Markoff'scher Bedienungssysteme

Zur Beschreibung des Systemzustandsprozesses bendtigt man die so-
genannte Kolmogoroff'sche Gleichung der Ubergangswahrscheinlich-

keiten. Thre Herleitung soll deshalb zundchst angegeben werden.

a) Kolmogoroff'sche Gleichung der Ubergangswahrscheinlichkeiten

Betrachtet werde ein Systemzustandsprozef, der die Markoff'sche

Eigenschaft besitzt. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind wie
folgt definiert:

pij(u) = P{X(t+u) = JIX(t) = i}, u>0 . (3.4)
Sie geben die Wahrscheinlichkeit fiir eine Zustands&nderung vom
Zustand i in den Zustand j innerhalb der Zeitspanne u an. Unter
der Voraussetzung eines homogenen Prozesses - Pij ist nur von
der Zeitspanne u, nicht von der absoluten Zeit t abhdngig - und
bei Betrachtung der ProzeBentwicklung wdhrend zweier aufeinander-

folgender Zeitabschnitte erh&lt man die als Chapman-Kolmogoroff-
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Gleichung bekannte Beziehung [17,181]:
pij(t+u) = g: pik(t)-pkj(u), t>0 . (3.5)

Die Gleichung beschreibt den Ubergang von i - j, ausgedriickt
durch die Ubergdnge i - k in der Zeitspanne t und k - j in der
Zeitspanne u fir alle méglichen k. Durch den Grenziibergang u - O
erhdlt man schlieBflich die Kolmogoroff'sche Vorwirtsgleichung
der Ubergangswahrscheinlichkeiten

d = =
It Pij(t) = quij(t) + s qkjpik(t) (3.6a)
mit
p, . (u) 1T -p.. ()
G = lim S— | q. = lim —ee (3.6b)
I uso I w0

qkj und qj bezeichnet man als Ubergangswahrscheinlichkeitsdichten
oder Ubergangsraten.

Analog zu Gl. (3.6) 1&Bt sich die sogenannte Kolmogoroff'sche
Rickwdrtsgleichung herleiten. Diese kann nicht zur Bestimmung
der Zustandswahrscheinlichkeiten, sondern zur Berechnung der
Wartezeitverteilungsfunktion herangezogen werden. Da sie im Rah-

men dieser Arbeit nicht bendtigt wird, bleibt sie hier nur er-
wahnt.

b) SystemzustandsprozeB

Grundlage der Analyse ist die Betrachtung des Systemzustands-
prozesses, dessen Systemzustandsfolge {X(t),t >0} durch die
Zustandswahrscheinlichkeit

7

Pj(t) = P{x(t) = j}, jo=0,1,... (3.7)

charakterisiert wird. Aus der Anfangsverteilung P. (0), 3= 0,1T,...
und durch Einflihrung der (bedingten) tbergangswahrscheinlichkeiten
1d8t sich die Zustandswahrscheinlichkeit unter Benutzung des Ge-

setzes der totalen Wahrscheinlichkeit wie folgt ausdriicken:




1 i

Durch Einsetzen der Gl. (3.6) in die Gl. (3.8) erhZlt man die
Kolmogoroff'sche Vorwdrtsgleichung der 2Zustandswahrscheinlich-
keiten

d
== P.{(t) =-qg.P.(t) + § P (t), 5 = 0,1,... 3.
3T ]() qjj() qukjk() 3 (3.9)

Mit der Normierungsbedienung

Z P.(t) =1 (3.10)
3 J

und ausgehend von einer vorgegebenen Anfangsverteilung Pﬁ(O),
3=0,1,..., kbnnen mit Hilfe des Differentialgleichungss§stems
nach Gl. (3.9) s&mtliche zeitabhdngigen Zustandswahrscheinlich-

keiten und damit das dynamische Systemverhalten berechnet werden.

Bei vielen Anwendungen interessiert das Systemverhalten nur im

stationdren Fall, d. h. im "eingeschwungenen Zustand".

c) Der stationdre Fall

Filr die stationdren Zustandswahrscheinlichkeiten

p. = lim P_.(t) (3.11)
t = J

erhdlt man aus der Gl. (3.9) mit

. d
lim 5= P.({t) =0
£ dt 7 j

ein System von linearen Gleichungen

.p. = b, i = 0,1,... 3.12
5Py kzj Iy 5Py 3 ( )

Im "stationdren Gleichgewichtszustand" und bei Betrachtung des
Systems innerhalb der Zeitspanne dt ist also die Wahrscheinlich-
keit flir das Verlassen des Zustandes j gleich der Wahrscheinlich-

keit des Entstehens dieses Zustandes aus allen anderen Zustdnden.

Die Aufldsung des linearen Gleichungssystems kann mit den Metho-
den der linearen Algebra durchgefiihrt werden. Abh&ngig vom be-
trachteten System und von den dadurch bedingten Ubergangsraten

kann die Aufldsung rekursiv oder mufB iterativ durchgefilhrt werden.

Einen speziellen Markoff'schen Prozef stellen die Geburts- und
Sterbeprozesse dar, die zur Untersuchung vielfdltiger Probleme
der Bedienungs~, Lagerhaltungs- und Zuverldssigkeitstheorie her-
angezogen werden. Sie zeichnen sich dadurch aus, daB nur Uber-
gdnge zwischen Nachbarzustdnden mdglich sind. Dadurch ist eine
rekursive Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten im eindi-

mensionalen Fall mSglich.

3.17.1.3 Analyse Nichtmarkoff'scher Prozesse

Die Nichtmarkoff'schen Prozesse sind solche stochastischen Pro-
zesse, die nicht zu jedem Zeitpunkt die flir die Analyse glinstige
Eigenschaft der Geddchtnislosigkeit besitzen. Betrachtet man

z. B. ein einfaches Warteschlangenmodell, bei dem schon eine
Modellkomponente (Ankunftsprozef oder BedienungsprozeB) keine
negativ exponentielle Verteilungsfunktion nach Gl. (3.3) auf-
weist und damit geddchtnisbehaftet ist, so ist der Systemzu-

standsprozefB ebenfalls geddchtnisbehaftet.

Bei den Analysemethoden Nichtmarkoff'scher Prozesse unterschei-
det man zwischen den Methoden, die das "Geddchtnis" in einer Zu-
satzvariablen festhalten und denjenigen, die den Prozef nur zu
solchen Zeitpunkten beschreiben, welche die Markoff'sche Eigen-
schaft aufweisen. Da einige dieser Verfahren in dieser Arbeit
verwendet werden, folgt eine kurze Beschreibung ihrer Arbeits-

weise.



a) Methode der Eingebetteten Markoff-Kette

Diese Methode geht auf XKendall zuriick [24,18,19,17] und ist dann
anwendbar, wenn der zu untersuchende SystemzustandsprozeB Zeit-
punkte aufweist, welche die Markoff'sche Eigenschaft besitzen.

In diesen sogenannten "Regenerationszeitpunkten" verliert der
ProzeB sein Geddchtnis, d. h. er entwickelt sich von dort aus un-
abhdngig von der Vergangenheit. Zur Analyse des allgemeinen Zu-
standsprozesses wird in diese Regenerationspunkte eine Markoff-
Kette "eingebettet". Die Beschreibung der eingebetteten Markoff-
Kette erfolgt durch ein Gleichungssystem, das die Entwicklung

des Zustandsprozesses fiir zwei aufeinanderfolgende Regenerations-
zeitpunkte i und i+1 beschreibt:

PIX(t, FO)=x, ) =Z‘ P{X(t+0)=x]-P{X(t, #0)=3x, ,(X(t+0)=x} . (3.13)
*
Fir die (bedingten) Ubergangswahrscheinlichkeiten gilt im statio-

ndren Gleichgewichtszustand (keine Abhdngigkeit vom Zeitindex 1)
A = P{X(ti+1 +0) = klx(ti+0) =3} . (3.14)

Mit Hilfe der qjk erhdlt man im stationdren Fall folgendes
Gleichungssystem:

P, = Z]: Pidsgr K = 0,1, ... (3.15a)
oder in Matrix-Schreibweise

P =Q.P (3.15b)

mit P als Wahrscheinlichkeitsvektor und Q als Ubergangswahr-
scheinlichkeitsmatrix.

In vielen Anwendungsfdllen gelingt die Aufldsung durch Einfih-
rung sogenannter "Erzeugender Funktionen" (vgl. Anhang 1). Ge-
gebenenfalls ist ein iteratives Verfahren zur Bestimmung der Zu-
standswahrscheinlichkeiten notwendig.

Ausgehend von den Zustandswahrscheinlichkeiten zu den Regenera-
tionszeitpunkten konnen abschlieBend die Zustandswahrscheinlich-

keiten zu jedem beliebigen Zeitpunkt (outside observer) bestimmt
werden.

b) Phasenmethode

Mit Hilfe der Phasenmethode 1&8t sich eine allgemeine, d. h.
Nichtmarkoff'sche VF beliebig genau aus exponentiellen (d. h.
Markoff'schen) Teilphasen zusammensetzen. Das Verfahren wurde von
Cox [25,18] entwickelt. Ein Beispiel zur Nachbildung einer all-
gemeinen VF mit Serien-Parallel-Bedienphasen zeigt Bild 3.1.

Bild 3.1. Approximation einer allg. VF durch
Serien-Parallel~Bedienphasen

Flir die Verteilungsfunktion gilt die Beziehung

1

7]

J
(riuit)

3t !

-rougt i
F(t) =P{T <t} =1~ p.e B }:

r
t>0 . (3.16)
i=r J=0

Ersetzt man nun eine vorgegebene allgemeine VF durch die in
Bild 3.1 angegebene Anordnung, so ist eine rein Markoff'sche
Zustandsbeschreibung des gegebenen Prozesses mdglich. Die Zahl
der m&glichen Zustdnde, bedingt durch die Teilbedienphasen,
nimmt jedoch zu. Das in Bild 3.1 dargestellte Modell 1&8t sich

in ein dquivalentes Phasenmodell, bestehend aus einer Kette von



exponentiellen Teilphasen und Verzweigungen vor und hinter diesen

Teilphasen, umwandeln [25,18].

Die folgende Tabelle zeigt die wichtigsten VF der Nachrichtenver-
kehrstheorie, die als Sonderfille in der allgemeinen Darstellung
nach Bild 3.1 bzw. Gl. (3.16) enthalten sind.

Mathematische Beschrei- .
Kurz- bung Mittelwert E[T] Graphische
bez. F(t) =P{T§t} Variationskoeff. c Darstellung
F(t)
E{T}=1/n 1___/_r~_.~
Mo Pty =1~ "t 74
c=1 :
t
1/u
F{t)
0, t<1/u E[T]=1/u =
D F(t) =
1, t21/u c=0 t
1/u
k-1 i F(t)
» -kut (kut)
P(t) = 1-¢e . ———1 E[T]=1
B (T]=1/m N I
E 3=0
'k
k = 1,2, c=1/1k
t
k -U.t
F(t) = 1~§: pe *
. i=1
Hk
k
k = 1,2, ; =
MRS
i=1

c} Methode der Ged&chtnisvariablen

Durch die Einfihrung einer Geddchtnisvariablen {supplementary

variable) ist es m&glich, einen Nichtmarkoff'schen ProzeB auf

einen Markoff'schen ProzeB zuriickzufilhren. Die Geddchtnisvariable,

die abhdngig vom betrachteten ProzeB diskret oder kontinuierlich

sein kann, berilicksichtigt die vorhandene Abhdngigkeit der wei-

teren ProzeBentwicklung von der Vergangenheit, z. B. die Zeit-
dauer zwischen der letzten Zustandsdnderung und dem betrachteten
Zeitpunkt. Da diese Methode im Rahmen dieser Arbeit nicht be-

nutzt wird, soll sie nicht ndher erldutert werden, vgl. [26].

d) Lindley'sche Integralmethode

Dieses Verfahren wurde von Lindley [27] entwickelt und ist fir
Wartesysteme des Typs GI/G/1 anwendbar. Es nutzt die Tatsache
aus, daB unter der Voraussetzung FIFO die Wartezeit W fir den
n-ten Ankommenden identisch ist mit der Restarbeit U(t) im System
unmittelbar zum Zeitpunkt der Ankunft. Flir die VF der Warte~-
zeiten erhdlt man unter den genannten Voraussetzungen eine Inte-

gralgleichung des Wiener-Hopf-Typs

t
W(t) = | W(t-u)-dC(u), t£>0 (3.19)

Uu=—co

mit
C{u) = [ H(u+t)da(t) .

A(t) ist die VF des Ankunftsprozesses, H(t) die VF des Bedie-

nungsprozesses.

Unter bestimmten Voraussetzungen kann diese Gleichung mit Hilfs-
mitteln der Funktionentheorie geldst werden [18]. Im Rahmen
dieser Arbeit wird flixr ein Modell des Typs C[X]/G/1 eine L&sung

durch Zeitdiskretisierung vorgestellt.

e} Momentenmethoden

Ist man nicht am gesamten ZustandsprozeB, sondern nur an den Er-
wartungswerten charakteristischer Grdfen interessiert, so kann
auf dieses Verfahren zuriickgegriffen werden. Durch Betrachtung
des Schicksals von sogenannten "Testanforderungen" konnen mit
bekannten Beziehungen der Erneuerungstheorie (Little'sches Gesetz,
vgl. Abschnitt 3.3.2) bestimmte Erwartungswerte berechnet werden
(z. B. mittlere Wartezeit, mittlere Warteschlangenldnge usw.).
Beispiele flir die Anwendung des Verfahrens findet man in [28,29].



Die Aufzdhlung der genannten exakten analytischen Methoden er-
hebt keinen Anspruch auf Vollstdndigkeit, weitere Verfahren k&n-

nen der Literatur der Warteschlangentheorie entnommen werden.

3.1.2 Approximative analytische Methoden

Die approximativen analytischen Methoden lassen sich nicht in der
gleichen Weise klassifizieren wie die exakten analytischen Metho-
den. Sie sind stark modellabhingig und entstehen hiufig aus
intuitiven Ansdtzen (Uberlegungen) zur approximativen L&sung von
komplexen Warteschlangenmodellen oder Warteschlangennetzen. Stell-
vertretend soll deshalb nur auf die in dieser Arbeit angewendeten

Verfahren ndher eingegangen werden.

3.1.2.1 zerlegungsmethoden

Die Zerlegungsmethoden beruhen auf der Aufteilung eines komple-
xen Gesamtsystems in eine liberschaubare Anzahl von Teilsystemen.
Die Genauigkeit der Ergebnisse ist von der Wahl geeigneter
Schnittstellen zwischen den Teilsystemen abhdngig. Gute Ergeb-
nisse erhdlt man z. B., wenn die Interaktionen zwischen den Teil-
systemen im Verh#ltnis zu Interaktionen innerhalb der Teilsysteme
gering sind oder wenn an den Schnittstellen viele Teilverkehre
Uberlagert werden (Grenzwertsatz der Erneuerungstheorie). Sind
die Verkehre an den Schnittstellen bekannt oder hinreichend ge-

nau berechenbar, so erhdlt man ebenfalls gute Ergebnisse.

Bei der Analyse eines dreistufigen Modells mit taktgesteuerter
Ubergabe wird in Kap. 4 und 5 auf dieses Zerlegungsverfahren
zurlickgegriffen (vgl. auch [30,17,31]).

3.1.2.2 Momentenapproximation

Haufig sind flr die Schnittstellenverkehre zwar die ersten zwei

oder drei Momente bestimmbar, nicht aber die ganze VF. Bei der

Analyse werden dann die Verkehre durch bekannte VF approximiert.
Die so entstehenden Ersatzsysteme sind in der Regel einfacher zu
analysieren. Dieses Verfahren, welches z. B. zur Approximation
von Wartezeit-VF in [32,33] angewendet wurde, wird bei der spi-

ter durchgefiihrten Untersuchung taktgesteuerter Modelle ebenfalls
benutzt.

3.1.2.3 Erneuerungsannahmen

Bei der Berechnung von Warteschlangenmodellen greift man hiufig
auf Methoden der Erneuerungstheorie zuriick. Bei Benutzung der
Methode der eingebetteten Markoff-Kette ist z. B. die Zahl der
Erneuerungen (Ankiinfte und/oder Bedienungen) in einem Zeitinter-
vall (O,t) zu bestimmen. Da bei der approximativen Berechnung

von getakteten Modellen auf Methoden der Erneuerungstheorie zu-
rickgegriffen werden kann, soll an dieser Stelle auf spitere
Kapitel dieser Arbeit verwiesen werden. Begriffe der Erneuerungs-

theorie, wie z. B. Vorwdrts-Rekurrenzzeit, werden dort niher er-
léutert.

3.2 Experimentelle Methoden

Bei den experimentellen Methoden unterscheidet man zwischen Mes-
sungen an realen Systemen und Simulationsmethoden. Durch Mes-
sungen an realen Systemen kann die Leistungsfdhigkeit durch das
Studium der verschiedenen Parametereinfliisse verbessert oder so-
gar optimiert werden. Bei der Entwicklung neuer Systeme k&nnen
mit Hilfe von Simulationsmethoden verschiedene Entwicklungskon-

zepte auf ihre Leistungsfdhigkeit hin untersucht werden.

3.2.1 Messung an Systemen

Die Leistungsfdhigkeit realer Systeme oder einzelner Systemkom-
ponenten kann meBtechnisch durch Hardware- oder Software-Mes-

sungen ermittelt werden. Bei den Hardware-Messungen erfolgt die



Erfassung der MeBgrdBen durch das Anschalten von MeBfiihlern paral-
lel zu den zu untersuchenden Xomponenten. Durch Aufzeichnung der
MeBdaten und entsprechende Auswertung ist anschlieBend eine Lei-
stungsbeurteilung mdglich. Bei den Softwaremessungen werden in-
nerhalb der Systemprogramme entsprechende MeBprogramme einge-
figt, die bei jedem Aufruf die gewlinschten Messungen durchfiihren
und die anfallenden Daten auswerten. Nachteil dieses Verfahrens
ist die m&gliche unglinstige Beeinflussung des realen Systemsver-
haltens. Obwohl Messungen an realen Systemen meistens sehr auf-
wendig sind, sind sie zur Uberpriifung von Modell-Aussagen uner-—
1&8lich.

3.2.2 Simulative Methoden

Bei der Synthese neuer Systeme oder zur Uberpriifung (Validierung)
von approximativ berechneten Ergebnissen greift man auf die Si-
mulationstechnik zurilick. Die Simulationstechnik verwendet zwar
wie die analytischen Methoden Modelle, jedoch kann hier die Mo-
dellierungstiefe, d. h. die Einbeziehung vieler Parameter des
realen Systems innerhalb des Modells, theoretisch beliebig weit
gehen. Nach der Modellfestlegung wird die Struktur und die Be-
triebsart des Modells durch ein entsprechendes Programm auf
einem Digitalrechner abgebildet. Die erforderlichen stochastischen
Prozesse, wie Ankunftsabstdnde und Bedienungsdauer werden nach
Typ, Mittelwert und VF mit Hilfe gleichverteilter Pseudo-Zufalls-
zahlen erzeugt. Bei der i. a. verwendeten zeittreuen, ereignis-
gesteuerten Simulation ist eine Speicherung des Systemzustandes
der einzelnen Betriebsmittel (Bedienungseinheiten, Wartepldtze
usw.)} erforderlich. Die Zustands&nderungen, z. B. Ankunft einer
Anforderung, Bedienungsende, Zeitmarke usw., sind durch Ereig-
nisse zu diskreten Zeitpunkten gekennzeichnet. Zur Verwaltung
dieser Ereignisse wird ein sogenannter "Ereigniskalender" ge-
fiihrt, in den alle bekannten, zuklinftigen Ereignisse eingetragen
werden. Der aktuelle Zeitpunkt auf der simulierten Zeitachse
wird durch die Zeitvariable "Systemzeit" gekennzeichnet. Ab-

hdngig vom Typ des zu bearbeitenden Ereignisses ist neben der

Aktualisierung des Systemzustandes und der Erfassung von stati-
stischen Daten die Ermittlung eines neuen Zukunftsereignisses

(z. B. nidchster Ankunftszeitpunkt) erforderlich.

Nach Bearbeitung eines Ereignisses wird aus dem Ereigniskalender
das zeitlich n&chstfolgende Ereignis ermittelt, und auf der Zeit-
achse erfolgt ein unmittelbarer Sprung zu diesem Ereigniszeit-
punkt (event by event simulation). Die Zeit zwischen zwei Er-
eignissen wird nur simuliert, d. h. das Ablaufgeschehen auf dem

Rechner 1lduft zeitlich gerafft ab.

Die Programmstruktur eines Simulationsprogramms hat einen hier-
archischen Aufbau, der in vier Ebenen eingeteilt werden kann. Die
erste Ebene bildet das Rahmenprogramm. Hier erfolgt die Initiali-
sierung des Systems (z. B. Aufbau der Datenstruktur entsprechend
der Modellbeschreibung, Initialisierung der Ankunftsereignisse
usw.) und die statistische Auswertung und Ausgabe der Simula-
tionsergebnisse am Ende des Simulationslaufes. In der zweiten
Ebene erfolgt die Steuerung der Ereignisverwaltung. Hier wird die
Bestimmung des zeitlich ndchstfolgenden Ereignisses, die Ver-
zweigung zur Ereignisablaufsteuerung (Ereignisanalyse) und die
statistische Auswertung der MeBdaten nach jedem Teiltest durch-
geflihrt. Die dritte Ebene ist die eigentliche Ereignisablauf-
steuerung. Abhdngig vom Typ des Ereignisses erfolgt hier die
eigentliche Ereignisbearbeitung, die Erfassung statistischer
Daten und die Ermittlung eines Zukunftsergebnisses, falls erfor-
derlich. In der vierten und letzten Ebene befindet sich die Pro-
zedurbibliothek. Hier sind die fir die oberen Programmebenen er-
forderlichen Unterprogramme, die wdhrend eines Simulationslaufes

immer wieder aufgerufen werden, untergebracht.

Aus Grinden der statistischen Aussagesicherheit wird der gesamte
Simulationslauf in einen Vorlauf und in N Teiltests unterteilt.
Der Vorlauf dient zur Erreichung des stationdren Zustands. Nach
Beendigung eines jeden Teiltests werden die charakteristischen
MefgrdBen berechnet und die MeBzdhler wieder auf Null gesetzt.
Aus den gewonnenen N Stichproben 1&8t sich fir jede MeBgréBe,

z. B. Mittelwert und Varianz, und mit Hilfe der Theorie der



Student-t-Verteilung [34] ein Vertrauensintervall bestimmen. Die
Zahl der Teiltests und die Zahl der Ereignisse innerhalb eines
Teiltests sind von der gewiinschten Genauigkeit der MeBgr&Ben ab-
hdngig (Richtwert 10 Teiltests mit je 10 000 Ereignissen). Das
Kriterium flir das Teiltestende ist i. a. eine vorgebbare Anzahl

von eintreffenden Anforderungen im System oder eine vorgebbare
Teiltestdauer.

Zur Validierung der in Kap. 4 und 5 entwickelten approximativen,
analytischen Methoden zur Untersuchung mehrstufiger Wartemodelle
mit taktgesteuerter Ein-/Ausgabe, Verwaltungszeit und Prioritdten

wurde ein Simulationsprogramm in der Programmiersprache FORTRAN IV
entwickelt [35].

3.3 Charakteristische Gr&Ben

ziel aller verkehrstheoretischen Untersuchungen ist die Bestim-~
mung "charakteristischer Gr&Ben" fiir das zu untersuchende Bedie-
nungssystem. Bei den analytischen Methoden erfolgt dies z. B. aus
den Zustandswahrscheinlichkeiten, bei den experimentellen Metho-

den durch statistische Auswertung der MeBgrdBen.

3.3.1 KenngréBen fiir Systemeigenschaften

Im folgenden sind die wichtigsten Kenngr®Ben fiir Systemeigen-—
schaften zusammengefaBit, die im Rahmen dieser Arbeit verwendet
werden:

Mittlere Durchlaufzeit tfi Die mittlere Durchlaufzeit einer be-

stimmten Anforderung ist gleich der Summe aller Warte-, Bedie-
nungs- und Transportzeiten. Man benutzt h&ufig auch die Begriffe
Antwort- oder Reaktionszeit.

Wartewahrscheinlichkeit W: Wahrscheinlichkeit, daB eine eintref-

fende Anforderung iberhaupt warten muS8.

Mittlere Wartezeit w: Mittlere Wartezeit einer eintreffenden An-

forderung bezogen auf alle Anforderungen, d. h. wartende und

nichtwartende Anforderungen.

Mittlere Wartezeit t, i Mittlere Wartezeit einer eintreffenden An-

forderung bezogen auf alle wartenden Anforderungen. Es gilt der
Zusammenhang

Wartebelastung Q: Die Wartebelastung, hidufig auch mittlere Warte-

schlangenldnge genannt, ist gleich der mittleren Anzahl gleich-

zeitig auf Bedienung wartender Anforderungen.

Verteilungsfunktion VF: Charakteristische Mittelwerte und Wahr-

scheinlichkeiten reichen zur Beschreibung des Verkehrsverhaltens
eines Systems nicht immer aus. In vielen Fidllen bendtigt man die
VF zur vollstdndigen Beschreibung der Schwankungen der Gr&Ben um

den Mittelwert, z. B. Wartezeitverteilungsfunktionen.

Neben diesen GroBen gibt es eine Reihe weiterer KenngrdBen, die
zur Beschreibung der Systemeigenschaften eines Bedienungssystems

herangezogen werden k&énnen. Einige seien hier nur aufgez#hlt:

—- Verlustwahrscheinlichkeit

- Blockierungswahrscheinlichkeit
~ Momente der VF

- Durchsatz

- Belastung

- Unterbrechungswahrscheinlichkeit

Abhdngig von der Struktur und Betriebsart kdnnen zur Charakteri-
sierung des betrachteten Modells alle oder nur ein gewisser Teil

dieser KenngrdBen sinnvoll angegeben werden.

Zwischen einigen Gr&Ben gibt es eine mathematische Beziehung, die
als Little'sches Theorem bekannt ist. Dieses Theorem hat in der
Verkehrstheorie grundlegende Bedeutung und soll deshalb kurz dis-
kutiert werden.



3.3.2 Das Little'sche Theorem

Betrachtet werde ein beliebiges System, z. B. ein Bedienungssystem
oder nur ein Teilsystem, dem ein beliebiger AnkunftsprozeB mit
der Ankunftsrate A angeboten wird. Das System befinde sich im
stationdren Gleichgewichtszustand. Bezeichnet man mit E[X] die
mittlere Anzahl von Anforderungen und mit E[TF] die mittlere
Durchlaufzeit im betrachteten System, so gilt folgende Gesetz-

mdBigkeit zwischen diesen GréBen

A-E[TF] = E[x] . (3.20)

Diese Beziehung wird als Little'sches Theorem bezeichnet [36].
Ein prinzipieller Beweis dieses Theorems ist leicht mdglich. Be~
trachtet man ein System mit den Systemzustdnden X(t) Uber einen

langen Zeitraum (to-am) und treffen in dieser Zeit genau c

&
0
Anforderungen ein, so gilt fiir die mittlere Durchlaufzeit und

A

fir die mittlere Anzahl im System:

| A , o
ElT ] = — T, ~ — [ X(t)dt
F “ai = i a0
1 o
E[X] = +— [ x(wat .
o o

Aus den beiden Gleichungen ergibt sich unmittelbar

C
EIX] ~ 2. 8[T.] .
g F

Im Grenziilbergang o= ist )»==cp/tO und man erhdlt die Gl. (3.20).

Ein Zusammenhang zwischen der mittleren Wartezeit w bzw. tW und
der Wartebelastung Q kann ebenfalls mit Hilfe des Little'schen

Theorems direkt angegeben werden. Es gilt die Beziehung

£ o= 2 w:%. (3.21)

A-W entspricht der mittleren Zahl von Anforderungen die pro Zeit-

einheit eintreffen und warten miissen.

Das Little'sche Theorem wird h&ufig auch filir Kontrollrechnungen
verwendet, wenn die Berechnung der charakteristischen GrdfSen ge-
trennt durchgefiihrt wurde, z. B. iiber die Analyse der Wartezeit-

verteilung oder bei Simulationen.

3.3.3 Erhaltungssédtze fiir Bedienungssysteme

Mit Hilfe der sog. "Erhaltungssdtze" lassen sich bei Kenntnis ge-
wisser charakteristischer GréBen weitere KenngrdBen eines Bedie-
nungssystems bestimmen. So wird z. B. im Kap. 5 ein Erhaltungs-
satz flr PrioritHdtssysteme mit unterbrechenden Priorit&ten abge-
leitet, der von der Uberlegung ausgeht, daB die in einem System
zu einem beliebigen Zeitpunkt anstehende Arbeit nicht von der Be-
dienungsreihenfolge abhdngt, solange das System "arbeitserhaltend"”
(im engl.: "work conservative") ist (vgl. [18]). Flir die weitere

Diskussion wird auf den Abschnitt 5.2.2.1 verwiesen.

3.4 Zusammenfassung

Der in diesem Kapitel gegebene Uberblick liber die wesentlichen
Methoden der Modellanalyse erhebt keinen Anspruch auf Vollstdn-
digkeit, da hier nur solche Methoden diskutiert wurden, die im
Rahmen dieser Arbeit angewendet werden. Zur weitergehenden Infor-
mation kann deshalb nur wiederholt auf die einschldgige Fach-
literatur verwiesen werden; einige Angaben hierzu wurden am An-
fang dieses Kapitels und bei der Beschreibung der verschiedenen

Analysemethoden vorgenommen.

In den folgenden Kapiteln werden spezielle Modelle untersucht,
flir die bisher entweder keine oder nur unter gewissen einschrén-

kenden Voraussetzungen Ergebnisse vorliegen.



4. ANALYSE DES DREISTUFIGEN WARTEMODELLS MIT TAKTGESTEUERTER
EIN-/AUSGABE, VERWALTUNGSZEIT UND EINER ANFORDERUNGSKLASSE

4.1 Struktur und Betriebsweise

Das Modell in Bild 4.1 bildet die Abldufe zwischen einer Steue-
rungseinheit und der Peripherie in vereinfachter Form nach, wenn
die Ubertragung von und zur Peripherie nur zu dquidistanten, 4. h.
taktgesteuerten Zeitpunkten stattfindet. Die Modellstruktur be-
riicksichtigt nur eine Anforderungsklasse, ein Modell mit mehreren
Prioritédtsklassen wird im Kap. 5 untersucht. Die Steuerungsein-
heit entspricht z. B. bei einem zentralgesteuerten Vermittlungs-
system dem Zentralrechner, bei einem dezentral- oder teilzentral-
gesteuerten Vermittlungssystem einem peripheren Rechner. Die Mo-
dellstruktur ist auch anwendbar fiir einen Prozefrechner mit Peri-
pherie, wenn die Ein-/Ausgabe programmgesteuert ablduft, d. h.
vom Rechner aktiviert und durchgefiihrt wird.

GI
- | TA:A(t) Rekurrenter
~ - + = o
5 $ Xoo, Ankunftsprozep
£
= . Eingabewarte-
o — schlange
e T Taktgesteuerte
: Ein-/Ausgabe
i
™~ |
™ ] .
2 | Arbeitswarte-
g 1 —| FIFO schlange
= I —
3 i
& - Ty:H(t) Allg.verteilte
o h Bedienungszeiten
,C
—— . %W H
1
i
- ! __ Ausgabewarte—
S : o schlange
T
S [
S
B P Bild 4.1. Dreistufiges Wartemodell mit
o ’ taktgesteuerter Ein-/Ausgabe,

Verwaltungszeilt und einer
Anforderungsklasse

Der AnkunftsprozeB wird durch allgemein verteilte Ankunftsab-
stdnde (GI) mit der mittleren Ankunftsrate A beschrieben. Diese
in der Peripherie erzeugten Anforderungen werden in der Eingabe-
warteschlange zwischengespeichert.

Zu jeweils dquidistanten Taktzeitpunkten mit der Periode T werden
alle wartenden Anforderungen von der Eingabewarteschlange in die
Arbeitswarteschlange (work queue) ilbertragen. Die z. B. von einer
Realzeituhr erzeugte Unterbrechungsanforderung (interrupt request)
legt die Taktzeitpunkte fest und aktiviert die Steuerungseinheit
zur Durchfiihrung des Transfers der Anforderungen. Die zur Uber-
tragung erforderliche Bedienungsphase G. wird als konstant ange-

o]

nommen, die zugehdrige Zeitdauer T bezeichnet man als Verwal-

tungszeit (overhead time). Die Verggltungszeit setzt sich im we-
sentlichen aus zwei Anteilen zusammen, aus der Initialisierungs-
zeit (Aufruf des Unterbrechungsprogramms) und der eigentlichen
Ubertragungszeit. Die Ubertragungszeit schwankt zwar abhingig von
der Zahl der zu lbertragenden Anforderungen, Jjedoch ist sie bei
realen Systemen vernachldssigbar klein verglichen mit der Initi-
alisierungszeit. Da zur Initialisierung stets das gleiche Unter-
brechungsprogramm aufgerufen wird, stellt die Annahme einer kon-

stanten Verwaltungszeit eine gute Approximation dar.

Eine zum Taktzeitpunkt in Bedienung befindliche Anforderung wird
sofort unterbrochen. Die Fortsetzung der Bedienung erfolgt erst
nach Ablauf der Overhead-Phase, weitere wartende Anforderungen
werden nach der Strategie FIFO abgearbeitet.

Der Bedienungsprozef wird durch allgemein verteilte Bedienungs~

zeiten (G) mit der mittleren Bedienungszeit h charakterisiert.

Die bei der Bearbeitung der Anforderungen erzeugten Riickmeldungen
(Befehle) flir die Peripherie werden in der Ausgabewarteschlange
(output queue) zwischengespeichert. Ebenfalls zu den Taktzeit-
punkten findet der Transfer zwischen der Ausgabewarteschlange

und der Peripherie statt. Reprédsentiert das Modell nach Bild 4.1
den Knoten eines Warteschlangennetzes, so entspricht der Transfer

der im Abschnitt 2.2.4 besprochenen Wegelenkung (routing).



Zur Untersuchung des Modells und zur Berechnung der charakteri-
stischen Verkehrsgrd8en wird auf die in Abschnitt 3.1.2.1 angege-
benen Zerlegungsmethoden zuriickgegriffen. Dabei wird das Gesamt-
modell in drei Teilmodelle zerlegt. Das erste Teilmodell umfaBt
den Ankunftsprozef, die Eingabewarteschlange und die taktmiBige
Umspeicherung von Anforderungen. Da diese Umspeicherung wie eine
Bedienung interpretiert werden kann, ergibt sich fiir dieses Teil-
modell ein Warteschlangenmodell des Typs GI/C/«, d. h. allge-
meiner Ankunftsprozef und taktm&Bige Bedienung aller wartenden

Anforderungen.

Das zweite Teilmodell beriicksichtigt den taktm&figen Gruppenan-—
kunftsprozes, die Arbeitswarteschlange und die eigentliche Be-
dienungseinheit. Die Kurznotation hierfiir ist C[XE/G/l, d. h.
taktmdBiger Gruppenankunftsprozef und eine Bedienungseinheit mit
allgemeiner Bedienungs-VF H(t). Das Modell beriicksichtigt zu-
sdtzlich die Overhead-Phase GO mit der konstanten Bearbeitungs-—
dauer TOH'

Das dritte Teilmodell entspricht im Prinzip dem ersten Teilmodell,
jedoch wird hier der Eingangsprozef durch den BedienungsprozeB
des zweiten Teilmodells gebildet. *

Wie bereits im Abschnitt 3.1.2.7 beschrieben, gehtren die Zerle-
gungsmethoden zu den approximativen analytischen Methoden. Die Er-
gebnisse sind um so besser, je genauer die Schnittstellenverkehre
beschreibbar sind oder je weniger die Teilmodelle voneinander ab-

hdngen.

Betrachtet werde zundchst die Schnittstelle zwischen dem ersten
und dem zweiten Teilmodell. Unter der Voraussetzung, daB die
Arbeitswarteschlange unendlich grofi sein soll, k&nnen zum Takt-
zeitpunkt immer alle Anforderungen libertragen werden, d. h. die
Eingabewarteschlange wird zu jedem Taktzeitpunkt v5llig entleert.
Das bedeutet aber, daB in keiner Weise ein Zustand des ersten
Teilmodells durch irgendeinen Zustand des zweiten Teilmodells be-
einfluft wird. Deshalb k&nnen beide Teilmodelle unabhidngig von-
einander untersucht werden. Ist die Arbeitswarteschlange jedoch

begrenzt, dann k&nnen nicht immer alle Anforderungen iUbertragen

werden. Aufgrund dieser Rickwirkung k&nnen die beiden Teilmodelle
nicht unabhéngig voneinander untersucht werden. Eine derartige
Modellstruktur, die beide Teilmodelle umfafBt und die dadurch be-
dingten gegenseitigen Abhdngigkeiten mit einbezieht, wurde in [37]

ausflihrlich untersucht.

Zur Untersuchung des zweiten Teilmodells mufB der Gruppenausgangs-
prozefB des ersten Teilmodells genauer betrachtet werden. Die
GruppengrdBen-Verteilung ist identisch mit der Anzahl wartender
Anforderungen in der Eingabewarteschlange kurz vor dem Taktzeit-
punkt. Da stets alle wartenden Anforderungen zwischen der Eingabe-
und Arbeitswarteschlange transferiert werden, ist die Gruppen-
grdfen~Verteilung gleich der Verteilung der Anzahl von eintref-
fenden Anforderungen in einem Taktintervall. Die Berechnung dieser
Verteilung mit Methoden der Erneuerungsthecrie wird im Abschnitt
4.2.17 durchgefiihrt.

Die zweite Schnittstelle liegt zwischen der Bedienungseinheit

und der Ausgabewarteschlange. Der Schnittstellenverkehr kann
unter Erneuerungsannahmen zu den Taktzeitpunkten ebenfalls appro-
ximativ berechnet werden. Ausgehend von den Zustandswahrschein-
lichkeiten kurz nach den Taktzeitpunkten im zweiten Teilmodell
kann mit Hilfe der Sterbewahrscheinlichkeiten die VF der Zahl von
Anforderungen kurz vor dem Takt in der Ausgabewarteschlange und
damit die GruppengrdBen-Verteilung des Ausgangsprozesses bestimmt

werden.

Im folgenden werden die drei Teilmodelle nacheinander untersucht
und die zugehdrigen charakteristischen Verkehrsgr&Bfen bestimmt.
AngchlieBend werden die berechneten Ergebnisse diskutiert. Die
aufgrund von approximativen Analysemethoden ermittelten Ergebnisse
werden hierbei grunds&tzlich mit entsprechenden Simulationsergeb-

nissen verglichen.
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4.2 Das erste Teilmodell GI/C/«

Das erste Teilmodell, welches den Ankunftsprozef, die Eingabe-~
warteschlange und die taktmdBige Bedienung aller wartenden An-
forderungen zum Taktzeitpunkt beriicksichtigt, kann aufgrund der
Rickwirkungsfreiheit durch ein Warteschlangenmodell des Typs
GI/C/« nachgebildet werden. Bild 4.2 zeigt dieses Modell mit all-
gemeinem AnkunftsprozeB GI, der Eingabewarteschlange und dem

Schalter, der die taktm&Bige Bedienung nachbildet.

GI
TA:A(t) Rekurrenter
A AnkunftsprozeB
,C
A
W | Eingabewarte-
Q |= schlange

j~T Takt
t

C[X] Gruppenausgangs—

Prozel3

Bild 4.2. Das erste Teilmodell GI/C/e

Analytische Untersuchungen dieses Modelltyps flir spezielle An-
kunftsprozesse wurden in [ 9 ,38,39,40,41] durchgefithrt. Die Mo~
delle M/C/n in [ 9], M/C/1 -s in [38], M/C/n-s in [39,41] und
Ek/C/n-—s in [40] berilicksichtigen eine Begrenzung der zum Takt-
zeitpunkt transferierten Anforderungen auf 1 bzw. n. Bei den mei-
sten Untersuchungen wird auBerdem eine endliche Eingabewarte-
schlange (s) mit einbezogen. Die Analyse erfolgt einheitlich mit
Hilfe einer eingebetteten Markoff-Kette.

Die zu berechnenden charakteristischen Verkehrsgr&Ben sind die
mittlere Wartezeit w und die mittlere Warteschlangenldnge Q. Hin-
[x}]

zu kommt der taktmdBige Gruppenausgangsprozef C , der den Ein-

gangsprozef fir das zweite Teilmodell darstellt.

Fiir die Bestimmung der mittleren Wartezeit wird eine "Testanfor-
derung" betrachtet, die im Intervall (tv’ tv-dtv) eintrifft und

bereits x Anforderungen in der Zeitspanne (T-tv) mit der Wahr-

scheinlichkeit gx(T-—tv) eingetroffen sind (vgl. Bild 4.3).

g (T-t) l Testanforderung
X v
e e ey,
Zetit
wF
v t
v
T

Bild 4.3. Testanforderung zur Bestimmung
der mittleren Wartezeit

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen der Testanforderung im
Zeitintervall dtv ist gleichverteilt {iber das Intervall T und be~-
tragt dtv/T. Da die beiden Ereignisse

- Eintreffen der Testanforderung in dtv

- bereits x Anforderungen im System

unabhé&ngig voneinander sind, ergibt sich fiir die Wahrscheinlich-

keit P{tv-—dtv,tv}, daf die Testanforderung zwischen tv-—dtV und
tv warten mufB

dt
A\
Pit, -dt ,t } =g (T-t) - —/ , O0<t <T. (4.1)
Durch Multiplikation mit tv’ Addition iber alle mdglichen System-
zustdnde und Mittelung iiber das Taktintervall T erhdlt man fiir die

mittlere Wartezeit

| e

=
L gx(T"tv)tvdtv

T
S
0 x=0

x

Da die Summation iber alle Systemzustandswahrscheinlichkeiten zu
jedem Zeitpunkt identisch "1" ist, erhdlt man fiir die mittlere
Wartezeit die einfache Beziehung

. (4.2)



Das Ergebnis ist unmittelbar interpretierbar. Eine beliebig her-

ausgegriffene Anforderung, die gleichwahrscheinlich zu jedem Zeit-

punkt innerhalb eines Taktintervalls eintrifft, muB im Mittel die

halbe Taktperiode warten.

Da alle Anforderungen warten missen (W=1), gilt t,=w und fir die
mittlere Warteschlangenldnge Q unter Verwendung des Little'schen
Theorems nach Gl. (3.21)

Q= Aw . (4.3)

Unter der Voraussetzung eines allgemeinen Ankunftsprozesses sind
die Taktzeitpunkte keine Regenerationspunkte des Prozesses, da
die zufdllige Zeitdauer T1 bis zum ersten Ankunftszeitpunkt ge-
didchtnisbehaftet ist. Nur bei exponentiell verteilten Ankunfts-
abstinden (GI =M) ist jeder Zeitpunkt und damit auch der Takt-
zeitpunkt ein Regenerationszeitpunkt des Prozesses (vgl. Kap.
3.1.1.1) .

Die Berechnung des Gruppenausgangsprozesses erfolgt deshalb mit
Methoden der Erneuerungstheorie. Da zu den Taktzeitpunkten stets
alle wartenden Anforderungen ilibertragen werden, ist die Gruppen-
gréB8en-Verteilung des Ausgangsprozesses identisch der Verteilung
der Anzahl von Ankiinften in einem Taktintervall T. Die Berechnung
der GruppengrdBen-Verteilung wird im folgenden fiir allgemeine
Ankunftsprozesse unter Erneuerungsannahmen zu den Taktzeitpunkten

durchgefiihrt.

4.2.1 Berechnung der GruppengréBen-Verteilung

Entsprechend Bild 4.4 beobachtet man einen rekurrenten ProzeB mit
allgemein verteilten Ankunftsabstdnden und fragt nach der Zahl
der Anforderungen (Erneuerungen des Prozesses), die in ein Inter-
vall (0,t) hineinfallen. Die Zwischenankunftszeiten werden durch
die stetigen zZV Ti' i=1,2,..., gekennzeichnet. T1 habe die Ver-
teilungsdichtefunktion (VDF)f1(t), alle anderen Ti, i >1, haben
die gleiche VDF f(t) (rekurrenter ProzeB).

Erneuerungen (Ankiinfte)
| }’Trt‘Tz'i R e S =™ T‘Ikn‘i

|
; . . ;
S I R T R S

v

k,gk(t)

Bild 4.4. Bestimmung der Anzahl von Erneuerungen
eines rekurrenten Prozesses

Abhdngig von der VDF f, (t) unterscheidet man zwischen drei ver-

(
1
schiedenen Erneuerungsprozeftypen:
1. Gewdhnlicher oder normaler Erneuerungsprozef

- f£,(t) =£{t), alle Zv T i=1,2,..., sind gleich verteilt

2. Modifizierter ErneuerungsprozefB

- fq(t) £ f(t), alle zZV Ti’ i>1, sind gleich verteilt

3. Stationdrer Brneuerdngsprozeﬁ
- T1 entspricht der "Vorwdrts-Rekurrenzzeit", d4d. h. f1(t)
ist die VDF der Vorwirts-Rekurrenzzeit nach Gl. (4.4a).

Alle anderen zZV Ti’ i>1, sind gleich verteilt

zur Berechnung der GruppengrdBen-Verteilung wird hier auf den
stationdren ErneuerungsprozeB zurlickgegriffen. Die physikalische
Interpretation eines stationdren Erneuerungsprozesses ist fol-
gende: Ein gewdhnlicher Erneuerungsprozef wird weit vor dem zu-
filligen Beobachtungszeitpunkt gestartet. Dann bezeichnet man die

Zeitdauer T1 zwischen Beobachtungszeitpunkt und der 1. Erneuerung

als "Vorwirts-Rekurrenzzeit" des Prozesses. Die Vorwdrts-Rekurrenz-

zeit hat die VDF
£, (8) =A[1-F(t)] (4.4a)

mit dem Mittelwert

A 2 .
E[T1] 5 E[Ti]’ i>»1 (4.4b)
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und der Laplace~Transformierten (LT)

L, 1 -2(s)
@, (s) =2 = . (4.4c)
F(t) ist die VF der regqguldren Erneuerungen (Ti, i>1) mit dem
Mittelwert 1/A , ®(s) ist die Laplace~Stieltjes-Transformierte
(LST) von F(t). Fir die Herleitung der Gl. (4.4) wird"z. B. auf
[42,18] verwiesen.

Wie im folgenden gezeigt wird, besteht zwischen dem stationdren
und dem gewthnlichen Erneuerungsprozef ein fester Zusammenhang.
Beide Prozesse werden deshalb ndher betrachtet. Zur Unterscheidung
werden die GroBen des gewthnlichen Erneuerungsprozesses mit ,

die des stationdren ErneuerungsprozeBf mit gekennzeichnet.

Vor der Berechnung der Wahrscheinlichkeiten Iy des Gruppenaus-
gangsprozesses werden einige grundsédtzliche Beziehungen der Er-
neuerungsprozesse abgeleitet. Zur Verallgemeinerung wird zundchst
ein beliebiges Intervall (O,t) betrachtet und die Wahrscheinlich-
keit gk(t) fiir K = k Erneuerungen innerhalb dieses Intervalls be-
rechnet {(vgl. auch [42]).

Ist die 2ZV Sk die Zeit bis zur k-ten Erneuerung, Fk(t) die VF

von Sk mit Fo(t) =1, dann gilt

P{K <k} = P{Sk>t} =1 —Fk(t)
und damit
gy (t) = P{K =k} = Fk(t) - Fpeq (8 . (4.5)

Ist G(z,t) die erzeugende Funktion filir die Wahrscheinlichkeiten
gy (£)

o

G(z,t) = Zb g, (82", (4.6)
K=

dann erhdlt man duxrch Einsetzen der Gl. (4.5) in die Gl. (4.6)

==

Glz,t) =1+ ) F (t)(z-1z5" . (4.7a)
5 Tk
k=1
Bezeichnet man mit @k(s) die LT von fk(t), so ist @k(s)/s die LST
von Fk(t). Damit gilt fir die LT ®G(z,s) von G(z,t):

_1,1 k-1
o (z,8) = g+gk; o, (s)(z-1)z ; (4.7b)

Da die 2V Sk gleich der Summe der 2ZV Ti’ i=1,2,...,k, ist, er-
gibt sich deren LT Qk(s) aus dem Produkt der LT @i(s) der VDF
fi' i=1,2,...,k. Da die VDF f1(t) fiir die beiden betrachteten
Erneuerungsprozesse verschieden ist, erhdlt man unterschiedliche

Beziehungen fir QP(S)'
1. Gewdhnlicher ErneuerungsprozeB
Mit

B, (s) =0, ()0 (5) = &(s) (4.8)

gilt fir die Gl. (4.7b)

= . _ 1 -2(s)
o.(z,8) = ST =zo(s7T - (4.9)

2. Stationdrer Erneuerungsprozefl
Mit

B (s) = 0, ()0 (s) = 1 122E) gk (4.10)
gilt fdr die Gl. (4.7b)

e _ 1 (z-1[1-0(s)]
o . (z,s) -+ A
G s $%01 - 20 (s) ]

(4.11a)

Die Riicktransformation dieser Gleichung liefert

Tt
E(Z,t) = 14+A(z-1) J é(z,u)du (4.11b)
o}



Durch Koeffizientenvergleich von zk erhdlt man filir die wahr-
scheinlichkeiten Ek(t), ausgedriickt durch die einfacher zu berech-

nenden Wahrscheinlichkeiten §k(t):

t
F 6) = 15w -g ldu, k=1,2,... (4.12a)
o
und
~ t_.
golt) = 1-2 f golwdu . (4.12b)

Die gesuchten GruppengrtBenwahrscheinlichkeiten Iy sind nun
gleich den Wahrscheinlichkeiten EK(T), d. h. die obere Integra-
tionsgrenze ist gleich T zu setzen. A ist die mittlere Ankunfts-

rate des rekurrenten Ankunftsprozesses.

Ist die numerische Berechnung der Wahrscheinlichkeiten §k(t) fir
einen vorgegebenen Ankunftsprozel mit vertretbarem Aufwand mbg-
lich, dann stellt die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten Ek(t)
und damit die Bestimmung der Gruppengrdfenwahrscheinlichkeiten Iy
keine Schwierigkeit dar. Speziell filir einen Markoff-Ankunftspro-
zeB ist die Berechnung besonders einfach und man erhdlt flr die

GruppengroBen-Verteilung eine Poisson-Verteilung.

Fiir einen Erlang-verteilten AnkunftsprozeB der Ordnung k erhdlt

man die Beziehung

(r+1) k-1

m
. 3y -
gr(t) - (kAt) I kAt

m! ’ r=0,%,... (4.13)

m=rk

Die Gl. (4.13) folgt unmittelbar aus der Uberlegung, daB die zu-
fdllige Zahl R der Erneuerungen genau dann den Wert r annimmt,
wenn die Anzahl der durchlaufenen Stufen des zugrunde liegenden
Markoff-Prozesses einen der Werte rk, rk+1,...,(r+1)k -1 an-
nimmt. Hierbei entspricht die Anzahl der durchlaufenen Stufen in
der Zeit t einer Poisson-Verteilung mit dem Mittelwert kAt. Setzt
man die Gl. (4.13) in die Gl. (4.12) ein, dann ergibt sich fir

die Gruppengréfen-Verteilung des Ausgangsprozesses:
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9o = (1 =AD)g,(T) + AT, , , (4.14a)
g, = (x+1 -m)grm -(r-1 -AT>§r_1(T)
FATCE (L qypeg ~ 26 g T E iy kat) r=1,2,... (4.’14b)
mit
£ = i—kj—}‘;—rlje'km , £5=0 fir <O

Der Indextausch k gegen r flir die Wahrscheinlichkeiten 9, wurde

durchgefiihrt, da k fir die E, _-VF benutzt wird.

k

Die numerische Berechnung der GruppengrdBen-Verteilung fir einen
hyperexponentiellen AnkunftsprozeB8 (z. B. H2) 14B8t sich mit ver-
tretbarem Rechenaufwand nicht mehr durchfiihren. Lediglich die Be-
rechnung der ausgezeichneten GrdSe 9o+ d. h. die Wahrscheinlich-
keit, daB keine Anforderung innerhalb eines Taktintervalls ein-

trifft, ist leicht m8glich. Man erhdlt fiir eine H2—Verteilung bei
Vorgabe des Mittelwertes t, =1/A und des Variationskoeffizienten

A
CA unter Einbeziehung der {iblicherweise verwendeten Relation

Pyry =Pghy:
AT Ici”
9o = € -cosh< 2 kT) (4.15)
cl+1

Die GrdBe 90 wird fir die Berechnung der Wartewahrscheinlichkeit

bei der Untersuchung des zweiten Teilmodells vorausgesetzt.

Da die numerische Berechnung der gesamten Gruppengrodfen-Vertei-
lung nur fiir spezielle Ankunftsprozesse sinnvoll durchfiihrbar ist,
wird fiir die Untersuchung des zweiten Teilmodells eine approxi-
mative Berechnungsmethode vorgestellt, die nur den Mittelwert E[KI]
und die Varianz Var[K] der Gruppengrdfen-Verteilung bendtigt. Die
Bestimmung dieser Grdfen aus der erzeugenden Funktion G(z,s) wird
im folgenden kurz diskutiert; abschlieBend werden Ergebnisse fir

die Ankunftsprozeftypen GI::Ek und GI =H, angegeben.



4.2.2 Mittelwert und Varianz der GruppengriBen-Verteilung

Der Mittelwert E[K] bzw. die Varianz Var[K] ist identisch dem
Mittelwert bzw. der Varianz der Erneuerungen im Intervall (0,T).
Diese GroBen sind filir beide ErneuerungsprozeBftypen direkt aus der

erzeugenden Funktion QG(z,s) berechenbar. Die LT sind:

ad . (z,s)
= A G'™r _ ®(s)
%al®) = —gz | _ T sIT-esT ¢ (4.16a)
2_.
a“® (z,s)
= A G ™ 3 5 2
d (s) & —= +® (s) -3.° (s)
v d22 z=1 H H
=3 (s)[1+3,(s) (25 - 1)] (4.16b)
und
de (z,s)
4G = A
@H(s) = Iz - =g (4.17a)
Do
d°® . (z,s)
~ A G ' = = 2
® _(s) = +® (s) -9 (s)
v az? 4=1 H H
21 = A A2
el L C - B (4.17b)

Die Riicktransformation der LT nach Gl. (4.17) liefern die ge-
suchten GréB8en E[K] und Vvar[K], wenn die obere Integrationsgrenze
gleich T gesetzt wird:

T
E[K] = A { du = AT (4.18)
o]
und
r o 1
var{K] = 2A [ (H(w) - Au+z)du . (4.19)
o]

Die noch unbekannte GrdBe H(t) ist die sog. "Erneuerungsfunktion”.
Sie ergibt sich aus der Ricktransformation der Gl. (4.16a) und

ist nur abhdngig von ®(s). @(s) ist die LT der VDF f(t) der re-

guldren Erneuerungen. Vor der Betrachtung spezieller Ankunfts-—

prozesse wird die LST 5H(s) der Erneuerungsfunktion H(t) etwas
genauer untersucht.

Ist @(s) eine rationale Funktion in s, dann kann 5H(s) in Partial-

briiche entwickelt werden. Die Pole der Funktion liegen bei s=0

und bei den nichtverschwindenden Wurzeln S i=1,2,..., der Glei-
chung

®(s) =1
Da diese Gleichung wegen @'(0) =-1/A <0 ebenfalls eine einfache

Nullstelle bei s =0 aufweist, enth&lt die Partialbruchzerlegung
von 5H(s) immer Glieder mit 1/s2 und 1/s und man erh&lt:
_ A 1 2

@H(S) ‘?‘FZS(C 1) +R(s) . (4.20)
R(s) ist eine rationale Funktion in s mit den Polen Si' i=1,2,...
Die nichtverschwindenden Wurzeln Sy treten entweder alle konju-
giert komplex auf oder eine Wurzel ist negativ reell. 1/A ist
der Mittelwert, ¢ ist der Variationskoeffizient der VF F(t) der
reguldren Erneuerungen.

Fir jede einfache, nichtverschwindende Wurzel s; ergibt sich der

folgende Ausdruck fiir die Funktion R(s) in der GLl. (4.20)

1
- sié'(si)(s —si) ) (4.21)

Fir die speziellen Ankunftsprozesse GI==Ek und GI:=H2 sollen nun
diese Partialbruchentwicklung durchgefiihrt und nach der Riicktrans-

formation die gesuchten GrdB8en E[K] und Var[K] berechnet werden.
a) Ek—AnkunftsprozeB
Ist der Ankunftsprozef Ek—verteilt mit der Ankunftsrate A, dann

haben die einzelnen M-Phasen die Rate € =k-A. Damit ergibt sich
fiir die LT ©(s) die Beziehung

@(s) = (S +€) . (4.22)



Durch Einsetzen von ®(s) in Gl. (4.16a) erhilt man:
@H(s) = e (4.23)

Die nichtverschwindenden Wurzeln der Gleichung

k

(s+e)f = ¢ (4.24a)

sind
.21,
Ix*
s; = (e -1); i=1,2,...,k-1 . (4.24b)

Ist k eine gerade Zahl, dann erhdlt man flir i =k/2 die negativ

reelle Wurzel s - 2€. Alle anderen Wurzeln treten - wie oben

k/2°
erwdhnt - konjugilert komplex auf. Die Ableitung @‘(si) liefert

unter Benutzung der Gl. (4.24a)

B is.) = -, (4.25)
1 s, +€ )

Durch Einsetzen der Gl. (4.25) und der Gl. (4.24b) in Gl. (4.21)
erhd8lt man R(s) und damit flr die Entwicklung von 5H(s) nach
Gl. (4.20) mit c=c_:

k-1 s, +€
= A 1 2 1 i
@ (s) = =+5=— (c;-1) +¢ § T (e =7 ° (4.26)
H s 2s A k = si(s si)

*
Die konjugiert komplexen Wurzeln si:=oi-+jmi und si=0i-—jmi kon-

nen unter der Summe zusammengefaBt werden. Durch Einsetzen der

Wurzeln und € =kA ergibt sich nach einigen Umformungen

- a1 2
@H(S) = —§+—2—§ (CA"'!)
S
J s -0, o, + 2¢ W,
+% 0 i L L] (4.27a)
Soi= (s-0.)"+0 i (s —0.)" + w,
1 1
1 1
* 7% 57 2¢

und durch RiUcktransformation

= B 1, 2
H(t) = At+-2—(cA—1)
1 3 oit oi4-2€
+ Y. e [cos(wit)+ sin(w, t)] (4.27b)
1=1 i :
1
+§Ee_2€t§
|nur fiir gerade k
mit
j = [£€}l} = das Ganze der Division & ;1
“ .
und
3,
Z; (-) =0 fir j<i
i1

Setzt man die Gl. (4.27b) in die G1. (4.19) ein, so erhidlt man

schlieBlich fiir die Varianz der Gruppengrdfen-Verteilung des Aus-

gangsprozesses:
AT 2 g o;T .
var[k] = 4=+ = ) | TTTEBEEF{1 -e 7 cos(w,T)]
kT i=1 i
+ (1 - & 2T (4.28)
2k |nur fir gerade k
mit
¢ = 20y o. = kX(c -1) ®, = kAsin
®p Tt o 97 os®y e T 1ne;

Flir den speziellen Fall k=1 (Markoff-AnkunftsprozeB) ist c§f=1,

k ungerade, j <i und man erh&dlt:
var[K] = AT .
Da der Mittelwert fiir den stationdren ErneuerungsprozeB immer

gleich AT ist, erh&lt man wegen E[K] =Var[K] erwartungsgemif eine

Poisson-Verteilung filir die GruppengréBen~Verteilung.



b) H,~-Ankunftsprozef

2
Der AnkunftsprozeB ist H2~verteilt mit der Ankunftsrate A. Die
Verzweigungswahrscheinlichkeiten sind P4 bzw. Py (p1-+p2-=1) und
die Raten der beiden parallelen M-Phasen k1 bzw. kz. Damit er-
gibt sich fiir die LT ®(s) die Beziehung

P1ry Pohy
D(s) = m“';—xz— . (4.29)

Mit der nichtverschwindenden Wurzel

M2y
Sy == (Pyhy +Pyry) == —— (4.30)

der Gleichung ®(s) =1 erhdlt man fir die Entwicklung von 5H(s)
nach Gl1. (4.20) mit c=c

A
By (s) = Siz+§—s—<c§—ﬂ ‘%“’i‘“s—151 (4.31a)
und durch Ricktransformation
At) = At+ S(cl-1) (1 SNy (4.31b)

Setzt man die Gl. (4.31b) in die Gl. (4.19) ein, so ergibt sich
fir die Varianz der GruppengrdBen-~Verteilung des Ausgangsprozes-
ses nach einigen Umformungen

2 A, ALT/A

2 A 2 172
var[K] = )JI‘(:A--)L T (cA‘—1)(1 -e ) . (4.32a)

1772

Unter Verwendung der {Ublichen Zusatzbedingung p1k2==pzk1 kann A1
bzw. Az als Funktion von Cy ausgedriickt werden und man erhdlt die
einfachere Beziehung

~2AT/ (e41)
_ 2 1,4 A
var[K] = chA-7(cA-»1){1 - e ) . (4.33)

Flir den speziellen Fall cA::1 (Markoff-AnkunftsprozeB) ergibt
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sich mit Var[K] = AT wiederum die Poisson-Verteilung filir die Grup-

pengrdBen-Verteilung.

Aus dem Mittelwert E[K] und der Varianz var[K] kann der Variati-

onskoeffizient cx der Cruppengrdfen-Verteilung nach der Definition

CK - VVBarK[K] (4.34)

berechnet werden. Bild 4.5 zeigt die Abhdngigkeit des Variations-

koeffizienten vom Mittelwert E[K] = AT fir die AnkunftsprozefB-

typen M, Ek und HZ‘
1.5 4
o _“_._..Ek—AnkunftsprozeB
{ M -Ankunftsprozes
—————— Hz—AnkunftsprozeB
1.0 < Simulation =
N
o IR %fﬂ 5
\\\\\\\ \‘J/é Trme—
—~— ~-— .
0.5 g = s
- —
\» ‘\_’_h.‘§ P ——————
Tt e T — e
k=2 \ btk S P S
k=4
0
0 2,0 4.0 6.0 8.0 10.0
— E[K]

Bild 4.5. Variationskoeffizient Cx des Gruppenausgangsprozesses
in Abhdngigkeit von der mittleren GruppengrdBe E[K]

flir verschiedene AnkunftsprozseBtypen

A fir die H2~VF er—
geben sich sehr unterschiedliche Werte fir Cye verglichen mit der
Poisson~-Verteilung fir die M-VF. Fir groBe Werte von E{K] =AT er-

Abh&ngig von der GroBe k filir die Ek—VF und ¢

h&lt man unter Einbeziehung der Gl. (4.28) bzw. (4.33) flir alle
drei AnkunftsprozeBtypen cx = CA/VX§1




Mit der Berechnung des Variationskoeffizienten der GruppengrdBen-
Verteilung des Ausgangsprozesses wird die Untersuchung des ersten
Teilmodells abgeschlossen.

4.3 pas zweite Teilmodell c!¥J/g/1

Das zweite Teilmodell, welches den taktmiBigen Gruppenankunfts-
prozeB, die Arbeitswarteschlange und die Bedienungseinheit be-
ricksichtigt, wird durch ein Warteschlangenmodell des Typs

C{X]/G/1 nachgebildet. Bild 4.6 zeigt die zugehdrige Modellstruk-

tur.
x] , -
C Gruppenankunfts~-
prozeld
{k,gk
[T T Takt

Arbeitswarte-
schlange

t
i
!
)
!
!
i
T :H(t) Allg. verteilte
H 8 ) Lo
Bedienungszeiten
h,c
T H
1

[x]

Bild 4.6. Das zweite Teilmodell C /G/1

Der AnkunftsprozeB entspricht dem AusgangsprozeB des ersten Teil-
modells. Jeweils zu den Taktzeitpunkten trifft eine Gruppe mit
einer zufdlligen Anzahl von k >0 Anforderungen mit der Wahr-
scheinlichkeit 9y ein. Alle eintreffenden Anforderungen werden

in der als unbegrenzt angenommenen Arbeitswarteschlange abgelegt.
Die wartenden Anforderungen werden nach der Abfertigungsstrategie
FIFO bedient. Filir die Ubernahme einer Gruppe wird im Modell eine

konstante Verwaltungszeit T berilicksichtigt, die in realen

OH
Systemen der Bearbeitungszeit der Unterbrechungsroutine ent-

spricht. Eine zum Taktzeitpunkt in Bedienung befindliche Anforde-

rung wird sofort unterbrochen und erst nach Ablauf der Verwal-

tungszeit TOH weiterbedient.

Analytische Untersuchungen dieses Modells flir spezielle Bedie-
nungs~VF wurden in [ 9,10,12] durchgefilhrt. Die Untersuchung des
Modells C[x]/D/1 in [ 9] und C[X]/M/1 -s in [10] beriicksichtigt
[X]/Ek/l - s unter

Einbeziehung einer Verwaltungszeit und endlicher Arbeitswarte-

keine Verwaltungszeit. In [12] wird das Modell C

schlangenldnge auf ein Ersatzmodell mit exponentiell verteilten
Bedienungszeiten zurlickgefiihrt. Filir die Gruppengr&B8en-Verteilung
des Ankunftsprozesses wird bei den genannten Untersuchungen eine
Poisson-Verteilung vorausgesetzt. Aufgrund dieser Poisson-Ver-
teilung und den speziellen Bedienungs-VF sind die Taktzeitpunkte
stets Regenerationszeitpunkte des Systemzustandsprozesses. Allen
Untersuchungen liegt deshalb die Methode der eingebetteten

Markoff-Kette zugrunde (vgl. Abschnitt 3.1.1.3a), und man erhilt

exakte Ergebnisse fiir die charakteristischen Verkehrsgr&Ben.

Die hier durchgefiihrten Untersuchungen berilicksichtigen allgemeine
Gruppengrofen-Verteilungen und allgemein verteilte Bedienungs-
dauern. Hierbei ist die fiir eine exakte analytische Berechnung
notwendige Bedingung der Geddchtnislosigkeit ;u den Taktzeit-
punkten nicht mehr gegeben. Die durchgefilhrten approximativen
analytischen Untersuchungen stiitzen sich deshalb auf die Methoden
der Erneuerungstheorie, d. h. bei Betrachtung des Systems zu den
Taktzeitpunkten und unter stationdren Voraussetzungen wird fir
die Zeitdauer bis zur ndchsten Systemzustandsinderung (Bedienungs-
ende) die Vorwdrts-Rekurrenzzeit eines stationiren Erneuerungs-
prozesses angenommen (vgl. Abschnitt 4.2.1). Modelle mit den oben
genannten speziellen Voraussetzungen flir den Ankunfts- und Bedie~
nungsprozef sind als Sonderfdlle in den Untersuchungen enthalten.
Die Uberpriifung der approximativ berechneten Ergebnisse erfolgt

stets mit Hilfe der Simulation.

Im folgenden werden drei verschiedene approximative Analysemetho-
den beschrieben und anschlieBend beziliglich Aufwand und Genauig-

keit der Ergebnisse miteinander verglichen.



4.3.1 Analyse mit Hilfe einer eingebetteten Markoff-Kette kurz
vor den Taktzeitpunkten

Entsprechend Bild 4.7 wird das System zu zwei aufeinanderfolgenden
Taktzeitpunkten i und i+ 1 beobachtet. Die Wahrscheinlichkeit,
daB sich das System kurz vor dem Taktzeitpunkt i+ 1 im Zustand

{x} befindet, wird als Zustandswahrscheinlichkeit pi+1(x,T) be-
zeichnet.

k,gk k,gk

pi+1 (x,T) N

m,d (70) & (7o)

- Zelt
"’"TOH—;"———" Ts= T-To
T
Takt 7 Takt i+1

Bild 4.7. Beobachtungszeitpunkte kurz vor dem Takt

Der Gruppenankunftsprozef, der dem Ausgangsprozef des ersten Teil-
modells entspricht, wurde im Abschnitt 4.2.1 ausfihrlich unter-
sucht. Dabei wurden die Wahrscheinlichkeiten Ty d. h. die an-
kommende Gruppe besteht aus genau k Anforderungen, mit Hilfe von

Erneuerungsannahmen zu den Taktzeitpunkten berechnet.

Zur Bedienung der wartenden Anforderungen steht die Zeitspanne
TS =T'-TOH zur Verfligung. Da das System nur zu den aufeinander-
folgenden Taktzeitpunkten beobachtet wird, kann in dieser Zeit-
spanne mit der Wahrscheinlichkeit am(TS) bazw. am(TS) eine Gruppe
von m Anforderungen bedient werden. dm(TS) beriicksichtigt die
Restbedienzeit TR einer unterbrochenen Anforderung; bei der Be-
stimmung von dm(TS) geht man von einem leeren System kurz vor
dem Takt aus. Die Berechnung dieser Wahrscheinlichkeiten, die
einen GruppenbedienungsprozeB charakterisieren, kann analog zur

Berechnung des Gruppenausgangsprozesses nach Abschnitt 4.2.1
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durchgefiihrt werden. Wegen der "Geddchtnislosigkeit" Markoff'-
scher Prozesse sind die Wahrscheinlichkeiten am(t) und Em(t)
flir exponentiell verteilte Bedienungsdauern identisch und ent-
sprechen einer Poisson-Verteilung. Fiir Erlang-k-verteilte Be-
dienungsdauern kann am(t) nach Gl. (4.13) und am(t) nach Gl.
{4.14) berechnet werden, wenn dort die Ankunftsrate A durch die
Bedienrate p und T durch t ersetzt wird.

Aufgrund der Erneuerungsannahmen, sowohl fiir die Berechnung der
GruppengrdBen-Verteilung des Ankunfts- und Bedienungsprozesses,
kodnnen die Taktzeitpunkte quasi als Regenerationszeitpunkte des
Systemzustandsprozesses betrachtet werden. Durch diese Approxi-
mation ist nun die Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten
p(x,T) kurz vor den Taktzeitpunkten mit Hilfe einer eingebetteten
Markoff-Kette mdglich.

4.3.1.7 Bestimmung der Zustandswahrscheinlichkeiten

Im stationdren Gleichgewichtszustand erhdlt man flir die Zustands-

wahrscheinlichkeiten kurz vor dem Takt

N
pi{x.,T) = ) p(j,T)qu(T) . x=0,1,...,N . (4.35)

=0
Eine Begrenzung des an sich unbegrenzten Zustandsraumes (maximal
N Anforderungen im System) ist wegen der iterativen Bestimmung
der Zustandswahrscheinlichkeiten zwingend notwendig. Wdahlt man N
geniigend grof, dann ist der durch die Begrenzung der Arbeitswar-
teschlange auf s =N- 1 Wartepldtze bedingte Fehler vernachldssig-
bar klein. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten q.X(T), die nur vom
Gruppenankunfts- und -bedienungsprozef abhédngig sind, kdnnen aus
kombinatorischen Uberlegungen direkt bestimmt werden und sind im
Anhang 2 angegeben.

Durch Einsetzen dieser Ubergangswahrscheinlichkeiten in die GI1.

(4.35) und unter Einbeziehung der Normierungsbedingung



N
Zb p(x,T) =1 {4.36)
xX=

erhdlt man ein lineares Gleichungssystem filir die N + 1 Zustands-
wahrscheinlichkeiten p(x,T). Zur Aufldsung dieses Gleichungs-
systems wurde das Relaxationsverfahren [43] mit Uberrelaxation

verwendet.

Die Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,0} kurz nach den Taktzeit-
punkten erhdlt man aus der Faltung der Zustandswahrscheinlich-

keiten p(x,T) kurz vor dem Takt und den Gruppengrdf8enwahrschein-

lichkeiten Iy -
X
P(x,00 = ) p(3,Tg, 5, %x=0,1,...,N=1, (4.37a)
1=0
N
{ = 3
pIN.0) ij PO TI9y-9) , x=N (4.37b)

Zur Bestimmung der Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,t) zu einem

beliebigen Zeitpunkt t nach dem Takt muB zwischen den beiden

Zeitabschnitten
1. 0<t<TOH
2. TOH<1:<T

unterschieden werden (vgl. Bild 4.8).

,—P+3,0) I
) plx,t) —\I
P37 — % !
B T |
. ! I Zelt
B
T
t -~
Takt Takt

Bild 4.8. Zufdlliger Beobachtungszeitpunkt

1. O0<t <TOH

Da widhrend der Overheadphase keine Anforderungen bedient werden,
sind die Zustandswahrscheinlichkeiten innerhalb dieser Zeitspanne
identisch den Zustandswahrscheinlichkeiten kurz nach dem Takt
entsprechend Gl. (4.37).

p(x,t) = p(x,0) , x=0,1,...,N . (4.38a)

2. TOH-<t <T

Zur Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,t) kann nicht
von den Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,0) kurz nach dem Takt
ausgegangen werden, da dann keine Unterscheidung mehr m8glich
ist, ob das System kurz vor dem Takt leer war oder nicht. Da aber
die Fortsetzung der Bedienung nach Ablauf der Verwaltungszeit vom
Systemzustand vor dem Takt abhdngig ist, mlssen zur Bestimmung
der p{x,t) die Zustandswahrscheinlichkeiten p(j,T) herangezogen
werden. Die Wahrscheinlichkeiten p(x,t) sind deshalb direkt aus
der Gl. (4.35) berechenbar, wenn fiir die Ubergangswahrscheinlich-

keiten nach Anhang 2 T =t gesetzt wird.

N
p(x,t) = Zo p(j,’I‘)qu(t) ,  x=0,1,...,N . (4.38b)
=

Aus den Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,t) werden im folgenden

die charakteristischen Verkehrsgr&Ben

- mittlere Warteschlangenldnge Q
- mittlere Wartezeit w bis zum Bedienungsbeginn

- mittlere Gesamtwartezeit w5

- mittlere Durchlaufzeit tf

- Wartewahrscheinlichkeit W bzw. WO

abgeleitet.
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4.3.1.2 Berechnung der charakteristischen Gr&gen

a) Mittlere Warteschlangenldnge Q

Zur Bestimmung der mittleren Warteschlangenldnge Q wird zundchst

die Wartebelastung £(t) zu einem beliebigen Zeitpunkt t berechnet.

Q(t) ist direkt aus den Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,t) fiir

die beiden Intervalle O <t<TOH und TOH <t < T berechenbar.

1. 0<t <'I‘OH

Da wahrend dieser Zeitspanne keine Anforderungen bedient werden,

ist Q(t) gleich der Wartebelastung Q(0) kurz nach dem Takt. Unter
der Bedingung, daB die Verlustwahrscheinlichkeit durch geeignete

Wahl von N=gs+ 1 vernachldssigbar klein bleibt, erhdlt man aus

den Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,0) nach Gl. (4.37) explizit

N
2(0) = ) (x-1)p(x,0)
X=2

[N

E{X,T]+E[K] -1 +-p(0,T)gO . (4.39a)
2. TOH <t<T

In diesem Bereich gilt flir die Wartebelastung

N
a(t) = Zz (x-Dplx,t) . (4.39b)

Durch Mittelwertbildung iber das gesamte Taktintervall T ergibt
sich fir die mittlere Warteschlangenldnge

4 T
= fj Q(t)dt . (4.40)

Nach Einsetzen der Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,t) in die
Gl. (4.39b) und Integration iliber die zwei Zeitabschnitte folgt
schlieBlich
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Tog 1 & N T
Q= Q)= +7 p(3,T) (x-1) [ q._ (t)ydt

= = T ix
3 oH

T N

= Q(O)—-(,;—HJr-% p(3,T)-c. (4.41)

3=0 3

mit

N - N—=ij-1
~L T .
.= (x -1 .o (T . T,
3 x; * )L=max 0,%x~3) gkdkﬂ”x( s'* g?_(N—j)aN—x( S)} ' 27

und

Die Bestimmung der durch I gekennzeichneten Grdfen, die sich nach
Einsetzen der Ubergangswahrscheinlichkeiten durch die Integration
ergeben, ist im Anhang 3 durchgefiihrt.

Flir exponentiell verteilte Bedienungszeiten besitzt der Bedie-
nungsprozef zu jedem Zeitpunkt die Markoff-Eigenschaft der Ge-
dédchtnislosigkeit. Unter dieser Voraussetzung kann zur Berechnung
der zZustandswahrscheinlichkeiten p(x,t) direkt von den Zustands-
wahrscheinlichkeiten p(x,0) kurz nach den Taktzeitpunkten ausge-

gangen werden und man erhdlt den einfacheren Zusammenhang

-X

N
px,t) Z p(3,0 (£) , x=0,1,...,N .

Setzt man diese p(x,t) in die Gl. (4.39b) ein, dann liefert die
Integration der Gl. (4.40) fir die Warteschlangenldnge

Q = Q(O)—Qgﬂ—ﬁ fl (3,0) . (x-1)a
T P i > (5-x+1) (Tg) - (4.42a)

Die Integration iliber die Poisson-Therme ist im Anhang 3 durch-
gefihrt.



Der erste Summand dieser Gleichung berilicksichtigt den Einfluf der
Verwaltungszeit, der zweite Summand entspricht der mittleren War-

teschlangenldnge Q. fir ein System mit der reduzierten Taktdauer

O
TS =T-—’I‘OH und unverdnderter GruppengrdBen-Verteilung. Mit QO fir
den zweiten Summanden 138t sich Q einfacher darstellen,
T
_ OH
Q = Q(0) = 4—90 . (4.42Db)

b) Mittlere Wartezeit w bis zum Bedienungsbeginn

Mit dem Little'schen Theorem kann die mittlere Wartezeit w direkt
aus der mittleren Warteschlangenldnge Q berechnet werden. Mit

AT =E[K] und der Festlegung w =QO/A erhdlt man

o]

Q(0
w = Eé?% TOH~+WO . (4.43)

Diese Wartezeit entspricht der mittleren Wartezeit bis zum Bedie-

nungsbeginn, bezogen auf alle ankommenden Anforderungen.

c) Mittlere Gesamtwartezeit wG

Ist die Verwaltungszeit TOH grdBer Null, dann ergibt sich durch
die taktm&Bige Unterbrechung der Bedienungen ein weiterer Warte-
zeitanteil, der entweder der mittleren Bedienungsdauer h oder der
mittleren Wartezeit w zugeschlagen werden kann. Addiert man die-
sen Anteil zur Wartezeit w, dann ergibt sich die "effektive" Ge-
samtwartezeit Wer die alle Warteanteile einer Anforderung ent-
h&lt. Berilicksichtigt man diesen Anteil bereits bei der Berechnung
G’ dann ist Q(0) in GI1.
(4.42b) durch E[X,0], d. h. durch die mittlere Anzahl von war-

einer mittleren Gesamtwartebelastung Q

tenden Anforderungen nach dem Takt zu ersetzen.

Mit E[X,0] =E[X,T] + E[K] erhdlt man analog zur Gl. (4.43)

w. = {BELX,T]

G “ETET +1}TOH+w

o

Die mittlere Wartezeit wO:=QO/K, die der Wartezeit in einem System

mit der Taktperiode TS =T-—TOH bei unverdnderter GruppengrdBen-

Verteilung entspricht, kann in zwei Anteile zerlegt werden:

- mittlere Wartezeit Wi des Gruppenersten

- mittlere Wartezeit Yoo der restlichen Anforderungen der

Gruppe nach Bedienungsbeginn des Gruppenersten

Wo = wo1~+w02 . (4.44)

Die Wartezeit Y entspricht der Bedienungszeit aller zum Takt-
zeitpunkt im System angetroffenen Anforderungen. Fir allgemein ver-
teilte Bedienungszeiten muf jedoch aufgrund der Erneuerungsan-
nahme zum Taktzeitpunkt eine Restbedienungszeit beriicksichtigt
werden. Lediglich fiir deterministische Bedienungs-VF (G =D) mit

der Synchronisationsbedienung

- 1
I T TOH . .
3 = el j ganzzahlig
(diese Bedingung wird bei der Untersuchung in [ 9 ] vorausge-
setzt ) und flir exponentiell verteilte Bedienungszeiten (G=M,
hier ist die mittlere Restbedienungszeit hR gleich der mittleren

Bedienungszeit h) 188t sich w durch die folgende Gleichung

01
exakt angeben

Woqp = E[X,T]lh . (4.45)

Fir die mittlere Wartezeit w,, gilt nach [ 9,44] fir beliebige

Gruppengrdfen-Verteilungen und Bedienungs-VF

Yoo =% V—g%%@+mm—ﬂ . (4.46)

Setzt man v, und Wo, in die Gl. (4.44) ein, so erhilt man

schlieBlich fiir die mittlere Gesamtwartezeit

W, = {%+1}TOH+hE[X,T] +}2l{\%rﬁ[§—]—+ E[K] -1} . (4.47)

Wie oben erwdhnt, liefert diese Gleichung nur fiir spezielle Be-
dienungs-VF exakte Ergebnisse. Der entscheidende Vorteil dieser
Gleichung gegeniiber der Gl. (4.43) besteht nun darin, daf man zur

Berechnung der mittleren Gesamtwartezeit nicht die aufwendige Be-



rechnung der mittleren Warteschlangenldnge Q. durchfiihren mus,

sondern nur die mittlere Anzahl von Anfordergngen E[X,T] kurz vor
dem Takt, den Mittelwert E[K] und die Varianz Var[K] der Gruppen-
grdBen-Verteilung bendtigt. Die Berechnung von E[K] und Var([X]
des Gruppenankunftsprozesses wurde ausfithrlich im Abschnitt 4.2.2
diskutiert, wenn die Ankunftsabstinde im ersten Teilmodell durch
eine M-, Ek— oder HZ—VF beschreibbar sind.

d) Mittlere Durchlaufzeit tf
Da die mittlere Gesamtwartezeit Vs bereits alle durch die Ver-
waltungszeit bedingten Wartezeiten einer Anforderung beriick-
sichtigt, ergibt sich fiir die Durchlaufzeit (flow time) te die
einfache Beziehung

te = wo+h . (4.48)

e) Wartewahrscheinlichkeit W bzw. WO

Ist die Verwaltungszeit TOH >0, dann muB eine eintreffende An-
forderung mit der Wahrscheinlichkeit W=1 warten, da die Bedie-
nungseinheit durch die Bearbeitung des Unterbrechungsprogramms
belegt wird. Da W somit keine weitere Information iiber das System
liefert, wird hier die Wahrscheinlichkeit WO berechnet, mit der
eine zum Taktzeitpunkt eintreffende Anforderung wenigstens eine
Anforderung im System antrifft, und damit nach Ablauf der Ver-
waltungszeit noch warten muf. Wegen des Gruppenankunftsprozesses
muf die erste Anforderung der Gruppe betrachtet werden, alle
anderen Anforderungen der gleichen Gruppe miissen mit Wahrschein-
lichkeit "1" warten. Fir die Wahrscheinlichkeit, daB eine be-
liebige Anforderung einer Gruppe mit k >0 Anforderungen die erste
Anforderung ist, gilt

9 = E[RKIKs07 ~ EIK]

mit 95 nach Gl. (4.14b) bzw. Gl. (4.15).

Die erste Anforderung einer Gruppe muB nach Ablauf der Verwal-

tungszeit nicht warten, wenn kurz vor dem Taktzeitpunkt keine An-

forderung mehr im System ist. Flir diese komplementdre Wartewahr-
scheinlichkeit 1-WO gilt
1 =94

1 ‘WO p(O.T)q = p(O,T)m

und damit

W

1 -
(¢]
o = 1-POD FET - (4.49)

Voraussetzung ist wiederum, daB die Verlustwahrscheinlichkeit ver-
nachldssigbar klein ist.

Mit der Berechnung der Wartewahrscheinlichkeit WO wird die Analyse
mit Hilfe der eingebetteten Markoff-Kette abgeschlossen. Voraus-—
setzung fir diese Analysemethode ist die Kenntnis der Gruppen-
gréBfen-Verteilung des Ankunftsprozesses und die Gruppenbedienungs-
Verteilung flir ein Taktintervall. Wie dargestellt, ist die Be-
rechnung dieser GrodBen nur filir spezielle ProzeBtypen (D,M,Ek) mit
vertretbarem numerischem Aufwand méglich. Insbesondere fiir hyper-
exponentielle Bedienungs-VF, die bei der im Kap. 5 durchgefiihrten
approximativen Analyse mehrklassiger Modelle eine wichtige Rolle
spielen, ist dieses Verfahren mit vertretbarem Aufwand nicht mehr
anwendbar. Zusdtzlich ergeben sich fiir die iterative Aufldsung

des linearen Gleichungssystems zur Bestimmung der Zustandswahr-

scheinlichkeiten p(x,T) kurz vor den Taktzeitpunkten erhebliche
Rechenzeiten.

Zur Untersuchung des Modells unter allgemeinen Voraussetzungen
wurde deshalb das im folgenden beschriebene Analyseverfahren ent-
wickelt. Grundlage dieses Verfahrens ist die Lindley'sche Inte-
gralmethode. Fiir allgemein verteilte Bedienungszeiten und Gruppen-
gré3en-Verteilungen des Ankunftsprozesses ist die mittlere An-
zahl im System E[X,T] kurz vor dem Takt berechenbar. Durch Ein-
setzen von E[X,T] in die Gl. (4.47) ergibt sich daraus die mitt-
lere Gesamtwartezeit W aus der sofort die mittlere Gesamtwarte-
belastung QG und die Durchlaufzeit tf berechenbar sind. Das Ver-

fahren 148t auch die Bestimmung der Wartewahrscheinlichkeit WO zZu.




4.3.2 Analyse mit Hilfe der Lindley'schen Integralmethode

Die Lindley'sche Integralmethode, die im Abschnitt 3.1.1.34 kurz
dargestellt wurde, gehdrt zu den Analysemethoden Nichtmarkoff'-
scher Prozesse. Die Methode wurde von Lindley [27] entwickelt und
ist fir Wartesysteme des Typs GI/G/1 anwendbar. Eine direkte An-—
wendung auf Modelle mit Gruppenankiinften, wie das zu untersuchende
Modell des Typs C[X]/G/l, ist nicht mSglich. Betrachtet man je-
doch die gesamte ankommende Gruppe wie eine zusammengesetzte Ein-
zelanforderung (super request), so kann das Modell auf ein Ersatz-
modell des Typs C/GX/1 zurlickgefiihrt werden. Die VF des Ersatzbe-
dienungsprozesses GX beriicksichtigt hierbei die Bedienung der ge-
samten zum Taktzeitpunkt eintreffenden Gruppe mit k > 0 Anforde-
rungen. Aus der Sicht der Bedienungseinheit bringt jede Anforde-
rung einen gewissen Arbeitsumfang in das System. Grundlage des
Analyseverfahrens ist deshalb die Bestimmung der angetroffenen

Restarbeit im System kurz vor den Taktzeitpunkten.

4.3.2.1 Bestimmung der Restarbeit im System kurz vor den Takt-

zeitpunkten

Analog zur Untersuchung im Abschnitt 4.3.1 wird das System zu zwei
aufeinanderfolgenden Taktzeitpunkten i und i+ 1 betrachtet. Hier
wird jedoch die Restarbeit im System kurz vor den Taktzeitpunkten,
die durch die kontinuierliche zZVv TU charakterisiert wird, genauer
untersucht. Diese Restarbeit entspricht genau der Gesamtbedie-
nungsdauer aller zum Taktzeitpunkt im System befindlichen Anfor-
derungen und somit genau der Wartezeit, welche die erste Anfor-
derung der ankommenden Gruppe erf#hrt. Die Begriffe Systemarbeit
und zugehSrige Bedienungszeit sind quasi austauschbar. Bild 4.9
zeigt den zeitlichen Verlauf der Systemarbeit im betrachteten
Taktintervall. Die 2ZV TB beschreibt die gesamte zum Taktzeitpunkt
eintreffende Arbeit, die der zufdlligen Bedienungsdauer aller An-
forderungen der ankommenden Gruppe entspricht.

System—
Arbetlt

'
|
1
I
|
1
|

} Yin

Zetlt
= Tou Ts —
{

T
Takt © Takt i+1

Bild 4.9. Zeitlicher Verlauf der Systemarbeit

Zur Berechnung werden die folgenden VF definiert:

= P{1
Uy (8) = P{Ty

- Gesamtbedienungsdauer aller zum Taktzeitpunktl
im System befindlichen Anforderungen <t ]

il
o]
ey
3

B, (t)

- Gesamtbedienungsdauer aller zum Taktzeitpunkt
eintreffenden Anforderungen <t

Betrachtet man die Restarbeit kurz vor den beiden Taktzeitpunkten,
so gilt die Beziehung

T = {T +T -T.} (4.50)

mit

(1}" = Max{T,0} .

Die Restarbeit TUi+] zum Taktzeitpunkt i+ 1 setzt sich additiv
zusammen aus der Restarbeit TUi und der eintreffenden Arbeit TBi
zum Taktzeitpunkt i, reduziert um die konstante, effektiv vom
System bewdltigbare Arbeit TS =T-—TOH. B.

Ist die Summe TU- plus T
i i
kleiner als TS' dann ist TUi+1 gleich Null, d. h. die Restarbeit
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kurz vor den Taktzeitpunkten kann nicht negativ werden.

Durch Einflihrung einer neuen ZV Ty die definiert ist als

TC. = TB —Ts (4.51a)
mit der VF
c,(t) = P{Tcigt} r mTgst<m (4.51b)

und bei Betrachtung des Systems im stationdren Gleichgewichts-
zustand, d. h.

U (8) = U, (8) = UCE)

erh&dlt man fiir die VF der Restarbeit kurz vor den Taktzeitpunkten
die folgende Integralgleichung:

t t
( [ u(t-1)dc(z) = [ u(t-t)clvidr , £>0
"(t) - —~—00 ~—C0 (4-52)
O t <0

mit c(t) als VDF der ZV TC.

Eine detailierte Herleitung diesexr Integralgleichung, die der
Form nach einer Wiener-Hopf Integralgleichung entspricht, findet
man z. B. in [18]. Sie beschreibt prinzipiell die VF der Warte-
zeit fiir das Modell des Typs GI/G/1. Fir spezielle Ankunfts- und
Bedienungsprozesse kann die Gleichung mit Methoden der Funktionen-
theorie geldst werden. Diese LOsungsmethode ist fiir die Warte-
schlangensysteme M/M/1 und M/G/1 in [18] ausfiihrlich dargestellt.
Fiir das zu untersuchende Ersatzmodell des Typs C/GX/1 ist keine
Losung bekannt. Die Grundidee des hier verwendeten L&sungsan-—
satzes ist die Zeitdiskretisierung der kontinuierlichen Vertei-
lungsfunktion.

4.3.2.2 Lbsungsansatz durch Zeitdiskretisierung

Flir die weiteren Betrachtungen wird die kontinuierliche Zeit-
achse t in dquidistante Abschnitte der Lénge At eingeteilt. Alle
kontinuierlichen VF werden somit durch diskrete Verteilungen
approximiert, daraus ergibt sich fir die Dichte eine Folge von ge-
wichteten Dirac-Funktionen im Abstand At. Durch Verkleinerung von
At reduziert sich der Diskretisierungsfehler, im Grenzfall At -0
geht der Fehler ebenfalls gegen Null. Bild 4.10 zeigt die Dichte

der Verteilung, die durch die Diskretisierung der Bedienungs-VF
B(t) entsteht.

b(t)

b_&(t-mAt)
m

?
|
|
] L

At 20t mAt

Bild 4.10. Dichte b(t) der diskretisierten VF B(t)

Die Dichte b(t) der Verteilung ist darstellbar durch
o
= B! A -
b(t) = B'(t) n;O b &(t-mat) . (4.53)

Die Zeitdiskretisierung verschiedener Bedienungs-VF wird im Ab-
schnitt 4.3.2.4 genauer untersucht.

Die Dichte c(t) der diskretisierten VF C(t) ergibt sich nach
Gl. (4.51) aus der Dichte b(t) durch Verschiebung um die konstante
Zeitspanne TS nach links (vgl. Bild 4.11).
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c(t)
bm S5(t-maAt +Ts)
~T 0 mAt-T

S

Bild 4.11. Dichte c(t) der diskretisierten VF C(t)

Wahlt man bei der Diskretisierung At so, daB T, ein ganzzahliges

S
Vielfaches von At darstellt,
TS = 2.0t , % ganzzahlig, (4.54)
dann gilt fiir die Dichte c(t):
c(t)y = c'(x) 2 r;;o b &(t -mAt+2-At) . (4.55)

Durch Einsetzen von c(t) in die Gl. (4.52) erhdlt man

t =3
fue-1) ) b &(t-mat+2at)dr t>0
U(t) = - m=0

0] t<0O .

Ersetzt man t aufgrund der Diskretisierung durch i At, vertauscht
die Integration und Summation und berlicksichtigt die Ausblend-

eigenschaft der &-~Funktion, dann gilt

o0
me(iAt—mAt+5LAt) i=0,1sc..
U(iat) = m=0

o} i<O

Da die Verteilungsfunktion U(t) flir negative Argumente identisch

Null ist, ergibt sich fiir die obere Grenze der Summation
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m = i+ %
max

und damit fiir die Diskretisierung der VF U(t):

it2
U() = ) b U(i-m+2) , 1i=0,1,... (4.56)
m=0

U(i) gibt die Wahrscheinlichkeit an, daB die Restarbeit kurz vor
den Taktzeitpunkten h&chstens den Betrag i At aufweist. Da diese
Restarbeit in At-Anteile gequantelt ist, stellt sie eine diskrete
Verteilung dar und kann als "Zustand" des Systems interpretiert
werden. Bezeichnet man mit u(i,T) die "Zustandswahrscheinlichkeit”,
daB sich das System kurz vor dem Takt im Zustand {i} befindet,
d. h. die Restarbeit genau i At betridgt, dann gilt der Zusammen-—
hang
. it
u(i,T) :n;o bpuli-m+2,T) , 1=0,1,... (4.57)

(35,0

b
fi}ad,m— ™

H“J Zetlt
= Ton

T

Takt Takt

Bild 4.12. Beobachtungszeitpunkt zum Takt

Entsprechend Bild 4.12 erh&dlt man aus der Faltung von u(i,T) und

bm flir die Zustandswahrscheinlichkeit

3
u(j,o) = _l};o u(l,T)bj_i , 3=0,1,... (4.58)

Zur weiteren Betrachtung werden die folgenden erzeugenden Funk-
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tionen filir die einzelnen Wahrscheinlichkeiten der diskreten Zu-
fallsvariablen definiert:

G, (z,1) = a(i,m)z* (4.59a)
i=0
G;(z,0) = ) u(i,o)zt (4.59b)
i=
G (z) = }:g b z" . (4.59¢)
m=

Durch Einsetzen der erzeugenden Funktionen in die Gl. (4.58) folgt
direkt

G, (2,0) = G;(2,T)-G_(2) . (4.60)

Fiir die Berechnung der erzeugenden Funktion Gi(z,T), aus der man
durch Differentiation an der Stelle z =1 sofort die gesuchte mitt-
lere Restarbeit E[I,T] kurz vor dem Takt erhdlt, ergeben sich
einfachere Beziehungen, wenn zur Herleitung vom Systemzustand

kurz nach dem Takt ausgegangen wird. Berilicksichtigt man, da8 mit
der Wahrscheinlichkeit "1" genau £ Bedienungsphasen der L&nge At
pro Taktintervall zur Verfligung stehen, so erhdlt man fir den
stationdren Fall folgenden Zusammenhang fiir die Arbeit im System
kurz nach dem Takt (vgl. Bild 4.13):

2
u(0,0) = ) u(i,0)by (4.61a)
1i=0

i

) s
u(j,0) E:g u(i,O)bj-*r.[:;1 u(i,0by, ;s 3=1,2,... (4.61b)
1= 1=

Die Gl. (4.61) fiir die Restarbeit entsprechen den Gl. des speziel-
len Modells C[X]/D/1 ohne Overhead mit einer Taktdauer als ganz-
zahligem Vielfachen der konstanten Bedienungszeit, welche in [ 9]
abgeleitet wurden. Die vorstehende Ableitung zeigt, daB der in

[ 9 ] durchgefiihrte BAnsatz als Sonderfall des allgemeinen mit zeit-
diskretisierter, allgemein verteilter Bedienungszeit aufgefa8t
werden kann.
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' . L, {31,u(3,0)
/~41J,U(1,0)
Zeilt
T | LAt
1
OH 7
Takt Takt

Bild 4.13. Beobachtungszeitpunkte kurz nach dem Takt

Durch Einsetzen der in Gl. (4.59) definierten erzeugenden Funkt-

tionen erhdlt man nach einigen Umformungen:

=] [ i
Z: u(i,0) (z" -zh
G, (z,0) = =0 G (z) . (4.62)
+ z -—Gm(z)

Diese Gleichung enthdlt noch die unbekannten Wahrscheinlichkeiten
p(0,0), p{1,0),...,p(2=1,0). Mit dem Satz von Rouché wird in [ 9]
gezeigt, daf der Nenner der Gl. (4.62) genau £ Nullstellen inner-
halb und auf dem Einheitskreis, d. h. Izl <1, besitzt. Da die er-
zeugende Funktion Gi(z,o) im Bereich !zl <1 endlich ist, muB der
Zihler der Gl. (4.62) die gleichen Nullstellen besitzen. Bezeich-
net man die Nullstellen mit ZO’ Zyres-iZg 4 und beriicksichtigt
man, daf ZO==1 eine Nullstelle des Nenners ist, dann kann der
zdhler in Produktform dargestellt werden und man erh&dlt:

K(z-1)(z - 21) ceolz = 22_1)
G, (z,0) = T G _(z) . (4.63)
* z - Gm(z)

Die unbekannte Konstante K kann aus der Bedingung Gi(1,o) =1 un-

ter Anwendung der Regel von l'Hospital bestimmt werden. Es ergibt
sich

2-6!(1)
K = g - (4.64)

TT -2z

v=1




Da die erste Ableitung Gi(?) dem Mittelwert E[M] entspricht, er-
hdlt man durch Einsetzen der Gl. (4.64) in die Gl. (4.63) und

unter Verwendung der Gl. (4.60) die gesuchte erzeugende Funktion

=1
(z-2))
G.(z,T) = L - E[M] ._v=0 (4.65)
i -1 zSL—G()
(1-2z) m "2
v
v=1
mit
2 nach Gl. (4.54),
ElM] = ) mb_ ,
m=0
und

z, Wurzeln der Gleichung zzanm(z)::O

E[M] ist die mittlere Anzahl von At-Arbeitsintervallen, die eine
zum Taktzeitpunkt ankommende Gruppe in das System hineinbringt.
Da pro Taktintervall maximal % Bedienungsintervalle der Linge At
zur Verfiigung stehen, ist die Stationaritdt des Systems durch

folgende Bedingung gekennzeichnet:
ElMlI <2 . (4.66)
Vor der Bestimmung der charakteristischen Verkehrsgrdgen, die mit

Hilfe der erzeugenden Funktion Gi(z,T) ermittelt werden konnen,

wird die erzeugende Funktion Gm(z) genauer untersucht.

4.3.2.3 Berechnung der erzeugenden Funktion Gm(z)

Wie oben beschrieben, wurde das gegebene Modell des Typs C[X]/G/1
zundchst auf das Ersatzmodell des Typs C/Gx/1 zurlickgefiihrt. Der
Bedienungsprozef GX mit der Bedienungs-VF B(t) beriicksichtigt die
Bedienung der gesamten zum Taktzeitpunkt ankommenden Gruppe. Durch
die anschliefende Zeitdiskretisierung wurde diese zusammenge-
setzte, kontinuierliche VF durch eine diskrete Verteilung appro-

ximiert. FUr die Berechnung der so entstandenen zusammengesetzten

Verteilung und deren erzeugenden Funktion Gm(z) bendtigt man:

1. Die Verteilung, die durch die Diskretisierung der Bedienungs-

VF H(t) des gegebenen Modells entsteht (innere Verteilung).

2. Die Verteilung der ankommenden Gruppe (duBere Verteilung).

Die innere Verteilung wird wie folgt definiert:

a_ = pP{N=n} = die Bedienung einer Anforderung bendtigt
n h - lgenau N =n Intervalle der Linge At

mit der erzeugenden Funktion

_ o n R
Gn(z) = géb az . (4.67)

Die Berechnung dieser erzeugenden Funktion wird flir verschiedene

Bedienungs~-VF im ndchsten Abschnitt durchgefiihrt.

Die duBere Verteilung entspricht der Gruppengrdfen-Verteilung mit

({die ankommende Gruppe besteht aus)

= P{R=k} =P genau K =k Anforderungen i

Ix

mit der erzeugenden Funktion

8

Gk(z) = 9z - (4.68)

Besteht die zufdllig eintreffende Gruppe aus K Anforderungen, dann
bendtigt man zur Bedienung aller Anforderungen dieser Gruppe die

zufdllige Anzahl von

M=n,+n,+...+n (4.69)

Intervallen der Ld&nge At; hierin bedeutet ng die zuf&dllige Anzahl

von At-Bedienungsintervallen der i-ten Anforderung.
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Mit
o

G (2) = ) P{M=m}z" (4.70)
m=0

gilt fir die bedingte erzeugende Funktion Gm(zlk):

oo

Gplzlk) = )  PiM=mik=k}z" . (4.71)
m=0

Durch Multiplikation mit I und Summation lber alle k folgt

I
™18

G_(z) ( g, P{M=mlIK =k})z"
m m=0 Q;% k
o . - (4.72)
= g,y PiM=mIk=k}z" = g, G_(zlk)

Da die Wahrscheinlichkeit P{M=m|K =k} der zusammengesetzten Ver-—
teilung aus der k-fachen Faltung der Wahrscheinlichkeit P{N =n}
berechenbar ist (vgl. Gl. (4.69)), ergibt sich Gm(zlk) aus

dem k-fachen Produkt der erzeugenden Funktion Gn(z) und man er-
hdlt

G, (2) = > 9,6 (2) - (4.73)

Ersetzt man in der erzeugenden Funktion Gk(z) der Gl. (4.68) die
vVariable z durch Gn(z), so gilt schlieBlich filir die erzeugende
Funktion Gm(z) die Beziehung

G (z) = Gk[Gn(Z)] . (4.74)

Die fiir die spiteren Berechnungen bendtigten Grdsfen E[M] und

var[M] kdnnen direkt aus der erzeugenden Funktion bestimmt werden.
Mit

de*dGn

4G (z)
T dG_ " dz
n

E[M] = dz

= = Gy (1)-G () ,

Gi(T)‘=E[K] und Gﬁ(l)::E[N] erhidlt man
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E[M] = E[K]-E[N] . (4.75)

Das Ergebnis ist direkt interpretierbar: Ist die mittlere Grup-
pengrdBe gleich E[K] und bendtigt man zur Bedienung einer An-
forderung im Mittel E[N] Intervalle der Linge At, dann bendtigt
man zur Bedienung der gesamten Gruppe im Mittel E[M] =E[K]-E[N]
Intervalle der Lidnge At.

Zur Berechnung der Varianz der zusammengesetzten Verteilung gilt
mit

2 2 2
Gy - d Gm(z) de.d Gn +dGn-d Gk_dGn
dz2 z=1 dGn d22 z=1 dz dG2 dz z=1
- ¥ L} A T 2
= Gk(1)-Gﬁ(1)-FGQ(1)~[GH(1)]
und der im Anhang 1 abgeleiteten Beziehung
— 1 1 —_ ¥ 2
var[M] = GM(1) + G, (1) -G (1)]
var{m] = E[K].var(n] +E[N]?.var(k] . (4.76)

Die noch unbekannten Grégen E[N] und Var[N] der diskretisierten
Bedienungs-VF H{(t) werden im folgenden filir verschiedene Bedie-
nungs—-VF berechnet.

4.3.2.4 Zeitdiskretisierung verschiedener Bedienungs-VF

Durch die Zeitdiskretisierung wird eine kontinuierliche Bedie-
nungs-VF durch eine diskrete Verteilung approximiert. Bild 4.14

zeigt die Vorgehensweise am Beispiel einer beliebigen Bedienungs-
VF H(t).



H(t)

Bild 4.14. Diskretisierung der kontinwierlichen VF H(t)

Die kontinuierliche Zeitachse t wird in iquidistante Intervalle
der Lidnge At unterteilt und die VF H(t) durch eine "Treppenfunk-
tion"” mit der Stufenbreite At approximiert. Damit kann H(t) durch
eine Folge von Sprungfunktionen unterschiedlicher HBhe, die um
ganzzahlige Vielfache von At verschoben sind, mathematisch darge=-
stellt werden. Die zugeh&rige Dichtefunktion h(t) dieser Ver-
teilung ist dann durch eine gewichtete Folge von Dirac-Funktionen

mit gleicher Zeitabhédngigkeit darstellbar, fiir die gilt
h(t) = nZO a 6(t-nat) . (4.77)

Da die Schnittpunkte zwischen der Treppenkurve und der VF H(t)

an jeder beliebigen Stelle innerhalb der Stufenbreite At liegen
kdnnen, gibt es theoretisch unendlich viele Moglichkeiten der An-
ndherung. Die im Bild 4.14 gewdhlte Realisierung, bei der die
Schnittpunkte in der Stufenmitte liegen, ergibt eine gute tiber-
einstimmung filir die ersten beiden Momente bereits bei gr&Ber ge-

wdhlten At-Intervallen. Bei dieser Wahl erhdlt man fiir die Ampli-

tuden der Dirac-Impulse
a, = 18D (4.78a)

- 1 1 =
a, = Hl(n+5)At] -Hl(n->5)At] , n=1,2,... (4.78b)

Fir verschiedene Bedienungs-VF (D,M,Ek,Ek*M,Hk), die beliebige
Variationskoeffizienten O:ch <o zulassen, werden im folgenden
die Wahrscheinlichkeiten a s daraus die erzeugende Funktion Gn(z)
nach Gl. (4.67) und schlieBlich die Gr&RBRen E[N] und Var[N] be-

rechnet.
a) Zeitdiskretisierung der D-Bedienungs-VF
Fir die VDF gilt

h(t)

&(t -h)

mit

=2
i

mittlere Bedienungsdauer.
Definiert man

h 1 ) R h
no"[TETJ"daS Ganze der Division S

und setzt H(t) in die Gl. (4.78) ein, dann folgt mit

a =1, an =0 fir n# no

flir die erzeugende Funktion nach Gl. (4.67)
o

G (z) = z . (4.79a)
n

Flir den Mittelwert E[N] und die Varianz Var[N] erhilt man durch

entsprechende Differentiation

E[N] (4.79b)

i
joj

Var{N]

1t
o

(4.79c)
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Die Berechnung der einzelnen GréBen fiir die weiteren Bedienungs-

VF verlduft analog. Deshalb werden hier nur die Ergebnisse ange-
geben.

b) Zeitdiskretisierung der M-Bedienungs-VF

H(t) = 1-¢ Mt |

I

h = 1/4 = mittlere Bedienungsdauer.

G (z) = (1-x1t2% (4.80a)
1 -2zx
mit
% = é—uAt/Z
E[N] = 2 5 - (4.80b)
1 ~x
1 —x-+x2
var[N] = x ———="= (4.80c)

(1-x%)2

c) Zeitdiskretisierung der Ek—Bedienungs—VF

Da die Ek—VF aus k hintereinanderliegenden exponentiell verteil-
ten Phasen mit dem Mittelwert 1/uk besteht, ergibt sich die er-
zeugende Funktion aus dem k-fachen Produkt der erzeugenden Funk-

tion fir den M-BedienungsprozefB:

G, (z) = (1 —xy ki tzx Kk (4.81a)
1-2x
mit
x e—ukAt/Z
E[N] = k —— . (4.81b)
1-x
1 —x+x2
var[N] = kx 55 - (4.81c)
(1 -x7)
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Die Ek—VF 148t nur die speziellen Werte des Variationskoeffizi-
enten cszi% zu. Zur Realisierung beliebiger Variationskoeffizi-

enten im Bereich O‘<CH <1 wird deshalb auf eine modifizierte

Ek~VF zuriickgegriffen. Die zugehOSrige Kurznotation wird mit E
bezeichnet.

£=M

d) Zeitdiskretisierung der Ek*M—Bedienungs—VF

Diese VF besteht aus k hintereinanderliegenden exponentiell ver-
teilten Phasen mit dem gleichen Mittelwert h1(Ek—VF) und eine zu-

sdtzliche M~-Phase mit dem Mittelwert h2 (vgl. Bild 4.15).

Ek M

&5

Y
EfM:hrO<CH<1

o

Bild 4.15. Zeitdiskretisierung der £y xM=VF
Gibt man den Gesamtmittelwert

h = kh1 +h2

und den Variationskoeffizienten

v 2, .2
kh1 + h,

H kh1+h2

der VF vor, dann erhd&lt man fiir die Variablen k, h1 und h2:

F
k =§1/c§] = das Ganze der Division W/CE
L

—

2

h 2. % 1
1 m{” CH+T-F}'

oz
]

h2 = h-—kh1 -



Analog zu den Uberlegungen fiir die Ek—VF gilt flir die erzeugende

Funktion
k 1+ zx1 1+ zx2
Gn(z) = (1~—x1) (--—§) (1-x2)—~———§ (4.82a)
1 =-zx 1 - zx
1 2
mit
-At/2h -At/2h,
X, =e ; X, = e .
X X
EIN] = k —1 o4 —2 (4.82b)
1 - X 1-—x2
1—-x1+x$ 1=-x2+x§
Var{N] = kx + % . (4.82c)

1 2,2 2

2,2
(1 - xl) (1 - X2)

e} Zeitdiskretisierung der H, ~Bedienungs-VF

k
Da die Hk—VF aus k parallelen M-Phasen mit den Verzweigungswahr-
scheinlichkeiten pi und den Mittelwerten hif i=1,2,...,k be-

steht, ergibt sich unter Verwendung der Gl. (4.80a)

X, 1,+zxi
Gj(z) = pi{1-xl)—» 5 (4.83a)
: i=1 1 - 2x;
i
mit
-At/2h.
X, = e +
1
k xy
EIN] = ) p; = - (4.83b)
1=1 1 -x
i
3
kX P. X
varfnl = 2 ) —2* L +mn]-EmI? . (4.83c)
i=1 (1 —xi)

Die fir die verschiedenen Bedienungs-VF berechneten GrdBen E[N]
und Var[N] k&énnen nun in die Gl. (4.75) bzw. (4.76) zur Bestim-
mung des Mittelwertes E[M] und der Varianz Var[M] eingesetzt
werden. Flir die weiteren Betrachtungen bendtigt man noch die Wur-

zeln der charakteristischen Gleichung zz-Gm(z) = 0.
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4.3.2.5 Losung der charakteristischen Gleichung zQ-Gm(z)=:o

Bei der Bestimmung der Wurzeln z,, der charakteristischen Glei-
chung spielt die Gruppengrdfen-Verteilung des Ankunftsprozesses

eine entscheidende Rolle. Es wird deshalb unterschieden zwischen
- Poisson-verteilten GruppengrdBen

- Allgemein verteilten GruppengrdBen, die durch den Mittel-
wert E{K] und die Varianz Var{K] beschrieben werden (Zwei-

Momenten-Approximation) .

a) Poisson-verteilte Gruppengrdlen

Die erzeugende Funktion einer Poisson-Verteilung mit dem Mittel-
wert E[K] = AT lautet

- émKT(T—z)

Gy, (2) {4.84)

k

Ersetzt man z durch ur(z), so erhdlt man nach Gl. (4.74) die er-~

zeugende Funktion Gﬁ(z) und damit die charakteristische Gleichung

—kT{?-GF(z)]
z7 -e ' =0 . {4.85)

Die 2 Wurzeln zv:=xv-+jyv dieser Gleichung im Bereich |zl <1 kon-
nen nur iterativ bestimmt werden. Die zu iterierenden Gleichungen

fiir den Realteil %y und Imagindrteil Yy, lauten

. { -1}
A.ReLGn(zv) 1}

- 2vn 4.86a
X, = e -cos{AIm{Gn(zv)}+ 7 1. ( )
ARe{G _(z )-1}
_ n'ov : 2vn
y, = e -SLn[Alm{Gn(zV)}+ -1 (4.86Db)

v=0,1,...,2~-1

mit

Die Aufspaltung der erzeugenden Funktion Gn(z) in Real- und Ima-
gindrteil fir die verschiedenen Bedienungs-VF ist hier nicht an-

gegeben, sie stellt jedoch keine grundsdtzliche Schwierigkeit dar.



b) Allgemein verteilte GruppengrdBen

Fir allgemein verteilte Gruppengrifen wird eine Zwei-Momenten-
Approximation vorgenommen. Die hierfiir notwendigen Angaben sind
der Mittelwert E[K] und die Varianz Var[K] der GruppengrdBen-Ver-
teilung. Die Berechnung dieser GrdBen wurde im Abschnitt 4.2.2
flir verschiedene Ankunftsprozesse des ersten Teilmodells (M,Ek,Hz)
durchgefiihrt. Wird das zweite Teilmodell fiir sich betrachtet,

d. h. ist der Ankunftsprozef des zweiten Teilmodells nicht der
AusgangsprozeB des ersten Teilmodells, dann kdnnen beliebige Wer-
te flir E[K] und Var[K] vorgegeben werden.

Aus E[M] nach Gl. (4.75) und Var[M] nach Gl. (4.76) erhilt man
fir den Variationskoeffizienten Sy der Bedienungs-VF B(t) des
Ersatzmodells C/Gx/l

5 5
C C
2. 2. Cu
CM _VCK+E—[R—T—{/CK+W . (4.87)

cK ist direkt aus E[K] und Var[K] bestimmbar, cH ist der Varia-
tionskoeffizient der Bedienungs-VF H(t) des gegebenen Modells
C[X]/G/1. Aus der mittleren Bedienungsdauer h der VF H{t) und der
mittleren GruppengrdBe E[K] erhdlt man fiir die mittlere Bedie-

nungsdauer der VF B(t) des Ersatzbedienungsprozesses

hy = hE[K] .

Durch diesen Mittelwert hM und den Variationskoeffizienten Sy
nach Gl. (4.87) kann nun die zusammengesetzte Bedienungs~VF B(t)
des Ersatzmodells durch zwei Momente approximiert werden. Ab-
hdngig von der GréBe des Variationskoeffizienten Sy (CM< 1, Cpp =
CM:>1) ergibt sich filir die Approximation ein spezieller VF-Typ

(Ek*M,M,HZ), der anschlieBend wie im Abschnitt 4.3.2.4 dargestellt

zeitdiskretisiert wird. Die gesuchte erzeugende Funktion Gm(z) der

1,

diskretisierten Verteilung ist dann identisch der jeweiligen er-
zeugenden Funktion Gn(z), wenn bei den verschiedenen VF-Typen fiir
die mittlere Bedienungszeit h:=hM eingesetzt wird. Bei der Appro-
ximation durch eine HZ-VF (cM:>1) wird hierbei auf die iibliche

Zusatzbedingung p1h1 =p2h2 zurilickgegriffen, d. h. bei der Berech-

nung von X, i=1,2, nach Gl. (4.83a) ist fiir die Mittelwerte h
und h2 einzusetzen:

1

_h
by =25 v
(4.88)
h
by = 305y -
mit
p=a01-71-—)
cM+1

Damit ist die erzeugende Funktion Gm(z) bekannt und die Wurzeln

der charakteristischen Gleichung

j®
. . v

konnen berechnet werden. Die Bestimmung dieser Wurzeln zvzzdve
die nach Betrag dv und Phase mv vorgenommen wurde, ist durch Ite-

ration der Gl. (4.89%a) und Gl. (4.89b) mdglich.

1
a, = [Re{G_(z)}% +Imic_(z )}?1%" (4.89a)
Im{G_(z )}
_2vm 1 o Tm v
LDV ) +@ arctan RQ{E;(ZV)T (4.89Db)

v=0,1,2,...,2-1 .
Nach der Bestimmung der Wurzeln sind alle Werte bekannt, die fiir

die Berechnung der charakteristischen VerkehrsgrdBen bendtigt
werden.

4.3.2.6 Berechnung der charakteristischen Grdfen

Die mittlere Anzahl im System E[X,T] ist direkt aus der mittleren
Anzahl E[I,T] von At-Intervallen kurz vor dem Taktzeitpunkt be-
rechenbar. Da zur Bedienung einer Anforderung im Mittel E[N] In-

?



tervalle der Linge At erforderlich sind, gilt der Zusammenhang

E[X,T] = %[3%—1(%1 . (4.90)

Flr die mittlere Anzahl E[I,T] von At-Intervallen kurz vor dem

Takt gilt
G, (z,T) |

|
ELT,T] = ——| .
lz=1

und man erhdlt nach einigen Umformungen:

%=1
). g+ 5{1-E[Ml - - VaI[M}}
%

E[I,T] = M

(4.91a}
v=1

mit

% nach Gl. (4.54),
E[M] nach GLl. (4.75),
varf{M] nach Gl. (4.76),
z, nach Abschnitt 4.3.2.5
Die Wurzeln ZV==Xv'+ij sind entweder alle konjugiert komplex
oder eine Wurzel ist negativ reell (fiir gerade ). FaBt man die

konjugiert komplexen Wurzeln unter der Summe zusammen, dann gilt

if 1 Var[M] ,
E[Z,T] = 2 +5{1~-E[M] -2~ =1}
= 1~x) i 2 E[M] - 2
(4.91b)
+ g _1
xu+1 nur fiir gerade 2

mit

Durch Einsetzen von E[I,T] in die Gl. (4.90) erhidlt man schlief-
lich die fiir die Berechnung der charakteristischen Gr&Ren not-
wendige mittlere Anzahl im System E[X,T] kurz vor dem Takt.
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a) Mittlere Gesamtwartezeit Ya

Zur Berechnung der mittleren Gesamtwartezeit wird E[X,T] in die
Gl. (4.47) eingesetzt, d. h.

E[X,T] h var[x]

=1 . a -1

ve = IFRT +1}TOH+hE[X,T]+2{-—{—I—EK +E[R] -1}

Tom s h, E[K] und var[K] sind gegebene Grdfen des Modells C[X]/G/1.

b) Mittlere Warteschlangenldnge Q

Unter Verwendung des Little'schen Theorems erhdlt man aus der

mittleren Gesamtwartezeit die mittlere Gesamtwartebelastung

Wie im Abschnitt 4.3.1.2c gezeigt, ist QG auch aus der folgenden

Gleichung berechenbar:

- OH
QG = BE[X,0] —an«QO

Flir die Warteschlangenldnge @ gilt nach Gl. (4.42b):

Q = Q(O)~%5—roo .

Aus der Differenz der beiden Gleichungen und mit der Beziehung
ElX,0] -Q(0) =1 - pl0,T)g,
nach Gl. {(4.3%a) erhilt man schlieflich

T
] OH

5 (4.92)

Q = QG-{1~—p(O,T)gO

Die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit p(0Q,T) erfolgt im Punkt e)
dieses Abschnitts.
c) Mittlere Wartezeit w bis zum Bedienungsbeginn

Ist die mittlere Warteschlangenldnge Q bekannt, dann gilt fiir die
mittlere Wartezeit



d) Mittlere Durchlaufzeit tf

Die mittlere Durchlaufzeit setzt sich nach Gl. (4.48) additiv aus

der mittleren Gesamtwartezeit W und der mittleren Bedienungs-

zeit h zusammen

tf = wG-kh .
e) Wartewahrscheinlichkeit WO
Analog zur Gl. (4.49) kann hier die Wartewahrscheinlichkeit W

o]
aus den Grdgen u(0,T), bo und E[K] berechnet werden. u(0,T) ist

die Wahrscheinlichkeit, daB die Restarbeit kurz vor dem Takt Null
ist. Damit gilt der Zusammenhang u(0O,T) ~p(0,T). bo entspricht
der Wahrscheinlichkeit, daB die zum Taktzeitpunkt eintreffende
Arbeit Null ist. Beide Grdfen sind direkt aus der zugehdrigen
erzeugenden Funktion flir z =0 berechenbar:

2~1 Z

2 - E[M] v
u(0,T) = G,(0,T) = e (4.93a)
i bo v=0 Zv 1

Durch Zusammenfassung der konjugiert komplexen Wurzeln erhdlt man
die Beziehung

2
Tl 53 iz |
a(o,m = A-ELM] f[‘ﬂ 7 s
e] v=1 (xv—1) +y\)
(4.93b)
+ Xu+1 1
xu+1'1 nur fir gerade QJ
mit
= {15 1]=das Ganze der Division Q;1
Aus der Gl. (4.74) folgt
= = 4.94
bO Gm(O) Gk[Gn(O)] . ( )

Setzt man in die erzeugenden Funktionen Gn(z) (Abschnitt 4.3.2.4)
z =0 ein und wdhlt At voraussetzungsgemdf genligend klein (At <<h),
dann gilt fir alle betrachteten Bedienungs-VF Gn(O) ~ O, in der

Grenze
lim Gn(O) = 0 .
At-> 0
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Daraus ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit

9o (4.95)

und schlieBlich fiir die Wartewahrscheinlichkeit

1 —bo
WO = 1‘U(O,T)m .

Mit der Berechnung der Wartewahrscheinlichkeit WO wird die Analyse
mit Hilfe der Lindley'schen Integralmethode abgeschlossen. Im
Gegensatz zur Methode der eingebetteten Markoff-Kette, die nur

fir spezielle Gruppengrdfen-Verteilungen und Bedienungs-VF mit
vertretbarem numerischem Aufwand anwendbar ist, kann hier ein
Modell des Typs C[X]/G/1 mit allgemeiner Gruppengrdfien-Verteilung
und allgemein verteilten Bedienungszeiten approximativ berechnet
werden. Wdhlt man bei der Zeitdiskretisierung At geniligend klein,
so zeigen die erzielten Ergebnisse sehr gute Ubereinstimmung mit
den Simulationsergebnissen.

Im folgenden wird kurz eine weitere Analysemethode filir das zweite
Teilmodell diskutiert, bei der die von Krdmer und Langenbach-Belz
in [45] angegebenen approximativen Beziehungen fiir die Wartezeit
und Wartewahrscheinlichkeit fiir das Warteschlangenmodell des

Typs GI/G/1 verwendet werden.

4.3.3 Approximative Berechnung durch Rickfiihrung auf das Modell
des Typs GI/G/1

Wdhrend das gegebene Modell C[X]/G/1 bei der Analyse mit Hilfe

der Lindley'schen Integralgleichung auf ein Ersatzmodell des

Typs C/GX/1 zurilickgefiihrt wurde, erfolgt hier die Berechnung durch
Rickflihrung auf ein Ersatzmodell des Typs GI/Gﬁ/1. Zur Berechnung
der mittleren Wartezeit und der Wartewahrscheinlichkeit werden
die von Krdmer und Langenbach-Belz in [45] angegebenen approxi-
mativen Formeln fir das Warteschlangenmodell GI/G/1 verwendet.

Die dort angegebenen Gleichungen bericksichtigen jedoch keine
Verwaltungszeit.
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Ausgangspunkt der weiteren Uberlegungen ist deshalb die Gl. (4.47),
welche die Gesamtwartezeit we einer beliebigen Anforderung in
zweil Anteile zerlegt. Der erste Anteil beriicksichtigt den Einflu8

der Verwaltungszeit, der zweite Anteil w entspricht der Warte-

o]
zeit fir ein Modell ohne Verwaltungszeit, jedoch mit der verkiirz-

5 =T-—TOH.

dabei unverdndert. Nach Gl. (4.44) gilt fiir die Wartezeit wg der

ten Taktperiode T Die Gruppengr&fen—~Verteilung bleibt

Zusammenhang

- h ; Var[K] o
Wo = Wop t3 —ETKT—'FE[K] 1. (4.96)

WO1 ist die Wartezeit des Gruppenersten im Modell C[X]/G/1 mit

der Taktperiode T, =T ~-T bei gleicher Gruppengrdfen-Verteilung.

Die gleiche Warteieit wﬁgge sich ergeben, wenn die gesamte Grup-
pe (k >0) wie eine zusammengefafte Einzelanforderung (super-
request) betrachtet und flir den Bedienungsprozef eine neue Be-
dienungs~VF B*(t), welche die Bedienung der gesamten Gruppe be-
riicksichtigt, definiert wird (vgl. Abschnitt 4.3.2). Da zum Takt-
zeitpunkt auch Gruppen ankommen kdnnen, die keine Anforderung ent-
halten, ist ein neuer AnkunftsprozeB GI zu bestimmen. Fiir das so
erhaltene Ersatzmodell GI/G*/1 soll im folgenden der Ersatzan-—
kunftsprozeB GI und der ErsatzbedienungsprozeR G* berechnet werden,
wobei im wesentlichen auf die in [45] angegebenen Beziehungen zu-
rlickgegriffen wird. Beide Prozesse werden durch die ersten zwei
Momente approximiert. Die GrSfen des Ersatzmodells werden ein-

heitlich mit einem * gekennzeichnet.

4.3.3.1 Der ErsatzankunftsprozeB GI

Der mittlere Ankunftsabstand t; des Ersatzankunftsprozesses er-

gibt sich aus der um T verkleinerten Taktperiode unter der Be-

OH
dingung, daf zum Taktzeitpunkt mindestens eine Anforderung an-

kommt. Man erhdlt unmittelbar

T
g = - OH (4.97)
A 1 =95 .
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1 -9 ist die Wahrscheinlichkeit, da8 die ankommende Gruppe min-
destens eine Anforderung enthdlt. Fir den Variationskoeffizienten
cZ gilt nach [45]

*
ca = 199 - (4.98)

4.3.3.2 Der Ersatzbedienungsprozef G*

Der Ersatzbedienungsprozef beriicksichtigt die Bedienung der ge-
samten Cruppe unter der Bedingung, daB die Gruppe mindestens
eine Anforderung enthdlt. Die Ersatzbedienungs-VF B*(t) hat da-
mit den Mittelwert

h*:E[K;K>o].h=%ﬁh (4.99)
-g
o
und die Varianz (vgl. Gl. (4.76))
Var{Tg] = E[TH}zvar[KlK>O] +E[K£K>0]-Var[TH] . (4.100)

Nach dem Einsetzen der einzelnen GrdBen ergibt sich daraus fiir

den Variationskoeffizienten

1=-g r
* 0 var[k]l , 2, _
°y =~ FRT {TBERT "% "9 - (4.101)

h und Cy sind gegebene GroBen der Bedienungs-VF H(t) des zu unter-

suchenden Modells C[XI/G/1.

4.3.3.3 Berechnung des Angebotes p*

Nach Gl. (2.5) gilt fiir das Angebot p* =h*/t;:. Mit E[K] = AT fir
die mittlere Gruppengrdfe und o =h-A erhdlt man fiir das Angebot
des Ersatzmodells

p*zh*'l=E[K]h.1—gO - T
tr T=95 T-Ton T Tou

(4.102)
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Damit sind alle GrdBen fiir das Ersatzmodell GI/G*/1 bekannt, aus
denen die charakteristischen Grdfen approximativ berechnet werden
kdnnen.

4.3.3.4 Berechnung der charakteristischen GrdgSen

Ausgangspunkt fiir die Berechnung der charakteristischen GrdRen

sind die in [45] angegebenen Formeln fiir die Wartezeit Wy und

die Wartewahrscheinlichkeit w1 des Warteschlangenmodells GI/G*/1.

* *2, 2
_ 2(1=-pp) ’ (1-c, ™)
* % X, X *2 %2
_ Peh (21 c*?e (191306006 op ey (4.103a)
Yor T -+ TCm ’ -103a
el
% *2 _ * LR
Wy = pgt (e, Deg(l1-04)
1+022+pzc;2
) . {4.103b)

: *, %2 *2 *2
THegle,” = 1) #0574y " + ™)

Die Gl. (4.103a) ist bis auf eine geringfigige Anderung im Expo-~
nenten identisch mit der in [45] angegebenen Beziehung. Hier-—
durch wurde eine bessere Ndherung fiir das gegebene Modell C[X]/G/1
erreicht. Zu der grundsédtzlichen Herleitung der Gleichungen wird
auf [45] verwiesen.

Setzt man w,, in die Gl. (4.96) ein, dann ist die Wartezeit ve
bekannt. Zur Berechnung der Gesamtwartezeit nach Gl. (4.47) be-
notigt man noch die mittlere Anzahl im System E[X,T] kurz vor den

Taktzeitpunkten. Da die Wartezeit w der Bedienungszeit aller

01
zum Taktzeitpunkt im System befindlichen Anforderungen entspricht,

gilt ndherungsweise

E{X,T] = — . (4.104)
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Fir eine exakte Berechnung miiBte in dieser Gleichung die Restbe~
dienungszeit einer zum Taktzeitpunkt unterbrochenen Anforderung
berlicksichtigt werden. Nur fiir exponentiell verteilte Bedienungs-

zeiten ist diese Beziehung exakt.

Unter Verwendung der Beziehung p(0,T) =1 —w1 konnen nun entspre-
chend Abschnitt 4.3.2.6 alle charakteristischen Gr&8en berechnet
werden. Damit wird die approximative Berechnung des Modells
C[X]/G/1 durch Rickfiihrung auf ein Ersatzmodell des Typs GI/G/1
abgeschlossen. Im Abschnitt 4.5 werden alle drei Analyseverfahren
bezliglich numerischem Aufwand und erreichbarer Genauigkeit mit-
einander verglichen.

4.4 Das dritte Teilmodell GO/C/=

Das dritte Teilmodell berlicksichtigt die Ausgabewarteschlange und
die taktmdBige Bedienung. Es entspricht im Prinzip dem ersten
Teilmodell, jedoch wird hier der Eingangsprozef durch den Aus-
gangsprozef (GO: general output process) des zweiten Teilmodells
gebildet. Bild 4.16 zeigt die Modellstruktur mit allgemeinem An-
kunftsprozes GO, der Ausgabewarteschlange und den Schalter, der

die taktm&Bige Bedienung nachbildet (vgl. Bild 4.2).

Ankunftsprozell =
GO AusgangsprozeB3 des
zweiten Teilmodells

w Ausgabewarte-
Q= schlange
I T Takt
C[X] Gruppenausgangs-
D ProzeB

Bild 4.16. Das dritte Teilmodell GO/C /e
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Die zu berechenden charakteristischen Verkehrsgrdfen sind analog
zum Abschnitt 4.2 die mittlere Wartezeit w und die Warteschlangen-
ldnge Q. Hinzu kommt der taktmidBige Gruppenausgangsprozef CéX].
Bedingt durch die drei verschiedenen Analyseverfahren zur Unter-
suchung des zweiten Teilmodells muB die Analyse des dritten Teil-
modells ebenfalls unterschiedlich durchgefiihrt werden. Wurde das
zweite Teilmodell mit Hilfe einer eingebetteten Markoff-Kette
(Abschnitt 4.2.1) untersucht, dann kdnnen die Zustandswahrschein-
lichkeiten des dritten Teilmodells aus den Zustandswahrscheinlich-
keiten des zweiten Teilmodells bestimmt und daraus die charakte-
ristischen GréBen und die Gruppengrdfen-Verteilung des Ausgangs-—
prozesses berechnet werden. Dagegen kann bei Verwendung der beiden
anderen Analyseverfahren der AusgangsprozeB des zweiten Teilmo-
dells nicht explizit berechnet werden, und das dritte Teilmodell

188t sich nur approximativ berechnen.

4.4.1 Bestimmung der Zustandswahrscheinlichkeiten zu einem be-

liebigen Zeitpunkt bei Verwendung einer eingebetteten
Markoff-Kette

Entsprechend Bild 4.17 wird das System lber eine Taktperiode T
beobachtet.

Zelt

b T —od

Takt ' Takt

Bild 4.17. Zeitliches Systemverhalten
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m(x,t) ist die Wahrscheinlichkeit, dag zum Zeitpunkt t nach dem
Takt genau x Anforderungen in der Ausgabewarteschlange zwischen-
gespeichert sind. Da aus der Ausgabewarteschlange zum Taktzeit-
punkt stets alle wartenden Anforderungen entnommen werden, ist
die Wahrscheinlichkeit w(x,t) gleich der Zahl der abgeschlossenen
Bedienungen in der Zeitspanne t-—TOH. Wihrend der Verwaltungs-
zeit T werden keine Anforderungen bedient, in dieser Zeitspanne

OH
ist also die Ausgabewarteschlange leer.

Im Bereich 0<t<Tyy gilt deshalb
Q(t) =0

Die Zahl der maximal moglichen Bedienungen in der Zeitdauer t-—TOH
ist vom Systemzustand des zweiten Teilmodells zum Taktzeitpunkt
abhingig. Da nach Ablauf der Verwaltungszeit die Fortsetzung der
Bedienung fiir allgemein verteilte Bedienungszeiten direkt abhén-
gig ist vom Systemzustand des zweiten Teilmodells kurz vor dem
Takt (entweder muf eine unterbrochene Anforderung weiterbedient
oder bei leerem System beginnt die Bedienung einer neu eingetrof-
fenen Anforderung), miissen fiir die Berechnung von w(x,t) die Zu-
standswahrscheinlichkeiten p(j,T) des zweiten Teilmodells benutzt
werden. Die Zustandswahrscheinlichkeiten n(x,t) sind wie folgt von
der Gesamtanzahl der Anforderungen im zweiten Teilmodell kurz

nach dem Takt (Summe aus den Anforderungen vor dem Takt plus ein-

treffende Anforderungen zum Taktzeitpunkt) abhdngig:

- Ist die Summe genau x, dann milssen in der Zeit t--TOH min-
destens x Anforderungen bedient werden (a>x(t-TOH) bzw.

dzx(t-—TOH)).

- Ist die Summe grdBer als x, dann miissen in der Zeit t"ToH
genau x Anforderungen bedient werden (ax(t-—TOH) bzw.
d (£ -Tog)) -

Mit diesen Uberlegungen gilt filir die Zustandswahrscheinlichkeiten

n(x,t) im Bereich T o <t <T:

®)
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n(N,t) = p(0,T) gzNazN(t-Tm) + fi p(3,T) gz(N_j)gZN(t—TCH) ,
n(x,t) = p(0,T) {gxc_i»( (E-Tgy) + 9, (xt1) d, (t-—TCH):{ (4.105a)
N
+ 3; P(j,T)[gx_jazx(t—-Tm) + 9y (i) a’x(t—TOH)J ,
XxX=0,7,...,N~1
mit

9 =0 fiir k<0 und 9oy = 1T fir k<0 .

Flir exponentiell verteilte Bedienungszeiten ist der Bedienungs~
prozef zum Taktzeitpunkt nicht gedidchtnisbehaftet, und fiir die
Berechnung von w(x,t) kann direkt von den Zustandswahrscheinlich-
keiten p(j,0) nach dem Taktzeitpunkt ausgegangen werden. Daraus
ergibt sich die wesentlich einfachere Beziehung

N

n(x,t) = p(x,0)d_ (£-T.)+ p(3,00d_(t-T_) {4.105b)
>% OH jz;;j X OH

x=0,1,...,N
mit

}i (-) =0 fir j<i .

1

Die Sterbewahrscheinlichkeiten ax(t-—T ) sind Poisson verteilt

OH
und p(x%,0) nach Gl. (4.37) einzusetzen.

Aus diesen Zustandswahrscheinlichkeiten kdnnen durch Mittelwert-—
bildung die charakteristischen VerkehrsgrdBen berechnet werden.
Die Gruppengrdfen-Verteilung des Ausgangsprozesses kann direkt
aus den Zustandswahrscheinlichkeiten mw(x,t) bestimmt werden, wenn

t =T gesetzt wird.
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4.4.2 Berechnung der charakteristischen Gr&Ben

a) Mittlere Warteschlangenléinge

Die im Abschnitt 4.3.1.2a dargestellten Uberlegungen kdnnen hier
unmittelbar Ubernommen werden. Durch Mittelwertbildung iiber das
gesamte Taktintervall T erhilt man fiir die Warteschlangenlédnge Q
(vgl. GLl. (4.40))

;T
Q== [ e(tyat
7o

mit
N

Q(t) =XZ1 xmix,t) fir Ty <t<T

Fir den allgemeinen Fall erh&lt man durch Einsetzen der G1.
(4.105a) und nach kurzer Umformung

Z

2 =g ) p(,T-cy (4.1062)
=0

1]

mit
R =T =1 =1
cO = X; X[gxdzx (TS) * gi(xﬂ)dx(TS)} +N szzN(TS) ’

Q
|

i~1 N-1 ;
- T = as ~I T
5 = i)‘?‘ xEX(TS) + XL] x[gx~j %X(TS) D (gt dx(TS)] +Ng2(N_j) EZN(TS) .

j=1,2,...,N
und

Ei (+) =0 fir j<i .
i

Die Bestimmung der durch I gekennzeichneten GrdBen, die sich aus
der Integration iiber die Sterbewahrscheinlichkeiten ergeben, ist
im Anhang 3 durchgefiihrt.

Flir exponentiell verteilte Bedienungszeiten erh&lt man aufgrund
der einfacheren Beziehung fiir w(x,t) nach Gl. (4.105b) fir die

mittlere Warteschlangenlidnge nach kurzer Umformung
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T~-T N x-1
OH h
Q = E[X,0l—5—— -7 xp(x,0) d (T.)
T T XZ—-:1 mgo 2(m+1) °78

N=1 N (4.106b)
xd (Tg) p(3,T) .
>(x+1) '"s j=§>;+1

+
(=il=a

x=1

b) Mittlere Wartezeit w

Fiir die mittlere Wartezeit erhdlt man unter Verwendung des

Little'schen Theorems

=8
W= (4.107)

[x]

4.4.3 Berechnung des Ausgangsprozesses Ch~

Der taktmdfige Gruppenausgangsprozef CéX] kann direkt aus den Zu-
standswahrscheinlichkeiten nw(x,t) berechnet werden, wenn t=T ge-
setzt wird. Ist KD die 2V fiir die Gruppengrdfe, dann gilt filir die
Wahrscheinlichkeiten ng der Gruppengrofen-Verteilung

g = PR =k} = w(k,T) , k=0,1,...,N, (4.108)

mit w(k,T) nach Gl. (4.105a) bzw. Gl. (4.105b).

Durch Mittelwertbildung erhdlt man:.hieraus

N
E[K.] = kg . (4.109)
ol = * 9,

Ist N voraussetzungsgemdf groBf, dann ist die mittlere Gruppengrdfe
E[KD] des Ausgangsprozesses gleich der mittleren GruppengrdBe
E[K] = AT des Ankunftsprozesses des zweiten Teilmodells.

Fiir die vVarianz Var[KD] ergibt sich aus der Gl. (4.108)

N
2 2
var[k. ] = E kg, -E[RK. 17 . (4.110)
D ¥= kD D
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SchlieBlich erh&dlt man fiir den Variationskoeffizienten der Grup-

pengrdBen-Verteilung

\Var[KD]
CK=TKD]—' (4.111)

4.5 Ergebnisdiskussion und Simulationsvergleich

Die im folgenden berechneten und dargestellten Ergebnisse dienen
hauptsdchlich zur Uberpriifung der verschiedenen Analyseverfahren.
Der Genauigkeitsnachweis der approximativen Analyseverfahren er-
folgt durch Vergleich mit exakt berechneten (Eingebettete Markoff-
Kette) oder simulativ bestimmten Ergebnissen. Ein hierzu erstell-
tes Simulationsprogramm [35], das unter anderem das Ablaufgesche-
hen fiir das dreistufige Wartemodell (Bild 4.1) unter Beriicksich-
tigung aller gegenseitigen Abhédngigkeiten exakt nachbildet, 1&Bt
die Bestimmung der charakteristischen VerkehrsgréBen mit den zu-
gehdrigen 95%-Vertrauensintervallen fiir die drei Teilmodelle bei
variation aller Systemparameter zu. Eine genauere Diskussion der
Ergebnisse, insbesondere im Hinblick auf Dimensionierungsfragen,
wird im Abschnitt 5.4 durchgefiihrt. Die dort angegebenen Ergeb-
nisse fiir die erste Prioritidtsklasse gelten, wegen der Voraus-
setzung unterbrechender Prioritdten, auch fiir das hier betrachtete

einklassige Modell.

Entsprechend der Zerlegung des Gesamtmodells in drei Teilmodelle

erfolgt die Validierung der numerisch berechneten Ergebnisse.

4.5.1 Numerische Ergebnisse fiir das erste Teilmodell GI/C/«

Wie im Abschnitt 4.2 abgeleitet, ist die mittlere Wartezeit in der
Eingabewarteschlange fiir allgemein verteilte Ankunftsabstdnde
(rekurrenter AnkunftsprozeB) stets gleich der halben Taktperiode.
Abweichungen hiervon ergeben sich nur fir spezielle, determini-
stische Ankunftsovrozesse, bei denen die Ankunfts- und Taktzeit-

punkte eine feste zeitliche Zuordnung zueinander aufweisen, z. B.
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wenn eine Anforderung stets zum gleichen Zeitpunkt innerhalb eines
Taktintervalls eintrifft. Die mittlere Wartezeit ist hierbei

wegen der festen zeitlichen Zuordnung sofort angebbar.

Fiir das erste Teilmodell verbleibt damit die Validierung des takt-
mdBigen Gruppenausgangsprozesses, d. h. die unter Erneuerungsan-
nahmen zu den Taktzeitpunkten berechnete Gruppengr&Ben-Verteilung
nach Abschnitt 4.2.1 bzw. deren Mittelwert und Varianz nach Ab-
schnitt 4.2.2. Mit der Annahme exponentiell verteilter Ankunfts-
abstédnde konnte das Simulationsprogramm iberprift werden, da sich
hierbei fiir die GruppengrdBen-Verteilung eine Poisson-Verteilung
mit dem Mittelwert E[K] = AT und der Varianz Var[K] = AT ergeben
muB. Flir Erlang-k— bzw. H2~verteilte Ankunftsabstdnde lagen die
berechneten Werte fiir

- die Wahrscheinlichkeit 95 nach Gl. (4.14a) bzw. GlL. {(4.15),
- den Mittelwert E[K] nach Gl. (4.18),
- die Varianz Var[K] nach Gl. (4.28) bzw. Gl. {(4.33) und

- den Variationskoeffizienten Cx nach Gl. (4.34)

bei Variation der Ordnung k bzw. des Variationskoeffizienten =
des Ankunftsprozesses sowie A und T stets innerhalb der sehr
kleinen Vertrauensintervalle. Damit stellt die Erneuerungsan-
nahme zu den Taktzeitpunkten zur Berechnung der Gruppengr&Ben-
Verteilung fiir hypo- und hyperexponentielle VF (Ek und Hz) eine
sehr gute Approximation dar.

Da die Abhdngigkeit des Variationskoeffizienten cg vom Mittelwert
E[K] = AT fiir die AnkunftsprozeBtypen Ek’ M und Hz bereits aus-
fiihrlich am Ende des Abschnitts 4.2 diskutiert wurde (siehe Bild

4.5), kann hier auf eine weitere Betrachtung verzichtet werden.

4.5.2 Numerische Ergebnisse fiir das zweite Teilmodell C[X]/G/W

a) Gegeniiberstellung der verschiedenen Analyseverfahren

Zur Untersuchung des zweiten Teilmodells wurden im Abschnitt 4.3

drei verschiedene Analyseverfahren entwickelt.
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1. Analyse mit Hilfe einer eingebetteten Markoff-Kette

2. Analyse mit Hilfe der Lindley'schen Integralmethode

3. Approximative Berechnung durch Riickfiihrung auf das
Modell GI/G/1.

Die einzelnen Analyseverfahren sind grunds&dtzlich verschieden.
Insbesondere unterscheiden sie sich hinsichtlich des numerischen
Aufwandes und des erforderlichen Speicherplatz- und Rechenzeit-
bedarfs. Die Methode der eingebetteten Markoff-Kette bendtigt
wegen der Bestimmung der Ubergangswahrscheinlichkeiten und der
iterativen Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten einen er-
heblichen numerischen Aufwand. Da sie jedoch filir Poisson-verteil-
te Gruppengrotfen und exponentiell verteilte Bedienungszeiten
exakte Ergebnisse liefert (Voraussetzung ist wegen der notwendigen
Abschneidung des Zustandsraumes eine vernachldssigbare Verlust-
wahrscheinlichkeit), kann sie zur Uberpriifung der approximativen
Verfahren und insbesondere des Simulationsprogramms herangezogen
werden. Die analog zur Berechnung der GruppengrdBen-Verteilung
des Ankunftsprozesses (AusgangsprozeB des ersten Teilmodells) ge-
wdhlte Erneuerungsannahme zur Bestimmung der Sterbewahrscheinlich-
keiten innerhalb eines Taktintervalls, die fiir Ek—verteilte Be-
dienungszeiten explizit durchgefiihrt wurde (vgl. Bbschnitt 4.3.1.1)
liefert sehr gute Ergebnisse verglichen mit der Simulation. Da
das Verfahren der eingebetteten Markoff-Kette jedoch sehr auf-
wendig und fiir allgemeine GruppengrdBen-Verteilungen und/oder Be-
dienungs-VF nicht mehr mit vertretbarem numerischem Aufwand aus-

wertbar ist, wurden die beiden approximativen Analyseverfahren
entwickelt.

Bei der Analyse mit Hilfe der Lindley'schen Integralmethode liegt
die Approximation fiir Poisson-verteilte GruppengrdBen nur in der
Zeitdiskretisierung der allgemein vorgegebenen, kontinuierlichen
Bedienungs-VF. W&hlt man At bei der Diskretisierung geniigend
klein, so stimmen die Ergebnisse bei exponentiell verteilten Be-
dienungszeiten sehr genau mit den exakten Ergebnissen der einge-
betteten Markoff-Kette iiberein. Dies gilt auch fiir einen deter-
ministischen BedienungsprozeB, der die auf der Seite 72 ange-

gebene Synchronisationsbedingung erfiillt [ 9 1. Fiir andere Be-
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dienungs-VF (Ek,H2) zeigt der Sim&lationsverqleich ebenfalls eine
gute Ubereinstimmung. Fiir allgemein verteilte GruppengréBen wird
sowohl die GruppengrdB8en-Verteilung als auch die Bedienungs-VF
durch die ersten beiden Momente approximiert und die hieraus ent-
stehende zusammengesetzte Verteilung anschlieBend zeitdiskreti-
siert (vgl. Abschnitt 4.3.2.5). Die erzielten Ergebnisse zeigen
die Tabelle 1 und die Bilder 4.18 und 4.19. Der wesentliche nu-
merische Aufwand dieses Verfahrens liegt in der iterativen Be-
stimmung der Wurzeln der charakteristischen Gleichung zR-Gm(z) =0.
2 ist ein MaB filir die Zeitdiskretisierung und nach Gl. (4.54) von
der effektiv zur Verfiigung stehenden Bedienungszeit TS<=T-—TOH

und dem gewdhlten At-Intervall abh#ngig. Fiir die Durchlaufzeit
ergeben sich bereits gute Ergebnisse, wenn fir At=h/10 (h =mitt~-
lere Bedienungsdauer) angenommen wird. Dagegen muB zur genaueren
Bestimmung der Wartewahrscheinlichkeit At 5h/100 vorausgesetzt
werden. Trotzdem sind selbst bei dieser Wahl von At die erforder-
lichen Rechenzeiten zur Bestimmung der charakteristischen Grd&B8en
wesentlich geringer, verglichen zu denjenigen bei Verwendung einer

eingebetteten Markoff-Kette.

Das dritte Analyseverfahren verwendet die von Krimer und Langen-—
bach-Belz in [45] angegebenen approximativen Beziehungen fiir ein
Modell des Typs GI/G/1. Die Gleichung zur Bestimmung der Wartezeit
des Gruppenersten wurde hierbei Jjedoch geringfiigig gedndert und
zusdtzlich der EinfluB der Verwaltungszeit durch eine Erhdhung

des Angebots berticksichtigt. Aufgrund der einfachen Beziehungen
stellt dieses Verfahren zwar den geringsten numerischen Aufwand
dar, jedoch zeigen die Ergebnisse teilweise grdBere Abweichungen
von den exakten oder simulativen Werten, abhidngig von der Wahl der

einzelnen Systemparameter.

Es sei besonders darauf hingewiesen, daB bei der GI/G/1-Approxi-
mation flir die GruppengrdBen-Verteilung neben Mittelwert E[K] und
Varianz Var[K] auch die Wahrscheinlichkeit 95 (Wahrscheinlichkeit
flir eine leere Gruppe) bekannt sein muB, da sie zur Bestimmung

des Ersatzankunftsprozesses erforderlich ist. Die GrdSe 9o ist je-

doch hdufig nicht vorgegeben oder nur schwierig, d. h. aufwendig

- 112 -

berechenbar. Bei der Lindley'schen Integralmethode wird die GroéBe
95 nicht bendtigt, die approximative Beschreibung der Gruppen-
gr&Ben-Verteilung erfolgt ausschlieBlich durch die ersten beiden
Momente (E[K], Var[K]).

Zur Validierung der Ergebnisse aller drei Analyseverfahren wird
nacheinander der EinfluB der wichtigsten Systemparameter auf die
mittlere Durchlaufzeit betrachtet. Der Ergebnisvergleich erfolgt
in Form von Wertetabellen und graphischen Darstellungen am Ende
dieses Abschnittes. Fiir die Ergebnisdarstellung gelten einheit~

lich folgende Vereinbarungen;

A Eingebettete Markoff-Kette (EMK)
Lindley'sche Integralmethode (LIM)
——— GI/G/1-Approximation (GI/G/1-Appr.)
} Simulation mit 95%-Vertrauensintervall und 10 Teiltests

mit je 20000 Ankunftsereignissen.

Alle ZeitgrdBen sind normiert auf die mittlere Bedienungsdauer
h=1.

b) EinfluB der GruppengrdBen-Verteilung

Bild 4.18 zeigt den EinfluB der GruppengrdBen-Verteilung, die sich
aus dem AnkunftsprozeB des ersten Teilmodells D, Ek’ M und H2 er-
gibt, auf die mittlere Durchlaufzeit als Funktion des Angebots.
Die Bedienungszeiten sind exponentiell verteilt, die Verwaltungs-
zeit TOH = 0. ErwartungsgemdB ergeben sich fiir konstante Gruppen-
grdBen (D-Ankunftsprozef im ersten Teilmodell} die geringsten
Durchlaufzeiten. Wie die graphische Darstellung zeigt, stehen die
approximativ berechneten Ergebnisse in guter Ubereinstimmung zu
denjenigen der eingebetteten Markoff-Kette bzw. der Simulation.
Die Tabelle 1 zeigt, daB die unter Erneuerungsannahmen fiir den
EZ—AnkunftsprozeB des ersten Teilmodells berechnete Gruppengr&Ben-
Verteilung zu guten Ergebnissen fithrt. Bei der Lindley'schen In-
tegralmethode und der GI/G/1-Appr. wird hierbei nur auf die ersten

zwel Momente zurilickgegriffen.

Die hier gemachten Aussagen gelten analog fiir die Ergebnisse nach

Bild 4.19. Bis auf TOH:=1 gelten die genannten Voraussetzungen.
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Analyseverfahren
Angebot
o EMK LIM GI/G/1-Appr. Simulation
(At =h/10)
0.1 1.3116 1.4171 1.3124 1.3112+0.011
2.2835 2.2911 2.2786 2.2850 £+ 0.015
0.5 3.3829 3.4060 3.3483 3.3921 £0.028
4.9629 5.0069 4.8495 4.9154 £ 0.110
0.9 10.4842 10.5416 10.2309 10.2321 £ 0.384

Tabelle 1 Mittlere Durchlaufzeit des zweiten Teilmodells fiir E ~ver—
teilte Ankunftsabstinde im ersten Teilmodell und expdnentiell
verteilte Bedienungszeiten (T =10, Top =0)

c) EinfluB des BedienungsprozeBtyps

Die Bilder 4.20 bis 4.22 zeigen den EinfluB des Bedienungsprozef-
typs (D,E2,M,H2) auf die mittlere Durchlaufzeit als Funktion des
Angebots. Der taktmdBige AnkunftsprozeB hat Poisson-verteilte
GruppengrdBen. Wegen dieser Voraussetzung liefert die Lindley'-
sche Integralmethode fiir alle Bedienungs-VF sehr gute Ergebnisse.
Bild 4.22 zeigt, daB die GI/G/1-Appr. dagegen fir kleine Taktdau-
ern (T =3) und bei Beriicksichtigqung der Verwaltungszeit (TOH =1),
insbesondere im unteren Angebotsbereich, grdBere Fehler aufweist.
Flir die Ez—Bedienungs-VF liegen die Ergebnisse bei Verwendung der
eingebetteten Markoff-Kette und unter Erneuerungsannahmen zu den

Taktzeitpunkten stets innerhalb der Vertrauensintervalle.

d) EinfluB der Verwaltungszeit

Im Bild 4.23 ist der EinfluB der Verwaltungszeit auf die Durch-
laufzeit als Funktion der Taktdauer dargestellt. Das Angebot ist
konstant (p =0.3 bzw. p=0.7), die GruppengrtBen sind Poisson-
verteilt und die Bedienungszeiten negativ exponentiell. Da der
Fehler bei der Lindley'schen Integralmethode hierbei nur in der
Zeitdiskretisierung liegt, stimmen die Ergebnisse sehr gut mit den
eingezeichneten exakten Ergebnissen der eingebetteten Markoff-
Kette lberein. Die GI/G/1-Appr. zeigt gewisse Abweichungen, ins-
besondere im Bereich der minimalen Durchlaufzeit und fir grodBere

Werte von T und p. Einen Ergebnisvergleich zeigt die Tabelle 2.
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gzﬁ;; Angebot Analyseverfahren
T o EMK LIM GI/G/1-Appr.
(At =h/10)

2 0.3 5.6271 5.6271 6.0871

3 0.3 3.5044 3.5044 3.8237

3.0966 -3.0966 3.2272

10 0.3 3.5668 3.5668 3.5682

6 0.7 9.2154 9.2152 9.4430

15 0.7 8.7463 8.7463 8.5421

20 0.7 10.0777 10.0775 9.7797

Tabelle 2 Mittlere Durchlaufzeit des zweiten Teillmodells bei Verwendung
der verschiedenen Analyseverfahren (Poisson-verteilte Grup—
pengrdlen, exponentiell verteilte Bedienungszeiten, TOH =0)

Fir TOH =0 und T~ 0 ergibt sich erwartungsgemdB die Durchlaufzeit
fiir ein Warteschlangenmodell des Typs M/M/1. Fir TOH:>O erhdlt
man eine minimale Taktdauer Tmin’ die unter stationdren Voraus-
setzungen nicht unterschritten werden darf. Sie ergibt sich aus
der Bedingung, daB die mittlere Anzahl von eintreffenden Anforde-
rungen hodchstens gleich der mittleren Anzahl von Bedienungen in-
nerhalb eines Taktintervalls sein darf. Da die effektiv zur Ver-
fiigung stehende Bedienungszeit TS =T ~-T H betradgt, gilt die Be~-

0]
ziehung

AT < u(T-—TOH)

Hieraus ergibt sich in der Grenze

TOH

» Tminzt“—-_‘—p . (4.112)

In [37] wurde gezeigt, daB unter der Annahme einer endlichen Ar-
beitswarteschlange und bei Berlicksichtigung der gegenseitigen
Abhdngigkeiten zwischen dem ersten und zweiten Teilmodell neben
dieser minimalen Taktdauer T_. auch eine maximale Taktdauer T
min max
existiert. Das System zeigt dabei unter stationdren Vorausset-

zungen nur im Bereich Tmin‘<T <Tm stabiles Verhalten.

ax
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Weitere Parameterstudien und entsprechende Simulationsvergleiche
wurden durchgefiihrt mit dem Ergebnis, daB die approximativ be-
rechneten Werte in guter Ubereinstimmung zu exakt berechenbaren
oder simulativen Ergebnissen stehen. Wegen der Vielzahl der Para-
meter wurde hier nur der EinfluB der wichtigsten Gr&Ben auf die

mittlere Durchlaufzeit betrachtet und graphisch dargestellt.

4.5.3 Numerische Ergebnisse fiir das dritte Teilmodell GO/C/e

Wie im Abschnitt 4.4 beschrieben, 13dBt sich das dritte Teilmodell
nur dann analytisch berechnen, wenn zur Untersuchung des zweiten
Teilmodells die Methode der eingebetteten Markoff-Kette verwendet
wurde. Nur hierbei ist der Ausgangsprozef des zweiten Teilmodells,
der den EingangsprozeB des dritten Teilmodells bildet, explizit
bestimmbar. Damit sind nur Ergebnisse fiir spezielle Ankunftspro-
zeBtypen des ersten und/oder Bedienungsprozeftypen des zweiten

Teilmodells analytisch berechenbar. Fir H,-VF wird im folgenden

2
auf die Simulation zuriickgegriffen.

In der Tabelle 3 ist die mittlere Wartezeit in der Ausgabewarte-
schlange, im Bild 4.24 der Variationskoeffizient cg der Gruppen-
groBen-Verteilung des taktmédBigen Ausgangsprozesses fiir das drit-

te Teilmodell in Abh&ngigkeit des Angebots dargestellt.

M-Bed.~ProzeB M-Ank.-ProzeB
Angebot AnkunftsprozeBtypen BedienungsprozeBtypen
[e] E2 M HZ E2 H2
0.1 8.691 8.507 8.353 +0.02 8.500 8.591 £ 0.01
0.3 7.759 7.563 7.284 £0.03 7.523 7.704 £ 0.02
0.5 6.858 6.710 6.444 £ 0.04 6.629 6.861 +0.02
0.7 6.043 5.956 5.769 + 0.03 5.867 6.092 +0.04
0.9 5.324 5.297 5.224 + 0.04 5.252 5.330+0.02
-1.0 -5.0 -5.0 -5.0 -5.0 -+5.0

Tabelle 3 Mittlere Wartezeit in der Ausgabewarteschlange fiir verschiedene
AnkunftsprozeBtypen (1. Teilmodell) und BedienungsprozeBtypen

(B =, M-VF E¥K, H,~VF Simulation, T =10, Ty =0)
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Die Parameter fiir beide Darstellungen sind:

- AnkunftsprozeBtypen im ersten Teilmodell
- BedienungsprozeBtypen im zweiten Teilmodell

- Taktdauer und Verwaltungszeit.

Die Ergebnisse der Tabelle 3 zeigen, daB die verschiedenen An-
kunfts- und/oder BedienungsprozeB8typen keinen wesentlichen Ein-
fluB auf die mittlere Wartezeit haben, insbesondere im unteren
und oberen Anaebotsbereich, speziell fiir p~ 1. Flir p -+ 0 besteht
die eintreffende Gruppe im zweiten Teilmodell aus hdchstens einer
Anforderung und das System ist kurz vor dem Takt mit einer gegen
"1" gehenden Wahrscheinlichkeit leer. Damit folgt fir die maximal
mogliche Wartezeit im dritten Teilmodell wmax::T-_TOH'—h' Geht
dagegen p~ 1, ist die Bedienungseinheit praktisch wdhrend der ge-
samten zur Verfiigung stehenden Zeitdauer TS =T~—ToH belegt. Der
AusgangsprozeB des zweiten Teilmodells wird nun ausschlieBlich
durch den BedienungsprozeB beeinfluBt, und der EingangsprozeB des
dritten Teilmodells 148t sich durch einen rekurrenten Erneue-
rungsprozeB anndhern. Unter dieser Voraussetzung konnen die fiir
das erste Teilmodell durchgefiihrten Uberlegungen ibernommen wer-
min - (T - TOH) /2.
Dieser Wert kann nur fiir deterministische Bedienungs-VF bei Syn-

den und man erhdlt die minimale Wartezeit w

chronisation zwischen Bedienungsprozef und Taktzeitpunkt unter-
schritten werden. In erster Ndherung 1&dBt sich die Abhdngigkeit
zwischen der Wartezeit w und dem Angebot p durch einen linearen

Zusammenhang darstellen.

Fiir kleinere Taktdauern stimmen die Werte flir die mittleren War-
tezeiten noch besser iliberein, da der maximale Schwankungsbereich

' -w_._ sich hierbei ebenfalls reduziert.
max min

Im Gegensatz zur mittleren Wartezeit wird der Variationskoeffi-
zient cg erheblich von den verschiedenen Ankunfts- und/oder Be-
dienungsprozeBtypen der beiden anderen Teilmodelle beeinflufit.
Wegen dieser Abh#ngigkeit ist eine approximative Berechnung kaum
méglich. Lediglich im unteren Angebotsbereich bis p=~0,5 und im

Grenzfall p-»1 188t sich cD

K ndherungsweise, d. h. ohne Verwendung
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einer eingebetteten Markoff-Kette, bestimmen. Die Darstellung im
Bild 4.24 zeigt, daB bis p=0.5 der Variationskoeffizient cg des
Ausgangsprozesses im dritten Teilmodell ndherungsweise mit dem
Variationskoeffizienten Cx der GruppengrdBen-Verteilung des takt-
mdBigen Ausgangsprozesses des ersten Teilmodells {bereinstimmt.
Wegen der zuvor beschriebenen Besonderheit fiir p- 1 kdnnen der
Mittelwert E[KD], die Varianz Var[KD] und der Variationskoeffi-
zient ci mit den Beziehungen nach Abschnitt 4.2.2 berechnet wer-

den, wenn dort A durch u und T durch TS =T —TOH ersetzt wird.

4.5.4 Mittlere Gesamtdurchlaufzeit

Die mittlere Gesamtdurchlaufzeit ergibt sich aus der Addition der
mittleren Wartezeiten in der Ein- und Ausgabewarteschlange sowie
der mittleren Durchlaufzeit im zweiten Teilmodell. Da diese drei
Mittelwerte, die aufgrund der "isolierten" Betrachtung der ein-
zelnen Teilmodelle getrennt berechnet wurden, eine gute Uberein-
stimmung mit der Simulation zeigen, die das gesamte dreistufige
Wartemodell nachbildet, ergibt sich fiir die mittlere Gesamtdurch-
laufzeit ebenfalls eine gute Ubereinstimmung mit den simulierten
Werten und braucht hier nicht weiter betrachtet zu werden. Allge-
mein 1dBt sich jedoch fiir die mittlere Gesamtdurchlaufzeit die

folgende Bedingung angeben:

tegg 2 1.5-T (4.113)
Die Gl. (4.113) ergibt sich aus der Uberlegung, daB eine beliebige
Anforderung eine Wartezeit T/2 in der Eingabewarteschlange erfdhrt
und sich anschlieBend noch mindestens eine Taktperiode im System
befinden muf.

Mit der Betrachtung der mittleren Gesamtwartezeit wird die Vali-
dierung der approximativ berechneten Ergebnisse flir die einzelnen
Teilmodelle abgeschlossen. Fiir die weiteren Betrachtungen, ins-
besondere im Hinblick auf Dimensionierungsfragen, wird auf den

letzten Abschnitt des folgenden Kapitels verwiesen.

—
e

Mittl. Durchlaufzeit
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Bild 4

. 18. EinfluB des AnkunftsprozelBtyps im ersten Teilmodell

auf die mittlere Durchlaufzeit des zweiten Teilmodells

Parameter: T =10, YOH-ZO
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Bild 4.19. EinfluB des AnkunftsprozeBtyps im ersten Teilmodell
auf die mittlere Durchlaufzeit des zweiten Teilmodells
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Bild 4.20. EinfluB des BedienungsprozeBtyps auf die mittlere
Durchlavfzeit des zweiten Teilmodells

Parameter: T =10, TOH =0
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Bild 4.2]1. FinfluB des BediemungsproszeBtyps auf die mittlere
Durchlaufaeit des zweiten Teilmodells

Parameter: T'=10, T
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Bild 4.22. EinfluB des BedienungsprozeBtyps auf die mittlere
Durchlaufzeit des zweiten Teilmodells

Parameter: T =3
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Bild 4.23. EinfluB der Verwaltungszeit auf die mittlere
Durchlaufzeit des zweiten Teillmodells

Bild 4.24. Variationskoeffizient der GruppengriBen—Verteilung des takt—
miligen Ausgangsprozesses im dritten Teilmodell (c, ist der
Variationskoeffizient der GruppengréBen—Verteilung des takt-
mifigen Ausgangsprozesses im ersten Teilmodell)
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5. ANALYSE DES DREISTUFIGEN WARTEMODELLS MIT TAKTGESTEUERTER
EIN-/AUSGABE, VERWALTUNGSZEIT UND P PRIORITATSKLASSEN

5.1 Struktur und Betriebsweise

Das im Bild 5.1 dargestellte Gesamtmodell stellt eine Erweiterung
des im Kap. 4 untersuchten Modells dar. Wdhrend dort nur eine
Anforderungsklasse betrachtet wurde, werden hier insgesamt P Prio-
ritdtsklassen beriicksichtigt. Damit lassen sich die Wartezeiten
der verschiedenen Anforderungen eines realen Systems, die ent-
sprechend ihrer Dringlichkeit den einzelnen Prioritdtsklassen zu-
geordnet werden, bestimmen. Die hier betrachtete Struktur ent-

spricht damit einer realistischeren Nachbildung des realen System-
verhaltens.

~ GI GI GI. GIL Rekurrente Ankunftsprozesse
~ 1 2 1 P

3 l l I l TA‘:Ai(t),Ai,CA., i=1,2,""",P
S i i

{:

S -

o — — — — Eingabewarteschlangen

= g p - -

— Taktgesteuerte Ein-/Ausgabe
s

S . 4

= Arbetitswarteschlangen

oY

2 Unterbrechende Priorititen

o Allg. verteilte Bedienungszeiten
— THi:Hi(t) hyecy o, 1=1,2,000,P
~ 1

S

2 Ausgabewarteschlangen

S

V

e

3.

B1ld 5.1. Dretstufiges Wartemodell mit taktgesteuerter Ein-/Ausgabe,
Vervaltungszeit und P Prioritdtsklassen
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Die in der Peripherie entstehenden Anforderungen werden ent-
sprechend ihrer Prioritdt in einer Eingabewarteschlange zwischen-
gespeichert. Der AnkunftsprozesB GIi der i-ten Priorit&tsklasse

hat allgemein verteilte Ankunftsabstdnde mit dem Mittelwert 1/%1.

Analog zum Modell im Kap. 4 werden zu jeweils dquidistanten Takt-
zeitpunkten alle wartenden Anforderungen von den Eingabewarte-
schlangen in die zugehdrigen Arbeitswarteschlangen iibertragen.
Die Bearbeitungszeit flir diesen Transfer wird wiederum durch eine
konstante Verwaltungszeit TOH nachgebildet. Eine zum Taktzeit-
punkt in Bedienung befindliche Anforderung wird sofort unter-
brochen. Die Fortsetzung der Bedienung nach Ablauf der Overhead-
Phase erfolgt nach Priorit&dtsklassen, d. h. eine unterbrochene
Anforderung wird erst dann weiterbedient, wenn keine Anforderungen
htherer Prioritdt mehr in den Arbeitswarteschlangen vorhanden
sind. Innerhalb der Prioritdtsklassen werden die Anforderungen
nach der Disziplin FIFO abgearbeitet.

Jede Anforderung durchlduft eine ihrer Prioritdt entsprechende
Bedienungsphase Gi mit der mittleren Bedienungszeit hi' Die Be-
dienungs-VF und die mittlere Bedienungszeit konnen individuell
flir jede Klasse gewdhlt werden.

Die bei der Bearbeitung der Anforderungen erzeugten Rickmeldungen
(Befehle) fiir die Peripherie werden priorit&tsabhdngig in den
Ausgabewarteschlangen zwischengespeichert. Jede eintreffende An-
forderung im System erzeugt genau eine Riickmeldung. Prioritdts-—
wechsel sind in der analytischen Untersuchung nicht beriick-
sichtigt, beil der Simulation wurden sie jedoch mit einbezogen.

Der Transfer zwischen den Ausgabewarteschlangen und der Peripherie
erfolgt wie die Ubernahme der Anforderungen in die Arbeitswarte-

schlangen wdhrend der Overhead-Phase und damit ebenfalls taktge-
steuert.

Zur Untersuchung des Gesamtmodells wird erneut auf die im Abschnitt
3.1.2.1 angegebenen Zerlegungsmethoden zuriickgegriffen. Analog

zur Untersuchung des einklassigen Modells wird das Gesamtmodell

in drei Teilmodelle zerlegt (vgl. Bild 5.1). Das erste Teilmodell
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umfaBt die Ankunftsprozesse, die Eingabewarteschlangen und die
taktmdBige Umspeicherung (Bedienung) der Anforderungen.

Das zweite Teilmodell umfaBt die Bedienungseinheit mit den Ar-
beitswarteschlangen. Dieses Teilmodell beriicksichtigt zus&tzlich
die Overhead-Phase GO. Die Fortsetzung der Bedienung nach der
Taktunterbrechung erfolgt nach Priorititen.

Das dritte Teilmodell, das im Prinzip wiederum dem ersten Teil-
modell entspricht, beriicksichtigt die Ausgabewarteschlangen und
die Entnahme aller wartenden Anforderungen zu den Taktzeitpunkten.

Da die einzelnen Teilmodelle wiederum isoliert untersucht werden
sollen, sind die Schnittstellen und damit die Schnittstellenver-

kehre genauer zu betrachten.

Betrachtet werde zundchst die Schnittstelle zwischem dem ersten
und zweiten Teilmodell. Unter der Voraussetzung, daB die Arbeits-
warteschlangen unbegrenzt sind (reines Wartesystem), kdnnen zum
Taktzeitpunkt stets alle Anforderungen iibertragen werden. Da die
Eingabewarteschlangen also zu jedem Taktzeitpunkt v8llig entleert
werden, wird in keiner Weise ein Zustand des ersten Teilmodells
durch irgendeinen Zustand des zweiten Teilmodells beeinfluft
(rlickwirkungsfrei) . Deshalb kdnnen beide Teilmodelle "isoliert"
untersucht werden. Der Gruppenankunftsprozef fiir die einzelnen
Prioritdtsklassen des zweiten Teilmodells ist identisch der An-
zahl von wartenden Anforderungen in der jeweiligen Eingabewarte-
schlange kurz vor dem Taktzeitpunkt. Wegen der v&lligen Rickwir-
kungsfreiheit kann nun jede Eingabewarteschlange fiir sich be-
trachtet und analog zu Abschnitt 4.2 durch ein Warteschlangen-
modell des Typs GI/C/« nachgebildet werden (vgl. Bild 4.2). Mit
den Ergebnissen nach Abschnitt 4.2.1 bzw. Abschnitt 4.2.2 sind
somit die Wahrscheinlichkeiten 9ki der Verteilung bzw. der Mittel-
wert E[Ki} und die Varianz Var[Ki] des taktmdBigen Gruppenaus-

gangsprozesses fiir jede Priorit&dtsklasse berechenbar.

Fiir die zweite Schnittstelle, die zwischen der Bedienungseinheit
und den Ausgabewarteschlangen liegt, kdnnen die Schnittstellenver-

kehre fiir allgemein verteilte Bedienungszeiten nur approximativ
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berechnet werden. Das gleiche gilt filir die Gruppenausgangsprozes-

se des dritten Teilmodells.

Wie oben dargestellt, kann das erste Teilmodell in P Einzelmodel-
le des Typs GI/C/« zerlegt werden. Eine ausfiihrliche Untersuchung
dieses Modelltyps wurde bereits im Abschnitt 4.2 durchgefiihrt.

Im folgenden wird deshalb nur das zweite und dritte Teilmodell
ndher betrachtet. Flir ein Gesamtmodell mit 2 Prioritédtsklassen
und negativ exponentiell verteilten Bedienungszeiten wird eine
exakte Analyse mit Hilfe einer eingebetteten Markoff-Kette durch-
geflihrt. AnschlieBend wird eine approximative Analysemethode vor-
gestellt, die ein Modell mit P Prioritdtsklassen in P Modelle mit
einer Klasse von Anforderungen zerlegt. Zum Abschluf dieses Ka-
pitels werden die berechneten Ergebnisse diskutiert. Approximativ
berechnete Ergebnisse werden hierbei grundsdtzlich mit der Simu-

lation verglichen.

5.2 Das zweite Teilmodell C[X]/G/T mit P Prioritdtsklassen

Das zweite Teilmodell, welches die taktm&Bigen Gruppenankunfts—
prozesse, die Arbeitswarteschlangen und die Bedienungseinheit mit
den unterschiedlichen Bedienungsphasen fiir jede Priorité&dtsklasse
beriicksichtigt, wird durch ein Warteschlangenmodell des Typs
C[XJ/G/T mit Priorit&ten nachgebildet. Bild 5.2 zeigt die zuge-
hérige Modellstruktur.

Der Ankunftsprozef entspricht dem AusgangsprozeB des ersten Teil-
modells. Jeweils zu den Taktzeitpunkten trifft fir die i-te Prio-
ritdtsklasse eine Gruppe mit einer zuf&dlligen Anzahl ki>zo An-

forderungen mit der Wahrscheinlichkeit Ik; ein. Fir die synchrone
Ubernahme aller Anforderungen wird im Modell eine konstante Ver-

waltungszeit T berilicksichtigt. Eine zum Taktzeitpunkt in Be-

dienung befind??che Anforderung wird sofort unterbrochen und die
Bedienungseinheit wird durch das Ein-/Ausgabe Programm belegt.

Die Fortsetzung der Bedienung nach Ablauf der Overhead-Phase er-
folgt nach Prioritdtsklassen, d. h. eine unterbrochene Anforderung

wird erst dann weiterbedient, wenn keine Anforderung hoherer
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Prioritdt mehr in den Arbeitswarteschlangen warten.

Ersatzklasse A Ersatzklasse B Gruppenarkunftsprozesse

Takt

Arbettswarteschlangen

Unterbrechende Priorititen

Allg. verteilte

Bild 5.2. Das zweite Teilmodell C[x]/G/J mit P Priorititsklassen

Zu jedem Taktzeitpunkt wird zum einen wartende Systemarbeit
Ubernommen, zum anderen die Bedienungseinheit der h&chsten Prio-
ritdtsklasse zur Verfiigung gestellt. Diese Vorgehensweise wird,
wie im Kap. 1 beschrieben, bei modernen rechnergesteuerten Ver-
mittlungssystemen hdufig verwendet.

Flir das allgemeine Modell C[X]/G/T mit Prioritdten ist keine ana-
lytische L&sung bekannt. Ein Modell des Typs C[X]/D/1 mit mehre-
ren Klassen und gleicher Bedienungszeit fiir jede Klasse wurde in
[ 9] behandelt. Hierbei werden alle ankommenden Anforderungen der
einzelnen Klassen hintereinander in eine Arbeitswarteschlange ab-
gelegt und bearbeitet. Dies entspricht quasi einer Priorisierung
der einzelnen Klassen. In [14] wird ein Modell des Typs C[X]/M/1
mit mehreren Klassen unter Einbeziehung einer Overhead-Phase un-
tersucht und auf ein Ersatzmodell des Typs D/G/1 zurilickgefiihrt.
Bei beiden Untersuchungen werden Poisson-verteilte-GruppengrdBen
vorausgesetzt. Eine approximative Berechnung unter allgemeineren
Voraussetzungen wurde in [13] durchgefiihrt. Hierbei wurde ein mo-

difiziertes Modell betrachtet, bei dem die konstante Taktperiode

Ki:gkilE[Ki] =?»iT, i=1,2,--,P

Bedienungszeiten
Thi:Hi(t)'hi'cHi' i=1,2,--°,P
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durch eine exponentielle-VF mit gleichem Mittelwert ersetzt wur-
de. Mit Hilfe der Momentenmethode und einer heuristischen "Ahn-
lichkeitseigenschaft" verschiedener Wartesysteme werden die cha-
rakteristischen GrdBen berechnet und mit der Simulation vergli-
chen.

Im Prinzip 188t sich das Modell C[X]/G/l mit P Priorit&dtsklassen
mit Hilfe einer eingebetteten Markoff-Kette analysieren. Fiir
"unterbrechende" Prioritdten, d. h. Fortsetzung der Bedienung
nach Ablauf der Verwaltungszeit mit der Anforderung hdchster
Prioritdt, bendtigt man hierfiir eine P-dimensionale Zustandsbe-
schreibung p(x1,x2,...,xP). {xi}, i=1,2,...,P, ist der Zustand
der i-ten Klasse, d. h. die Zahl der kurz vor dem Takt angetrof-

fenen Anforderungen der i-Klasse im System.

Sowohl die Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir ein
einklassiges Modell mit Erlang-k-verteilten Bedienungsdauern
(Abschnitt 4.3.1.1) als auch die iterative Berechnung der Zu-
standswahrscheinlichkeiten ist mit vertretbarem numerischem Re-
chenaufwand nicht mehr durchfilhrbar. Selbst fiir ein Modell mit

2 Prioritdtsklassen und dem einfachen Fall exponentiell-verteil-
ter Bedienungszeiten ist die Berechnung recht aufwendig, wie im
Abschnitt 5.2.1 gezeigt wird. Im Abschnitt 5.2.2 wird deshalb ein
approximatives Analyseverfahren diskutiert, das von einer klas-
senweisen Zerlegung des gegebenen Modells ausgeht. Mit Hilfe
eines "Erhaltungsgesetzes" fir Prioritdtssysteme k&nnen die Warte-
und Durchlaufzeiten fiir die Anforderungen der einzelnen Priori-
tdtsklassen approximativ berechnet werden. Die erzielten Ergeb-
nisse zeigen gute Ubereinstimmung mit der Simulation.
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5.2.1 Analyse mit Hilfe einer eingebetteten Markoff-Kette kurz

vor den Taktzeitpunkten (2 Prioritdtsklassen, exponentiell

verteilte Bedienungszeiten)

Die Analyse ist prinzipiell vergleichbar zu derjenigen des Ab-
schnitts 4.3.1 fir den Fall einer Anforderungsklasse. Da hier
jedoch 2 Prioritidtsklassen berilicksichtigt werden, bendtigt man
eine zweidimensionale Zustandsbeschreibung. Entsprechend Bild 5.3
wird das System zu zwei aufeinanderfolgenden Taktzeitpunkten be-
obachtet. Die Wahrscheinlichkeit, da8 sich das System kurz vor
dem Taktzeitpunkt im Zustand {x,y} befindet, wird als Zustands-
wahrscheinlichkeit p(x,y,T) bezeichnet. Der Zustand {x,y} gibt an,
daB sich kurz vor dem Taktzeitpunkt genau x Anforderungen erster
Prioritdt und y Anforderungen zweiter Prioritdt im System be-
finden. Wegen der Voraussetzung unterbrechender Priorititen ist
fir x> 1 die Bedienungseinheit durch eine Anforderung der ersten
Prioritdtsklasse und flir x =0 und y > 1 durch eine Anforderung der
zweiten Prioritdtsklasse belegt.

g g,
k1 k]
g g
k, k,
P,y T)—y
p(i,3,T)
N %lﬂ%)7d§m%);dmzﬁTs>
1
d - - Zeit
‘_%H”4*——_~"“TEZT‘QH
T
Takt Takt

Bild 5.3. Beobachtungszeitpunkte kurz vor dem Takt

Die unabhdngigen Gruppenankunftsprozesse filir beide Klassen werden
hier als bekannt vorausgesetzt. Die Berechnung der Wahrscheinlich-
keiten Ikqr i=1,2, wurde im Abschnitt 4.2.1 durchgefiihrt.

Zur Bedienung der wartenden Anforderungen steht die Zeitspanne

TS =T -TOH zur Verfiigung. Da das System nur zu den Taktzeitpunk-
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ten beobachtet wird, kann in dieser Zeitspanne (abhingig vom Sy-
stemzustand nach dem Takt) mit der Wahrscheinlichkeit

- d;(TS) eine Gruppe von m Anforderungen erster Prioritit,

- di(Ts) eine Gruppe von n Anforderungen zweiter Prioritit,

- dm n(TS) eine Gruppe von m+n (m>0O, n>0) Anforderungen,
r
die sich aus m Anforderungen erster Prioriti#t und n Anfor-

derungen zweiter Prioritdt zusammensetzt,

bedient werden.

Wegen der Annahme exponentiell verteilter Bedienungszeiten er-
gibt sich fir d(Tg) und d2(Ty) eine Poisson-Verteilung mit u,
bzw. By als Bedienrate filir die erste bzw. zweite Prioritdtsklasse.
Die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten dm’n(TS) wird im folgen-
den Abschnitt durchgefiihrt.

5.2.1.1 Berechnung der Wahrscheinlichkeiten dm n(t)
=L

Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten dm n(t), daB sich die An-
¥

zahl der abgeschlossenen Bedienungen innerhalb eines Intervalls

(O,t) aus m Anforderungen erster Prioritdt und n Anforderungen

zweiter Prioritdt zusammensetzt (m>1, n>0), wird das Bild 5.4

betrachtet.
m Erneuerungen n Erneuerungen
1. Prioritdt 2. Prioritdt
L»1 1 T2 L2 0 L2 2
| bt b p
{ S o @ % Zeit
o s ! s
™ n t
sm,n
dm,n(t)

Bild 5.4. Zeitlicher Verlauf des Bedienungsprozesses
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Aufgrund der unterbrechenden Prioritdten und negativ exponentiell
verteilten Bedienungszeiten, haben die zV Tl, i=1,2,...,m, die

VDF h,(t), die 2V T?, j=1,2,...,n, die VDF h,(t). Die VDF £ _(t)
’
der Summen-2V

o 4 & 2
Smon = g;; Ti.ﬁ;;% T

ergibt sich damit aus folgender Faltungsoperation:

_ 4 (m) (n)
£ a8 = by (0)xnyMie)
£ (5.1)
= h§’“’(r)-h§“)(t—r)dr .
=0

™ () ist die m-fache Faltung der VDF h,(t), hi™ (t) die n-fache
Faltung der VDF hz(t}.

Die Wahrscheinlichkeit dm n(t) ist mit Hilfe der Gl. (4.5) wie
14
folgt berechenbar:

dm,n(t) = (u) - £ (u) 1du . (5.2)

t
uio [fm,n m,n+1

Setzt man die Gl. (5.1) in die Gl. (5.2) ein und berilicksichtigt,
daB sich aufgrund der exponentiell verteilten Bedienungszeiten
flir die Summen-zZV

m 1 n 5
Sm = Z Ti bzw. Sn = ; Tj
i=1 3=

eine VDF des Erlang-k-Typs ergibt, so erhdlt man

t u m-1 ~W,T n-1 -1, (u-1)
= m_T 1 n(u-71) 2
dp n(t) = uio[;£0u1 w=TT © BT meTT © at|du
2 S n ~u,{u-t)
m_T 1 n+1 (u- 1) 2
) uio[riou1 @-11 ¢ TR nt ¢ df}iu .
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Durch Vertauschen der Integration und Auswertung des Integrals

dber u folgt nach kurzer Zwischenrechnung

Wy Supt oyt n (M= mg)T
= m-hT ¢ T f = (t-1)" e

d (t)

dr .
m,n

Fir das Integral gilt nach [46] die Beziehung
B(n-+1,m)-tm+n-®[m,m-+n-+1;(u2— u1)t] .

B(x,y) ist die Betafunktion, ®(a,y;z) bezeichnet man als dege-
nerierte hypergeometrische Funktion. Fiir die Betafunktion erhdlt

man wegen der ganzzahligen Werte von m und n [47]

n!(m~-1)1!

B(n+ 1,m) = GRS .

Die Funktion ®(a,y;z) hat keine geschlossene LOsung, sie 148t sich

nur als unendliche Reihe darstellen. Damit ergibt sich schlieBlich

m n 2
& - gty (uyt) e—uzt 1+}0:°: Ly~ el™ 2 -1 v 5 3m)
m,n {m+n)! fm ! m+n+1+v ' -oa
= v=0
mit u. >u 3 m=1,2,...
2 1
n=0,1,...

Ist die Differenz uz— u] <0, dann erhdlt man unter Verwendung der
Beziehung

®(a,y;z) = e” ®(y-a,a; - z)
die folgende Darstellung fir dm n(t):
r

(u-lt)m’ (uzt)n —H,t ) [(u1—u2)t]%’1 n+1+ v (5.3b)
ot = —mFmT 1+’; 71

m+n+1+v ’

=0

m=1,2,...
it > .
e R n=0,1,...
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Flir den Spezialfall By=u, =1 ergibt sich erwartungsgemdf filir bei-
de Gleichungen eine Poisson-Verteilung, d. h.:

m+n
{ut)” = -ut

(m+n)!

dm,n(t) =

5.2.1.2 Bestimmung der Zustandswahrscheinlichkeiten kurz vor den

Taktzeitpunkten

a) Gleichungssystem der Zustandswahrscheinlichkeiten

Nach Bild 5.3 und unter Verwendung der Gl. (3.15) gilt fiir die
Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,y,T) kurz vor den Taktzeitpunk-
ten im stationdren Gleichgewichtszustand folgendes Gleichungs-

system
i <«
p(x,y,T) = pli,3,T) q,. . (T) , X, vy=0,T,... (5.4)
i=0 ;;g ey
qix,jy(T) =qi»x,jay(T) ist die Ubergangswahrscheinlichkeit vom

zustand {i,j} in den Zustand {x,y} innerhalb einer Taktperiode T.
Aufgrund der Komplexitdt der Ubergangswahrscheinlichkeiten ist
keine rekursive Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten mdg-
lich. Fiir andere LOsungsverfahren (z. B. iterative Berechnung)
mufl der unbegrenzte Zustandsraum geeignet "abgeschnitten" werden.
Wie im Abschnitt 4.3.1.1 beschrieben, werden deshalb die Arbeits-
warteschlangen filir beide Klassen auf S5 bzw. S, Speicherplédtze
begrenzt. Da sich nun maximal N1 =5, + 1 Anforderungen erster Pri-
oritdt und N2-=sz<+1 Anforderungen zweiter Prioritdt im System
befinden k&nnen, ergibt sich aus der Gl. (5.4)
N1 N2
PULY/T) = ) ) P a4y 5 (T, x =01, (5.5)
1=0 j= ’
y==O,1,...,N2
Zur Bestimmung der Ubergangswahrscheinlichkeiten wird der zwei-

dimensionale Zustandsraum nach Bild 5.5 genauer betrachtet.

Wegen der Voraussetzung unterbrechender Prioritdten werden nach

dem Takt zundchst alle Anforderungen erster Prioritdt bedient,

y=0,1,...,N
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danach beginnt die Bedienung der Anforderungen zweiter Prioritit.

1. Prioritidtsklasse

— . . . - —_
i ' .

HON® o)

Q)L_.._.._J .

o m7=1"1

HOHO IO ")

A

~ !

('Y i

U:'-‘ .

FEO N

SRR X .

..:"1 °

. ) {1y Ny

NGB !

‘L!.l -

PO | .

< . | .
| e
] |

L E ) En) ey
i |

o . . ,

Btld 5.5. Zweidimensionaler Zustandsraum

mit den Teilrdumen Z],Zz,

g
7
4

r
3

Dies hat zur Folge, daB ein Zustand {x,y}, x =1,2,...,N1,
5+ Dur von den Zustdnden {i,y}, 1 =O,1,...,N1, der ge-
samten betrachteten Zeile und allen Zustédnden {i,j}, i =0,1,...,N,,
3j=0,1,...,vy -1, der dariberliegenden Zeilen erreicht werden kann.
Dagegen kann ein Zustand {0,y}, y =0,1,...,N,, der ersten Spalte

von jedem Zustand des gesamten Zustandsraumes erreicht werden.

Aufgrund dieser Uberlegungen 1Bt sich der Zustandsraum in drei

Teilrdume zerlegen. Diese sind nach Bild 5.5:

1. mit dem Zustand {0,0}

Z

1

2. %, mit den Zusténden {o,v}, vy =1/2,...,N,
Z

3. Z mit den Zusténden {x, vy}, x =12, Ny, YO0, 000N,

Entsprechend der Aufteilung des Zustandsraumes erfolgt die Be-
stimmung der Ubergangswahrscheinlichkeiten. Bei der Bestimmung
von 4i0, 50
tigen, daB der Zustand {0,0} dadurch erreicht wird, daB mindestens

(T) ist analog zum einklassigen Modell zu beriicksich-
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alle wartenden Anforderungen (beider Priofitétsklassen) nach dem
Taktzeitpunkt innerhalb eines Taktintervalls bedient werden miis-
sen. Aufgrund der Begrenzung auf S, bzw. S5 Speicherplédtze und des
dadurch entstandenen kombinierten Warte-Verlust-Systems stellen
die Zust#dnde {Nl'j}' 3 =O,1,...,N2 und {i,Nz}, i =O,1,...,N1 -1,
ebenfalls Sonderfdlle dar. Sie werden dadurch erreicht, daB die
jeweils ankommenden Grupven mindestens soviel Anforderungen ent-
halten, daB alle freien Wartepl&tze in der jeweiligen Prioritdts-
klasse (im Zustand {N},Nz} fiir beide Klassen) aufgefiillt werden.
Mit Hilfe dieser Uberlegungen kdnnen die Ubergangswahrscheinlich-
keiten aus kombinatorischen Uberlegungen bestimmt werden und man
erhdlt entsprechend der Aufteilung des Zustandsraumes:

1. Z1 mit dem Zustand {0,0}

Da der Zustand {0,0} von jedem Zustand des gesamten Zustandsraumes
erreicht werden kann, existieren alle Ubergangswahrscheinlich-
keiten in,jO{T)’ i::O,T,...,N}, 3 :0,1,...,N2. Bei dem im fol-
genden beschriebenen L&sungsverfahren werden alle Zustdnde der
beiden anderen Teilrdume ZZ und Z3 auf den Zustand {0,0} zuriick-
gefiihrt. Dadurch 1388t sich p{0,0,T} unmittelbar aus der Normie-
rungsbedingung (Summe iiber alle Zustandswahrscheinlichkeiten
gleich "1") berechnen. Da man die Gr&Ben in,jO(T) fir das L&-
sungsverfahren nicht bendtigt, werden sie hier nicht weiter be-
trachtet.

2. 22 mit den Zustdnden {0,v}, vy =1,2,.”,N2

N~i N3

5
gin - (T) = t g Z; g! 4, L (T) (5.6a)
i0,3y K=o Ky ks (y-3,0) Ky itk dtkyy S

i=0,1,...,N
i=0,%,...,N

1
2 r
mit

e bzw. M nach Gl. (5.6c)
1 2
und

L2
O,n )= dn(TS)

dm,n(TS) nach Gl. (5.3a) bzw. Gl. (5.3b) .

S
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3. Z3 mit den Zustdnden {x,y}, x =1,2,...,N1, y=0,1,...,N

2
N, ~-i
1
diy 2, (T) = g7 . gy A _ (TS (5.6b)
ix,Jjy y-3), K = (x-1,0) ky Titkxs
i=0,1, .,N1
i=0,1,...,y

Einheitlich ist bei der Bestimmung der Ubergangswahrscheinlich-

keiten wegen der Begrenzung auf s, und s, Speicherplédtze fir gﬁ1
bzw. ggz einzusetzen:

(q fir k., <N, -i
k 1 1
g =4
k1 §q flir k, =N,-i
RELL RIS 1T
(5.6c)
{gk fir k, <N,-j
g, =4 °
Ko 19y - fir k, =N,-j
|72 09,-9), 27 %2

Im Prinzip kodnnten die Ubergangswahrscheinlichkeiten berechnet, in
die Gl. (5.4) eingesetzt und die Zustandswahrscheinlichkeiten un-

ter Einbeziehung der Normierungsbedingung

N,ON,
YY) plx,y,T) =1 (5.7)
x=0 y=0

iterativ bestimmt werden. Da hierzu jedoch alle Ubergangswahr-
scheinlichkeiten auf einmal zur Verfiigung gestellt werden miissen,
ergeben sich bereits fiir kleine Werte von N1 und N2 (z. B. N1 =20,
N2 = 50) Speicherplatzprobleme. AuBerdem wire eine derartige Be-

stimmung der Zustandswahrscheinlichkeiten sehr rechenintensiv.

b) Rekursives LOsungsverfahren zur Bestimmung der Zustandswahr-
scheinlichkeiten

Im folgenden werden die wesentlichen Ldsungsschritte zur rekur-
siven Bestimmung der Zustandswahrscheinlichkeiten abgeleitet und

am Ende des Abschnitts in Form eines Algorithmus kurz zusammenge-
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faBt. Zur weiteren Diskussion siehe auch [48].

Aufgrund der speziellen Struktur der Ubergangswahrscheinlichkei-
ten, bedingt durch die Aufteilung des Zustandsraumes, kdnnen die

Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,y,T) des Teilraumes Z3 durch die

Zustandswahrscheinlichkeiten p(0,0,T) und p(0,y,T) der beiden an-
deren Teilrdume Z1 und Z2 ausgedriickt werden. Da ein Zustand {x,y}
innerhalb einer Zeile des Teilraumes Z., nur von den Zustdnden

3
{i,v}, i~=O,1,...,N1, dieser Zeile und allen Zustdnden {i,Jj},
i=:O,1,...,N1, j=0,1,+..,vy -1, der dariiber liegenden Zeilen er-
reicht werden kann, stellen die Zustdnde {x,0}, x =1,2,...,NT,

der ersten Zeile den einfachsten Sonderfall dar. Somit kann ein
Zustand {x,0} der ersten Zeile nur von den Zustdnden {i,0},

i=0,%,...,N dieser Zeile, jedoch von keinem anderen Zustand

r‘l
erreicht werden. Damit erh&lt man

N

p{x,0,T) = 5 p{i,0,T) 9ix,00

poy

(T} x=1,2,...,N

=
il

Durch den Ansatz

p(x,0,T) = (0) p(0,0,T)

axO

lassen sich diese Zustandswahrscheinlichkeiten durch die noch un-
bekannte Wahrscheinlichkeit p(0,0,T) ausdriicken, und man erhdlt
ein lineares, inhomogenes Gleichungssystem flir die Unbekannten

axo(o) der Form

N
1
2,00 1T ~dpy 00T - 2;1 3;010) 954 00(T) = 9oy, 00 (T) -

1¥x X=1,2,.00,N,

Ein Zustand {x,1}, x==1,2,...,N1,
den Zustdnden {i,1}, 1i=0,1,...,N
den {i,0}, i=0,1,...,N

erhdlt unmittelbar

der zweiten Zeile kann nur von

17 dieser Zeile und den Zustan-
1 der ersten Zeile erreicht werden. Man

N

=y

p(XITIT) = [p(llOlT) q (T) +p(lr1rT)qu'11(T)] r

5 ix,01

n
1}

X =1,2,...,N1 .
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Durch den Ansatz
p(x,1,T) = a,,(0) p(0,0,T) +a_, (1) p(0,1,T)

k6nnen die Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,1,T), x==1,2,...,N1,
durch eine Linearkombination der unbekannten Wahrscheinlichkei-
ten p(0,0,T) und p(0,1,T) ausgedriickt werden, und man erhdlt nach
entsprechender Aufspaltung zwei lineare, inhomogene Gleichungs-

systeme fiir die Unbekannten ax1(0) bzw. ax1(1) der Form

N N
2,40 [1=qy, 17(D)] —; a;,(0) gy, 14(™ = ; a,,(0) ayy o1 (M +ag, (T

iFx

N
1
3 (DT =y 44 (D)] "; 331 (1) Gy, 19 (D) = G, 11 @)

1+X

Durch Verallgemeinerung des Ergebnisses flir die zweite Zeile er-

gibt sich fir eine beliebige Zeile des Teilraumes Z3

N
1z
pG,y,T) = ) 5 p(i,3,Tha,, . (T), x=1,2,...,N, (5.8a)
o =0 57
y:=O,1,...,N2
Durch den allgemeinen Ansatz
p(errT) = f aX (v) p(olVIT) (5.8Db)
d=b XY

k6nnen die Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,y,T), x==1,2,...,N1,
y=:0,1,...,N2, durch eine Linearkombination der unbekannten Wahr-
scheinlichkeiten p(O,v,T), v=0,1,...,y, ausgedriickt werden, und
man erhdlt schlieflich y +1 lineare, inhomogene Gleichungssysteme

fiir die Unbekannten axy(v) der Form

N N
1 y=1
axy(v) ] —qm{,yy(T)]—; aiy(v) qix'yy(T) = 1}‘; )]Z) 2y (v) qix'jy(T)+quy(T) ’
ix

(5.8¢c)
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mit X::1'2""’N1
Ei () =0 fur Jj<i, y=0,1,...,N,
* V=0,1,...,y

Die Gl. (5.8c) ist eine Rekursionsformel, aus der (beginnend mit
der ersten Zeile y =0) die Unbekannten ay (v) bestimmt werden
kdnnen. Mit jedem Rekursionsschritt erhdht sich zwar die Zahl der
zu berechnenden linearen, inhomogenen Gleichungssysteme um eins,
sie unterscheiden sich jedoch nur durch die rechten Seiten. Das
zugrundeliegende Gleichungssystem hat den Rang N

einheitlich in Matrix-Schreibweise darstellen:

1 und 1dB8t sich

Qa,=B, , Vv=0,1,...,y, (5.9)

mit

B, = (a, V) By = (b (V)

Da Q eine quadratische Matrix ist und damit die inverse Matrix 2_1

gebildet werden kann, hat die Gl. (5.9) die L&sung
=Q B v=0,1,...,y - (5.10)

Zur Berechnung aller év’ v=0,1,...,¥Y, eines Rekursionsschrittes
bendtigt man somit die Ubergangswahrscheinlichkeitsmatrix Q mit

den Elementen qix yy(T), i,x =1,2,...,N1

gv' v=0,1,...,y, der rechten Seiten nach Gl. (5.8c).

und die Spaltenvektoren

Alle Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,y,T), x:=1,2,...,N1,
y==O,1,...,N2, des Teilraumes Z3 sind damit als Funktion der noch

unbekannten Wahrscheinlichkeiten p(0,y,T), y==0,1,..,,N2, der
ersten Spalte bekannt (vgl. Gl. (5.8b)).
Wie zuvor beschrieben, k&nnen die Zustidnde {0O,v}, y =1,2,...,N2,

des Teilraumes 22 von jedem Zustand des gesamten Zustandsraumes

erreicht werden, und man erh&lt folgenden Zusammenhang:

N1 N2

p(0,y,T) = Egg ;;é PULIT Gy 5, (T) » ¥ =1,2,0.,N, - (5.11a)
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Mit dem Ansatz
p(0,y,T) = cyp(0,0,T) (5.11b)

und unter Verwendung der Gl. (5.8b) k&nnen die Zustandswahrschein-
lichkeiten des Teilraumes 22 durch die letzte noch unbekannte Zu-
standswahrscheinlichkeit p(0,0,T) ausgedriickt werden, und man er-
h&lt das lineare, inhomogene Gleichungssystem:

N N
)
y|! "qOO,yy(T)"2;1 2 aij(y)qio.jy(T)}

J=Y
N N N
2 1 2
. (5.11¢)

- C. L (T) + a. : T

j; 3900, 5y (™ * 1, \;; 103 Gy, 4y (D

i*y

Ny Ny
= Ly k#3309 Gi0, 5y (T Fhog,0p (T 1 Y =120,

= f=

oder in Matrix~Schreibweise

Q-C =B (5.12)
mit dem Rang Nz.

Das Gleichungssystem hat die gleiche Form wie das nach Gl. (5.9)

und kann durch Aufruf desselben Unterprogramms im Programm direkt
berechnet werden.

Damit sind alle Zustandswahrscheinlichkeiten in Abh&dngigkeit von
p(0,0,T) bekannt. Durch Einsetzen der Ansitze nach Gl. (5.8b) und
Gl. (5.11b) in die bisher noch nicht verwendete Normierungsbe-
dingung nach Gl. (5.7), ergibt sich fir die Wahrscheinlichkeit
p(0,0,T) nach kurzer Umformung

1
p(OIOIT) = . (5.13)
N, Ny Ny Ny

N
2
1+ c |1+ a,. (y)|+ Zba (0)
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Setzt man p(0,0,T) rickwdrts in die Gl. (5.11b) und Gl. (5.8b)
ein, dann erh&lt man die Zustandswahrscheinlichkeiten fiir die
Teilrdume Z2 und Z3. Damit sind alle Zustandswahrscheinlichkeiten
des gesamten Zustandsraumes kurz vor den Taktzeitpunkten bekannt.
Aus Grinden der Ubersichtlichkeit werden die L&sungsschritte in

einem Algorithmus zusammengefaBt.

Algorithmus

1. Rekursive Berechnung der év =(axy(v)), x:=1,2,...,N1,
v =O,1,...,N2, v=0,1,...,y, flir jede Zeile des Teilraumes Z3

nach Gl. (5.10) bzw. Gl. (5.8c).

des Teilraumes Z., nach

2. Berechnung von cy, y==1,2,...,N2, 2

Gl. (5.12).

3. Bestimmung der Zustandswahrscheinlichkeit p(0,0,T) nach
Gl. (5.13).

4. Endnormierung der Zustandswahrscheinlichkeiten p{O,y,T}.,
v =1,2,...,N2, des Teilraumes Z., mit Gl. (5.11b) und p(x,y,T),

2
X=1,2,...,N vy :0,1,...,N2, des Teilraumes Z., mit Gl. (5.8b}.

17 3
Das hier dargestellte L&sungsverfahren hat, verglichen mit einer
direkten iterativen Bestimmung aller Zustandswahrscheinlichkeiten

des gesamten Zustandsraumes, folgende Vorteile:

1. Geringerer Speicherplatzbedarf; aufgrund der Zerlegung des Zu-
standsraumes und der dadurch mdglichen rekursiven Berechnung
(fir jeden Rekursionsschritt bendtigt man nur einen Teil der

Ubergangswahrscheinlichkeiten).

2. Kiirzere Rechenzeiten, bedingt durch die direkte L&sungsmdglich-

keit der linearen, inhomogenen Gleichungssysteme.

Im folgenden Abschnitt wird die Berechnung der charakteristischen
GroBen fir beide Prioritdtsklassen aus den hier berechneten Zu-

standswahrscheinlichkeiten durchgefiihrt.
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5.2.1.3 Berechnung der charakteristischen Gr&Ben

I. Erste Priorit&tsklasse

Wegen der Voraussetzung unterbrechender Prioritdten verh&lt sich
das Bedienungssystem so, als sei die zweite Prioritdtsklasse nicht
vorhanden. Befindet sich zum Taktzeitpunkt z. B. eine Anforderung
zweiter Prioritdt in Bedienung, so wird die Bedienung sofort un-
terbrochen und nach Ablauf der Verwaltungszeit steht die Bedie-
nungseinheit der ersten Prioritdtsklasse zur Verfiligung. Da N2
voraussetzungsgemds geniigend grol gewdhlt werden muf, sind die

Makrozustandswahrscheinlichkeiten p(x,.,T) kurz vor den Taktzeit-

punkten
N2
p(x,.,T) = ) plx,y,T) , x=0,1,...,N, (5.14)
y=0

identisch den Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,T), x:=1,2,...,N1,
nach Gl. (4.35) fiir ein Modell mit einer Anforderungsklasse. Auf-
grund dieser Identitdt kdnnen alle Ergebnisse des einklassigen
Modells iibernommen und die charakteristischen GrojBen filir die erste
Prioritidtsklasse mit Hilfe der Gleichungen des Abschnitts 4.3.1.2
direkt berechnet werden. Hierbei miiBten die GréBen prinzipiell

noch mit dem Index 1 gekennzeichnet werden, z. B. tf1, W usw.

o1
II. Zweite Prioritd@tsklasse

Flir die Anforderungen der zweiten Prioritdtsklasse wird die mitt-

lere Gesamtwartezeit w die alle Warteanteile berlicksichtigt,

2G”

die mittlere Durchlaufzeit tf2 und die Wartewahrscheinlichkeit W02

berechnet.

a) Mittlere Gesamtwartezeit Yag
Die mittlere Gesamtwartezeit beriicksichtigt die Wartezeit in der
Arbeitswarteschlange der zweiten Prioritdtsklasse und die durch
die Taktunterbrechung verursachten Overhead-Phasen bzw. wegen der
Voraussetzung unterbrechender Prioritdten die zwischengeschobenen
Bedienungen von Anforderungen der ersten Priorit&dtsklasse. Aus-

gangspunkt zur Berechnung von w ist deshalb die Gesanmtwartebe-

2G
lastung QZG' Ist QZG bekannt, dann gilt nach dem Little'schen
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Theorem
Yoo = X - (5.15)

Analog zur Gl. (4.40) kann QZG durch Mittelwertbildung iiber das
gesamte Taktintervall T berechnet werden.

Q =

T
26 oj QzG(t)dt . (5.16)

|-

Die Wartebelastung QzG(t) ist aus den zweidimensionalen Zustands-
wahrscheinlichkeiten p(x,y,t) zum Zeitpunkt t entsprechend der

Aufteilung des Zustandsraumes (Bild 5.5) wie folgt berechenbar:

No Ny N
Q.8 = ) (y-1pO,y,0)+ ) ) yplx,y,t) (5.17)
y=2 x=1 y=1

Der erste Anteil beriicksichtigt die Zustandswahrscheinlichkeiten
des Teilraumes Z,. Da hier keine Anforderung der ersten Klasse im
System ist, befindet sich eine Anforderung der zweiten Klasse in
Bedienung. Der zweite Anteil ergibt sich aus den Zustandswahr-
scheinlichkeiten des Teilraumes Z5. Wegen x >1 ist die Bedienungs-—
einheit durch eine Anforderung erster Prioritdt belegt. Da QZG
alle Warteanteile berilicksichtigt, miissen sich alle Anforderungen
zweiter Prioritdt einschlieBlich einer zum Taktzeitpunkt unter-

brochenen Anforderung in der Arbeitswarteschlange befinden.

Da wdhrend der Overhead-Phase keine Anforderungen bedient werden,
sind die Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,y,t) gleich den Zustands-
wahrscheinlichkeiten p(x,y,0) kurz nach dem Takt.

Im Bereich O<t<T gilt deshalb

OH
X
p(x,y,t) = p(x,y,0) = :.Zo Ji;) pli,3,T) g?x—i)1 q‘(y_j)z , (5.18)
mit x==O,1,...,N1
g£1 bzw. g£2 nach Gl. (5.6c¢), y==0,1,...,N2.
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Fir TOH <t <T erhdlt man aus kombinatorischen Uberlegungen

N
. 1
px,y,t) = IZ;X p(i,y,0) di_x(t—TOH) , X =1,2,...,N (5.19a)
= Lz,.”,Nz,
NN .
O,y,t) = i,j3,0)d. . t-T =1,2,...,N 5.19b
p( Y ) g ;éyp(lrjl ) l,:l"'y( CH) ’ Y £ 2 ( )
mit
d . (t-7..) = d2 (t-T..)
O,j-y OH J-y OoH' -~

Durch Aufteilung der Integration entsprechend der beiden Zeitab-
schnitte und nach Einsetzen der Gl. (5.18) bzw. der Gl. (5.19)

ergibt sich nach Vertauschung der Summation

o, = ElX o}l‘ﬂqulN1 2 6,50 T g-ndl
267 B0l 1+ g ) :)é:zpld' ) yi Y= dy 5T
B Ny N | » (5.20)
+ L 351 y p(i,vy.0) é%@ dz(x+1)(1é)
mit
2oon 2
BlEp.00 = )y 3 ) pUi0) = j\éﬂ ip(-,3,0)
und
%5y Ts) = B2 8 (5 ) (Tg)

E[XZ,O] ist die mittlere Anzahl von Anforderungen zweiter Priori-
tdt kurz nach dem Takt im System, p(-,3,0) sind die Makrozustands-
wahrscheinlichkeiten der zweiten Klasse. Die Integration iiber die
Poisson-Therme d;(t) ist im Anhang 3, die Berechnung von d;’n(TS)
(Integration iiber dm,n(t)) im Anhang 4 durchgefithrt. Ist das An-
gebot der ersten Klasse identisch Null, dann sind alle Zustands-
wahrscheinlichkeiten p(i,j,0) =0 fiir i >1 (Teilraum ZB) und die
Gl. (5.20) entspricht der Gl. (4.42a) fiir das einklassige Modell.
Setzt man QZG in die Gl. (5.15) ein, so erhdlt man die gesuchte
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mittlere Gesamtwartezeit Woge
b) Mittlere Durchlaufzeit tfz
Da die mittlere Gesamtwartezeit w2G bereits alle Warteanteile

einer Anforderung zweiter Prioritdt beriicksichtigt, gilt fiir die

mittlere Durchlaufzeit analog zur Gl. (4.48)

(5.21)

c) Wartewahrscheinlichkeit WO2

Wooy gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine Anforderung zwei-
ter Prioritdt nach Ablauf der Verwaltungszeit warten muf. Die
erste Anforderung einer Gruppe von Anforderungen der zweiten Klas-
se muB nicht warten, wenn das System kurz vor dem Takt leer ist
und keine Anforderung der ersten Klasse eintrifft. Fir diese kom-

plementédre Wartewahrscheinlichkeit 1-—W02 gilt

1"W02 = p(0,0,T) 901 qy -

9, ist die Wahrscheinlichkeit, da8 eine beliebige Anforderung
einer Gruppe mit kz >0 Anforderungen die erste Anforderung ist.
Es gilt (vgl. Abschnitt 4.3.1.2e)

1
q = =
2 E[KZIK2>O] E[K

und damit fir die gesuchte Wartewahrscheinlichkeit

1 —gOZ
W02 = 1-p(0,0,T) go‘lm . (5.22)
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5.2.2 Approximative Berechung des Modells C[X]/G/1

mit P Prioritdtsklassen

Das approximative Analyseverfahren beruht auf der Riickflihrung des
Modells C[XJ/G/i mit P Prioritdtsklassen auf P Ersatzmodelle mit
einer Anforderungsklasse. Entsprechend Bild 5.2 wird die i-te
Klasse betrachtet. Wegen der Voraussetzung "unterbrechender"
Prioritdten wird sie von allen Klassen hdherer Prioritdt (1 bis
i~-1), jedoch nicht von den Klassen niedrigerer Prioritdt (i +1
bis P) beeinfluBt. Faft man alle Klassen hoherer Prioritdt zu
einer gemeinsamen Ersatzklasse zusammen, dann kann zur Berechnung
jeder Prioritdtsklasse ein zweiklassiges Modell zugrundegelegt wer-
den. Wie im Abschnitt 5.2.1 dargestellt, ist die Berechnung eines
zweiklassigen Modells bereits fir den einfachen Fall exponentiell
verteilter Bedienungszeiten sehr aufwendig. Deshalb wird hier eine
approximative Berechnungsmethode fiir das zweiklassige Modell vor-
gestellt, die bei der Variation aller Systemparameter gute Ergeb-
nisse verglichen mit der Simulation liefert. Grundidee des Appro-
ximationsverfahrens ist die Verwendung eines "Erhaltungssatzes",
der flir eine vergleichbare Modellstruktur mit nichtgetakteten
Einzelankiinften Gliltigkeit hat.

5.2.2.1 Ein Erhaltungssatz fir Prioritdtssysteme

Der Erhaltungssatz basiert auf der Tatsache, daB der in einem System
zu einem beliebigen Zeitpunkt anstehende Arbeitsumfang nicht von
der Bedienungsreihenfolge abhdngt, solange das System "arbeits-
erhaltend" ("work conservative") ist. Unter arbeitserhaltend ver-
steht man, daB die vorgegebene Reihenfolge der Bedienungen (z. B.
nach Prioritdten) weder zusdtzliche Arbeit im System verursacht
noch die anstehende Systemarbeit reduziert. Zum Beispiel ein Mo-
dell mit unterbrechenden Prioritdten, bei dem die unterbrochene
Bedienung einer Anforderung von Neuem beginnt (die bereits abge-
laufene Teilbedienungszeit muB wiederholt werden, preemptive
repeat), verhdlt sich somit nicht arbeitserhaltend. Dagegen er-
fiillt immer das System mit nichtunterbrechenden Prioritdten (non-

preemptive) und/oder unterbrechenden Prioritdten mit Fortsetzung
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der Bedienung ab der Unterbrechungsstelle (preemptive resume) das
Arbeitserhaltungsprinzip [18].

Zur Herleitung des Erhaltungssatzes wird das Modell nach Bild 5.6a
betrachtet. Die Anforderungen werden entsprechend ihrer Prioritit

in P parallele Warteschlangen abgelegt. Als Abfertigungsstrategie

wird "preemptive resume" vorausgesetzt.

Exponentiell A
verteilte
Ankunftsabstinde J

—{"arVp
Unterbrechende —
Priorititen
Allg. verteilte (::) <::>--- (:;) I=A,B
Bedienungszeiten 1 l i hA'hB
Ty, H; (8 ,hyoy

i i
i=1,2,+--,P a) b)

Bild 5.6. a) Warteschlangenmodell mit P Prioritdtsklassen
b) Einklassiges Ersatzmodell durch Zusammenfassung
der Klassen 1 bis i~1(A) baw. 1 bis 1 (B)

Die Berechnung der mittleren Wartezeit fiir die Anforderungen der
einzelnen Prioritdtsklassen kann exakt durchgefiihrt werden. Das
Modell wird z. B. in [49,18,23] ausfilhrlich untersucht. Die dort
angegebenen Beziehungen sind jedoch fiir die approximative Berech-
nung des zu untersuchenden Modells C[x]/G/1 mit Prioritdten nicht
geeignet. Im folgenden wird deshalb eine Berechnungsmethode vor-
gestellt, die einen Zusammenhang zwischen der gesuchten Warte-
zeit Wy der i-ten Klasse und den Wartezeiten Wa bzw. w, der im

B
Bild 5.6b dargestellten einklassigen Ersatzmodelle herstellt.

Wegen der gewdhlten Abfertigungsstrategie wird die i-te Klasse
wiederum nur von den Klassen hdherer Prioritdt (1 bis i -1) be-
einfluBt. Aus der Sicht der i-ten Prioritdtsklasse konnen die

Klassen htherer Prioritdt zu einer gemeinsamen Ersatzklasse (In-~
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dex A) zusammengefaBt werden und man erh&lt ein zweiklassiges Mo-
dell mit der Ersatzklasse A und der Klasse i. Wegen der Annahme
unterbrechender Prioritdten wird die Wartezeit Wa fiir die Anfor-
derungen der zusammengesetzten Ersatzklasse A nicht durch die
Klasse 1 beeinfluBt und entspricht deshalb der Wartezeit des ein-
klassigen Modells nach Bild 5.6b. Den gleichen Modelltyp erhilt
man durch die Zusammenfassung aller Klassen einschlieBlich der
betrachteten i-ten Klasse; giiltig sind hier die mit B gekennzeich-
neten GrdéBen.

Die Ersatzankunftsraten AA und kB ergeben sich direkt aus der

Uberlagerung der Ankunftsraten der beteiligten Priorititsklassen.

i1 i
Ay = J; Ayoo g = ]; A - (5.23)

Aus der gewichteten Summation der einzelnen Bedienungs-VF ergibt
sich flir die Ersatzbedienungs-VF HA(t) bzw. HB(t) nach [49]

72 £
H, (t) = L H (t) ,  Hy(t) = H.(t) . (5.24)
A =1 M 3 B 551 A )

Aus der Sicht der Bedienungseinheit ist die anstehende, auf Be-
dienung wartende Arbeit in' der Ersatzklasse A und der Klasse i
des zweiklassigen Modells identisch der wartenden Arbeit des ein-
klassigen Ersatzmodells (B), das beide Klassen zusammenfaft. Be-
trachtet man nun zu einem beliebigen Zeitpunkt das zwei- und ein-

klassige Modell, so gilt folgender Erhaltungssatz (conservation
law)

QAhA+ Qihi+ Xi:QBhB . (5.25)

Die GréfSe Xy berilicksichtigt den wartenden Arbeitsanteil der i-ten
Klasse, der sich aufgrund von Unterbrechungen durch die Ersatz-

klasse A noch im System befindet. Es gilt die Beziehung

i

X. = O

i A T h, . (5.26)

“Pa Ir
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hiR ist die Vorwdrtsrekurrenzzeit eines stationdren Erneuerungs-
prozesses und kann nach Gl. (4.4b) aus der VF Hi(t) berechnet
werden. Der Faktor voi/(1 —pA), der der Wahrscheinlichkeit fiir
das Antreffen einer unterbrochenen Anforderung der i-ten Klasse
zu einem beliebigen Zeitpunkt entspricht, 1&8t sich wie folgt be-
stimmen. Wdhrend der mittleren Gesamtbedienungszeit tc(completion
time) der i-ten Klasse treffen im Mittel XAtc Anforderungen der
Klasse A ein und werden sofort bedient. Damit gilt der Zusammen-
hang tc =hi-+XAtChA. Die mittlere Gesamtunterbrechungszeit t. er-

U
gibt sich damit aus der Beziehung

Ie)
t. =t -h, = —2_n,
U C i 1-—pA i

Betrachtet man das System iiber einen langen Zeitraum T {7T-w), dann
ist TU =rkitU die mittlere Zeitdauer, in der sich eine unter-
brochene Anforderung der i-ten Klasse im System befindet. Bildet
man den Quotienten TU/T, so erhidlt man die gesuchte Wahrschein-

lichkeit.

Unter Verwendung des Little'schen Theorems 148t sich die Gl.
(5.25) wie folgt darstellen

O3

h, = p,w
1 ©n iR BB

pAwA+ini+pA . (5.27)

Setzt man die Wartezeiten Wa bzw. Wy der einklassigen Ersatzmo-

delle als bekannt voraus, so ergibt sich schlieBlich filir die ge-
suchte Wartezeit der Anforderungen der i-ten Klasse

PR W, ~ P, W o}
w, =2 B B A_ A o 3-1,2,...,P. (5.28)
i pi 1-QA iR

Diese Beziehung ist eine Rekursionsformel, aus welcher (beginnend
mit der héchsten Prioritdt i =1) die mittleren Wartezeiten fir
jede Klasse bestimmt werden kdnnen, wobei stets nur ein einklas-
siges Ersatzmodell zu berechnen ist. Die Untersuchung des Modells
mit P Prioritdtsklassen ist damit auf die Berechnung von P ein-
klassigen Modellen zurickgefiihrt worden.
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Entsprechend der Herleitung ist Wi die Wartezeit bis zum Bedie-
nungsbeginn. Addiert man zu W, die mittlere Gesamtunterbrechungs-
zeit tU' so erhidlt man die effektive Gesamtwartezeit fir die i-te

Klasse

Pa
W,., = W, + h, . (5.29%a)
iG i 1= DA i

Fiir den Sonderfall exponentiell verteilter Bedienungszeiten er-
hdlt man wegen hiR:=hi fiir die Gesamtwartezeit der i-ten Klasse
W = Egjﬁ%;EELYA . (5.29b)
i
Die hier durchgefiihrten Uberlegungen fiir ein Prioritdtsmodell mit
unterbrechenden Prioritdten werden im folgenden zur approximati-
ven Berechnung der Wartezeiten fiir die Anforderungen der einzel-
nen Priorititsklassen des zweiten Teilmodells verwendet. Das bei
der Zusammenfassung mehrerer Klassen entstehende einklassige Er-
satzmodell des Typs C[X]/G/1 wurde im Abschnitt 4.3 unter allge-
meinen Voraussetzungen untersucht. Zur Berechnung des Ersatzmo-
dells muB die durch die Zusammenfassung der Klassen entstehende
Gruppengrdfen-Verteilung des Ersatzankunftsprozesses und die Be-

dienungs-VF des Ersatzbedienungsprozesses bestimmt werden.

5.2.2.2 Gruppengrtfen-Verteilung des Ersatzankunftsprozesses

Wegen der synchronen Taktung kann die GruppengrdB8en-Verteilung
bei der Zusammenfassung mehrerer Prioritdtsklassen aus der Fal-
tung der einzelnen GruppengrdBen-Verteilungen bestimmt werden.
Ist gér) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die resultierende Ge-
samtgruppe, die aus der {Uberlagerung von insgesamt r Klassen ent-

steht, genau K =k Anforderungen enthdlt, dann gilt

(r)
g = P{K=k} = gy Ty -G . (5.30)
k k1+k2+.Z. +kr=k k1 k2 kr

Sind die erzeugenden Funktionen Gk (z), v=1,2,...,r, fir die Ver-
v
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teilungen der einzelnen Klassen bekannt, so erhdlt man filir die er-

zeugende Funktion Gér)(z) der Gesamtverteilung

r
672 = TT 6 (2) . (5.31)
v=1 v

Hieraus konnen wie folgt die ersten beiden Momente abgeleitet wer-
den.

(r) r
Elk]=G' (2) =) EIK,] , (5.32a)
z=1 V=1
5 (r)
E[k“]=G" (z2) + E[K] . (5.32b)
z=1

Aus diesen Beziehungen ergibt sich flir die Varianz der Gesamtver-—
teilung

xr
var[K} = ) var[k 1 . (5.33)

EN

Entsprechen die einzelnen Gruppengrdfen-Verteilungen einer Poisson-
Verteilung, dann ergibt sich fiir die Gesamtverteilung ebenfalls

eine Poisson~Verteilung.

Mit der Gesamtverteilung und der Taktdauer T liegt somit der Er-
satzankunftsprozeB filir das einklassige Modell fest. Filir allge-
mein verteilte Gruppengrdfen wird die Gesamtverteilung durch die

ersten beiden Momente approximiert (vgl. Abschnitt 4.3.2.5b).

5.2.2.3 Bedienungs-VF des Ersatzbedienungsprozesses

zur Berechnung dieser Bedienungs-VF soll wiederum von der Uber-
lagerung bzw. Zusammenfassung von r Prioritdtsklassen ausgegangen
werden. Analog zur Betrachtung im Abschnitt 5.2.2.71 ergibt sich
dann fiir die Bedienungs-VF Hr(t) des Ersatzbedienungsprozesses

durch gewichtete Summation der Bedienungs-VF der einzelnen Klassen
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die Beziehung

r lv

Hr(t) = X_ Hv(t) (5.34)

V= r
mit

r

Ar = Av .
v=1

Flir die ersten beiden Momente erhdlt man hieraus

r A
_ v

h, =) x-hy, (5.35a)
v=1 "r
A

2y _ & M2 )

n = = b, . (5.35b)

v=1 r

Im allgemeinen Fall wird die Bedienungs-VF des Ersatzbedienungs-

prozesses durch die ersten beiden Momente approximiert.

Damit sind alle GrodBen bekannt, die zur Berechnung des einklas-
sigen Ersatzmodells CLX]/G/1 benttigt werden. Mit Hilfe der Gl.
(5.29) 1dBt sich die gesuchte mittlere Gesamtwartezeit Vic flir
die i~te Klasse approximativ berechnen. Fiir die Wartezeiten Wa
bzw. W in dieser Gleichung sind die Gesamtwartezeiten der zuge-
horigen einklassigen Ersatzmodelle einzusetzen, die den Einfluf

der Verwaltungszeiten mitberiicksichtigen.

Mit der Beziehung

ey = Wigthy , 1=1,2,...,P (5.36)

kann schlieBlich die mittlere Durchlaufzeit der i-ten Klasse be-
stimmt werden. Sie wird bei der Diskussion der Ergebnisse haupt-
sdchlich betrachtet.
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5.2.2.4 Algorithmus

Das in diesem Kapitel entwickelte approximative Analyseverfahren
fiir das Modell C[X]/G/T mit P Prioritdtsklassen wird aus Griinden
der Ubersichtlichkeit in einem Algorithmus zusammengefaBt. Die
wesentlichen Schritte des Algorithmus werden im folgenden darge-
stellt. Ein entsprechendes Programm wurde in der Programmier-—

sprache FORTRAN IV implementiert.

1. Parameter fiir alle Priorit&tsklassen eingeben.

2. w, =0,

A =0 und Laufindex i =0 setzen.

Pa

3. Laufindex i um 1 erhShen (i=1i+1).

4. Alle Klassen 1 bis i zur Ersatzklasse B zusammenfassen.
Filr das entstehende einklassige Ersatzmodell des Typs

C[X]/G/1 folgende GroBen berechnen:

- GruppengrdBen-Verteilung des taktmdBigen Ersatz-

ankunftsprozesses nach Abschnitt 5.2.2.2
- ErsatzbedienungsprozeB nach Abschnitt 5.2.2.3
- Angebot pB = XB hE

- Mittlere Gesamtwartezeit Vg mit Hilfe eines der

drei im Abschnitt 4.3 entwickelten Verfahren.

5. Mittlere Wartezeit Wy bzw. Yia fir die i-te Prioritdts-
klasse mit Hilfe des Erhaltungssatzes nach Abschnitt

5.2.2.1 bestimmen.

6. wA:wB und oA =pB setzen.

7. Mittlere Durchlaufzeit t,_.=w,_  +h. flir die i-te
if iG i

Klasse berechnen.

8. Im Falle i <P nach Schritt 3 springen und n&chste
Prioritidtsklasse betrachten; sonst berechnete Ergeb-

nisse fiir alle Klassen ausgeben.
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5.3 Das dritte Teilmodell mit zwei Prioritdtsklassen

Das dritte Teilmodell berilcksichtigt die Ausgabewarteschlangen
und die taktmédBige Bedienung. Der Eingangsprozef wird durch den
Ausgangsprozef (GO1 bzw. GOz) des zweiten Teilmodells gebildet.
Nach Ablauf der Verwaltungszeit werden zundchst die Anforderungen
der ersten Klasse bedient und in der zugehdrigen Ausgabewarte-
schlange zwischengespeichert. In der verbleibenden Zeit bis zum
nédchsten Takt steht die Bedienungseinheit der zweiten Priorit&ts-
klasse zur Verfligung. Dies bedeutet, daB die beiden Ankunftspro-
zesse GO1 und GO, nicht gleichzeitig aktiv sind. Bild 5.8 zeigt

die Modellstruktur fiir ein Modell mit zwei Prioritdtsklassen.

Ankunftsprozel =

GO GO Ausgangsprozel3 des
1 2 zwelten Tellmodells
LR
W, Wy Ausgabewarte-
Q, = Q1= schlangen
1 |— 21—
_——_{;“——71‘ Takt
Céx’} Céxz] Gruppenausgangs-

Prozesse

Bild 5.8. Das dritte Teilmodell mit zweti Prioritditsklassen

Die zu berechnenden charakteristischen Verkehrsgrdfen sind die
mittlere Wartezeit, die mittlere Warteschlangenlidnge und der takt-
médBige Gruppenausgangsprozef der beiden Prioritdtsklassen.

Wurde das zweite Teilmodell mit Hilfe einer eingebetteten Markoff-
Kette (Abschnitt 5.2.1) untersucht, dann konnen, ausgehend von den
Zustandswahrscheinlichkeiten p(x,y,0) des zweiten Teilmodells

kurz nach dem Takt, die gesuchten charakteristischen Gr&dBen und
die Gruppengrdfen-Verteilung der beiden Ausgangsprozesse berech-
net werden. Dagegen kann bei Verwendung des approximativen Ana-
lyseverfahren nach Abschnitt 5.2.2 der Ausgangsprozef des zweiten
Teilmodells nicht explizit bestimmt werden, und das dritte Teil-
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modell 1&B8t sich ebenfalls nur approximativ berechnen. Im Bereich TOH <t <T wird die Berechnung fiir die beiden Priori-
tdtsklassen getrennt durchgefiihrt.

I. Erste Prioritdtsklasse
5.3.1 Berechnung der charakteristischen Gréfen bei Verwendung

einer eingebetteten Markoff-Kette Wie im Abschnitt 5.2.1.3 erliutert, beeinfluBt die zweite Klasse

die erste Klasse in keiner Weise, und die Makrozustandswahrschein-

Entsprechend Bild 5.9 wird das System iiber eine Taktperiode T be- lichkeiten p(x,-,T) nach Gl. (5.14) sind identisch den Zustands-—

obachtet. wahrscheinlichkeiten p(x,T) nach Gl. (4.35) fiir ein Modell mit
einer Anforderungsklasse. Damit k&nnen die charakteristischen
GréBen fiir die erste Prioritidtsklasse mit Hilfe derx Gleichungen
T“X,t)——ﬂq des Abschnitts 4.4.2 direkt berechnet werden. Prinzipiell miiRten
Ty t) i die GroBen mit dem Index 1 (1. Prioritdtsklasse) gekennzeichnet
—_—W werden, d. h. W, und Qj.
! Zetit II. Zweite Prioritdtsklasse
a‘—%}qu l T Da mit der Bedienung von Anforderungen der zweiten Klasse erst
t - dann begonnen wird, wenn alle Anforderungen der ersten Klasse be-
Takt Takt dient sind, erhidlt man fiir die Makrozustandswahrscheinlichkeiten
Bild 5.9. Zufidlliger Beobachtungszeitpunkt ml-,y,t) der zweiten Klasse folgende Beziehung:
N
2 2 2
Ty ) = pOy,0 & (=T + ) p(0,3,0) 4 (E-Tgy)
n(x,t) und w(-,y,t) sind die Wahrscheinlichkeiten, daf zum Zeit- J=y+1
punkt t nach dem Takt genau x Anforderungen erster Prioritidt bzw. N1 NZ (5.37)
y Anforderungen zweiter Prioritdt in der zugehdrigen Ausgabewar- + Z: pﬁqyxw{§i>y(t—TbH)+ 'E: p(iﬁLO)di y(t—TOH)
teschlange zwischengespeichert sind. Da jeweils zu den Taktzeit-— = = =y '

punkten alle Anforderungen entnommen werden, entspricht n(x,t) mit

der Wahrscheinlichkeit fiir x Bedienungen erster Prioritit seit ii
dem letzten Taktzeitpunkt, w(.,y,t) der Wahrscheinlichkeit fiir y () =0 fir j<i
Bedienungen zweiter Prioritit unter der Bedingung, daB bereits

alle Anforderungen erster Prioritit bedient sind. Wihrend der Die Bestimmung der mittleren Warteschlangenlidnge 92 erfolgt analog

Overhead~-Phase sind beide Warteschlangen leer, da in der Zeit- zu der des einklassigen Modells (Abschnitt 4.4.2), 4. h.

spanne O‘<t‘<TOH keine Anforderungen bedient werden.

N
T 2
Im Bereich 0<:t<:TOH gilt deshalb 92 = % f E: yu(-,y,t)dt . (5.38)
T y=1
OH

o]

0, (1)

(5.36) Die Integration iber den Bereich O < t<TOH liefert wegen Gl. (5.36)
Q,(t) = 0 .
2
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keinen Beitrag.

Setzt man die Gl. (5.37) in die Gl. (5.38) ein und verwendet bei
der Integration die Beziehungen (A.2) des Anhangs 3 und (A.10)
des Anhangs 4, dann ergibt sich nach einigen Umformungen

T-Ty 5 -1
e, = E[X,,0] "Ty; yp(O,y,o);dz(“”(TS)
(5.39)
1% gf =g =1 I
= y pli ,y,O)[—h ;Od (T)+Z(k"Y)d- (T, )}
Ty=1 L 1 2(+1) s’ T i,k
mit
0 k(Tg) = hy d, kg (Tg)
und
}i («) =0 fir j<i .
1

E[XZ,O] ist die mittlere Anzahl von Anforderungen der zweiten
Klasse kurz nach dem Takt im System. Ist das Angebot der ersten
Klasse gleich Null, dann sind die Zustandswahrscheinlichkeiten
p(i,y,0) =0 flir i>1 und die GlL. (5.39) geht in die Gl. (4.106b)

des einklassigen Modells iiber.

Flir die mittlere Wartezeit gilt unmittelbar

)
W2 =T . (5.40)

5.3.2 Berechnung der Ausgangsprozesse

Die Berechnung wird wiederum fiir jede Prioritédtsklasse getrennt
durchgefiihrt.
I. Erste Prioritédtsklasse

Der Ausgangsprozefl ist identisch dem Ausgangsprozef eines ein-

klassigen Modells, das nur die erste Priorit&tsklasse berick-
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sichtigt. Durch Einsetzen der Makrozustandswahrscheinlichkeiten
p(x,-,T) =p(x,T) nach Gl. (5.14) in die Gl. (4.105a) erhdlt man
die Zustandswahrscheinlichkeiten n(x,t) fiir die erste Prioritdts-
klasse. Mit den Gleichungen des Abschnittes 4.4.3 erhélt man dann
die Gruppengroﬁen—Vertellung ng und deren Momente E[K ] und
Var[K 1.

II. Zweite Prioritdtsklasse

Setzt man in die Makrozustandswahrscheinlichkeiten der Gl. (5.37)
t =T, so erhdlt man flir die Wahrscheinlichkeiten gﬁD der Gruppen-
groBen-Verteilung analog zur ersten Klasse

9p =Tl K,T) , K=0,1,.. N (5.41)

2
Entsprechend Gl. (4.109) und Gl. (4.110) 1&dBt sich der Mittelwert
E[K ] und die varianz Var[K ] bestimmen. Ist N, Voraussetzungs—
gemaB groB, dann ist die mlttlere Gruppengrdfle E[K 1 gleich der
mittleren GruppengrdBe E[KZ]-Asz des Ankunftsprozesses der zwei-

ten Klasse im zweiten Teilmodell.

Mit der Betrachtung des Ausgangsprozesses wird die Analyse des
dreistufigen Wartemodells C[X]/G/T mit taktgesteuerter Ein-/Aus-
gabe, Verwaltungszeit und P Prioritdtsklassen abgeschlossen. Im
ndchsten Abschnitt werden exakte bzw. approximativ berechnete

Ergebnisse diskutiert und mit Simulationsergebnissen verglichen.
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5.4 Ergebnisdiskussion und Simulationsvergleich

Fir das in diesem.Kapitel behandelte Wartesystem (Bild 5.1) wer-
den im folgenden anhand einiger Beispiele numerische Ergebnisse
berechnet und graphisch dargestellt. Wegen der Vielzahl der be-
einflussenden Parameter wie z. B.

- Anzahl der Priorititsklassen
- AnkunftsprozeBtypen im ersten Teilmodell
- Bedienungsprozefitypen im zweiten Teilmodell

- Taktdauer, Verwaltungszeit, Ankunfts- und Bedienraten

kdnnen die Ergebnisse nicht umfassend dargestellt werden. Hierzu
miften umfangreiche Tabellen und Diagramme fiir die unterschied-
lichen Parameterkombinationen erstellt werden. Da die Parameter
jedoch stark systemabhingig sind, z. B. vom Grad der Zentralisie-
rung, ist es sinnvoller, fiir ein interessierendes System die
charakteristischen GrdBen fiir die drei Teilmodelle explizit mit
Hilfe der einzelnen Formeln zu berechnen. Die hier betrachteten
Parameterstudien sollen deshalb hauptséchlichlSystemengpésse auf-
zeigen und Fragen der Optimierung, wie z. B. Ermittlung der opti-
malen Taktdauer fir minimale Durchlaufzeiten, Stabilitdtsbedin-
gungen fliir die einzelnen Priorititsklassen sowie einfiihrend Uber-
lastaspekte diskutieren.

Entsprechend der Zerleqgung des Gesamtmodells in drei Teilmodelle

erfolgt die Validierung der numerisch berechneten Ergebnisse.

5.4.1 Numerische Ergebnisse fiir das erste Teilmodell

Aufgrund der Riickwirkungsfreiheit zwischen dem ersten und zweiten
Teilmodell und unter Erneuerungsannahmen zu den Taktzeitpunkten
kann jede Eingabewarteschlange fiir sich betrachtet und durch ein
Warteschlangenmodell des Typs GI/C/~ nachgebildet werden (vgl.
Abschnitt 5.1). Da die Ergebnisse fiir diesen Modelltyp bereits im
Abschnitt 4.5.1 diskutiert wurden, kann hier auf eine weitere Be-
trachtung verzichtet werden. Es sei lediglich daran erinnert, da8

die mittlere Wartezeit unter der Voraussetzung eines rekurrenten
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Ankunftsprozesses stets gleich der halben Taktdauer (w=T/2) ist.
Die Berechnung der GruppengréBen-Verteilung des taktméBigen Aus-
gangsprozesses kann, fiir jede Priorit&tsklasse getrennt, mit den

Beziehungen der Abschnitte 4.2.1 und 4.2.2 durchgefiihrt werden.

5.4.2 Numerische Ergebnisse fiir das zweite Teilmodell

Zur Untersuchung des zweiten Teilmodells wurden im Abschnitt 5.2

zwel verschiedene Analyseverfahren entwickelt:

1. Analyse mit Hilfe einer eingebetteten Markoff-Kette
2. Approximative Berechnung durch Rickfilhrung auf einklassige
Ersatzmodelle.

Da die Methode der eingebetteten Markoff-Kette bereits fir zwei
Prioritdtsklassen und exponentiell verteilten Bedienungszeiten
einen erheblichen numerischen Aufwand bendtigt, wurde das Approxi-
mationsverfahren entwickelt. Es beruht auf der Rickfiihrung des
gegebenen Modells mit P Prioritdtsklassen auf P einklassige Mo-
delle. Fir diesen Modelltyp wurden im Abschnitt 4.3 drei verschie-
dene Analyseverfahren abgeleitet. Zusitzlich wurde gezeigt, daB
aufgrund der Voraussetzung unterbrechender Priorititen zur Berech-
nung der Kenngr&Ben einer beliebigen Klasse i, i>2, stets auf
ein Modell mit 2 Priorit#tsklassen zuriickgegriffen werden kann.
Den folgenden Betrachtungen kann deshalb ohne Einschrénkung der
Allgemeinheit ein zweiklassiges Modell zugrundegelegt werden. Fir

die Ergebnisdarstellung gelten einheitlich folgende Vereinba-
rungen:

a Eingebettete Markoff-Kette (EMK)

—— Approximation durch klassenweise Zerlequng und Berechnung
der einklassigen Ersatzmodelle mit Hilfe der Lindley'schen
Integralmethode (AKZ-LIM)

} Simulation mit 95%-Vertrauensintervall und 10 Teiltests

mit je 20 OO0 Ankunftsereignissen fiir beide Klassen.
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An einem ersten Beispiel eines zweiklassigen Modells mit gleichen

Ankunfts- und BedienungsprozeBtypen (Ez'M’Hz) s0ll der EinfluB
der wesentlichen Parameter auf die mittleren Durchlaufzeiten tf1
und tfz beider Klassen gezeigt und eine Validierung der durch
klassenweise Zerlegung ermittelten Ergebnisse durchgefiihrt werden.
Alle ZeitgrdBen sind normiert auf die fiir beide Klassen gleiche
mittlere Bedienungsdauer h =1. Da die erste Klasse hierbei wegen
der Voraussetzung unterbrechender Prioritdten exakt dem einklas-
sigen Modell nach Abschnitt 4.3 entspricht, ist hier nur eine

Uberpriifung der Ergebnisse fiir die zweite Klasse erforderlich.

a) EinfluB des AnkunftsprozeBtyps im ersten Teilmodell

Bild 5.7 zeigt den EinfluB des Ankunftsprozefltyps (EZ’M'HZ) im

ersten Teilmodell auf die mittleren Durchlaufzeiten des zweiten

Teilmodells als Funktion des Angebots. Die Bedienungszeiten sind
exponentiell verteilt. Die Darstellung zeigt das typische Verhal-
ten von Prioritdtssystemen. Wdhrend die Stabilitédtsgrenze fir die
zweite Klasse, die durch das Verhalten des Gesamtsystems (im Bild
gestrichelt dargestellt) mit p =0, +p2 bestimmt wird, bereits bei
p=1 (01 =p2 =0,5) erreicht wird, gilt filir die erste Klasse als

Stabilitdtsgrenze °4 = 1. Die mit Hilfe der eingebetteten Markoff-
Kette berechneten Ergebnisse filir die M- und EZ—VF und die Simula-

tionsergebnisse filir die H,-VF zeigen, daB die klassenweise Be-

trachtung des Modells in éerbindung mit der Lindley'schen Inte-
gralmethode zu sehr guten Ergebnissen filhrt. Da sich bei Verwen-—
dung der GI/G/1-Approximation zur Berechnung der einklassigen Er-
satzmodelle grdBere Abweichungen ergeben, wird sie nicht weiter

betrachtet.

Es sei besonders vermerkt, daB der Schnittstellenverkehr zwischen
dem ersten und zweiten Teilmodell bei der Berechnung durch klas-
senweise Zerlegung fiir Ek— und H2
im ersten Teilmodell (allgemein verteilte Gruppengr&Ben des An-

-verteilte AnkunftsprozeBtypen

kunftsprozesses im zweiten Teilmodell) nur durch die ersten bei-
den Momente approximiert wird. Die Berechnung dieser Momente,
d. h. die Bestimmung von Mittelwert und Varianz der GruppengrdBen-

Verteilungen, erfolgt nach Abschnitt 4.2.2 unter Erneuerungsan-
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nahmen zu den Taktzeitpunkten und wird fiir jede Klasse getrennt
durchgefithrt. Bei der Zusammenfassung beider Prioritdtsklassen

zu einem einklassigen Ersatzmodell ergibt sich der Mittelwert und
die Varianz der GruppengrdBen-Verteilung des Ersatzankunftspro-
zesses wegen der Riickwirkungsfreiheit zwischen den beiden Teil-
modellen direkt aus der Addition der einzelnen Mittelwerte bzw.
Varianzen (vgl. Abschnitt 5.2.2.2). Die Ergebnisvergleiche im
Bild 5.7 zeigen, daB die Schnittstellenbeschreibung durch die

ersten beiden Momente eine gute Ndherung darstellt.

b) EinfluB des BedienungsprozeBtyps

Im Bild 5.8 ist der EinfluB des BedienungsprozeBtyps auf die

Durchlaufzeiten €< und t im ersten und zweiten Teilmodell als

*
£1 £2
Funktion der Taktdauer dargestellt. Da die Wartezeit in beiden

Eingabewarteschlangen w =T/2 betrdgt, gilt der Zusammenhang

Coy = tey, +T/2, i=1,2. (5.42)
Wegen der Voraussetzung Poisson-verteilter GruppengrdBen hat auch
die bei der Zusammenfassung der beiden Klassen entstehende Grup-
pengrdBen-Verteilung eine Poisson-Verteilung. Die Approximation
bei der Berechnung des entstehenden einklassigen Ersatzmodells
mit Hilfe der Lindley'schen Integralmethode besteht deshalb nur
in der Zeitdiskretisierung der Ersatzbedienungs-VF. Hieraus er-
gibt sich die gute Ubereinstimmung zwischen den approximativ und
exakt (M-Bedienungs-VF) bzw. simulativ (E2~,H2—Bedienungs—VF) er—
mittelten Ergebnissen. Die Darstellung zeigt prinzipiell fiir beide
Klassen die gleichen Charakteristiken, jedoch ist der EinfluB des
BedienungsprozeBtyps auf die zweite Klasse stdrker, insbesondere

im Bereich der minimalen Durchlaufzeiten.

c) EinfluB der Verwaltungszeit

Den EinfluB der Verwaltungszeit auf die mittleren Durchlaufzeiten
¢, und £}, zeigt das Bild 5.9. Fir T,y =0 und T~0 erhdlt man
die gleichen Durchlaufzeiten wie fiir das Warteschlangenmodell des
Typs M/M/1 mit unterbrechenden Priorit&ten. Der Warteanteil

(w=T/2) in den Eingabewarteschlangen geht hierbei gegen Null.
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Abhdngig von der Verwaltungszeit ergibt sich fiir jede Klasse eine
unterschiedliche minimale Taktdauer, die unter stationiren Vor-
aussetzungen nicht unterschritten werden darf. Auf die Bestimmung
dieser minimalen Taktdauern wird in einem zweiten Beispiel niher
eingegangen.

Die Bilder 5.7 bis 5.9 zeigen, daB die klassenweise Zerlegung in
Verbindung mit der Lindley'schen Integralmethode bei Variation
der verschiedenen Parameter zu sehr guten Ergebnissen fiihrt. Dies
konnte auch durch weitere umfangreiche Untersuchungen und Ergeb-
nisvergleiche bestdtigt werden, bei denen insbesondere unter-
schiedliche Ankunfts- und/oder BedienungsprozeBtypen mit ver-
schiedenen Ankunfts- und/oder Bedienraten fiir beide Klassen be-
rlcksichtigt wurden. Fiir nicht Poisson-verteilte Gruppengr&Ben
wurde hierbei stets auf die Approximation durch die ersten beiden
Momente zurilickgegriffen.

Mit Hilfe eines zweiten Beispiels soll die Bestimmung einer Stabi-

litdtsbedingung fiir jede Klasse, Fragen der Optimierung und ein-
fihrend Uberlastaspekte diskutiert werden. Fiir die GruppengrdBen
werden Poisson-Verteilungen angenommen, die Bedienungszeiten sind
exponentiell verteilt mit den mittleren Bedienungszeiten h1= 0.5
und h2= 1 . Wegen diesen Voraussetzungen kdnnen die Ergebnisse
direkt mit den exakt berechenbaren der eingebetteten Markoff-Kette
verglichen werden. Dargestellt werden wiederum die mittleren

*
Durchlaufzeiten th und 522. Alle Zeitgr6Ben sind normiert auf
die mittlere Bedienungszeit der zweiten Klasse (h2: 1, flr ein

reales System z. B. 1 ms).

Bild 5.10 zeigt den EinfluB der Ankunftsrate Az auf die mittlere
Durchlaufzeit €;2 cder zweiten Klasse in Abhdngigkeit von der Takt-
dauer T. Wie bereits den Darstellungen in Bild 5.8 und 5.9 ent~
nommen werden kann, ergibt sich fiir jede Klasse eine minimale
Taktdauer Tiin' i=1,2, die unter stationdren Voraussetzungen

(0 < 1) nicht unterschritten werden darf. Fiir die i-te Klasse eines
mehrklassigen Modells ergibt sich analog zur Herleitung der Gl.
(4.125) die Bedingung:
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i-1
hinui(T—TOH—]Z1 MT) o, i=1,2,...

Der auf der rechten Seite stehende Klammerausdruck gibt den im
Mittel zur Bedienung der i-ten Klasse effektiv zur Verfiigung ste-
henden Anteil der Taktdauer T an. In der Grenze erhidlt man als

Stabilitd&tsbedingung fiir die i-te Klasse:

. T
Tl - OH

min i
1- ) o,
3=1

Fir die erste Priorit&dtsklasse (i = 1) ergibt sich hieraus unmit-

’ i=1,2,... . (5.43)

telbar die Beziehung nach Gl. (4.112). Die Darstellung im Bild
5.10 zeigt weiterhin, daB die Durchlaufzeiten ein ausgeprigtes
Minimum aufweisen. Die zugehdrigen optimalen Taktdauern sind je-
doch fir beide Klassen verschieden und zusitzlich abhingig von
den Ankunftsraten bzw. Angeboten. So verschiebt sich z. B. das

Optimum fiir die zweite Klasse von T2 ~4 bei A, =0.2 zu T2 >~ 10
opt 2 (e}

bei A2==O.6. LaBt die Systemrealisierung nur die Wahl einerpt
festen Taktdauer zu, so muB ein geeigneter KompromiB gefunden
werden. Hierbei ist jedoch zu beachten, daB die gewdhlte Takt-
dauer bei Anderungen des Angebots (Variation der Ankunftsraten)
die in der Gl. (5.43) angegebene Stabilit&dtsbedingung fiir beide
Klassen erflillen muB. Wihlt man etwa im betrachteten Beispiel die
Taktdauer T =5, so ist das Wartesystem flir Ankunftsraten Ay20.7
fir die zweite Klasse nicht mehr stabil. Es bietet sich deshalb
an, insbesondere im Hinblick auf Fragen der Uberlaststeuerung,
die Taktdauer lastabhdngig zu verdndern. Ein geeignetes Kriterium
fir die Umschaltung des Taktes ist z. B. die Uberwachung und z&h-
lung der fertig bearbeiteten Anforderungen einer bestimmten Prio-
ritdtsklasse innerhalb einer vorgegebenen Zeitspanne. Erhdht man
bei ansteigender Belastung die Taktdauer, so wird aufgrund des
geringeren Ein-/Ausgabe-Verwaltungsanteils (Verh&dltnis TOH/T)
Realzeit-Kapazitdt zurilickgewonnen. Hierbei erh&hen sich zwar auch

die Durchlaufzeiten fiir die erste Klasse wegen des grdBeren Warte-
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anteils in der zugehOrigen Eingabewarteschlange, jedoch ist die
Stabilitdtsbedingung fiir die zweite Klasse wieder erfilillt. Bei
stdrkerer Uberlast ist dieses Verfahren jedoch nicht mehr anwend-
bar, da zur Einhaltung vorgeschriebener Reaktionszeiten eine
maximale Taktdauer nicht iiberschritten werden darf. Hier miissen
andere MaBnahmen ergriffen werden, wie z. B. die Begrenzung der

" Anzahl Ubertragener Anforderungen je Takt und Prioritdtsklasse.
Da die MaBnahmen zur Optimierung und Uberlaststeuerung stark
systemabhédngig sind, sollen sie hier nicht weiter diskutiert wer-

den.

Einen Vergleich zwischen der taktgesteuerten und interruptgesteu-

erten Ein-/Ausgabe zeigt ein drittes Beispiel im Bild 5.11. Wie

bereits im Abschnitt 2.3.3 fir ein einklassiges Modell gezeigt
wurde, fihrt die taktgesteuerte Methode bei hdheren Lasten zu ge-
ringeren Durchlaufzeiten. Fir ein mehrklassiges System bedeutet
dies, daB insbesondere die Durchlaufzeiten der niedrigeren Prio-
ritdtsklassen erheblich reduziert werden kénnen. Im Bild 5.11
wird deshalb zum Vergleich nur die zweite Klasse betrachtet. Zur
Bestimmung der Durchlaufzeiten bei der interruptgesteuerten Me-
thode wurde auf die von Herzog in [ 8 ] angegebene Beziehung zu-
rliickgegriffen. Eine Begriindung fir die Annahme gleicher Verwal-
tungszeiten fiir beide Ein-/Ausgabe-Mechanismen wurde bereits im
Abschnitt 2.3.2 gegeben. Die Darstellung zeigt, daB die taktge-
steuerte Methode flir hdhere Ankunftsraten zu geringeren Durchlauf-
zeiten fihrt. Die eingezeichneten Schnittpunkte sind von den Ver-
kehrs- und Systemparametern abhingig. Wdhrend der Ein-/Ausgabe-~
Verwaltungsanteil bei der taktgesteuerten Methode nur vom Ver-
h&dltnis TOH/T bestimmt wird, ist er bei der interruptgesteuerten
Methode von TOH und den Ankunftsraten beider Klassen abhidngig.
Hieraus ergeben sich die unterschiedlichen Auslastungsgrenzen fiir
beide Verfahren. Aus der Gl. (5.43) erhdlt man fiir die taktge-

steuerte Ein-/Ausgabe die maximale Ankunftsrate

-Pq) (5.44a)

T _Ton
Ay = -—
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Fir die interruptgesteuerte Methode ergibt sich aus der Beziehung
Py * Py ¥ (k1 +k2)TOH <1
die Auslastungsgrenze

1 _ 7P " MTon
)\.2 = W— . (5.44b)
2 OH
Mit diesem Vergleich soll die Ergebnisdiskussion filir das zweite
Teilmodell abgeschlossen werden. Zusammenfassend kann festgestellt
werden, daB die klassenweise Betrachtung in Verbindung mit der

Lindley'schen Integralmethode gute Ergebnisse liefert.

5.4.3 Numerische Ergebnisse fir das dritte Teilmodell

Der Schnittstellenverkehr zwischen dem zweiten und dritten Teil-
modell ist nur dann explizit bestimmbar, wenn das zweite Teil-
modell mit Hilfe einer eingebetteten Markoff-Kette analysiert
wird (vgl. Abschnitt 5.3). Der Eingangsprozef des dritten Teil-
modells, der dem AusgangsprozeB des zweiten Teilmodells ent-
spricht, ist nicht rekurrent. Analog zu den Uberlegungen des ein-
klassigen Modells (Abschnitt 4.5.3) kann das dritte Teilmodell
auch hier "isoliert" betrachtet und die Wartezeiten in den Aus-
gabewarteschlangen approximativ bestimmt werden. Zur Bedienung
von Anforderungen der i-ten Klasse steht im Mittel nur der Anteil
Tote

P<(i-1)
ergibt sich die maximal mogliche Wartezeit w

=T~-T T der gesamten Taktdauer T zur Verfiigung.

o~ Pg(i-n

ist das Gesamtangebot aller Klassen 1 bis i~ 1. Fir pi—?O

.

max - Teff " Pi- Geht

dagegen pi-+1, dann ist die Bedienungseinheit wdhrend der gesam-

ten zur Verfligung stehenden Zeitdauer T;ff
i .

wh. =TY__/2. In erster Niherung l#Bt sich die Abh#ngigkeit zwi-
min eff

schen der Wartezeit und dem Angebot fiir jede Klasse durch einen

belegt und man erhdlt

linearen Zusammenhang darstellen. Filir i =1 ergeben sich unmittel-
bar die im Abschnitt 4.5.3 angegebenen Beziehungen. In der dort

angegebenen Tabelle 3 wurde auBerdem gezeigt, daB die verschie-
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denen Ankunfts- und/oder BedienungsprozeBtypen keinen wesentli-
chen EinfluB auf die mittleren Wartezeiten haben. Die Genauig-
keit der Approximation wird im nichsten Abschnitt bei der Betrach-
tung der Gesamtdurchlaufzeiten gezeigt.

Eine approximative Berechnung der taktmiBigen Gruppenausgangspro-
zesse Céxi] ist kaum mdglich. Wdhrend sich bereits fiir die erste
Klasse die im Bild 4.24 gezeigten komplexen Abhingigkeiten er-
geben, werden die Ausgangsprozesse der niedrigeren Prioritdts-
klassen zusdtzlich von allen Parametern der hBheren Klassen be-
einfluBt. Im Einzelfall muB deshalb entweder auf die Berechnung

nach Abschnitt 5.3.2 oder auf die Simulation zuriickgegriffen wer-
den.

5.4.4 Mittlere Gesamtdurchlaufzeiten,

Die mittleren Gesamtdurchlaufzeiten ergeben sich aus der Addition
der mittleren Wartezeiten in den Ein- und Ausgabewarteschlangen
sowie den mittleren Durchlaufzeiten im zweiten Teilmodell. Da die
einzelnen Mittelwerte fiir die "isoliert" betrachteten Teilmodelle
eine gute Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der eingebetteten
Markoff-Kette filir exponentiell verteilte Bedienungszeiten oder
unter allgemeineren Voraussetzungen mit der Simulation zeigen,
gilt dies auch fir die Gesamtdurchlaufzeiten. Fiir jede Klasse

gilt hierbei analog zur Gl. (4.113) des einklassigen Modells die
Beziehung:

i

te

>1.5-T7 , i=1,2,... . (5.45)
Die Darstellung im Bild 5.12 zeigt die Abhdngigkeit der Gesamt-
durchlaufzeiten filir drei Klassen in Abhéngigkeit vom Angebot fir
zwel verschiedene Taktdauern bei gleicher Verwaltungszeit. Im
wesentlichen setzt sich die Charakteristik des zweiten Teilmodells
durch (vgl. Bild 5.7). Der Warteanteil in den Ausgabewarteschlan-
gen erhoht zwar die Gesamtdurchlaufzeiten beider Klassen (insbe-

sondere im unteren Angebotsbereich), jedoch bewirkt er auch eine
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Linearisierung des Kurvenverlaufs. Die eingezeichneten exakt be-
rechneten Ergebnisse zeigen, daB die gewdhlte Approximation bei
der "isolierten" Betrachtung des dritten Teilmodells zu guten Er-—
gebnissen filhrt. Dies zeigten auch weitere Untersuchungen mit
anderen Ankunfts- und/oder BedienungsprozeBtypen, die hier jedoch
nicht weiter diskutiert werden.

Wegen den Markoff-Voraussetzungen und der Annahme gleicher, mitt-
lerer Bedienungsdauern fiir alle drei Klassen 1&B8t sich auch das
dreistufige Modell mit Hilfe einer eingebetteten Markoff-Kette
exakt berechnen. Zur Berechnung der dritten Klasse werden hierzu
die beiden ersten Klassen zu einer Ersatzklasse mit gleicher Be-
dienungs-VF wie filir die einzelnen Klassen zusammengefaBt, und man

erhdlt ein zweiklassiges Modell.
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die mittleren Durchlaufzeiten des zweiten Teilmodells
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Bild 5.8. EinfluB des BedienmungsprozeBtyps auf die mittleren

Durchlaufzeiten des ersten und zweiten Teilmodells
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Bild 5.9. EinfluB der Verwaltungszeit auf die mittleren
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Bild 5.10. Zur Ermittlung der minimalen und optimalen Taktdauer

EinfluB der Ankunftsrate )\2 auf die mittlere Durch-
laufzeit der 2. Klasse im érsten und zweiten Teilmodell

Parameter: h1=0.5, h2=1, TO =1
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Bild 5.12. Mittlere Gesamtdurchlaufzeiten fiir drei Prioritdts—
klassen in Abhdngigkeit vom Angebot
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6. ZUSAMMENFASSUNG

Bei modernen rechnergesteuerten Vermittlungssystemen hat sich die
Steuerungsstruktur in den letzten Jahren von einer zundchst rein
zentralen zu einer gemischt zentral/dezentralen Struktur verin-
dert. Der Umfang des Steuerdatenaustauschs zwischen den dezen-
tralen Steuerungsmodulen und der zentralen Steuereinheit (Inter-
prozessor-Kommunikation) bestimmt maBgeblich die Leistungsfdhig-
keit des Systems. Die Ein-/Ausgabe der Anforderungen wird bei
realen Systemen hdufig von der zentralen Steuereinheit durchge-
fihrt und erfolgt in der Regel taktgesteuert, d. h. in &dquidis-
tanten zeitlichen Abst&dnden. Die zu bearbeitenden Anforderungen

werden hierbei, entsprechend ihrer Dringlichkeit, verschiedenen
Prioritdtsklassen zugeordnet.

Zur Untersuchung und Leistungsbewertung derartiger Systeme werden
die Verkehrsfliisse durch zufallsabhdngige Prozesse beschrieben
und das auf ein Modell abgebildete System nach verkehrstheoreti-
schen Gesichtspunkten analysiert. In der vorliegenden Arbeit wur-
de ein prinzipieller Uberblick iiber die verkehrstheoretische Mo~
dellbildung gegeben, wobei insbesondere Modelle zur Nachbildung
von Ein-/Ausgabe-Mechanismen vorgestellt wurden. Bei der Diskus-
sion der Methoden der Modellanalyse, die in analytische und simu-
lative Verfahren einteilbar sind, wurden schwerpunktsmdBig die-

jenigen ndher betrachtet, die im Rahmen dieser Arbeit verwendet
wurden.

In den abschlieBienden Kapiteln wurden dreistufige Wartemodelle
mit taktgesteuerter Ein-/Ausgabe, beginnend mit einer Anforde-
rungsklasse und abschliefiend mit P Prioritdtsklassen, betrachtet.
Die Untersuchung erfolgte durch Zerlegung der Gesamtmodelle in
geeignete Teilmodelle, die "isoliert" betrachtet und analysiert
wurden. Bei der Betrachtung der einklassigen Modellstruktur wurde
fir das zweite Teilmodell des Typs C[X]/G/1 ein neues Analysever-
fahren entwickelt, das von der Lindley'schen Integralgleichung
ausgeht und fiir allgemeine GruppengrdBen-Verteilungen und Bedie~

nungs-VF gute Ergebnisse liefert. Die L&sung der Integralgleichung
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erfolgte durch Zeitdiskretisierung der vorgegebenen Bedienungs-VF.

Die Untersuchung eines zweiklassigen Modells mit unterbrechenden
Prioritédten und exponentiell verteilten Bedienungszeiten konnte
mit Hilfe einer eingebetteten Markoff-Kette durch eine zweidimen-
sionale Zustandsbeschreibung durchgefithrt werden. Da dieses Ver-
fahren jedoch numerisch sehr aufwendig und unter allgemeinen Vor-
aussetzungen nicht mehr anwendbar ist, wurde ein approximatives
Analyseverfahren entwickelt, welches das Modell C[x]/G/1 mit P
Prioritdtsklassen durch sukzessive Zusammenfassung von Klassen
auf P einklassige Modelle zuriickfiihrt, die dann mit Hilfe der
Lindley'schen Integralmethode berechnet werden k&nnen. Bei der
Bestimmung der Wartezeiten fiir die einzelnen Klassen wurde hier-
bei zus&dtzlich auf einen "Erhaltungssatz" zurlickgegriffen, der
fir ein Modell des Typs M/G/1 mit unterbrechenden Prioritdten
abgeleitet wurde und flir dieses Modell exakte Ergebnisse liefert.
Mit Hilfe eines entwickelten Simulationsprogramms, das das ge-
samte Wartemodell unter Einbeziehung aller gegenseitigen Abhidn-
gigkeiten nachbildet, wurde die Genauigkeit der verschiedenen
Approximationsverfahren iiberpriift. Die numerisch gewonnenen und
graphisch dargestellten Ergebnisse, die den EinfluB der wesent-
lichen System- und Verkehrsparameter auf die mittlere Durchlauf-
bzw. Reaktionszeit des Gesamtsystems und der Teilsysteme aufzei-

gen, kdnnen als Grundlage zur Systemoptimierung herangezogen
werden.

Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten und analysierten Modelle
sind auch in anderen Bereichen anwendbar, z. B. zur Untersuchung
des Systemverhaltens von Realzeit-Steuerungen in der ProzeRdaten-
verarbeitung oder zur Analyse eines verteilten Rechnersystems.

Da das Ein-/Ausgabe-Verhalten bzw. die Schnittstellenverkehre bei
der Analyse miteinbezogen wurden, ist auch eine Erweiterung der
Analyse auf ein Warteschlangennetz mit taktgesteuerter Ybergabe
zwischen den einzelnen Knoten mdglich, wobei eine priorit&tsge-
steuerte Abfertigung beriicksichtigt werden kann.
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ANHANG 1

Gegeben sei eine diskrete ZV X mit der Verteilung pi==P{X==x},
i=0,1,2,... Dann heiBt

e Iy
G(z) = p.zl
.'LZO 1

erzeugende Funktion der Wahrscheinlichkeiten p; - Die wichtigsten

Eigenschaften dieser Funktion sind:

1. G(z) existiert in |zl <1.

2. G(1) = 1.
3. E[X] = G' (1) , var(x] = G" (1) +G' (1) - [G'(1)1° .
1 diG(z) :
4. P: = mye— 7 i=0,1,2,...
i il dzt 2=0

5. Sind X1 und X2 unabhdngige ZV mit den erzeugenden Funktionen
G1(z) und Gz(z), dann gilt fiir die erzeugende Funktion G(z)

der Summen-ZV X=X, +X, die Beziehung

G(z) = G1(z)-G2(z) .

k~tes faktorielles Moment.

Beispiel: Poisson-Verteilung

i
p; = Plx=1} =3, &*, 1=0,1,2,...
© i . o i
_ A -A i _ -A (Az)” _ =-A(1-2)
G(z) = z: Te & =e z: ST =e
i=0 i=0

BIX] = G'(1) = A , varlx] = G" (1) +G'(1) -[a" (1% =na .
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ANHANG 2

Bei der Bestimmung von qu(T), j=0,1,...,N, ist zu beachten, daB
der Zustand p(0,T) dadurch erreicht wird, daB mindestens alle

wartenden Anforderungen nach dem Takt innerhalb eines Taktinter-
valls bedient werden. Die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten werden
mit azi(TS) bzw. azi(Ts) bezeichnet und sind aus den Sterbewahr-

scheinlichkeiten dm(TS) bzw. Hm(TS) wie folgt berechenbar:
_ (e - [
8,101 = ) arg) , Fymg) = ), T (rg)
m=1 m=1i

Wegen der Begrenzung auf s Speicherplitze stellt der Zustand {N}
einen Sonderfall dar. Er wird immer dann erreicht, wenn die an-
kommende Gruppe mindestens so groB ist, daB alle freien Warte-
plitze aufgefiillt werden. Die zugehdrigen Wahrscheinlichkeitengzi

sind aus der GruppengrdBen-Verteilung 9y berechenbar, d. h.

==
921 7 g;; e

Nach Einfithrung dieser Gr&B8en erhilt man fiir die Ubergangswahr-

scheinlichkeiten qu(T) die Beziehungen

N-1
doo(T) = 9o+ Z Ik {Tg) * Iopdon(Ts) v

N-3-1
a50(T) = kf:jo 55 (ke9) (Ts) * 95> (9-5) Lo (Ts) -

J=1,2,...,N,
N-1 _ _
dog (T) = kzx I8y (Tg) * Iondy—y (Tg)

N-j-1
gy (T) = gpdy o (T) +g o d  (To)
Ix k 0,%-3) k'k+j-x""S >(N-j) N-x'"S
jIX=1121"'INI

mit s s s Cm
E (-) =0 fir j<i und Tg=T-Tyy -
1
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ANHANG 3

Zur Bestimmung der mittleren Warteschlangenldnge der Arbeits- und
Ausgabewarteschlange werden im Abschnitt 4.2 und Abschnitt 4.4

fir exponentiell verteilte Bedienungszeiten bzw. Erlang-k-verteil-
te Bedienungszeiten die Integrale iiber die zugehdrigen Sterbe-—
wahrscheinlichkeiten d_(t), azmu) bzw. & (t), 'azm(t) tiber das
Intervall (O,TS) ben&tigt.

I. Exponentiell verteilte Bedienungszeiten

Durch Integration der Poisson-Therme am(t) bzw. der Wahrschein-
lichkeiten azm(t) ergibt sich

T,

S m =]
=1 _ ut)” -ut g _ 1 3 =1
al(ry) _Oj - ar = 21%(1'5) 3 % (o) T) - (a.1)
g - e - a = g
a () = d_ (t)at= 1= d(t)}dt=T-—;d(T), (A.2)
mesT g oo 0 = * S b8

m=0,1,..

II. Erlang-k-verteilte Bedienungszeiten

Durch Integration von am(t) fiir die Erlang-k-VF und mit Hilfe
der Gl. (A.1) (Integration {iber die Poisson-Therme) folgt:

k-1 o (kT )Y -kuT
=T 1 S S
(Tg) = =— > £.(Tq) ’ £.(Tg) = —=——= ¢
m S ku 3 12;;1 i'"s i*’s it

Durch Vertauschen der Summation ergibt sich nach kurzer Umformung

m, 3 m
i) (T8 + (Ts =) En(Tg) = Tg £ gy (Tg) + F Ty (Tg) , (A23)

m=0,1,...,

mit fj(Ts) =0 filr j<0. 1/u ist die mittlere Bedienungszeit.

Fir den stationdren Erneuerungsprozef, d. h. Integration von 3m(t)

(vgl. G1. (4.174)), erhdlt man folgende Rekursionsbeziehung:
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1
m=1 m-1-r
1 _ =T oI =I T k=
& (1) = ;) [d,(Tg) = TT)] + m+1) & (Tg) T S (et (T)
uT2
(mk ~1)m = S =
Poorn SlTe) T () g (Tg) + Sy o (Tg) (2.4

" F e k=1T8) T Emeryk-2(Tg)) + m=0,1,...

mit i (-) = 0 fur j<i und fj:O fir j <0.
1
Analog zur Berechnung dexr Gl. (A.2) erhidlt man fiir aim(TS) und
I -
'&Zm(TS)
o1 m=1 -1
dzm(TS) TS - L dZ(TS) , m=0,1,..., (A.5)

Aty =T _ () =0,1 (A.6)
st‘sgozs"“""" .

Alle abgeleiteten Beziehungen lassen eine rekursive Berechnung
der einzelnen GrdBen zu.

ANHANG 4

Bei der Analyse des zweiklassigen Modells ist in Abschnitt 5.2.1.3
und im Abschnitt 5.3 das Integral iiber die Wahrscheinlichkeiten

dm n(t) zu bestimmen. Ausgangspunkt zur Berechnung ist die Glei-
r
chung

m n
u ~“H,t ot Moyug)T
_ 1 2 2 m-1 n 2™
4 nl®) = w9y nT © Ti T (t-T) e dt

®

v (A.7)

m=1,2,...,
n=0,%1,...,

des Abschnittes 5.2.1.1, die auf beiden Seiten iiber das Intervall

(O,TS) integriert wird. Bezeichnet man die Integration der linken

Seite mit d; n(TS), dann erhdlt man nach Vertauschen der Integra-
’
tion auf der rechten Seite:



- (u-t)u
I 2 _ N 2
m,n(Ts) i io T e uiT (u-1)% e dudt .

Unter Verwendung der Gl. (A.1) ergibt sich flir die Integration

diber u
T k
fs duo D! i LK (Tg - 7T) e‘“z(Ts"T)
—_——
u=Tt u§+1 k=n+1 2 k1
n! oy (Tg =17 -u,y(Tg-1)
= - 'u, -

ur21+1 k;) 2 k!

Aufgrund der beiden Darstellungsmdglichkeiten ergeben sich zwei

Berechnungsmdglichkeiten fir dl (7).
14

n
m k T,

R e B WL & TP k (BgHT

iyl TR S LT IgTte a
T 2 k=nrt1 R =0
a7~ ST T, (ieg)

1wy W, —u _ Uit T
Lal -t e 20 Tagnte 2T ac
2 S Mk =R =0

Der erste Therm in der zweiten Darstellungsm&glichkeit folgt aus
Gl. (A.1). Die beiden Ergebnisse lassen sich wie folgt durch die

Gl. (A.7) ausdriicken, wenn dort t=TS gesetzt wird.
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23 {dim(Ts) B k‘; dmrk(TS)] oo m=12,. (A.8b)

n=0,1,... .
Aus dem Vergleich der Ergebnisse der Gl. (A.8a) und Gl. (A.8b)

erhdlt man den folgenden Zusammenhang:

n-1
d, on (€)= dop(E) - kgo Ay (t) , m=1,2,... (a.9)
n=0,1,...

mit i (+) = 0 fiir j<i.
T
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Die Integration dieser Gleichung lber das Intervall Tg ergibt

unter Verwendung der Gl. (A.1)

I 1
dm,zn(TS) =Tg -ﬁ.‘]— g;t) dz(ﬂ-ﬂ) (TS

mit i' (+) = 0 fir j<i.
i

und Gl. (A.2)

n-1 T
) - k;“b qxTg) » m=

n

1,2,...
O,1,...

(A.10)

Alle abgeleiteten Beziehungen lassen eine rekursive Berechnung

der einzelnen GrdBen zu.



