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Summarz

There is little known about waiting problems arising in multi-
stage link systems. This study deals with link systems where
incoming calls can wait in front of the multiples of the first
stage. The number of calls in these queues are assumed to be
not limited.

For Poisson input the probability of dealy and the mean waiting
time are approximately derived. The results of these formulea
are compared with artificial traffic trials.

For two-stage link systems without groupselection a method

is developed which can be used to calculate call congestion
in systems with loss as well as the mean waiting time and the
probability of delay in systems with waiting.

A large number of methods is known for calculating time conge-

stion and call congestion occuring in multistage link systems 2.
with loss. It will be shown how some of these methods can be

generalised and applied to link systems with waiting.

A part of this study is published in the Prebook of the
6th International Teletraffic Congress 1970.

Ubersicht

Uber die Behandlung von Warteproblemen, welche in mehrstufigen
Linksystemen auftreten, ist wenig bekannt. In dieser Arbeit
werden Linksysteme betrachtet bei denen einfallende Anrufe

vor den Koppelvielfachen der ersten Stufe warten kénnen. Dabei

wird angenommen, daB die Anzahl der Anrufe in den Warteschlangen
nicht begrenzt ist. 3.

Flir Poisson~Angebot wird die Wahrscheinlichkeit und die mittlere
Wartezeit auf Grund von Ndherungsannahmen abgeleitet. Die Er-
gebnisse dieser Beziehungen werden mittels Simulation Uberprift.

Flir zweistufige Systeme mit Mischwahl wird ein Verfahren ange-
geben mit dem man sowohl die Verlustwahrscheinlichkeit bei Ver-
lustsystemen als auch die Wartewahrscheinlichkeit und die mittlere
Wartezeit bei Wartesystemen berechnen kann.

Es sind eine ganze Reihe von Methoden bekannt mit denen man Zeit-
blockierung und Verlust bei mehrstufigen Linksystemen berechnen
kann, falls diese als Verlustsysteme arbeiten. Hier wird gezeigt,
wie einige dieser Verfahren erweitert und zur Berechnung von
Wartesystemen verwendet werden k&nnen.

Ein Teil dieser Arbeit ist verdffentlicht im Prebook of the 6th 5.
International Teletraffic Congress 1970.
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1. Allgemeines

1.1 Einleitung

Zur Einsparung von Koppelpunkten fiir Verbindungen zwischen
Fernsprechteilnehmern werden h&ufig mehrstufige Koppelanord-
nungen mit konjugierter Durchschaltung verwendet. Solche mehr-
stufige Kopplungsanordnungen werden Linksysteme genannt. Ein
Anruf wird nur dann durchgeschaltet, wenn sicher ist, dag di=
Verbindung liber a 1 1 e Stufen durchgefithrt werden kann.
Eine konjugierte Wahl vermeidet Belegungen von Koppelstufen
durch Verbindungswiinsche, von denen in der Zeit des stufen-
weisen Verbindungsaufbaues nicht bekannt ist, ob iilber a 1 1 e
Stufen durchgeschaltet werden kann.

In Vermittlungssystemen, die als Wartesysteme arbeiten, werden
Anrufe, die nicht sofort durchgeschaltet werden k&nnen, auf
Wartepldtze verwiesen. Von dort aus werden diese Rufe bedient,
sobald ein freier Verbindungsweg vorhanden ist. In Verlust-
systemen dagegen werden solche Rufe abgewiesen.

In dieser Arbeit werden Linksysteme mit Wartespeichern unter-
sucht. Schon bei Linksystemen, die als Verlustsysteme arbei-
ten, filhrt die verkehrstheoretische Betrachtung des zugehSri-
gen stationdren stochastischen Prozesses zu sehr groSen
linearen Gleichungssystemen, die bei praktisch verwendeten
Systemen nur in ganz speziellen Sonderf#llen mit einem Digi-
tal-Rechner gel&st werden k&nnen, in Wartesystemen sind ent-
sprechende Gleichungssysteme noch gr&Ber. Bereits eine ein-
stufige Koppelanordnung mit 3 Abnehmerleitungen und jeweils

4 Wartepldtzen vor 3 Zubringerteilgruppen,von denen jede k = 2
Abnehmerleitungen erreicht, ergibt ein System mit 132 Unbe-
kannten (vgl. [1]). Deswegen mufl nach vereinfachenden Model-
len gesucht werden, deren Eigenschaften eine theoretische Be-
handlung und eine numerische Auswertung mit Digitalrechnern
noch mit tragbarem Aufwand zulassen, andererseits jedoch das

vorgegebene praktische System noch geniigend genau nachbilden.

Diese Ubereinstimmung kann durch Simulation des Systems und
seines Fernsprechverkehrs auf einem Digital-Rechner nachge-
prift werden.

In der vorliegenden Arbeit werden solche Modelle beschrieben.
Die interessierenden Verkehrsgrdfen werden berechnet und mit
Simulations-~Ergebnissen verglichen.

1.2 Die mehrstufige Koppelanordnung mit
konjugierter Wahl ("Linksystem")

Fernsprechwdhlnetze bestehen aus Leitungsbiindeln, die iiber
Wéhlknotenpunkte miteinander verbunden sind. In einem Wihl~
knotenpunkt werden durch Steuerglieder ankommende Leitungen

zu freien Teilnehmern oder auf freie Leitungen bestimmter Ab-
nehmerbiindel durchgeschaltet.

Koppelanordnungen k&nnen einstufig oder mehrstufig sein. In
mehrstufigen Koppelanordnungen werden Verbindungen iiber meh-
rere Koppelpunkte gefiihrt.

Den Eingdngen einer Koppelanordnung wird der Verkehr iiber Zu-
bringerleitungen angeboten. Am Ausgang einer Koppelanordnung
sind weiterfiihrende einzelne Abnehmerleitungen oder Leitungs~-
bliindel angeschlossen, Jede der Leitungen aus einer Zubringer-
gruppe fihrt zu e i n e r Schaltanordnung, einem sogenannten
Koppelvielfach. Jedes Koppelvielfach hat i Ein-
gangsleitungen und k Ausgangsleitungen. Der Aufbau des Koppel~
vielfaches ist so, daB jede der i Eingangsleitungen mit jeder
gewlinschten Ausgangsleitung verbunden werden kann, falls diese
nicht schon belegt ist. Bild 1.1 zeigt eine mehrstufige Koppel-
anordnung mit Wartepldtzen vor den Zubringergruppen.
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Bild 1.1 Mehrstufige Koppelanordnung

In Bild 1.1 sind folgende Bezeichnungen verwendet:

i2'i3""'is Eingdnge je Koppelvielfach der Stufe 2,3,...,s

kl'k ,...,kS Ausgdnge Jje Koppelvielfach der Stufe 1,2,...,s

2
9yr9preer9g Koppelvielfache in Stufe 1,2,...,;8
n_. Anzahl der Abnehmerleitungen im Blindel r
s Anzahl der Stufen

1.3 Mischungen

Es gibt Fdlle, wo aus wirtschaftlichen und technischen Griin-
den nach einer oder mehreren Stufen eines Linksystems Mischun~
gen eingebaut sind. Als Mischung (Mischplan) bezeichnet man

das Schema, das angibt, in welcher Weise die Eingangsleitungen
einer Koppelanordnung mit den abgehenden Leitungen verbunden
werden. Bei einstufigen Koppelanordnungen bedeutet die Erreich-
barkeit k Jjene Anzahl aus den n Abnehmerleitungen, die von

e i ner Zubringerteilgruppe aus erreichbar sind. Bei idea-
len Mischungen (Erlangmischung) ist die Anordnung der Abnehmer-
leitungen so, daB von jeder Zubringerteilgruppe eine andere
Kombination von k Abnehmerleitungen aus dem gesamten Blindel

von n Abnehmerleitungen erreicht werden kann. Dazu sind g = (i)

Zubringerteilgruppen ndtig.
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Bild 1.2 zeigt einen sehr einfachen Mischungsplan einer idea-

len Mischung.

1 2 3 Nummer der Zubringerteilgruppe
1 2 3
3 1 2 Nummer der Abnehmerleitung

I

Bild 1.2 Ideale Mischung mit g = 3 Zubringergruppen,
n = 3 Abnehmerleitungen und der Erreichbarkeit k = 2.

Bei der Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeit fiir "x Ab-
nehmerleitungen der Mischung belegt" muf bekannt sein, mit
welcher Wahrscheinlichkeit ein neu eintreffender Ruf in einer
bestimmten Zubringerteilgruppe keine freie Abnehmerleitung
mehr findet. Wegen des speziellen Mischungsplanes der "idealen
Erlangmischung" sind bei einer Belegung von x Abnehmerleitun-
gen stets genau (;) Zubringerteilgruppen fiir die Durchschal~
tung weiterer Rufe gesperrt. Das Verh&dltnis der gesperrten Zu-
bringerteilgruppen zu allen (E) Zubringerteilgruppen nennt man
Sperrwahrscheinlichkeit o(x).

)

o(x) = — (1.1)
()
k

Fir die in der Praxis auftretende Zahl von Abnehmerleitungen
und den verwendeten Erreichbarkeiten k wiirde die Zahl der

9; = (2) Zubringerteilgruppen fiir ideale Mischungen zu groB
werden. Es werden deshalb andere Mischungen verwendet, die
nach aus der Erfahrung gewonnenen Vorschriften so aufgebaut
sind, daB sie ein vorgegebenes Verkehrsverhalten der Koppel-
anordnung erreichen (z.B. m&glichst kleiner Verlust bei einer
vorgegebenen Verkehrsleistung, Erreichbarkeit und
Leitungszahl).



Flir solche nicht-idealen Mischungen kann im Falle eines Ab-
suchens ohne Nullstellung zur Berechnung der Sperrwahrschein-
lichkeit ndherungsweise angenommen werden, daB alle (2) Be~
legungsmuster im Zustand x Leitungen belegt, mit gleicher
Wahrscheinlichkeit auftreten. Mit dieser N&herungsannahme er-
gibt sich die Sperrwahrscheinlichkeit zu

e
o(x) = x;k = —%— (1.2)
&) (0

Im Falle geordneten Absuchens treten diese Belegungsmuster
nicht mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf. Man kann die Glei~
chung (1.2) dann ebenfalls anwenden, wenn der Erwartungswert
von o (x) fir alle (Z) Belegungsmuster mit ausreichender Ge-
nauigkeit die Beziehung (1.2) erfiillt.

1.4 Beschreibung des Linksystems mit Warten

Es wird ein reines Wartesystem betrachtet, d.h. daB zu keinem
Zeitpunkt ein Ruf wegen Mangel an Wartepldtzen abgewiesen wer-
den muB. Vor jeder Zubringerteilgruppe des Linksystems sei
demnach eine (praktisch) unbegrenzte Anzahl von Wartepldtzen
vorhanden. Rufe, die nicht sofort vermittelt werden kénnen,
werden bei Eintreffen in eine Warteschlange eingereiht und
verweilen dort so lange, bis ihre Durchschalteforderung er-
flillt werden kann. Es k&nnen 9 parallele Warteschlangen ent-
stehen (vgl. Bild 1; Seitell). Der Ubergang von einer Warte-
schlange zu einer andern soll nicht m&glich,und die Abferti-
gungsreihenfolge aus diesen 9, Warteschlangen soll zufdllig

sein. Sobald ein Pfad von allen oder einem Teil der wartenden

Rufe liber Zwischenleitungen der Koppelanordnung zu einer freien

Abnehmerleitung der gewilinschten Richtung verfigbar ist, wird
einer der wartenden Rufe bedient.

1.5 Voraussetzungen iiber den Fernsprechverkehr

zahlreiche Messungen des Verkehrs im &ffentlichen Fernsprech-
netz wihrend der Hauptverkehrszeit (der Zeit mit dem stirksten

- 14 -

Tagesverkehr) haben gezeigt, daf hier das folgende mathema~
tische Modell (Zufallsverkehr 1. Art) mit der Wirklichkeit
gut libereinstimmt.

(a) Der Verkehr in der betrachteten Koppelanordnung
befindet sich im stationiren Zustand (im "stati-
stischen Gleichgewicht"). Die Zustandswahrschein~-
lichkeiten der Koppelanordnung sind zeitinvariant.
Demzufolge dndert sich die Anzahl der im Mittel

belegten Leitungen in dem betrachteten Zeitraum
nicht.

(b) Die Wahrscheinlichkeitsdichte cA fir das Eintreffen
eines Rufes ist konstant, ist also unabhéngiqg von
der Zeit und der Anzahl der momentan bestehenden
Belegungen der Koppelanordnung.

(c) Die Wahrscheinlichkeitsdichte l/tm fir das Endigen
einer Belegung ist konstant, d.h. sie hidngt nicht
davon ab, wie lange die Belegung schon bestanden
hat. Dies fithrt zu einer negativ exponentiellen
Verteilung der Belegungsdauern.

P(>t) = et

1.6 Die einstufige Koppelanordnung als Wartesystem

Flir eine einstufige Koppelanordnung mit unvollkommener Erreich-
barkeit wird auf die Ergebnisse von M. Thierer [4], (5] zurtick~
gegriffen: Fiir die Ableitung der interessierenden Verkehrsgré-
Ben wird dort von folgenden Voraussetzungen ausgegangen:

(a) Das Angebot A (Zufallsverkehr 1. Art) verteile
sich gleichm#dBig auf alle Zubringerteilgruppen.

(b) Die Mischung der Koppelanordnung sei entweder
eine ideale Erlangmischung oder eine nicht
ideale Mischung, deren Durchlasswahrscheinlich~
keiten in guter N&herung gleich = Jjener einer
idealen Mischung sind.
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(c) Keiner der Wartenden verzichtet wegen zu langen
Wartens.

(d) Kein Ruf wird wegen Mangel an Wartepldtzen ab-
gewiesen.

Bei der Ableitung der Zustandswahrscheinlichkeiten werden nur
die z Wartenden des g e s am t e n Systems betrachtet. Es
wird nicht unterschieden, vor welcher Zubringerteilgruppe ge-
wartet wird.

Der Ansatz fiir das "statistische Gleichgewicht" fiir einen Zu-
stand z Wartende und x Leitungen belegt {x,z} fiihrt auf fol-
gendes Zustandsdiagramm:

{x+1,z}

i

{x,z=-1} = {x,z} == {x,z+1}

|

{x~1,z}

Bild 1.3 Der Zustand {x,z} und seine Nachbarzustinde

Flir die Zustdnde {x,z} ergibt sich daraus ein lineares Glei-
chungssystem. Weil die Zahl der Wartepldtze nicht beschrédnkt
ist, ergeben sich unendlich viele Unbekannte p(x,z). Zur
L&sung wird ein Modell fiir die Koppelanordnung vorausgesetzt,
fiir das folgendes gilt: Im statistischen Gleichgewicht ist die
Wahrscheinlichkeit fiir das Verschwinden eines Zustandes {x,z}
durch Enden einer Belegung gleich der Wahrscheinlichkeit fiir
das Entstehen dieses Zustandes {x,z} infolge eines neuen Rufes.

Nach Thierer [4] ergibt sich daraus die Wahrscheinlichkeit p(x),

daB x Abnehmerleitungen belegt sind zu (siehe auch Anhang 1):

16 -
x-1
n u(i)
E: a¥X . 1;0
x=k 1T o -2
i=1
X=-1
n u(i)
1+ E: a¥ i=0
X
=1 T o) -m)

In der Beziehung (1.3)

-
i
fun

fiir p(x) tritt die Anzahl der
wartenden Rufe nicht auf. In der Gleichung (1.3)

ist

(1.3)

p(x) die Durchlasswahrscheinlichkeit. Sie ergibt sich aus:

uix)

1 - o(x)

(1.4)



2. Zweistufige Mischwahl

Die Koppelanordnung besteht aus zwei Stufen. Die Einginge der
1. Stufe sind unterteilt in 9, Zubringerteilgruppen. Jeweils
eine Zubringerteilgruppe fiihrt auf eines der 9y Koppelvielfache
der ersten Stufe.

Jedes Koppelvielfach der ersten Stufe habe k1=g2 Ausgédnge. Die
Verbindungen zwischen den beiden Stufen, die Zwischenleitun-
gen, sind so angeordnet, daB8 von jedem Koppelvielfach der

1. Stufe alle Koppelvielfache der 2. Stufe mit jeweils einer
Leitung erreichbar sind. Alle Ausgsnge der 2. Stufe fithren in
dieselbe Richtung. Bei einem Anruf werden die Ausginge eines
Koppelvielfachs nach freien Leitungen so abgesucht, daB kein
Ausgang bevorzugt wird. Dieses zufdllige Absuchen entspricht
der Funktion eines Wihlers ohne Nullstellung. Bild 2.1 zeigt
eine 2-stufige Koppelanordnung fiir Mischwahl

. 1
Wartepldtze |

Y

Bild 2.1 Zweistufige Mischwahl

Zur Ableitung der interessierenden Verkehrsgrdfen werden nun
folgende Bezeichnungen eingefiihrt (vgl. Bild 2.1):

ca Anrufdichte der Zubringerteilgruppe i
i
Ai =Cp - tm Angebot der Zubringerteilgruppe i
i
n Zahl der Abnehmerleitungen
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X Anzahl der belegten Abnehmerleitungen
i Anzahl der belegten Zwischenlei-~

tungen in cder Zubringerteilgruppe i

p(x) Wahrscheinlichkeit fiir"x Abnehmerlei-
tungen belegt”

p, (x,) Wahrscheinlichkeit fir"x; Zwischenlei-
tungen in der Zubringerteilgruppe i
belegt'

p(xl,xz,...,x ) Wahrscheinlichkeit fiir den Zustand

91
{xl,xz,...,xgl}

Es wird nun zunichst ein neues Ndherungsverfahren fiir Verlust-
systeme abgeleitet. Darauf aufbauend wird dieses Verfahren ver-
allgemeinert filir Wartesysteme. Zur Beschreibung der beiden Sy-
steme werden die Zustandsgleichungen abgeleitet. Dabei zeigt
sich, daB die Zahl der zu unterscheidenden Zustinde schon bei
kleineren Systemen verhdltnismé&Big groB ist. Durch ein Itera-
tionsverfahren, bei dem fiir n Abnehmerleitungen nur (n+1) Un-
bekannte auftreten, erlaubt das Verfahren auch gréBere Systeme
numerisch zu berechnen. Die abgeleiteten Zustandsgleichungen
fiir Verlustsysteme lassen sich so umformen, daB sie dieselbe
rekursive Form erhalten,wie sie fiir einstufige Koppelanordnun-
gen mit unvollkommener Erreichbarkeit aus der Literatur be-
kannt sind. Dasselbe gilt fiir Wartesysteme.

Vergleicht man die Herleitung beider Beziehungen, so stellt man
fest, daB beim Ubergang vom Verlustsystem auf das Wartesystem
die Beziehung der Zustandsgleichungen fiir die l-stufige Koppel-
anordnung im Verlustsystem ersetzt werden mupf durch die
entsprechende Form des Wartesystems.

Dieses Prinzip der Verallgemeinerung kann - wie anschlieBend
gezeigt wird - auch auf andere aus der Literatur bekannte Ver-

fahren zur Berechnung der Verkehrsgréfen von mehrstufigen Ver-
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lustsystemen mit konjugierter Wahl angewendet werden. Die Ge-
nauigkeit der so gewonnenen Methoden filir die Berechnung von
Wartewahrscheinlichkeit und mittlerer Wartezeit von mehrstufi-
gen Wartesystemen wird in den folgenden Abschnitten unter-
sucht.

2.1 Betrieb als Verlustsystem

Im System nach Bild 2.1 seien zundchst keine Wartepl&dtze vor-
handen. Die Koppelanordnung arbeitet damit als Verlustsystem.
Die Berechnung von VerkehrsgrdBen flir Systeme mit zweistufiger
Mischwahl ist bereits in mehreren Arbeiten behandelt worden.
Von K. Kiimmerle [18] sind u.a. solche Verfahren zusammenge-

stellt und miteinander verglichen worden.

Die exakten Verfahren fithren auf sehr groBe Gleichungssysteme,
deren Aufldsung mit Digitalrechnern nur fiir kleine Systeme
gelingt. Flir in der Praxis vorkommende Systeme miissen fast aus-
schlieBlich N&herungsverfahren verwendet werden. Diese gehen
von bestimmten Modellvorstellungen aus, welche die Zusammen-—
hinge der Verkehrsgr&Ben innerhalb der Koppelanordnung genii-
gend genau approximieren, jedoch eine vereinfachte Berechnung
erlauben. Die systematische Analyse der N&herungsverfahren
durch K. Kimmerle [17], [18] ergab, daB Niherungsverfahren,
welche hinreichend genaue Ergebnisse liefern, die folgenden
Zusammenhidnge nur teilweise oder {iberhaupt nicht beriicksich-

tigen miissen:

(a) Die gegenseitige funktionelle Abhingigkeit zwischen
den Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Zwischen-
leitungen und der Abnehmerleitungen.

(b) Die statistische Abhingigkeit zwischen den Bele-
gungszustdnden der Zwischenleitungen und der Ab-
nehmerleitungen.

In diesem Abschnitt wird ein neues Verfahren hergeleitet, das

N&herungsannahmen nach (a) und (b) vermeidet. Dieses ist fiir
bestimmte Strukturen exakt, fiir andere ergibt es ausgezeich-

nete Ndherungsldsungen. Als einzige Niherung wird angenommen,
daB die Verteilungen p, (X,),p,(x,),...,p_ (x_ ) der Belegungen
1'71 272 g9y 79;
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in den Zubringerteilgruppen 1,2,...,gl voneinander unabhdngig
sind. Mit dieser Voraussetzung kann die L&sung fiir das Ver-
lustsystem (und Wartesystem) hergeleitet werden. Dabei treten
weit weniger Zustdnde im System auf, die unterschieden werden
miissen, als bei einer exakten L&sung nach G. Basharin [11].
Vergleiche mit Simulation und dem exakten Verfahren haben ge-
zeigt, das mit obiger Voraussetzung auBerordentlich gute Er-
gebnisse gewonnen werden. Der Rechenaufwand kann jedoch unter
Umstédnden auch hier erheblich sein und die Berechnung grdB8erer
Systeme ausschliefen.

2.1.1 Ein neues Verfahren mit Zustandsgleichungen (ZBMV)

Bei der Ableitung der Zustandsgleichungen wird vom “statisti-
schen Gleichgewicht" ausgegangen. Dabei miissen die Wahrschein-
lichkeiten flir die Ende-Ubergdnge a u s dem Zustand

{% /% ,000,x_ }
1772 94
und die Einfall-Uberginge
i n den Zustand {xl,xz,...,qu}

flir alle mdglichen Nachbarzustdnde betrachtet werden. Diese
Zustédnde kann man sich auf einen gl—dimensionalen Zustandsraum
abgebildet denken.

{xl,xz,...,xgl}

// \\

{x1+1,x2,...,xgl} . _ ) {xl,xz,...,xgl+1}

Bild 2.2 Der Zustand {xl’XZ""'Xg } und seine

Nachbarzustdnde 1
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Die Wahrscheinlichkeit, mit welcher der Zustand {xl,xz,...,x }

91
auftritt, sei p(xl,xz,...,xgl).
9
Im Zustand {XI'XZ""’Xgl} sind x = j{: X Abnehmerleitungen
belegt. i=1

A) Ubergdnge, bei denen der betrachtete Zustand

{Xl’XZ""'xi""'xgl} verschwindet.

a) Der Ubergang vom Zustand {xl,xz,...,xi,...,xg } in den
1

Zustand {xl,xz,...,xi~1,...,xg 1.
1
Die Wahrscheinlichkeiten fiir das Bestehen

des Zustandes {xl,xz,...,xi,...,xgl}
und das Ubergehen in
den Zustand

{xl,xz,...,x.—l,...,x }

i 9,
bei Enden einer der Xy Belegungen im Intervall (t,t+6t)
ist

St
p(xl,xz,...,xi,...,xgl) Xy ;— + o(é8t) (2.1)
™
. . . -t/t
Der Faktor 1/tm ist die Endedichte der Vert. P(>t) = ¢ m . In
Gleichung (2.1) sind in der Funktion o(8t) alle Glieder hoherer

Ordnung von §t enthalten. Beim Grenzilbergang &t + o geht auch
o(ét) » o.

b) Der Ubergang vom Zustand {xX,,X.,...,X.,...,%x_ } in
1772 i 9,

den Zustand {xl,xz,...,xi-f-l,...,xg }.
1
Die Wahrscheinlichkeit flir das Bestehen des Zustandes

{XI'XZ""’Xi""'Xg } und das iibergehen in den Zustand
1

{xl,xz,...,xi+1,...,xg } durch Einfall eines Rufes in das i-te
1
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Koppelvielfach der ersten Stufe im Intervall (t,t+st) ist

(2.2)

p(xl,xz,...,xi,...,xgl)»ul(xl,xz,..,,xi,...,xgl)-cAidt+o(6t)

Dabei ist die Durchlasswahrscheinlichkeit By (x jree X

Pr¥gre Xy
jene Wahrscheinlichkeit, mit der ein in das Koppelvielfach i
einfallender Ruf im Zustand {xl,xz,...,xi,...,x } durchge-
schaltet werden kann. Falls die Durchschaltung lfiir diesen
Belegungszustand mdglich ist, hat Hy den Wert 1, sonst ist

Ul = 0,

B) Ubergdnge, bei denen der betrachtete Zustand
{xl,xz,...,xi,...,xg } entsteht.
1

a) Der Ubergang vom Zustand {xl,xz,...,xi-l,...,x }
91

in den Zustand {xl,xz,...,xi,...,x }.

91

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Bestehen des Zustandes
{xl,xz,...,xi-l,...,xgl} und das Ubergehen in den Zustand

{xl,xz,...,xi,...,x } bei Einfall eines Rufes in das i-te

£
Koppelvielfach der ersten Stufe im Intervall (t,t+6t) ist

(2.3)

p(xl,xz,.Q.,xi—l,...,xgl)ul(xl,xz,...,xi—l,...,xgl)cAiét+o(6t)

b) Der Ubergang vom Zustand {xl,xz,...,xi+l,...,x }

in den Zustand {xl,xz,...,x.,...,x }.

i 9,
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Bestehen des Zustandes

{Xl’xz"'°’xi+l”"’xg } und das HYbergehen in den Zustand
1

{xl,xz,...,xi,...,x } durch Enden einer der (x,+1) Belegungen
91 1

91

)
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im Intervall (t,t+6t) ist

St
p(xl,xz,...,x2+1,...,xgl)(xi+1) E; + o(8t) (2.4)

C) Das_statistische Gleichgewicht

Fiir jeden Zustand {xl,xz,...,xgl} gilt im statistischen

Gleichgewicht, daB die Summe der Ubergangswahrscheinlich-
keiten von diesem Zustand in alle Nachbarzustdnde gleich der
Summe der Ubergangswahrscheinlichkeiten von den Nachbarzu~
stadnden in diesen Zustand ist. Bei den bisher betrachteten
bergédngen wurde immer nur ein Koppelvielfach i betrachtet.
Fir das statist§§che Gleichgewicht muB iiber alle i summiert
werden.

Aus den Gleichungen (2.1), (2.2) und (2.3), (2.4) ergibt sich

t

E: p(xl,xz,...,xi,...,qu)~xi-E; (2.5)
i=1
91

p(xl,xz,...,xi,...,xg )ul(xl,xz,---.xi,--.lxg )cA_6t+o(6t)
=1 1 Lol
91

p(xl,xz,...,xi-l,...,xg )ul(xl,xz,...,xi—l,...,xg )cA_dt
=1 1 1 i
91

St
E: p(XI’XZ’""xi+1”"’xg1)'(Xi+l)'E; + o(8t)

i=1
Wegen der Voraussetzung der Unabh&ngigkeit aller pi(xi) gilt

p(xl,xz,...,xgl) = pl(xl)-pz(xz)...pgl(xgl) (2.6)
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Mit Gleichung (2.5) und (2.6) kann gezeigt werden, daB die
tbergdnge

——
{Xl'XZ""’Xi""’Xgl}““{Xl’XZ""’xi+l""’xgl}

gleichwahrscheinlich sind (siehe Anhang 2).
Dasselbe gilt fir die Ubergidnge

{xl,xz,...,xi,...,x | {xl,xz,...,xi-l,...,x }

91 91

Die Gleichung (2.5) 1l&8t sich damit wesentlich vereinfachen.

Benlitzt man noch die Beziehung

g
1
p(xlrxzr- "lxil' '.'Xgl) ’Xi'—’P(XerZ, . --rxg ) x (2.7)

e 1

i=1
9

mit x = E: X, ,x £ 1., S0 liefert (2.5) durch den Grenziiber-
i=1

gang §t » O die folgende Beziehung fiir die Zustandsgleichungen:

p(xl,xz,...,xi,...,xgl)'x=
(2.8)

91
EZjp(xl,xz,...,xi-l,...,xgl)-ul(xl,xz,...,xi—l,.,.,xgl)Ai
i=1

Ai ist das Angebot fiir die i-te Zubringerteilgruppe. Es er-
gibt sich aus Ai = cAitm‘

Die Beziehung (2.8) ist ein lineares Gleichungssystem, das
sich mit bekannten Methoden auf einem Digitalrechner l3sen
188t. Man erh&dlt als LSsung die Zustandswahrscheinlichkeit

P(XI'XZ""’Xg )} und kann damit die interessierenden Ver-
1

kehrsgrt8en bestimmen.

Schon bei verhdltnismédBig kleinen Systemen ist die Anzahl
der zu betrachtenden Zust&nde so groB8, da8 man gezwungen ist,



- 25 -

Symmetrie-Eigenschaften auszunilitzen. Im folgenden wird beschrie-
ben, wie der Grad des Gleichungssystems durch Ausniitzen der
Symmetrie-Eigenschaften erheblich reduziert werden kann.

D) Reduzierung der zu betrachtenden Zustinde durch Symmetrie

Sind im Zustand {xl’XZ""'xi""'Xgl} alle x5 gleich, so gibt
es nur e i n e =zugehdrige Anordnung der x5 auf den 9; Zubringer-
teilgruppen. Falls jedoch alle xy verschieden sind, so gibt es

insgesamt gll solche Anordnungen {xl,xz,...,xi,...,xg }, die
1
sich nur durch eine andere Permutation der Xy unterscheiden.

Wegen des symmetrischen Aufbaues der Mischw.-St. und gleichem Ai nach
Bild 2.1,sind jedoch alle pi(xi) gleich, also

py (%) = pPy(x;) = ... = pgl(xi) (2.9)

Damit treten alle gl! Permutationen der Zustdnde

{xl,xz,...,xi,...,xg } mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf.
1

Fir alle gt Belegungsmuster, welche dasselbe gl-Tupel aus
unterschiedlichen Belegungen Xy enthalten, reduziert sich
also die zu betrachtende Anzahl der Zustdnde von gl! auf 1.

Gibt es innerhalb der Zubringerteilgruppen aj Klassen mit
gleichem X;r SO treten

91!
a,lta,t...a,!
1772 3

verschiedene Zustdnde mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf,
die sich nur durch die Anordnung der Xy unterscheiden.

Niitzt man die angegebenen Symmetrie-Eigenschaften aus, so
188t sich die Anzahl der zu unterscheidenden Zustinde und
damit der Grad des zugehdrigen linearen Gleichungssystems
erheblich reduzieren.
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In der folgenden Tabelle ist die noch verbleibende Anzahl
von Zustédnden einiger Systeme gegenilibergestellt:

Zahl der Zustdnde Zahl der Zustidnde
nach der bei exakter
9; k; 9, k, | Reduzierung Lésung (vgl.[11]7,[123)
10 3 3 2 15 33
6 3 3 2 15 33
4 2 2 3 10 17
3 2 2 2 8 9
6 3 3 5 76 > 10°

Tabelle 2.1 Anzahl der Zustinde fiir kleinere Systeme

Aus der Tabelle 2.1 erkennt man, daB bei gr&Beren Systemen
die Zahl der Unbekannten so stark ansteigen kann, daf trotz
Ausnlitzung der Symmetrie~Eigenschaften die L&sung des zuge~

hdrigen Gleichungssystemes mittels Digitalrechnern infrage
gestellt ist.

E) Die Verlustwahrscheinlichkeit

Aus dem linearen Gleichungssystem (2.8) erhilt man durch Auf-
18sen mittels Digitalrechner die Zustandswahrscheinlichkeiten
p(xl,xz,...,xq ). Die in dem Gleichungssystem (2.8) auftre-

1
tenden Durchlasswahrscheinlichkeiten ul(xl,xz,...,x ) sind

1
mittels eines speziellen Unterprogrammes bei der numerischen

Auswertung verhdltnismdBig einfach zu bestimmen, vgl. Ab~
schnitt 2.1.2.

Mit der Durchlasswahrscheinlichkeit und den Zustandswahrschein-

lichkeiten 148t sich die Verlustwahrscheinlichkeit B berech-
nen:
ky 9y

ky K

1
x;O xfO ngO i=!

9
mit X, = X £ n
; i

i=1

(2.9a)
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Das hier abgebildete Verfahren zur Berechnung der Verlust-
wahrscheinlichkeit von Linksystemen mit zweistufiger Misch-
wahl sei mit ZBMV bezeichnet (Zustandsgleichungen zur Be-
rechnung zweistufiger Mischwahl als Verlustsystem).

Im ndchsten Abschnitt werden die nach ZBMV gewonnenen Ver-
lustwahrscheinlichkeiten (vgl. Tabelle 2.1 und 2.2) von zwei
kleineren Systemen den Ergebnissen der exakten L8sung nach
G. Basharin [11] und der im n&chsten Abschnitt abgeleiteten
Iterationsmethode gegeniibergestellt. Ein Vergleich beider
Verfahren ergibt eine auBerordentlich gute Ubereinstimmung
mit den exakten Werten.

2.1.2 Eine neue iterative L&sung (IBMV)

Im folgenden wird eine iterative Ldsung zur Berechnung der
Zustandswahrscheinlichkeiten entwickelt. Das Verfahren fiihrt
bei n Abnehmerleitungen auf ein nichtlineares Gleichungs=-
system mit (n+1) Unbekannten. Es wird ein Algorithmus ange-
geben, nach dem dieses System iterativ geldst werden kann.

Kennt man aus den Zustandsgleichungen (2.8) die Zustands-
wahrscheinlichkeiten p(xl,xz,...,xg ), so ergibt sich die
1

Wahrscheinlichkeit"x Abnehmerleitungen belegt"aus folgen-
der Summation:

kl kl kl
p(x) = S ) p(xl,xz,...,xg ) (2.10)
X,=0 X.,=0 X =0 1
1 2 9;
93
und der einschrédnkenden Bedingung x = E: Xy /X £ n
i=1

Mit dieser Einschrankung werden in Gleichung (2.10) nur

solche Muster zugelassen, die einen Beitrag zu p(x) leisten.

Flihrt man die Summation von Gleichung (2.10) auf beiden
Seiten von (2.8) durch, so ergibt sich
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ki K kg
pix)x = E Z g Z p("p"zaw"i“:-~""gl)’ﬁ("i-"z:-'-a"i"r--r"g,)'Ai {2.11)
x,=0 x,=0 xg‘:O i=1
91
mit der einschrinkenden Bedingung x = 2: LI
i=1

Erweitert man Gleichung (2.11) auf der rechten Seite mit
A-p(x~1) und fiihrt auBerdem noch die pauschale Durchlass-
wahrscheinlichkeit u(x) ein, so erh#lt man

p(x)x = Ap(x-1)-u(x~1) (2.12)

Die pauschale Durchlasswahrscheinlichkeit ergibt sich da-

bei zu
ki Ky ky Gy
Z Z Z Zp(x,,xz,m,xi,“.,xgj)'pi(x‘,xz,...,x;,..,,xgi)-A;
x=0 x50 xg1=0 i=1
pix)=
ki ok ks
A {%y,%5,...,%q.)
D)y g (213)
x=0  x,=0 xg=0
91
mit der einschrdnkenden Bedingung x = E: X, - Wie in
i=1

Gleichung (2.9) kann mit der Unabhdngigkeitsvoraussetzung
fir pi(xi) die Zustandswahrscheinlichkeit p(xl,xz,...,x )

91
auch als Produkt von z.B. pl(xi) geschrieben werden.
9
p(xl,xz,...,xi,...,xgl) = TT' pl(xi) (2.13a)
i=1

Mit der in (2.13) definierten pauschalen Durchlasswahr-
scheinlichkeit nimmt Gleichung (2.12) die gleiche Form an

wie bei einer einstufigen Koppelanordnung. Bei einer ein-
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stufigen Koppelanordnung ermittelt man die Durchlass-
wahrscheinlichkeit p(x) als das Verhdltnis der gesperrten
Belegungsmuster zu allen m&glichen Belegungsmustern
(siehe Abschnitt 1.3, Seite 11).

Die hier definierte Beziehung fiir u(x) kann man so inter-
pretieren, daB die Musterwahrscheinlichkeiten p(x
mit den zugehSrigen Durchlasswahrscheinlichkeiten

XoroaeorX )
172 9

U, (X, ,%5,.--,%X_ ) und den Teilangeboten A, gewichtet sind.
177172 9y i
Nach Voraussetzung sind alle pi(xi) voneinander unabhingig.

Wegen Symmetrie und gleichverteiltem Angebot Ai = A/gl sind

alle pj(xi) gleich (1,2,...,j,...,g1), siehe Gleichung (2.9),(2.13a).
Die Zustandswahrscheinlichkeiten des Abnehmerbiindels lassen
sich deshalb als Funktion von pl(xi) angeben.

1

g
p(0) pl(O)

9,-1
p(l) = g,°p; () py (1)

gl-l ql!
p(2) = g,-p; (0) py(2) +
(91—2)!2!

g,-2
“pye b e ()2

Umgekehrt lassen sich alle pl(xi) als Funktion von p(x) an-

geben.

91
p; (0) = =X {p(0)

(2.14)
(1) = L - p(1)
g1 -P, (0)
g,! 9,2
p,(2) = - - . p@ ' ep 2
1 9,71 (g,-2) 121
g,-Py (0) 1
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Bei bekannter Verteilung p(x) lassen sich nacheinander alle

pl(xi) bestimmen. Damit 148t sich nun folgender Algorithmus
angeben:

(1) Die Verteilung p(x) wird angenommen
z.B. Erlang-Verteilung

(2) Mit Gleichung (2.14) wird pl(xi) ermittelt

(3) Bei bekannten pl(xi) 148t sich u(x) nach
Gleichung (2.13) berechnen

(4) Mit der Rekursionsformel (2.12) lassen sich
alle neuen p(x) bestimmen

(5) Die Schritte (2) bis (4) werden so lange
wiederholt, bis bei der v-ten Iteration
eine vorgeschriebene Schranke ¢ fiir die
Abweichung von z.B. p,(0) - P, (0) | <«

unterschritten wird.

Der angegebene Algorithmus liefert eine Ndherung fiir die
Verteilung p(x). Die Verlustwahrscheinlichkeit 148t sich
aus der Verteilung p(x) und den pauschalen Durchlasswahr-

scheinlichkeiten p(x) (aus Gleichung (2.13)) mit folgender
Gleichung bestimmen:

n
B = 2 p(x) - (1-p (x)) (2.14a)
x=kl

Bemerkungen zur Berechnung der Durchlasswahrscheinlichkeiten

Die Ermittlung der Durchlasswahrscheinlichkeit fihrt auf fol-
gendes Problem:

Gegeben sei eine Matrix aij mit 9 Spalten und g, = kl
Zeilen. Die Elemente aij kdnnen die Werte O oder 1 annehmen.
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(a) In jeder Spalte i ist Xy die Zahl
der Einsen (Belegungen) im Koppel~-
vielfach der ersten Stufe.

(b) Bedingung: In keiner Zeile j diirfen
mehr als k2 Einsen sein.

Die Berechnung von U, (X, ,X,,.e.;X,,...,X_ ) flir ein bestimm-
17172 i 9y
tes Muster ist einfach. Es muB anhand des gegebenen Musters

von Einsen in aij gepriift werden, ob in Spalte i eine weitere
Eins eingefligt werden kann, ohne daB die Bedingung (b) ver-
letzt wird. Ist dies mdglich, so wird uy = 1 fiir dieses
Muster, andernfalls by = 0.

Alle Belegungszustdnde, welche sich aus m8glichen Permutatio-
nen der Einsen in den Spalten ergeben und die Bedingungen (a)
und (b) erfilillen, treten mit der gleichen Wahrscheinlichkeit

p(xl,xz,...,x.,...,xg ) auf. Aus programmtechnischen Griinden
1

i
ist es zweckmdBig, alle diese Permutationen in einem Unter-
programm zu erzeugen und gleichzeitig jeweils das zugehdrige

uy zu bestimmen.

Das hier entwickelte Iterationsverfahren werde in Analogie zu
ZBMV (Zustandsgleichungen zur Berechnung zweistufiger Misch-
wahl als Verlustsystem, Abschnitt 2.1.1) mit IBMV bezeichnet
(Iterative Berechnung von zweistufiger Mischwahl als Verlust-

system) .

Gegeniliberstellung von numerischen Ergebnissen nach ZBMV,
IBMV und exakten Werten

Als Beispiel sind fiir zwei kleinere Systeme in Tabelle 2.1
und 2.2 die Verlustwahrscheinlichkeiten nach dem Verfahren
ZBMW und IBMW als Funktion des Verkehrsangebotes berechnet
und den exakten Ergebnissen nach G. Basharin [111 gegeniiber-
gestellt.
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Angebot
in Erlang 1.0 2.5 1 5 15
exakt 2.048010—3 2.305010—2 1.113510—1 5.004610-1
ZBMV 2.044310—3 2.295810-2 1.112210—1 5.008210—1
IBMV 2.044410—3 2.296310—2 1.112510—1 5.008310—1
Tabelle 2.1
System
Vergleich der Verlust- g, = 4
wahrscheinlichkeiten 1
kl = 3
g, = 3
k2 = 3
Angebot
in Erlang 0.30215 1.20429 | 2.09210 4.49770
exakt 4.909410—3 6.740910—2 1.640510—1 4.007510-1
ZBMV 4.911110—3 6.751610—2 1.643210-1 4.010910—1
IBMV I 4.9094) -3 | 6.7409, -2 | 1.6405,,-1 | 4.0075, -1
Tabelle 2.2
System
Vergleich der Verlust- g, = 3
wahrscheinlichkeiten ! _
k1 = 2
g, =2
k2 = 2

Beide Verfahren ZBMV und IBMV liefern exakte Werte fiir die

Verlustwahrscheinlichkeit solcher Systeme; fiir welche die

angenommene Unabhdngigkeit der Verteilungen pl(xl),pz(xz),..

PR o) (xg ) der Belegungen in den Zubringerteilgruppen

91 91

1,2,...,9l tatsdchlich erfiillt ist. Solch ein System ist

z.B. gl=3, k1=2, g2=2, k2=3 bei dem Blockierung nur in der

ersten Stufe auftritt.
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14
Wegen des verhdltnismdBig hohen Rechenzeitaufwandes fiir die A
exakte LOsung beschrdnkt sich die numerische Gegeniiberstellung :
der Ergebnisse auf zwei kleinere Systeme. Fiir beide Systeme |
ergeben sich erstaunlich genaue Ergebnisse aus den Ndherungs-
verfahren. Das Iterationsverfahren IBMV nach Abschnitt 2.1.2
hat jedoch den Vorteil, daf bei der Berechnung der Zustands-
wahrscheinlichkeiten wesentlich weniger Zustdnde beriicksich-

tigt werden miissen (vgl. Tabelle 2.1, Seite 32).

Flir ein etwas grdsseres System mit 15 Abnehmerleitungen wurden

Simulationsergebnisse zum Vergleich der Ergebnisse nach ZBMV 0.1

und IBMV herangezogen. Die exakte Berechnung nach G. Basharin

[11] scheitert an der groBen Anzahl der auftretenden Unbe-
kannten (>105).

Simulationsergebnisse mit
§ einem Vertrsuensintervall
von 95° Sicherheit
Eine ausfiihrliche Beschreibung der Simulation von Vermittlungs- — theoretisch berechnete

Werte nach ZBMV bzw. IBMV
systemen und eines vorgegebenen Fernsprechverkehrs mittels

Digitalrechner findet man in der Literatur (7], [8], (91, [10].

——- theoretisch berechnete
Werte nach ZBMW bzw. IBMW
eines entsprechenden Wartesystems

Fir die Ermittlung des Vertrauensintervalls der Simulations-
ergebnisse wurde die t-Verteilung nach "Student" verwendet.

Dies gilt fiir alle in dieser Arbeit durchgefiihrten Simula-
tionstests. Flir das System gl=6, k1=3, g2=3, k2=5 sind auf Seite 34,

Diagramm 2.1,die Simulationsergebnisse fiir den Verlust B mit 0.01

einem Vertrauensintervall von 95 % Sicherheit zu den errechne-

ten Werten eingezeichnet. Die errechneten Werte des Verlustes

—

nach ZBMV und nach dem Iterationsverfahren IBMV ergaben so ge-
ringe numerische Abweichungen, daf sie in Diagramm 2.1 nicht
zu unterscheiden sind.

Zum Vergleich ist in Diagramm 2.1 die Wartewahrscheinlichkeit

Verlustsystem
fiir das sonst gleiche System, jedoch mit einer unbegrenzten

Anzahl von Wartepldtzen, eingezeichnet.

Absuchen der Koppelvielfache zufallig

0 20 30

——— A

Diagramm 2.1 Der Verlust B lber dem angebot A
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2.2 Zweistufige Mischwahlanordnung im Betrieb als Wartesystem

2.2.1 Ein neues Verfahren mit Zustandsgleichungen (ZBMW)

Im vorigen Abschnitt 2.1 wurde ein Verlustsystem betrachtet,
ein System also, bei dem keine Warteplitze vorhanden sind.
Nun werden die Zustandsgleichungen aufgestellt fiir den Fall,
daB8 vor jeder Zubringerteilgruppe eine praktisch unbegrenzte
Anzahl von Wartepl&tzen zur Verfiigung steht. Es wird von der-
selben Voraussetzung ausgegangen, nidmlich, daf die Verteilun-

gen in den Zubringerteilgruppen voneinander unabhingig sind.

Fir das Aufstellen der Zustandsgleichungen muB man von dem Zu-

stand {xl,xz,...,x ,2} ausgehen, daf nédmlich Xyr¥preea X

g 9
Leitungen in den Zu;ringerteilgruppen belegt sind und auéer—
dem noch z Wartende im System sind. Bei den z Wartenden wird
nicht unterschieden, vor welcher Zubringerteilgruppe ein Ruf
wartet (vgl. Thierer [(4]). In systematischer Weise sind dann
alle Nachbarzustdnde in dem nun (gl+l)—dimensiona1en Zustands-
raum zu betrachten. In Bild 2.2 muB also eine weitere Dimen-
sion z, die Anzahl der Wartenden, beriicksichtigt werden (s.5.20).
Nach obiger Voraussetzung kann zur Berechnung der Zustandswahr-
scheinlichkeiten p(xl,xz,...,xgl,z) im folgenden davon ausge-
gangen werden, daB im statistischen Gleichgewicht das Entstehen
des Zustandes {xl,...,xg .z} infolge Eintreffens eines neuen
Rufes die gleiche Wahrscﬁeinlichkeit hat wie das Verschwinden
dieses Zustandes durch Enden einer Belegung (vgl. M. Thierer
Cad.

Bei Rufeinfall wird zur Beschreibung der Uberginge die Durch-
lasswahrscheinlichkeit ul(xl,xz,...,xgl) benttigt. Diese ist

bereits im Abschnitt 2.1, in Gleichung (2.2) definiert worden.
AuBerdem wird die Sperrwahrscheinlichkeit

Gl(xl’XZ""'Xgl) = l—ul(xl,xz,...,xgl)

verwendet.

Endet eine Belegung, so bedeutet im folgenden

?l(xl,xz,...,xi,...,qu,z) die Wahrscheinlichkeit,
.,...,xg +2} keiner der warten-

mit der im Zustand {xl,xz,...,xl
1
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den z Rufe die freigewordene Leitung erreichen kann. In die-
sem Fall sind alle z wartenden Rufe in Warteschlangen vor
solchen Zubringerteilgruppen, die trotz Endigens einer Bele-
gung weiterhin gesperrt bleiben.

jreeerX 22}

V2NN

i-l,...,xgl,z}, {xl,xz,...,xi,...,xgl,z—l}

{xl,xz,...,x

{xl,xz,...,x

Bild 2.3 Darstellung der gleichwahrscheinlichen Uberginge

a) Rufeinfall

Beim Eintreffen eines Rufes entsteht der Zustand

{xl,xz,...,xi,...,xgl,z} entweder

aus dem Zustand {x.,X,,...,X,~1,...,X_ ,z} falls der
172 i 9,

eingetroffene Ruf durchgeschaltet werden kann, oder

aus dem Zustand {X,,X,,...,X:pree.,X ,2-1} falls keine
1772 i 9y

freie Abnehmerleitung erreicht werden kann.

Die Wahrscheinlichkeit flir das Entstehen des Zustandes

{xl,...,x.,...,xg .z} durch Rufeinfall ist also:
1

1

(2.15)

gl,z-l)al(xl,xz,...,xi,...,xgl)cAi-ét

p(xl,xz,...,xi,...,x

+p(xl,x2,...,xi—1,...,x ,z)ul(xl,xz,...,x.

l—l,..,,xg )cA.6t+o(§t)

E1 1 i

b) Enden einer Belegung

Das Verschwinden des Zustandes {xl,xz,...,xi,...,x .z}
91

durch Enden einer Belegung im Abnehmerbiindel ergibt

entweder den Zustand {xl,xz,...,xi--l,...,xg ,2} falls
1
keiner der z Wartenden die frei gewordene Leitung er-
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reicht oder den Zustand {xl,xz,...,x.,...,x ,z~1}, wenn die

i 9,
frei gewordene Leitung durch einen wartenden Ruf belegt wer-
den kann.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Verschwinden des Zustandes

{xl,xz,...,xi,...,xg »2} durch Enden einer Belegung ist da-
1
mit

X,
i

PRy Xgpeee X yeearX_ 42) o0 {%) /Xy pee e Xypuna, X ,2) om0 6t
17%2 i 9y 1 ¥y %y 9, o

X,
e X ,z))El5t+o<5t)

+p(xl,x2,...,xi,...,x i g,
m

gllz)(l_?l(xlr'--lx

X,
i

=P{Xy  KgreeerKipeeo, X ) er=.8t+0(5t) (2.186)
rre2r L 4 9; tm

Die Wahrscheinlichkeiten nach Gleichung (2.15) fiir das Ent-
stehen des Zustandes {xl,xz,...,xi,...,xgl,z}werden nun gleichge-
setzt den Wahrscheinlichkeiten (2.16) fiir~ das Verschwinden
dieses Zustandes. Dabei muB iiber alle Ereignisse in den 9;
Koppelvielfachen der ersten Stufe aufsummiert werden. Fiihrt

man den Grenziilbergang 8§t + O durch und setzt Ai=cA'~tm, so

erhdlt man: *

93

E: p(xl,xz,...,xi,...,xg
i=1

,z)~xi (2.17)
1

93

=§: p(xl,xz,...,xi,...,xgl,z—l)ol(xl,xz,...,xi,...,xgl)Ai
i=1

91
+§:lp(x1,x2,...,xi—1,...,xgl,z)ul(xl,xz,...,xi--l,...,xgl)Ai
i=
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Aus dieser Gleichung kann man eine Rekursionsformel fiir die

Wahrscheinlichkeiten der Zustidnde {xl,xz,.,.,xg ,z} ableiten.
1

Dazu missen die Randbedingungen des Systems beachtet werden.

Es existieren nur Zustinde und deren zugehdrige Wahrschein-

lichkeiten, fiir die gilt:

91
X3 = 0,100k, E: x,<n
i=1

0,1,... i (2.18)

N
i

Andererseits muB die Summe aller Zustandswahrscheinlichkeiten
gleich 1 sein

k k1 k1 © (2.19)

x}i S }: E: p(xl,xz,...,xgl,z)=l

1 o] X2=O Xgl=0 Z2=0

Aus der Zustandswahrscheinlichkeit p(xl,...,xg +2) kann z
1
eliminiert werden durch Aufsummieren tber alle z.

P Xy ,eue,x_ ) = EE: pl{x,,...,x z) (2.20)
ll gl = ll r gll

Summiert man die Gleichung (2.17) iiber alle z auf und beach-
tet dabei die Randbedingungen (2.18) sowie Gleichung (2.20),
so ergibt sich folgende Rekursionsformel:

93

5: X, p(xl,...,xi,...,xgl) (2.21)
i=1

93

=§: p(xlr---lxipo--ngl)gl(xlrxzr-'-lxiyvt-lxgl)'Ai
i=1

91

+:Zip(xl,x2,...,xi—l,...xgl)ul(xl,xz,...xi—l,...,xgl).Ai
i=



a)

B

-~
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Aus der Beziehung (2.21) ergibt sich ein lineares Gleichungs-
system fir die unbekannten Zustandswahrscheinlichkeiten
p(xl,...,xgl). Die Zahl der in (2.21) zu unterscheidenden Zu-
stdnde kann eingeschrinkt werden, wenn wie beim Verlustsystem
(vgl. Abschnitt 2.1) die Symmetrie-Eigenschaften ausgeniitzt

werden.

Die Berechnung der Wartewahrscheinlichkeit W

Die Wahrscheiniichkeit, daB ein ankommender Ruf im System war-
ten muB, wird Wartewahrscheinlichkeit W genannt. Ein eintref-
fender Ruf in der Zubringerteilgruppe i findet mit der Wahr-

scheinlichkeit p(xl,xz,...,x

i,...,xg ) den Zustand

1
{xl,xz,...,xi,...,xg } vor.

1
Die Wahrscheinlichkeit, daB dieser Ruf nicht durchgeschaltet

werden kann, daB er also warten muB, ist ol(xl,xz,...,x.,...,x

1 gl

Bei gleichverteiltem Angebot A= A/g1 ist die Wahrscheinlich-
keit, daB der eintreffende Ruf
teilgruppe i angehdrt gleich 1/g1.

einer bestimmten Zubringer-

Die Wahrscheinlichkeit, daB ein Ruf in ein. bestimmtes Koppel-
vielfach i der ersten Stufe einfidllt und sowohl den Zustand
{xl,xz,...,xi,...,xg } antrifft als auch warten muB ist

1

p(xllle---lxil---rxgl)'Ol(xlrxzr~-'lxil---ngl)/gl

Die Wartewahrscheinlichkeit des gesamten Systems erhilt man
durch Summation {iber alle m&glichen Rufeinfdlle in einer der 9;
Zubringerteilgruppen und {iber alle m¥glichen Zustédnde:

ST ke g

Z Z p(xpxz,.“,xi,...,xg‘)-q(x‘,xz,“.,xi ,,“,xgl)/g1 (2.22)
ngO

i=1

W =
xF Xfo

Dazu miissen die Randbedingungen nach (2.18) beachtet werden.

Die Berechnung der mittleren Wartezeit

Die mittlere Wartezeit tw einer der wartenden Rufe ist gleich
der mittleren Anzahl Q der gleichzeitig Wartenden, bezogen

).
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auf die mittlere Anzahl cA-W der in der Zeiteinheit ein~
treffenden Rufe, die warten miissen.

_ Q
ty = ER (2.23)

Die Anzahl der im Mittel gleichzeitig wartenden Rufe wird
auch Wartebelastung Q genannt. Q@ kann als Erwartungswert aus
den Zustandswahrscheinlichkeiten p(xl,xz,...,xg ) berechnet

werden. 1
k1 kl k1 0
Q= E: E: - 5: }: z- p(xl,x2,...,xg1,2) (2.24)
X,=0 x2=o X =0 2z2=1
91

Zundchst wird Jjener Beitrag zu Q berechnet, der im Zustand

,2} entsteht. Er ergibt sich aus

{xl,xz,...,xgl

)

WXy Xy, e en,x_ ) = Ez z- p(xl,xz,...,xgl,z) (2.25)

g
1 z=1
Dazu wird die Rekursionsformel fiir die Zustandswahrscheinlich-
keiten (2.17) mit z durchmultipliziert:

91
E: z-xip(xl,xz,...,xi,...,xgl,z) (2.26)
i=1
91

= ZeP(X X peeerXepono,X_ ,Z2=1)0 (X Ko yeuesX,p0ee,%_ ) A,
E: 1772 i 9, 1171072 i 9 i

i=1

91
+ E:,Z'p(xl’XZ""’xi_l'°‘"Xgl’z)'“l(xl’XZ”’"xi_l""'xgl)Ai
i=1
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Mit der Abkirzung (2.25) ergibt sich aus Gleichung (2.26)
durch Aufsummieren iiber alle z:

91

E: Xy w(xl,xz,...,xi,...,xgl)
i=1

91

= E: w(xl,xz,...,xi,...,xg
i=1

l)ol(xl,xz,...,xi,...,xgl)Ai

+ z:_ p(xl'XZ""’Xi""'x 1)Ul(xl,xz,...,xi,...,xg )Ai (2.27)

E)

i=1 1

91

+ E: w(xl,xz,...,xi—l,...,qu)ul(xl,xz,...,xi—l,...,xgl)Ai
i=1

1 Xnp oo Xy paear,X_ )
1772 i 9,

hé&ngen nicht vom Summationsindex i ab, so daB8 aus (2.27) folgt

Die GrdRen w(xl,xz,...,xi,...,xgl) und p(x

w(x“xwu,AQ)

I

9,
. { Z w(x‘,xz,...,x‘-t,.. A,xg‘) p‘(x‘ Ky i X1y ,xg‘)A.
1 =1

(ﬁ-qh“xru4ﬁuu,mgnAﬂ (2.28)

=1

%
+ p(xt,xz,...,xgs Z Cf,(x,,xz,”.,xi, A..,xg‘)A‘ }

i=ml

Die gesamte Wartebelastung erh#dlt man durch Einsetzen von
Gleichung (2.28) in (2.24):

Q = . z: w(xl,xz,...,x ) (2.29)

91

Dazu miissen die Randbedingungen nach Gleichung (2.18) be-
achtet werden.
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Mit bekanntem @ 148t sich mit Gleichung (2.23) die mittlere
Wartezeit ty bestimmen. Die mittlere Wartezeit tW bezogen auf
die mittlere Belegungsdauer t wird mit Tw bezeichnet. Be-

niitzt man A = cA»tm so erhdlt man aus Gleichung (2.23) und mit
(2.22)

Q
w T AW (2.29a)
In Anlehnung an die Bezeichnung ZBMV (Zustandsgleichungen fiir
die Berechnung von zweistufiger Mischwahl als Verlustsystem)
soll die hier abgeleitete Methode zur Berechnung der Verkehrs-
gréBen des Wartesystems ZBMW genannt werden (Zustandsgleichungen

flir die Berechnung von zweistufiger Mischwahl als Wartesystem) .

In den Diagrammen 2.2 bis 2.5 sind die durchgezogenen Kurven
fir die Wartewahrscheinlichkeit und die mittlere Wartezeit
nach ZBMW berechnet. Die Simulationstests bestdtigen, daf bei
den untersuchten Systemen die Annahme der gegenseitigen Unab-
hdngigkeit der Verteilungen in den Zubringerteilgruppen weit-
gehend erfillt ist (s.Seite 50,51,54,55).

C) Eine Umformung der Zustandsgleichungen

Die Rekursionsformel (2.21) wird nun mit Hilfe der pauschalen

Durchlasswahrscheinlichkeit u(x) (vgl. Gleichung (2.13))

ky ky ky 9,

x,=0 x2=0 xgi=0 i=1

ke Ky ky
A Z Z L Zp(xpxz,‘_.,Xg‘)

x=0  x,=0 xg=0

pix)=

und der pauschalen Sperrwahrscheinlichkeit

o(x) =1 - u(x) (2.30)

so umgeformt, daB sie dieselbe Form erhilt wie die entsprechen-
de Beziehung (A.1) der einstufigen, unvollkommenen erreichbaren
Koppelanordnung.
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Zundchst ergibt sich mit der Wahrscheinlichkeit"x Abnehmer-
leitungen belegt”

kl kl kl
p(x) = E: E: e. E: p(xl,xz,...,xgl)
X =0 x.=0 X_ =0
1 2 gl

und der einschrédnkenden Bedingung

aus der Gleichung (2.21) durch Summation auf beiden Seiten
(vgl. Abschnitt 2.1.2)

ky k_‘- Ky g4 :
X'p(x)=Z Z coe Zp(xpxzam.x;:--~:xg‘)'G|("|:x2w-axir»uxg‘)‘A'x (2.31)
x=0 x2=0 xg=0 i=1
! 4—p(x“x2,“qxi-g.“,xgﬂ~H(xvxz,.qx;—t,”,xg1%A;)

Erweitert man beide Terme der rechten Seite mit A-p(x-1) und

fihrt u(x) bzw. o(x) ein, so ergibt sich

p(x) {x-0(x)A} = A-p(x-1)-u(x-1) (2.32)
Die Rekursionsformel (2.32) hat damit dieselbe Form wie jene
bei einer einstufigen Koppelanordnung. Die Durchlasswahrschein-

lichkeit ist nach Gleichung (2.13) bzw. (2.30) einzusetzen.

2.2.2 Eine neue iterative Ldsung (IBMW)

Ohne den "Umweg" ilber die Zustandsgleichungen 148t sich das
Iterationsverfahren in Abschnitt 2.1.2 auch unmittelbar fiir das

Wartesystem verallgemeinern. Man kann davon ausgehen, dag bei
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der Ableitung fiir die iterative L&sung des Wartesystems formal
genau so verfahren wird wie fiir das Verlustsystem unter 2.1.
Der einzige Unterschied ergibt sich in der Rekursionsformel fiir
die Zustandswahrscheinlichkeiten des Abnehmerbiindels. Anstelle
von Gleichung (2.12) muB die Rekursionsformel fiir die einstu-
fige Koppelanordnung mi t Warten eingefiihrt werden
(siehe Anhang 1, Gleichung (A.0)).

px){x-0(x)A} = A p(x-1)u(x-1) (2.33)

(Vergleiche (2.33) mit der Ableitung von Gleichung (2.32))

An die Stelle der Durchlasswahrscheinlichkeit u(x) fiir die
einstufige Koppelanordnung tritt die in Abschnitt 2.1 abge-
leitete pauschale Durchlasswahrscheinlichkeit nach Gleichung
(2.12) . Gegeniiber dem Verlustsystem nimmt u(x) andere Werte
an, weil im Wartesystem auch die in (2.13) auftretenden Zu-
standswahrscheinlichkeiten p(xl,xz,...,xi,...,xgl) andere
Werte annehmen.
Zhnlich wie in Abschnitt 2.1.2 138t sich damit folgender Algo-
rithmus fiir das Iterationsverfahren angeben:

(1) Die Verteilung p(x) wird angenommen,
z.B. die Verteilung des vollkommen er-
reichbaren Bilindels im Wartebetrieb.

(2) Mit Gleichung (2.14) wird pl(xi) er-
mittelt.

(3) Bei bekannten pl(xi) 188t sich up{x)
nach Gleichung (2.13) berechnen.

(4) Mit der Rekursionsformel (2.33) lassen
sich alle neuen p(x) bestimmen.

(5) Die Schritte (2) bis (4) werden so lange
wiederholt, bis bei der v-~ten Iteration
eine vorgeschriebene Schranke e fiir die
Abweichung von z.B. | p,(0) - pv_l(O)] < e
unterschritten wird.
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Nach dem Abbruch der Iteration hat man eine Ndherung fir die
Verteilung p(x).
Aus der Verteilung p(x) 148t sich iiber die Gleichung (2.14)

und (2.13) die pauschale Durchlasswahrscheinlichkeit u(x) be-
rechnen.

Durch die Umformung der Zustandsgleichungen (2.21) der zwei~
stufigen Koppelanordnung mit Hilfe der eingefiihrten pauscha-
len Durchlasswahrscheinlichkeit up(x) konnte Gleichung (2.32)
bzw. (2.33) abgeleitet werden. Die Gleichung (2.32) bzw. (2.33)
hat den gleichen Aufbau wie die rekursive Form der Zustands-—
gleichungen fiir eine e i n stufige Koppelanordnung (vgl. An-
hang 1, Gleichung (A.0)).

Bei der Ableitung der Wartewahrscheinlichkeit W und der mitt-~
leren Wartezeit Ty kann deshalb ein formal gleicher Weg wie

bei Thierer [4] verwendet werden. Als Ergebnis erh#dlt man fiir
die Wartewahrscheinlichkeit

x=-1
n jT u(i)
X 1=0
Z A T3
x=1 (i-o (i) -A)
L - o (x) (2.34)

(Vergleiche Anhang 1, Gleichung (A.3). Die Durchlasswahrschein-
lichkeit u(x) muB dabei nach Gleichung (2.13) eingesetzt werden.

Mit der durch die Iteration gewonnenen Verteilung p(x) und u(x)
nach (2.13) l&d8t sich die Wartewahrscheinlichkeit auch als Er-
wartungswert direkt anschreiben:

n
W = E: pix) - (1-u(x))
x=1
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Fir die mittlere Wartezeit, bezogen auf die mittlere Bele-
gungsdauer tm’ ergibt sich (vgl.(A.4), Anhang 1)

n n
o(i) A
Ez. {p(x) - E:‘ i—O(i)-A}
_ x=k i=k
Ty = = (2.35)
A - E: p(x) -0(x)
x=k

Auch hier ist die Sperrwahrscheinlichkeit 0(x)=1-u(x) gemisn
Gleichung (2.13) einzusetzen.

Zur Unterscheidung gegeniiber der Methode ZBMV werde das hier
angegebene Verfahren zur Berechnung der Wartewahrscheinlichkeit
und der mittleren Wartezeit nach Gleichung (2.34) bzw. (2.35)
IBMW genannt (Iterative Berechnung von zweistufiger Mischwahl
als Wartesystem).

Im Diagramm 2.2 und 2.3 sind fiir zwei Koppelanordnungen mit

zweistufiger Mischwahl Ergebnisse einer Verkehrssimulation fiir
die Wartewahrscheinlichkeit aufgetragen. Die ausgezogene Kurve
ist die Wartewahrscheinlichkeit W, berechnet nach IBMW. In der

Zeichnung fallen die Werte filir W gemiB ZBMW mit derselben Kurve
zusammen (s. Seite 50,51).

In analoger Weise sind in Diagramm 2.4 und 2.5 Ergebnisse aus
Verkehrstests und theoretisch berechnete Werte nach ZBMW und
IBMW fiir die mittlere Wartezeit eingetragen. Auch hier ergeben
ZBMW und IBMW eine Kurve, da beide Verfahren Ergebnisse lie-
fern, die meist erst in der dritten signifikanten Stelle von-
einander abweichen (s. Seite54,55),

Flir Systeme mit zweistufiger Mischwahl, fir welche die Annahme
der Unabhéngigkeit der Verteilungen der Belegungen in den Zu-

bringerteilgruppen tatsichlich erfiillt ist, ergeben beide Ver-
fahren ZBMW und IBMW exakte Werte fiir die Wartewahrscheinlich-
keit. Dasselbe trifft zu fiir die mittlere Wartezeit nach ZBMW.
Die Methode IBMW liefert hierfiir eine N#herung.
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Die Ursache liegt darin, daB bei IBMW nur die pauschalen
Zustandswahrscheinlichkeiten p(o) ,p(1),...,p(n) des Abneh-
merbiindels berechnet werden. Daraus kdnnen nicht alle Wahr-
scheinlichkeiten der gesperrten Muster bestimmt werden,

vgl. ZBMW. Die Wartebelastung £ kann mit den (n-1) Zustands-
wahrscheinlichkeiten nur nidherungsweise bestimmt werden und
damit auch die mittlere Wartezeit. Zur Berechnung der Warte-
wahrscheinlichkeit geniigt jedoch die Betrachtung der (n-1)
Zustédnde.

2.2.3 Neues Verfahren CIRBW fiir zweistufige Mischwahl

Im Abschnitt 2.2.2 wurde gezeigt, wie man von einem Verfahren
zur Berechnung von Verkehrsgrdfen flir Verlustsysteme iibergehen
kann zur Berechnung von Wartewahrscheinlichkeit und mittlerer
Wartezeit flir Wartesysteme. Hier wird, ausgehend von dem Verfah-
ren CIRB von A. Lotze [2] , [3] (Combined Input Route Blocking)
fir Ve r 1 u s t systeme eine Losung flir War t e systeme
hergeleitet. Dieses Niherungsverfahren kann auBer fiir zweistu-
fige Systeme auch fiir beliebige mehrstufige Koppelanordnungen
mit Richtungswahl verwendet werden (vgl. Abschnitt 4).

(a) Die Wartewahrscheinlichkeit W

Der Grundgedanke des Verfahrens ist die Aufspaltung der Warte-
wahrscheinlichkeit in zwei voneinander unabh&ngige Teile, die
Eingangsblockierung und die Abnehmerblockierung: F&llt ein

Ruf in eine bestimmte Zubringerteilgruppe ein, so wird berech-
net, mit welcher Wahrscheinlichkeit alle kl Ausgdnge dieses
Koppelvielfaches belegt sind, die Koppelanordnung also schon
am E i ngang blockiert ist. Unabhingig davon wird be-
rechnet, mit welcher Wahrscheinlichkeit die im Mittel erreich-
baren A u s g @dn g e der zweiten Stufe blockiert sind.
Diese Hypothese der statistischen Unabhidngigkeit ergibt fiir
die Eingangsstufe eine Verteilungsfunktion gleich jener eines
Wartesystems mit vollkommener Erreichbarkeit der kl Zwischen-
leitungen je Koppelvielfach. Damit 148t sich die Eingangs-
blockierung nach der Erlang-Formel E2,k1 (a) fir die Wartewahr-

scheinlichkeit vollkommen erreichbarer Koppelanordnungen be-
rechnen.
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Sind in dem betrachteten Koppelvielfach der ersten Stufe Yl
Leitungen belegt, so kdnnen (kl~Yl)k2 der Abnehmerleitungen
Uber die freien (kl—Yl) Zwischenleitungen erreicht werden.
Durch die Yl belegten Leitungen des betrachteten Koppelviel-
faches sind aber Yl der n Abnehmerleitungen belegt.

Flir einen in der ersten (nicht blockierten) Stufe eintreffen-
den Ruf kOnnen diese Y1 Abnehmerleitungen auf "besetzt" ge-
prift werden. Hinter der zweiten Stufe kdnnen weitere
(kl—Yl)k2 belegte oder noch freie, also insgesamt
(kl-Yl)k2+Yl < n Leitungen, auf frei oder belegt gepriift
werden.

Sind im M i t te 1 Yl Leitungen eines Koppelvielfaches

der ersten Stufe belegt, so nennt man

m_ = (k (2.36)

- l-Yl)k2+Y

1
die mittlere Priifbarkeit auf freie oder besetzte Abnehmer-
leitungen. Die Abnehmerblockierung bei Wartebetrieb wird nun
berechnet aus dem Verkehr A = Y der n Abnehmerleitungen und
aus der mittleren Priifbarkeit m_. Bezliglich dieser Abnehmer-
blockierung verl&uft nun der Rechnungsgang wie bei einer ent-
sprechenden einstufigen Koppelanordnung mit n Leitungen und
der (konstanten) unvollkommenen Erreichbarkeit m..

Verwendet man die Interconnections Delay Formula nach (A.3)},
so erhdlt man die Wahrscheinlichkeit nach WIDF(n,mr,A) fir die
Abnehmerblockierung des Linksystems (vgl. Seite 98).

Die Berechnung einer filir alle Koppelvielfache der ersten Stufe
einheitlichen mittleren Priifbarkeit m_ setzt voraus, daB der
Verkehr gleichmédfig auf alle Zwischenleitungsbiindel verteilt
ist. Den einzelnen Zubringerteilgruppen miissen also gleich
grofe Verkehrsanteile angeboten werden.

Die Wartewahrscheinlichkeit der gesamten Mischwahlanordnung
ergibt sich nun durch Summation der m8glichen Blockierungszu-

stdnde. Folgende Zustdnde sind mdglich:

Eingang und Ausgang blockiert: Ez,kl(YL)WIDF(n'mr'A)
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Eingang nicht blockiert,

ABusgang blockiert: (1—E2,k1(Yl))WIDF(n,mr,A)

Eingang blockiert,

Ausgang nicht blockiert: (1—WIDF(n,mr,A))Ez’kl(Yl)

Damit ergibt sich die Wartewahrscheinlichkeit zu
W= EZ,kl(Yl) + {1—E2,kl(yl)} Wipp (Mem,A) (2.37)

In den folgenden Diagrammen 2.2 und 2.3 ist zus#dtzlich zu
den Ergebnissen gemidf ZBMW bzw. IBMW die Wartewahrschein-
lichkeit nach Gleichung (2.37) gestrichelt eingezeichnet.
Dabei zeigt sich, daf die Wartewahrscheinlichkeit nach
(2.37) fir groBe Verkehrsbelastung Werte liefert, die iber
den Resultaten der Verkehrssimulation liegen. Bei schwachen
Belastungen ist eine Tendenz zur Unterschitzung der Warte-
wahrscheinlichkeit zu erkennen. Auf die Ursachen dieser Ab-
weichungen wird im Abschnitt 4 n&her eingegangen. Hier sei
nur erwdhnt, daf eine dhnliche Tendenz des CIRB-Verfahrens
flir Verlustsysteme bei der Berechnung der Verlustwahrschein-
lichkeit auftritt (vgl. [18]).

In Anlehnung an die Abkilirzung CIRB soll das hier angegebene
Verfahren mit CIRBW (Combined Input Route Blocking with
Waiting)bezeichnet werden.
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(b) Die mittlere Wartezeit Tw

Die mittlere Gleichzeitigkeit wartender Rufe in der
Warteschlange, die Wartebelastung @, ergibt sich aus

den im Mittel je Zeiteinheit einfallenden ¢ Rufen,

W
die zu warten haben und der mittleren Wartezeit tw.

Eintreffende Rufe missen mit der Wahrscheinlichkeit W
warten.

Cy = Cp ° W (2.38)
Q= cy oty (2.39)

Die Wartebelastung kann auch als Erwartungswert E(z)
der Anzahl z der Wartenden angegeben werden.

n o«
Q= E(z) = E: E: z p(x,z) (2.40)
x=k z=1

Dabei ist k die Erreichbarkeit des Biindels mit n Lei-

tungen.

Die relative mittlere Wartezeit der Wartenden, auf die mitt-
lere Wartezeit tm bezogen, erhdlt man aus:

T = — (2.41)

Die relative mittlere Wartezeit aller Rufe bezogen auf th

ergibt sich zu:

= = T W (2.42)

Fir unvollkommene und vollkommene einstufige Koppelan-
ordnungen werden im Anhang 1, Gleichung (A.4) und (A.10),
Beziehungen fir Ty angegeben.

Diese Beziehungen werden nun benutzt, um die mittlere Warte-

zeit zu berechnen flir jene einstufigen Ersatzanordnungen, auf
cdie das Linksystem mit Hilfe der mittleren Erreichbarkeit m_

abgebildet werden kann.
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Mit Gleichung (A.10) ergibt sich fiir die erste Stufe
(Eingangsblockierung) :

Aus Gleichung (A.4) folgt fiir die zweite Stufe (Ab-
nehmerblockierung) mit n Leitungen und der Erreich-
barkeit m. (mittlere Priifbarkeit).

* = .
w, = Ty, (nm_,A)-Wo . (n,m_,A) (2.44)

Nach Voraussetzung sollen beide Stufen der Ersatzan-
ordnung voneinander unabhingig sein. Die mittleren
Wartezeiten bezogen auf alle Rufe k&nnen addiert wer-
den. Fiir die gesamte Anordnung ergibt sich

o+ X
Tw = Tw t Ty (2.45)

Damit erhdlt man die mittlere Wartezeit

1
———E (Y,)+T (n,m_,A)W
LR Y T2k Y r IDF

Ez,kl(Yl) + {1"E2.kl(yl)}'w

(n,mr,A)

=|<'*

1pF (BrMpsB)

(2.46)

Fir zwei Koppelanordnungen mit zweistufiger Mischwahl sind

die Ergebnisse aus der Gleichung (2.29a) in Diagramm 2.4
und 2.5 gestrichelt eingetragen. Es zeigt sich, daB die
hier abgeleitete Beziehung filir die mittlere Wartezeit
dhnliche Werte liefert wie das Iterationsverfahren IBMW
bzw. ZBMW. Die durchgefiihrten Verkehrstests bestdtigen,
daB die verwendeten Ndherungsannahmen das Verkehrsver~
halten geniigend genau beschreiben.

10
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3. Zweistufige Richtungswahl mit Linksystem besonders

symmetrischer Struktur im Wartesystem

Wie in Abschnitt 2 besteht die Koppelanordnung aus 2 Stufen.
Wartesystem Die Ausgénge der zweiten Stufe sind jedoch in Richtungsbiindel
aufgeteilt. Von einem Koppelvielfach der zweiten Stufe k&nnen

eine oder mehrere Leitungen in eine bestimmte Richtung fiihren.

s - In diesem Abschnitt werden jedoch nur solche Koppelanordnungen
6 3

Absuchen der Koppelviel-
fache zufallig

betrachtet, bei denen genauso viele Richtungen wie Ausginge
eines Koppelvielfaches der zweiten Stufe vorhanden sind. Jeder

Ausgang eines solchen Koppelvielfaches geh8rt zu einem anderen
Richtungsbiindel, also k2r=l' Solche Systeme besitzen einen
hohen Grad an Symmetrie und erm&glichen Annahmen iiber den Ver-
kehr, aus denen N&herungsverfahren abgeleitet werden k&nnen,
welche besonders gute Ergebnisse liefern (vgl., Bild 3.1). In
Abschnitt 4 wird dann ein Verfahren fiir den allgemeinen Fall

angegeben. Das dort angegebene Verfahren kann ebenfalls auf

den Sonderfall zweistufiger Richtungswahl mit k2r=l angewendet
werden.

Ngq= 9y

0.1

Simulationsergebnisse mit
einem Vertrauensintervall
von 95°% Sicherheit

PN=92

—— theoretisch berechnete

W MW bzw. IBUW
erte nach ZBUW bzw. I Bild 3.1 Zweistufige Richtungswahl

-—-- theoretisch berechnete . .
Werte nach CIRBW 3.1 Herleitung eines neuen Iterationsverfahrens fiir Wartesysteme

mit Richtungswahl (IBRW)*

Fiir die hier einzuftiihrenden N&herungen und fiir die Ableitung

der Zustandswahrscheinlichkeiten ist es zweckmiBig, folgende

A}
u

Bezeichnungen einzufiihren:

Diagramm 2.5 Die mittlere Wartezeit T, der Wartenden

uber dem Angebot A W %) Die iterative Berechnung von zweistufigen Systemen mit

Richtungswahl und Warten.



Xpgr i=l,2,...,gl Anzahl der momentanen Belegungen im
Koppelvielfach i der Stufe 1
Kot r=1,2,...,R Anzahl der momentanen belegten Ab-

nehmerleitungen im Biindel r
Ausgehend von einem Verfahren von A. Elldin [131 fiir Ver-
lustsysteme in der von K. Kimmerle [18] verbesserten Form
wird flir die ndherungsweise Berechnung der Wartewahrschein-
lichkeit und der mittleren Wartezeit von 2z w e i - stufigen
Linksystemen mit Richtungswahl angenommen, daf die Belegungs-~
zustdnde der Zwischenleitungen und der Abnehmerleitungen von-
einander unabhédngig auftreten. Diese statistische Unabhdngig-
keit der Belegungszustdnde bedeutet also, daf die Zustdn-
de “xli Zwischenleitungen" belegt und "xzr Abnehmerleitungen"
belegt als voneinander statistisch unabh#dngig behandelt werden
diirfen.
Die Durchlasswahrscheinlichkeit des Gesamtsystems beziiglich
der Rufe,die an einem Eingang der ersten Stufe eintreffen, be~
dingt jedoch eine funktionelle Abhdngigkeit der Zustandswahr-

scheinlichkeiten p(xli) und p(x2r)‘

. p(x”.)-f(p(le,)) . P(XZI.)*Q(P(XL;))

Wartepldtze

Bild 3.2 Linkeinheit

Diese funktionelle Abhingigkeit,die nachstehend beriicksich-
tigt werden soll, besteht nicht nur zwischen p(xli) und
p(x2r), also p(xli) = f(p(er), sondern auch umgekehrt,
p(xzr) ist von p(xli) abhéngig. Die gegenseitige Abhingigkeit
flihrt auf ein nichtlineares Gleichungssystem, das iterativ
geldst werden kann.
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3.1.1 Die Zustandsgleichungen fiir das Verfahren IBRW

Voraussetzungen

Zufallsverkehr 1. Art wird gleichmifig verteilt auf die Zu-
bringerteilgruppen Ai = A/gl. Alle Abnehmerbiindel haben

die gleiche Verkehrsbelastung. Das Absuchen der Leitungen
in beiden Stufen erfolgt in zufdlliger Reihenfolge. Vor
jeder Zubringerteilgruppe bildet sich bei Verkehrsblockie-
rung eine Warteschlange.

Symmetrische Struktur: kl =g, k2r =1

(a) Die Zustandswahrscheinlichkeiten p(xli) im

Zwischenleitungsbiindel

Zur Ableitung der Zustandswahrscheinlichkeiten wird nicht
das gesamte Linksystem, sondern zwischen Stufe 1 und 2 nur

eine sogenannte'Linkeinheit"betrachtet.

Kor=1

Ay
.

Wartepldtze

Bild 3.3 Belegungsbeispiel einer Linkeinheit
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Weil die Struktur des Systemes v8llig symmetrisch ist und
auBerdem das Angebot gleichmiBig auf alle Zubringerteilgrup-
pen und auf alle Richtungen verteilt ist, ergibt sich fiir
jede der 93 Linkeinheiten der betrachteten Koppelanordnung
die gleiche Verteilung auf deren Zwischenleitungen.

Nach dem zugrunde gelegten Modell der statistischen (aber
nicht funktionellen!) Unabhdngigkeit der Belegungszustinde
in beiden Stufen kann man die Beziehung fiir das statisti-
sche Gleichgewicht des Verkehrs fiir jede Stufe gesondert
formulieren. Die funktionelle Abh#ngigkeit der Verteilungen
auf den Zwischenleitungsbiindeln und dem Abnehmerbiindel einer
Richtung wird dadurch beriicksichtigt, daB in Zustand{xliider
Erfolg eines Anrufs, also auch die Belegung einer weiteren
Zwischenleitung von der Durchlasswahrscheinlichkeit der
zweiten Stufe ebenfalls abhé&ngt.

Zundchst wird das Gleichungssystem angegeben, welches aus der
Annahme station&ren Verkehrs als "statistisches Gleichgewicht"
in der ersten Stufe folgt. Da eine praktisch unbegrenzte Zahl
von Wartepldtzen angenommen wird handelt es sich um ein rei-
nes Wartesystem. Deshalb kann auf die Gleichung (A.0) im An-
hang 1 zuriickgegriffen werden.

p(xli)(xli—a(xli)Ai) = Ai-p(xli-l)u(xli—l) (3.1)

<k

0%y 35k

Dabei bedeutet die Durchlasswahrscheinlichkeit u(xli) jene
Wahrscheinlichkeit, mit welcher ein in das Koppelvielfach i

einfallender Ruf zum gewilinschten Abnehmerbiindel r (r=1,2,...,R)

durchgeschaltet werden kann. Die zugehSrige Sperrwahrschein-
lichkeit ist das Einerkomplement der Durchlasswahrscheinlich-
keit G(Xli) = l-u(xli).

Aus dem Gleichungssystem (3.1) 1&8t sich durch Anschreiben von
aufeinanderfolgenden Zustandswahrscheinlichkeiten folgende
geschlossene L&sung herleiten:
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N Xli-l
A T1i Tj' u(z)
z=0
p(x,.) -p(0) (3.2)
1i Xyy
TW— {z-Ai-o(z)}
z=1
Ky
Mit der normierenden Bedingung :{: plx;) =1
®1370
148t sich p{(0) bestimmen.
*14
k T w2
1
X,. 2=D
p(0) = 1/{1+ A7l ——————————————  } (3.3)
Zzo ¢ M
1 Tr {z-p;0(2)}
z=]

Die Funktion u(xli) flir die Durchlasswahrscheinlichkeit

In der betrachteten Linkeinheit sind im Belegungszustand Xy
genau (kl—xli) Zwischenleitungen frei.

Fir die SperrwahrscheinlichkeitC(xli) kann folgender Ansatz
gemacht werden (vgl. Elldin [13], Kimmerle [18]):

%13

olxyy) = % plxpyesy ) plkyxy s, ) (3.4)

s, =0
1ixr

u(xli) = 1-0(xli) (3.5)
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Dabei ist:
p(x,.,s..) Die Wahrscheinlichkeit, daB s. der
1i"7ir ir

belegten X34 Zwischenleitungen des
betrachteten Koppelvielfaches i der
ersten Stufe in Richtung r durchge-
schaltet sind.

p((kl—xli)]sir) Die Wahrscheinlichkeit, daB im Ab-

nehmerbiindel r mindestens bestimm-

te (kl—xli) Abnehmerleitungen (also

jene die von den (kl_xli) freien

Zwischenleitungen erreicht werden)

nicht mehr frei sind, wenn Sir Be-

legungen von Koppelvielfach i nach

Richtung r bereits bestehen.
Gem&dB den Voraussetzungen auf Seite 58 kann fiir p(xli,sir)
eine Binomial-Verteilung angenommen werden. Bei dem Modell
wird also vorausgesetzt, daB alle méglichen Belegungsmuster
mit X1y belegten und (kl—xli) freien Leitungen gleich wahr-
scheinlich auftreten. Dasselbe gilt auch fiir die mb&glichen
Anordnungen der Sir direkt durchgeschalteten Belegungen in
Richtung r.
Daraus ergibt sich:

i, 01 Sir, 1 (BpyTsyy)
p(xli,sir) = (s. )(E_) (1- o )
ir 2 2

(3.6)

Zur Herleitung von p((k1~xli)|sir) wird von Bild 3.3 ausge-
gangen. Es bestehen X1y Belegungen in Koppelvielfach i und
X5 Belegungen im Ausgangsbiindel r. Darin enthalten sind

Sy direkte Durchschaltungen aus Koppelvielfach i nach Rich-
tung r. Damit Blockierung iberhaupt auftreten kann, mufB
(XZr_sir)i(kl~Xli) sein. Zur Berechnung aller sperrenden An-
ordnungen werden von den (x2r~sir) Belegungen des Abnehmer-
blindels (kl_xli) Belegungen "festgehalten" gedacht. Damit
sind die noch freien Leitungen des Zwischenleitungsbiindels
des betrachteten Koppelvielfachs i gesperrt.
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Nun werden die restlichen (xzr—sir)-(kl—xli) Belegungen des

Abnehmerbiindels betrachtet. Diese (xzr—sir)—(kl—xli)Leitunqen
k6nnen auf den (xli-sir) Belegungen des betrachteten Koppel-
vielfachs i beliebig angeordnet werden. Die Anzahl dieser

Anordnungen ist:

X478

11 Tir

(p=syp) =y =xy4)

Alle diese Anordnungen sind sperrende Belegungsmuster.

Die Gesamtzahl der iiberhaupt mdglichen Belegungsmuster bei
X, Belegungen im Abnehmerbiindel und bei Sy direkt durch-
geschalteten Leitungen ist

n -S.
2r Tir
( )
¥or Siy

Unter der Annahme der Gleichwahrscheinlichkeit der Muster ist
das Verhdltnis von gesperrten Mustern zu den Uberhaupt még-
lichen Mustern die momentane Sperrwahrscheinlichkeit bei Xy
Belegungen im Abnehmerbiindel.

( X11784r , Xli’sir)

(5 p=8y ) = (kg =% 4) ki Xop
G(xli’sirIXZr) = n,_-s I (3.7

2r Tir 2r Tir

( ) ( )

Xor~Sir oy Sir

Zur Berechnung von p((kl—xli)!sir) miissen die momentanen
Sperrwahrscheinlichkeiten G(Xli,sir}xzr) mit der relativen
Wahrscheinlichkeit

plx,.) p(x,.)
p(x2risir)_P(x2risir) = n,. (3.7a)
2{: p(x, )
*2r¥%iy



- 63 ~

gewichtet werden. Damit ergibt sich mit Hilfe von (3.7) und
(3.7a):

¥1i7Sir
. ( )

2r k1 -xzr

Pllky=xy3)[85,) = > P(Xoplsip) 'm =5 (3.8)
%, = (ki =%, +s,_) ( 2 iny
2r 1 71i Tir
X, =S,
2r Tir

Die Funktion fiir die Durchlasswahrscheinlichkeit u(xli) nach
Gleichung (3.5) ist damit durch (3.4) bzw. (3.7), (3.7a),
(3.8) definiert. In der Funktion u(xli) tritt die Zustands-
wahrscheinlichkeit p(XZr) auf. Durch Einsetzen wvon u(xli)
in die Beziehung (3.2) fir die Zustandswahrscheinlichkeiten
p(xli) erhdlt man die funktionelle Abhdngigkeit

plxy;) = £(p(x,)).

(b) Die Zustandswahrscheinlichkeiten p(er) im Abnehmerbiindel

Zur Ableitung der Funktion filir die Zustandswahrscheinlichkei=-
ten p(x2r) im Abnehmerbiindel der Richtung r kann in &hnlicher
Weise wie in (a) vorgegangen werden. Zunédchst wird die Be-
ziehung fiir das statische Gleichgewicht des Abnehmerbiindels

flir den Fall des Wartesystemes angegeben.

X, _ - > -
p(XZr)(XZr—O(XZr)AZr) = Azrp(x2r l)u(x2r 1) (3.9)

Als Sperrwahrscheinlichkeit dﬁx2r) ist jene Wahrscheinlich-
keit definiert, mit welcher Rufe mangels geeigneter freier

Zwischenleitungen in die betrachtete Richtung r nicht durch-
geschaltet werden kdnnen, wenn im Abnehmerbiindel o Lei-

tungen belegt sind. Die Durchlasswahrscheinlichkeit ist

¥ - _k
u(x2r) = 1 c(x2r).
92
Mit der Bedingung }E: p(XZr) = 1 folgt aus (3.9)
=0

Xor
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x2r-1 N
u(z)
. X2r z=0
p(x2r) = p(o)-A2r %, (3.10)
{z Azr-o(z)}
z=1
und XZr_l
n T =
2r X2r z=0
p(0) =1 /{Z AT S + 1} (3.11)
2r '
X, =0 #
2r TT_ {z—AZrG(z)}
z=1
In (3.10) und (3.11) ist A2r=Y2r das tatsdchlich auftretende

Angebot flir das Abnehmerbilindel r des Linksystems mit unbe-
grenzter Wartemdglichkeit. Im Gegensatz zu dem Verfahren von

Elldin bzw. Kimmerle filir Verlustsysteme entfdllt deshalb bei dem

nachstehend in Abschnitt 3.1.2 beschriebenen Algorithmus die
iterative Bestimmung von A,, aus der Bedingung fir die Ver-

kehrsbilanz 9;°Y ='k2-Y2r.

Die Ermittlung der Durchlasswahrscheinlichkeit ﬁ?XZr)

Im Zustand {XZI} sind im Abnehmerbiindel der Richtung r genau
(n2r-x2r) Leitungen frei. Ahnlich wie in Abschnitt 3.1.1 wird
die dazugehdrende Sperrwahrscheinlichkeit °7x2r) abgeleitet.

*, _ _
Hlx, ) =1 - o0(x,) (3.13)
Folgender Ansatz gilt:
X2r
o(xyp) = EE: p(XZr’sir)'p((an—XZr)lsir) (3.14)
s, =0
ir
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Dabei ist:

p(x2r'sir) Die Wahrscheinlichkeit, daB Sir der
belegten oo Abnehmerleitungen in
Richtung r aus dem betrachteten Kop-

pelvielfach i der ersten Stufe kommen.

p((nzr-x2r)|sir) Die Wahrscheinlichkeit, daB8 bei 55

direkten Belegungen mindestens be-

r

stimmte (an—XZr) Zwischenleitungen
der betrachteten Linkeinheit belegt
sind und zwar diejenigen, die den
noch freien (nzr—x2r) Abnehmerlei-
tungen zugeordnet sind.

Fir p(x2r,sir) kann analog zu (3.6) eine Binomial-Verteilung
angenommen werden.

Xor 1 Sir 1 (%585 4)
p(x2r'sir) = ) - (=) (1- =) (3.15)

g g
Sir 1 1

Flir die Wahrscheinlichkeit p((nzr—XZr)Isir) erhdlt man &hn-
lich wie in Gleichung (3.8)

X -S.
2r Tir
“ (kl ‘xli)
P((ny ~x, Vs ) = S p(xli[sir)-iz—:gzg) (3.16)
¥137(Mppmxy +s, 1) (
Xq4.-S.,
1i “ir
mit
P(xy,) Plxyy)
, X = = (3.17
p(xlllslr) plxy4zs; ) ky )
:E: p(xll)
¥117 84y

Setzt man (3.16) und (3.15) in die Beziehung (3.14) ein, so
ist die Funktion der Durchlasswahrscheinlichkeit ﬂWXZr) gemds
Gleichung (3.13) bestimmt. Durch Einsetzen von ﬁ?x2r) in die
Gleichung (3.10) fiir die Zustandswahrscheinlichkeiten p(er)

bekommt man die funktionelle Abh&ingigkeit p(x2r)=g(p(xlr)).
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3.1.2 Der Algorithmus fiir das Iterationsverfahren

Im vorigen Abschnitt wurde die gegenseitige Abhdngigkeit
der Zustandswahrscheinlichkeiten im Zwischenleitungsbiindel
und im Abnehmerbiindel abgeleitet, siehe Gleichung (3.2)
und (3.10).

plx;,) = f(p(xir)) , p(XZr) = g(p(xli)) (3.18)

Flir die numerische Berechnung von p(xli) und p(xzr) wird nun
s0 vorgegangen, daB zundchst fiir das Angebot Al eine Anfangs-
verteilung po(xli) vorgegeben wird, z.B. die Verteilung fiir
eine einstufige vollkommen erreichbare Koppelanordnung mit

kl Leitungen und unbegrenzter Speicherzahl. Mit dieser Aus-
gangsverteilung wird ein IterationsprozeB begonnen, welcher
gemdB folgendem Algorithmus durchgefiihrt wird:

(a) Die Anfangsverteilung in der Linkeinheit po(xli) wird
gemdsn E, " (Al) nach A.K. Erlang berechnet.
1

(b) Nach Gleichung (3.10), (3.11) wird nun mit AZr’an und
J(xzr) = f(XZr,p(xli),kl) die Verteilung p(x2r) ermittelt.

(c) Mit der so errechneten Verteilung p(x2r) wird eine ver-
besserte Verteilung p(xli) mit Al,k1 und

o(xli) = q(xli’p(XZr)’nzr)' nach Gleichung (3.2), (3.3)
bestimmt.

(d) Die Schritte (b) und (c) werden so lange wiederholt, bis
bei der v-ten Iteration die Bedingung

]pv(xli) = Py_y (%q4) [<e; fiur STERILCTS YRR

erfillt ist.

Der Algorithmus liefert eine Niherung filir die Zustandswahr-
scheinlichkeiten p(xli) und p(xzr).
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Anstelle der Bedingung in (d) kann auch

Loy (xy) = py_q(x,,) [< e,y £lir x5 = 0,2,...,n,

verwendet werden.

3.1.3 Wartewahrscheinlichkeit

Mit den N&dherungen flir die Zustandswahrscheinlichkeiten p(xli)
kann nach Gleichung (3.4) die Sperrwahrscheinlichkeit c(xli)
berechnet werden. Die Wartewahrscheinlichkeit ergibt sich

als Erwartungswert der Blockierung filir eintreffende Rufe zu:

W = z p(xy,) -0(xg,) (3.19)

Entsprechend (3.19) kann auch p(XZr) und d?xzr) zur Berechnung

von W verwendet werden:

W = Z p(x2r)-o*(x2r) (3.20)

In den Diagrammen 3.1 und 3.2 ist die Wartewahrscheinlichkeit
flir zwei Systeme mit Hilfe von Gleichung (3.19) iiber dem An-
gebot aufgetragen (ausgezogene Kurve). Flir das System 9,=10,
k,=10, g,=10, k,=10 (Diagramm 3.2) ist eine auffallende Uber-
einstimmung mit den Verkehrstests festzustellen. Flir das
System gl=25, kl=6, gz=6, k2=lO, dessen Struktur weniger
symmetrisch ist als jenes nach Diagramm 3.2, ergaben sich

bei kleinen Angebotswerten geringe Abweichungen von den Er-

gebnissen der Verkehrstests (s. Seite 74,75).
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3.1.4 Die mittlere Wartezeit T

W

Es liegt nahe, die mittlere Wartezeit in &hnlicher Weise
zu bestimmen, wie in Abschnitt 2.2.2. Der dort angegebe-
ne Iterationsalgorithmus liefert eine Ndherung fiir p(x)
und damit auch o(x) bzw. u(x). Mit der so errechneten
Durchlasswahrscheinlichkeit p(x), p(x), der Leitungszahl
n und dem Angebot A wurde die mittlere Wartezeit dann
formal so bestimmt wie mit der Interconnections-Delay-
Formula (IDF) nach M. Thierer [5], vgl. Gleichung (2.34).

Auch der hier im Abschnitt 3.1.2 angegebene Algorithmus
liefert eine N&herung fiir p(xli) bzw. p(x2r). Daraus las-
sen sich mit Gleichung (3.4) die Durchlasswahrscheinlich-
keiten u(xli) bestimmen. Die Berechnung der mittleren

Wartezeit Tw gemdB IDF flhrt jedoch auf Werte, die stark von den

Ergebnissen der Verkehrstests abweichen. Die Griinde hier-
flir sind wohl im folgenden zu finden:
Bei der Ermittlung von p(xli) und c(xli), bzw. p(XZr) und
c(x2r), im Iterationsprozess ist die Belastung Y, = AZr
vorgeschrieben. Die Abweichungen der Werte p(xli) und
c(xli), bzw. p(x2r) und c(x2r), von den tatsdchlichen Wer-
ten ist offensichtlich so, daB sich zwar eine verhdltnis-
mdssig genaue Wartewahrscheinlichkeit

k

1

W= o p(xli)o(xli) durch Aufsummieren der P r oduk te

i=1

p(xli)- o(xli), bzw. p(x2r)-dﬁx2r) ergibt, daB sich aber anderer-

seits die ungenauen Werte von p(xli) und G(Xli) bei der Be=-
rechnung der Wartebelastung @ sehr stark auswirken (vgl.
Formel (A.4), Anhang 1).

Die mittlere Wartezeit Tw 188t sich jedoch auch auf dem
nachstehend beschriebenen Weg bestimmen: Man geht davon aus,
daB die Wartewahrscheinlichkeit W bekannt ist (aus Gleichung
(3.19)) fir das Linksystem beziiglich des Biindels r mit Dy
Leitungen und einem Verkehr AZr = Y2r (keine Warteverluste),
so kann man fir dieses Wertetripel (w’nZI'AZr) die zuge-
hérige Erreichbarkeit keff flir ein Wartesystem, bestehend
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aus einer einstufigen Koppelanordnung mit unvollkommener Beim Linksystem hat in Wirklichkeit je nach dem momentanen
Erreichbarkeit und dem gleichen Wertetripel (W’n2r’A2r) Belegungszustand entweder die Enderate von kl belegten
ermitteln. Mit dem so gewonnenen keff 158t sich . nach Zwischenleitungen, mit welcher wartende Rufe in das Warte-
der Interconnections-Delay-Formula berechnen (vgl. A.4, bindel gelangen, oder jene von (ky=x14) Abnehmerleitungen
Anhang 1) . der Richtung r auf den Zeitpunkt EinfluB, bei dem ein
wartender Ruf in Richtung r durchgeschaltet werden kann.
W= T (n'keff'Ar) (3.22)

IDF

Dieses Vorgehen entspricht einer Abbildung der betrachteten
zweistufigen Koppelanordnung auf eine Hdquivalente einstu-
fige mit unvollkommener Erreichbarkeit. Die so berechnete
effektive Erreichbarkeit keff gilt fiir einen Wert der zu-
gehSrigen Wartewahrscheinlichkeit. Soll Ty fir mehrere An-
gebotswerte berechnet werden, so ist jedesmal zunichst die
zugehSrige Wartewahrscheinlichkeit und danach die effektive
Erreichbarkeit zu ermitteln. Die Erreichbarkeit kann bei der
einstufigen Ersatzanordnung aus technischen Griinden nur
ganzzahlige Werte annehmen. Fiir den Fall, daB die Wartewahr-
scheinlichkeit W zwischen zwei Werten von keff liegt, wird
der Wert fir Tw linear interpoliert.

In den Diagrammen 3.3 und 3.4 sind die Werte der mittleren
Wartezeit {iber dem Angebot aufgetragen (ausgezogene Kurven) .
Die dazu eingetragenen Ergebnisse aus Simulationstests zei-
gen fir das

System g,=25, k;=6, 9,=6, k,=10 (vgl. Diagramm 3.3,Seite 76)

eine gute Ubereinstimmung mit den Resultaten aus Gleichung
(3.23). Flir ein System ohne

Konzentration 9,=10, k;=10, 9,10, k,=10 (vgl. Diagr.3.4, Seite 77)

2
liegen die Werte aus Gleichung (3.23) im ganzen Bereich iiber
den Ergebnissen der Verkehrssimulation. Eine anschauliche
Erkl&drung dafilir ist, daB in einem solchen System mit

kl-g1 = kz-gz der mittlere"Abfertigungstakt" wesentlichen
EinfluB auf die mittlere Wartezeit hat. Durch die pauschal
angesetzte effektive Erreichbarkeit wird offensichtlich
dieser Einflu8 nicht vollstindig erfaBt.



*)

- 71 -

3.2 Herleitung eines neuen Verfahrens mit Zustandsgleichungen

fiir Wartesysteme mit Richtungswahl (ZBRW)*

Fir Verlustsysteme erfordert das Verfahren von C. Jacobaeus
[20] einen wesentlich geringeren Rechenaufwand als das Ver-
fahren nach A. Elldin [13]. Bei dem hier betrachteten Ver-
fahren wird die Verteilungsfunktion als f(Yl’kl) auf dem
Zwischenleitungsbiindel und auf dem betrachteten Abnehmer-
biindel als f(Y,an) vorgegeben. Damit erlibrigt sich eine
iterative Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten. Wie
in Abschnitt 3.1 wird auch hier wieder das gesamte Abnehmer-
blindel, aber nur e i n e Linkeinheit betrachtet. Die An-
zahl der momentan belegten Leitungen in dem betrachteten
Koppelvielfach der ersten Stufe sei Xy, die belegten Abneh-
merleitungen in Richtung r werde mit Xop bezeichnet.

-- -0 n, =g
2r 2
Warteplédtze

Bild 3.4 Die vorgegebenen Verteilungen

Die Erweiterung auf Wartesysteme fiihrt auf das folgenden
Verfahren: Es werden dieselben Voraussetzungen gemacht wie
unter Abschnitt 3.1.

Flir die Verteilung p(xl) wird angenommen, daB8 die Verteilung
der belegten Leitungen einer als Wartesystem betriebenen ein-
stufigen Koppelanordnung mit vollkommener Erreichbarkeit

Zustandsgleichungen zur Berechnung von zweistufigen Systemen
mit Richtungswahl und Warten.
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eine gute Ndherung darstellt. Mit Gleichung (A.7) und (A.8),
Anhang 1, ergibt sich filir die Zustandswahrscheinlichkeit
folgende Beziehung:

Al
*1
(i-A-c(i))
p(x;) i=1 (3.23)
1 3
1+ —
. J
FUT (i-no (i)
i=1
Dabei ist o(kl} = 1 und o(i) = O fir i = l,2,...,kl-l.

Mit der momentan belegten Anzahl von Zwischenleitungen kann
eine momentane Erreichbarkeit in Richtung r bestimmt werden.

kmr(xl) = (kl—xl)kr (3.24)

Flir diese "momentane Erreichbarkeit" des Abnehmerbiindels
188t sich eine "momentane Wartewahrscheinlichkeit" berechnen.
Dabei wird als Ndherung fir das Abnehmerbilindel die Vertei-
lung fiir eine einstufige Koppelanordnung als Wartesystem mit

der Erreichbarkeit kr = km benutzt. Die momentane Wartewahr-
r
scheinlichkeit kann mit der Interconnections-Delay-Formula

nach Gleichung (A.3) Anhang 1 bestimmt werden.

W =W (k
m

m IDF ) (3.25)

;an'AZr
Den Erwartungswert W der Wartewahrscheinlichkeit erhdlt man
durch Aufsummieren der momentanen Wartewahrscheinlichkeiten.

Wegen der Bedingung fir das Auftreten von km milssen alle Wm
r
mit der Wahrscheinlichkeit p(x;) gewichtet werden.
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k

W= S Wopp(ky omp iy ) tp(x)) (3.26)
r
%, =0

1
Die mittlere Wartezeit Tw wird wie in Abschnitt 3.1 ermit-
telt: Aus der berechneten Wartewahrscheinlichkeit W nach
Gleichung (2.26) wird mit n,. und A,y zundchst die effek-
tive Erreichbarkeit keff einer dquivalenten einstufigen
Koppelanordnung mit gleichen Wertetripel (W,an,AZr) be-
stimmt. Dann kann mit der Interconnections-Delay-Formula
T bestimmt werden, Anhang 1 Gleichung (A.4).

T, = T (n_,k /A) (3.27)
W WIDF rfteff’'r

Fir die Wartewahrscheinlichkeit ergibt ein Vergleich mit
Simulationsergebnissen, siehe Diagramm 3.1 und 3.2, iiber-
raschend gute Ergebnisse fiir das hier verallgemeinerte
Verfahren von Jacobaeus.

Flir die mittlere Wartezeit liefert die Gleichung (3.27)
ebenfalls gute Ergebnisse, wenn es sich um ein System mit
Konzentration des Verkehrs nach der zweiten Stufe handelt
(vgl. Diagramm 3.4 und 3.3). Die Ergebnisse aus Gleichung
(2.27) sind gestrichelt eingezeichnet.
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Simulationsergebnisse mit
einem Vertrauensintervall
von 95° Sicherheit

theoretisch berechnete Werte
nach IBRW, Gl.(3.22)

___ theoretisch berechnete Werte
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10
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N

100

- 78 -

4. Mehrstufige Linksysteme mit Warten

4.1 Der allgemeine Fall

Das Linksystem bestehe aus s Stufen. Nach jeder Stufe kann eine

Mischung eingefiligt sein. Die Abnehmerleitungen k&nnen alle in

eine Richtung flihren oder in mehrere Richtungsbiindel aufgeteilt
sein. Anders als in Abschnitt 2 kann jedes Koppelvielfach einer

Stufe mehr als einen Ausgang lj'j+l > 1 zu jedem Koppelvielfach

der ndchsten Stufe haben.

Das Bild 4.1 zeigt ein solches Linksystem. Die Mischungen sind

gestrichelt angedeutet.

1 2 3 s
Warteplétze [r\\ .(“2 . f\ ’(|23 s _t\_L
s T ! k3, Y
| ' b
1 |
i .
P
Vo
Pt
f |
p ol
v
— 1
I3lk3 1 J
SR
— [
9y 93 9g

Bild 4.1 Linksystem mit Mischungen

Flir die Ableitung der interessierenden Verkehrsgr&Ben werden

folgende Bezeichnungen verwendet (vgl. Bild 4.1).

s Zahl der Stufen

gj Zahl der Koppelvielfache in Stufe j
i=1,2,...,s

kj Zahl der Ausgédnge je Koppelvielfach

der Stufe j:3 = 1,2,..s
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Zahl der Leitungen von einem Koppelviel-

373+1
fach der Stufe j zu jedem Koppelvielfach
der Stufe j +1, j=1,2,...,8 - 1

ij Eingdnge jedes Koppelvielfaches der
Stufe j. j = 2,3,...,s

ksr Anzahl der Leitungen pro Koppelvielfach
der letzten Stufe s in die Richtung r.
r=1,2,...,R

m. Mittlere Priifbarkeit der Leitungen des
Abnehmerbiindels r

n, Anzahl der Leitungen (in Stufe s) im Ab-
nehmerbiindel r. r = 1,2,...,R

Hj Mischungsverh&ltnis der Mischung nach
Stufe j

Y Verkehrsbelastung

n, Die Wahrscheinlichkeit, daB ein belegter

Ausgang eines Koppelvielfaches der ersten
Stufe eine Leitung im Abnehmerbiindel der

Richtung r belegt. Falls keine Richtungs-
aufteilung erfolgt ist n, = 1.

4.2 Verallgemeinerung des Verfahrens fiir Verlustsysteme mit

Aufteilung in Eingangs- und Abnehmerblockierung (CIRBW)*®

Der Grundgedanke des Verfahrens ist bereits am Beispiel eines
Systemes flir zweistufige Mischwahl erliutert worden (vgl. Ab-
schnitt 2.2.3). Zur Ermittlung der Wartewahrscheinlichkeit W

und der mittleren Wartezeit 1, wird die Berechnung unterteilt

W
in Eingangsblockierung und Abnehmerblockierung.

Es wird dabei von einem mdglichst gleichmiBig verteilten Ver-
kehr auf den Zwischenleitungen in allen Stufen ausgegangen
und als Ndherung der Verteilungstyp der Belegungen der Zwi-
schenleitungen nach der ersten Stufe sowie der Verteilungstyp

%) Combined Input Route Blocking with Waiting.
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im Abnehmerbiindel vorgesdhrieben. AuBerdem wird angenommen,
daB beide Verteilungen voneinander unabhingig sind. Mit die-
sen Ndherungsannahmen kann das n-stufige System auf eine Er-
satzanordnung aus zwei Stufen reduziert werden, deren Blok-
kierungswahrscheinlichkeiten unabhingig voneinander berech-
net werden kénnen. Fiir die erste Ersatzstufe wird die Ein-
gangsblockierung berechnet, fiir die zweite die Abnehmer-
blockierung (vgl. Bild 4.2).

Eingangsblockierung Abnehmerblockierung
v k1 Leitungen v unvollkommen
1 vollkommen 1 e;relchbar mit Richtung r
} Ar=Yr mittlerer Prif- Teit
erreichbar barkeit m, n, heitungen

(Y,-¥,)

Bild 4.2 Ersatzanordnung fiir ein Linksystem mit s Stufen.

Wie schon erwdhnt, wird flir die Belegung der Zwischenlei-
tungen nach der ersten Stufe die Verteilung eines vollkom-~
men erreichbaren Blindels (Wartesystem) mit kl Leitungen
angenommen. Der Anteil der Wartewahrscheinlichkeit durch

Eingangsblockierung kann also mit E (Yl) berechnet wer-

2,k
den. 1

Zur Berechnung der Abnehmerblockierung wird eine Vertei-
lungsfunktion gleich jener eines Wartesystemes mit unvoll-
kommener Erreichbarkeit der n. Leitungen des Abnehmerblin-
dels r bei der Belastung Yr = nrY vorausgesetzt. Die Abneh-
merblockierung ergibt damit eine Wartewahrscheinlichkeit
nach Gleichung (A.3) mit W (n ,mr,Yr). Dabei ist fiir die

IDF 'r
Erreichbarkeit die mittlere Priifbarkeit m. einzusetzen.

Flir die Berechnung der mittleren Priifbarkeit werden zun&chst

Systeme ohne Mischung betrachtet, bei denen lj j+1 = 1, also
r

jeweils nur eine Zwischenleitung von einem Koppelvielfach der
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Stufe j zu jedem Koppelvielfach der Stufe j + 1 vorhanden

ist. Die Anzahl der im Mittel direkt durchgeschalteten Lei-
tungen von einem betrachteten Koppelvielfach der ersten -Stufe
in die betrachtete Richtung r ist der Anteil Yl-nr des Ver-
kehrs. Vom Ausgang der ersten Stufe k&nnen im Mittel (kl~Yl)
Koppelvielfache der zweiten Stufe erreicht werden. Von jedem
dieser Koppelvielfache sind jeweils (kz—Yz) Koppelvielfache
der dritten Stufe zu erreichen usw. Fiir die Stufen l,0.0.,(8~1)
ergibt sich dafiir

Von den erreichbaren Koppelvielfachen der letzten Stufe s
kommen dazu noch jeweils ksr Abnehmérleitungen in die ge~
wiinschte Richtung r.

Somit ergibt sich eine mittlere Priifbarkeit m iber alle Stu-

fen, ohne Mischungen und mit lj,j+1:1
s~1
m_ = T (kj-Yj) < kgt - Yy (4.1)
j=1

Ist eine Mischung zwischen Stufe 1 und 2 eingeschaltet, so
reduziert sich die Anzahl der freien Zwischenleitungen auf
(kl - Hl - Yl)' die Mischung reduziert also die Erreichbar-
keit im Verhdltnis H1 = (gl-kl)/(iz-kz). Falls Mischungen
zwischen anderen Stufen vorkommen, mu8 der entsprechende
Term durch (kj - Hj . Yj) ersetzt werden. Fir das Mischungs-
verhdltnis Hj = 1 entf&llt die Mischung, so daB allgemein
gilt:

m_ = TT (kj—Hj‘Yj) ksr+nr-Hli-Yl (4.2)
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Es kann bei der numerischen Auswertung von (4.2) vorkom-
men, daB das Produkt

o

k.-H.-Y.) > i .
Tz ( 7By 3) 9y wird
j:

Dies muB man ausschlieBen. Daher ist in Verbindung mit der

Gleichung (4.2) die folgende Begrenzungs-Vorschrift zu be-
achten:

o2

T (ky=Hy¥y) < gy, flir b =1,2,...,s-1 (4.3)
J=1

Ergeben sich trotz (4.3) fiir m. Werte, die grdBer als n_

Leitungen in Richtung r sind, so ist m. = n_zu setzen.

Als Beispiel wird fiir ein System mit 2-stufiger Richtungs=—
wahl (vgl. Bild 3.1, Seite 56) die mittlere Prifbarkeit an-
hand von Bild 4.3 angegeben. Im Mittel sind Y1 Zwischenlei~
tungen des betrachteten Koppelvielfaches der ersten Stufe
belegt. Damit k&nnen liber die im Mittel (kl*Yl) freien Zwi-
schenleitungen (kl—Yl)er Abnehmerleitungen erreicht werden.
Weitere n,. - Yl Abnehmerleitungen kdnnen auf besetzt geprift
werden. Somit ergibt sich die mittlere Priifbarkeit zu

m_ = (kl-Yl)k2r+nr-Yl. Zur Erl&duterung sind in Bild 4.3 die
entsprechenden Gr&B8en eingetragen.

1 2

Warteplétze

<X N

3 (ky=% ) kg

Gy=ky

Bild 4.3 Beispiel fiir die Berechnung der mittleren
Priifbarkeit.
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Fiir den Fall lj,j+1

lere Priifbarkeit eine &hnliche Formel wie (4.2) angegeben

>1, j=1,2,...,s-1 kann flir die mitt~

werden. Sie liefert obere Grenzwerte filir die Abnehmerblockie-

rung.
s=-1
_ ) 1 e
me= T OeyrHye Y e kg, o oY (4.4)
5=1 3.3+

Ahnlich wie in Gleichung (4.3) gelten Einschridnkungen, die
beachtet werden miissen. Wird die Absuchreihenfolge der Zwi-
schenleitungen so gewdhlt, daB zundchst je eine Zwischen-
leitung von einem Koppelvielfach j zu jedem Koppelvielfach
der ndchsten Stufe (j + 1) abgesucht wird, liefert die
Gleichung (4.4) zu groBe Werte. Dabei diirfen erst dann, wenn

die zuerst abgesuchten m,. Zwischenleitungen belegt sind,

jeweils die zweiten Zwisg;énleitungen zu jedem Koppelviel-
fach der Stufe (j+1) abgesucht werden, usw. Filir dieses
"giinstigste Absuchverfahren" 148t sich fiir Gleichung (4.4)
so modifizieren, daB sie eine untere Schranke liefert,
(vgl. [2](ec)).

Mit der mittleren Prilifbarkeit m_ aus (4.4) kann die Warte-
wahrscheinlichkeit W und die mittlere Wartezeit Tw dhnlich

wie im Abschnitt 2.2 (vgl. Gleichung (2.27), (2.29)) berech-

net werden. Die Werte von WIDF(nr’mr'Yr) und T IDF(nr,mr,Yr)
sind nach Gleichung (A.3) und (A.4) zu berechnei.
W= Ez,kl(Yl)+{l—E2,kl(Yl)}-WIDF(nr,mr,Yr) (4.5)

—1 .
kl—Yl'EZ,kl(Yl)+TW (nprm Y ) Wypp (0 om ., Y )

Ty = IDE (4.6) .
Ez,kl(Y1)+{1‘Ez,kl(Y1)}'WIDF(“r'mr'Yr)

Dabei ist der Anteil des Verkehrs in die Richtung r mit

Yr = nrY bezeichnet.

- 84 -~

Bisher wurde die Berechnung der Wartewahrscheinlichkeit W

und der mittleren Wartezeit Tw auf die Beziehungen der ein-
stufigen Koppelanordnung mit Warten nach der Interconnection
Delay Formula (IDF) zurlickgefiihrt. Von M. Thierer [5] wurde
ein weiteres Verfahren fiir die Berechnung von W bzw. Ty an-
gegeben. Dieses Verfahren 148t sich ebenfalls auf einstufige
Koppelanordnungen mit unvollkommener Erreichbarkeit anwenden.
Dabei wird W bzw. Tw nach der sogenannten Grading Delay
Formula (GDF) berechnet, vgl. Anhang 1, Gleichung (A.5) bzw.
(A.6). Ersetzt man in Gleichung (4.5) bzw. (4.6) die Beziehung

WIDF(nr'mr’Yr) und T

und (A.6), also WCDF

WIDF(nr,mr,Yr) durch die Beziehung (A.5)

(nr’mr’Yr) und TWGDF(nr,mr,Yr) so erhdlt
man:

W = Ezlkl(Yl)+{1—E2'kl(Yl)}'WGDF(nr,mr,Yr) (4.7)

1

kl—Yl ‘ EZ,kl(Yl)+TWGDF(nr'mr'Yr)‘wGDF(nrfmr’Yr)
T = 1 , (4.8)
"o Eg L, () E2,kl(Yl)} Wopp (Mprmy Y, )

Vergleich der Ergebnisse mit Verkehrssimulation

In den folgenden Diagrammen wird an einigen Beispielen ge-
zeigt, wie weit die Ergebnisse des Verfahrens der kombinier-
ten Eingangs- und Abnehmer-Blockierung fiir Wartesysteme von
den Werten aus der Verkehrssimulation abweichen (vgl. auch
Diagramme 2.2 bis 2.5 in Abschnitt 2, Seite 50 - 55),

Bei der numerischen Auswertung der Gleichung (4.5) und

(4.7) bzw. (4.6) und (4.8) ergaben sich bei den untersuchten
Systemen so geringe Unterschiede, daB auf eine zeichnerische
Darstellung in den Diagrammen verzichtet werden mufte.
Zundchst erkennt man, daB8 die Genauigkeit der Ergebnisse
nicht {iber den gesamten Bereich des angebotenen Verkehrs
gleich ist. Bei der Wartewahrscheinlichkeit sind offensicht-
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lich die N&herungsannahmen bei extrem kleinen und bei grége-
ren Angebotswerten unterschiedlich zutreffend. Die Ergebnisse
zeigen jedoch im ganzen Bereich eine fiir die Praxis ausrei- W
chende Ubereinstimmung mit den Resultaten aus den Verkehrs- ¢
tests.,

Die Tendenz zur Unterschdtzung der Wartewahrscheinlichkeit

(Diagr. 2.2, S. 50, W < 1 %) bei kleinen Angebotswerten 138t

sich durch die Verwendung der mittleren Priifbarkeit erkli-

ren. Die Schwankungen des Verkehrs wirken sich bei kleinen

Belastungen stédrker auf die momentane Erreichbarkeit aus als 0.1

bei mittleren und grdBeren Belastungen. Der nichtlineare
EinfluB dieser Schwankungen wird durch die mittlere Zahl der
Belegungen in der Berechnung der Wartewahrscheinlichkeit
unterbewertet.

Simulationsergebnisse mit
Die Ergebnisse filir groBe Belastungen zeigen eine Tendenz zur { Sinep \ertrauensintervall

. s ) .. z von 95°% Sicherheit
Uberschitzung der Wartewahrscheinlichkeit gegeniiber der Ver- theoretisch berechnete
kehrssimulation (Diagr. 4.7, S. 93). Die Ursache liegt vor Werte nach CIRBW

allem in der Annahme der statistischen Unabhingigkeit von
Eingangsblockierung und Abnehmerblockierung. Tatsidchlich ist
die Unabhdngigkeit der Belegungszustinde der Eingangsstufe
und der Abnehmerstufe bei gr&8er werdender Belastung immer
weniger gewdhrleistet.

0.01
Fiir die mittleren Wartezeiten Tw kénnen die Einflisse der Mischungsplan Seite 88
Ndherungsannahmen in &hnlicher Weise interpretiert werden. . )
Von der Wirklichkeit abweichende Annahmen ergeben bei der Kot
mittleren Wartezeit meist grdRere relative Abweichungen, als "_EE: 10)6 Ny 4*5
dies bei der Ermittlung der Wartewahrscheinlichkeit der Fall )
. Nartesystem . 250 :
ist,. . 50 .
-E 10fe P85
v
25 5
Absuchen der Koppelviel-
fache geordnet
T T ¥
5 0 20
E——'
Diagramm 4.1

Die Wartewashrscheinlichkeit W iber
dem Angebot A
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w
Simulationsergebnisse
§ mit einem Vertrauensintervall
von 95°% Sicherheit
theoretisch berechnete
Nerte nach CIRBW
.
1
0.1

Nartesystem

Mischungsplan Seite 88

kor=1t

h2'1 =5

HZG-S

D259
50
10
— / )
25 5

fache geordnet

Absuchen der Koppelviel-

Diagramm 4.2

10

Die mittlere Wartezeit 1, der Wartenden
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Uber dem Angebot 4
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Erlduterungen zur Mischungstabelle

Als Beispiel wird eine Mischung zwi-
schen Stufe 1 und Stufe 2 betrachtet.
Die Ausgangsleitungen der Mischung

sind numeriert mit
1,2,‘..,i2-g2

Die Leitungen mit den Nummern
1,2,...,i2 fihren auf das erste Kop-
pelvielfach der Stufe 2, die Lei-
tungen

i +1,1i

2 +2,..0.,2°1

2 2

auf das zweite Koppelvielfach, usw.

In der Mischungstabelle sind die
Nummern der Ausgangsleitungen der
Mischung eingetragen. Die Spalten
der Tabelle entsprechen den Koppel-
vielfachen der ersten Stufe, die
Zeilen tragen die Nummern des i-ten
Ausganges aus dem entsprechenden
Koppelvielfach.

Beispiel aus nebenstehender Mischungs-

tabelle:

Die 5. Leitung aus 91,9 hat die Num-
mer 34. Die Ausgangsleitung 34 fiihrt
vom 9. Koppelvielfach der ersten
Stufe auf den 4. Eingang des 3. Kop-
pelvielfaches der Stufe 2.

Mischungstabelle zu Diagramm 4.1 und 4.2
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Gi = 11 K1 = 10 Gg & 3 K2 8 9
MiSCHUNG 3
w T Kl Gi] 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11
W 3 19 37 38 20 39 40 3 21 4
5 2 6 4 4§ 4§ 23 24 4% 25
% 22 23 26 % 2 2; 4 3 Zs 9 46
L Guprhaugiad
5 8 4 %m 1 ( 113 1
6 14 32 59 51 15 50 5 49
b 33 35 39 71 33 83 33 30 3% 13 43
8 35 17 %3 3% 17 53 35 17 S3 5 17
9 »8 36 18 36 18 36 %8 36 18 36 18
19 54 54 54 54 54 54 54 54 54 54 54
of1 1
Simulationsergebnisse mit
einem Vertrauensintervall
von 95°% Sicherheit
: Simulationsergebnisse
theoretisch berechnete mit ezgem Ver%rauens~
#erte nach CIRBW } intervall von
85°% Sicherheit
theoretisch berechnete
Werte nach CIRBW
0.01 o1
Mischungsplan Seite 90
1 kors3 ! N 2 k2r®3
_E 18]9 n2=9 _{E 189 fipg®0
N L Do |l
Wartesystem T |54 : Wartesystem : 54
._.E:): 1819 n2,3%9 —E 1819 N2,3=9
v L Vv S
KD 3 11 3
Absuchen der Koppelviel- Absuchen der Koppelviel-
fache von Nullstellung fache von Nullstellung
)} T T T ! R T J T '
10 15 20 25 10 15 20 25
. Diagramm 4.4 Die mittlere Wartezeit T der Wartenden
Diagramm 4.3 Die Wartewahrscheinlichkeit W Uver dem

uber dem Angebot A
Angebot A
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Simulationsergebnisse mit

§ einem Vertrauensintervall
von €5°% Sicherheit
theoretisch berechnete
#erte nach CIRBW

Warte-
system

Absuchen der Koppelvielfache geordnet

Diagramm 4.5

-

8 12 16 20

—— ]

Die Wartewshrscheinlichkeit W iber
dem Angebot A

24

10

0.1

von 95°% Sicherheit

theoretisch berechnete
Nerte nach CIRBW

Simulationsergebnisse mit
§ einem Vertrauensintervall

Narte- : : : :
system

—6 66 66 614 Ng4=6

6 6 6 6

Absuchen der Koppelvielfache geordnet

Diagramm 4.6

T T T T
8 12 16 20

—— g A

Die mittlere Wartezeit T,
Uber dem Angebot A

24

W der WNartenden
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Simulationsergebnisse mit
{ einem Vertrauensintervall s 5 . ) .
von 95°% Sicherheit o}mulatxonseLgebglsse mit
{ einem Vertrauensintervall
theoretisch berechnete von 95 ° Sicherheit
W T 1act b v .
Verte nach CIRBW theoretisch berechnete
Werte nach CIRBW
oo /r o1
1. - _ 6 Ker’ 1
Warte~
Warte- lsystem
system

2 T4

Absuchen der Koppelvielfache geordnet Absuchen der Koppelvielfache geordnet

T T T i Y T T T

2 4 6 8 10 12 2 4
A

Diagramm 4.7

6 8 10

———t— f]

2
Die Wartewahrscheinlichkeit W iber Diagramm 4.3 Die mittlere Wartezeit Ty der Wartenden
dem Angebot A i uber dem Angebot 4.

LD
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Bemerkung
In dieser Arbeit wurden nur reine Wartesysteme betrachtet,

also solche mehrstufige Koppelanordnungen,bei denen kein

Ruf wegen Mangel an Wartepl&dtzen abgewiesen werden muB.

Die hier angegebenen Verfahren zur Berechnung der Verkehrs-
gréBen solcher Systeme lassen sich zur Berechnung von mehr-
stufigen Koppelanordnungen mit begrenzter Speicherzahl er-
weitern, insbesondere gilt dies fir die Verfahren ZBMW und
IBMW. Mit der gleichen Annahme, das ndmlich die Verteilun~
gen in den Zubringerteilgruppen voneinander unabhdngig sind,
lassen sich die Zustandsgleichungen fiir Linksysteme mit be-

grenztem Speicher ableiten.

Fiir die Anwendung der Methode CIRBW zur Berechnung von Link-
systemen mit begrenztem Speicher kann auf die Arbeit von

P. Kithn [1] zuriickgegriffen werden. Dort werden einstufige
Koppelanordnungen mit begrenztem Speicher behandelt. Bei

der Methode CIRBW miissten dann anstelle der Beziehungen flir
die einstufige Koppelanordnung mit unbegrenztem Speicher
die entsprechenden Beziehungen fiir begrenzte Speicherzahl

verwendet werden.
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5. Zusammenfassung von Ergebnissen

ber die Berechnung der Verkehrsgr&Ben von Linksystemen mit
Warten gibt es auBer jener von E. Gambe [6] keine Verdffent-~
lichungen. E. Gambe [6] behandelt nur Niherungsverfahren fir
solche zweistufige Linksysteme ohne Mischung, die als gemischte
Warte-Verlustsysteme mit einer speziellen Abfertigungsdisziplin

arbeiten.

In der vorliegenden Arbeit wird unter der Annahme einer praktisch
unbegrenzten Zahl von Wartepldtzen neben zweistufigen Linksyste-

men mit Misch- oder Richtungswahl auch der allgemeine Fall mehr-

stufiger Linksysteme mit Mischungen hinter beliebigen Stufen be-

trachtet.

zunichst werden im Abschnitt 2 fiir Systeme mit zweistufiger Misch-
wahl 3 neue Verfahren fiir Wartesysteme abgeleitet. Zwei dieser
Verfahren liefern auch neue Ldsungen flir Verlustsysteme. Die
einzige Voraussetzung, die diesen letztgenannten 2 Verfahren zu-
grunde liegt, ist die Unabhdéngigkeit der Verteilungen der beleg-
ten Leitungen in den einzelnen Zubringerteilgruppen. Diese Vo-
raussetzung ist bei bestimmten Systemen sogar exakt erfillt. Es
werden die Zustandsgleichungen abgeleitet und daraus die interes-
sierenden Verkehrsgr&fen berechnet. AuBerdem wird anhand dieser
Verfahren gezeigt, wie man von bekannten Berechnungsverfahren

fiir Verlustsysteme auch Verfahren fiir die Berechnung von Warte-
wahrscheinlichkeit und mittlere Wartezeit von Linksystemen mit
Warten ableiten kann.

Danach werden in Abschnitt 3 zwei L&sungen hergeleitet fiir Sy-

steme mit zweistufiger Richtungswahl.

SchlieBlich wird ein Verfahren angegeben, das auch fiir 3~und
mehrstufige Wartesysteme mit Mischwahl oder Richtungswahl sowie
mit Mischungen hinter beliebigen Stufen anwendbar ist. Die An-
regung dazu gab das Verfahren CIRB von A. Lotze [2] .

Es zeigt sich, das man das neue CIRBW Verfahren filir alle vorkom-
menden Strukturen eines Linksystems mit einer fir die Praxis

gut ausreichenden Genauigkeit anwenden kann. Die numerische Aus-
wertung ist sogar ohne Digitalrechner méglich, da die Berechnung
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der hier interessierenden Gr&Ben auf entsprechende Grdfen ein-

stufiger Koppelanordnungen zuriickgefilhrt werden kann. Diese lie- Anhang 1

gen aber bereits in tabellierter Form vor (M. Thierer ([5] ).

Alle entwickelten Verfahren wurden anhand zahlreicher Simula- Kurzfassung der Theorie von M. Thierer fiir einstufige
tions~Ergebnisse auf ihre Genauigkeit hin untersucht. Koppelanordnungen mit unbegrenztem Speicher

Mit den Voraussetzungen des Abschnitts 1.6 (Seite 14) und
der Annahme, daB im "statistischen Gleichgewicht" die Wahr-
scheinlichkeit flir das Verschwinden des Zustandes {x,z}
durch Enden einer Belegung gleich der Wahrscheinlichkeit
fiir das Entstehen dieses Zustandes {x,z} infolge eines
neuen Rufes ist, hat M. Thierer [4], [5] die nachstehend
angegebenen Beziehungen fiir W und Tw abgeleitet.

Von n Leitungen k&nnen k erreicht werden. Im System befinden
sich x Belegungen des Biindels.

Flir die ideale Erlangmischung und fiir solche nichtidealen
Mischungen, deren Durchlasswahrscheinlichkeit in guter N&he-
rung gleich jener einer idealen Mischung ist, gilt folgende
Beziehung flir das "statistische Gleichgewicht":

p{x) (x-0(x)-A) = A p(x-1)-u(x-1) (A.0)

Aus dieser Beziehung 1l&8t sich folgende Gleichung ableiten:

x-1
2% T w)
p(x) = p(0)- ~;{—i—=o——— (A.1)

ﬂ {i-g (i) -A}
i=1

n
Mit der Bedingung :{: p(x) =1 ergibt sich somit
x=0
X-1
n TT‘ u(i)
1 _ x i=0
5or = 1+ Z A (A.2)

X
T Gimo (1) -2
i=1
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X
(

Dabei ist o(x) = 1l-u(x) = —%— die Sperrwahrscheinlichkeit.
(
k

Die Wartewahrscheinlichkeit W ergibt sich als Erwartungs-
wert nach der IDF (Interconnections-Delay-Formula)

x~1
n M ww
Yo o)
x=k T ti-o(i)-n)
i=1
p(nk,A) = — (2.3)

o T
L) A

X
=1 I (1-0(4) -n)

i=1

Die mittlere Wartezeit der Wartenden bezogen auf die mittlere

Belegungsdauver tm ist:

Z (p(x) Z S TEOrS

(n,k,n) = Xk (A.4)

A Z p (x) 0 (x)
x=K

IDF

Flr Ubliche Mischungen der Praxis kann auBerdem die GDF
(Grading Delay Formula) verwendet werden.

n—A+A'E1’n_k(A)

) (A.5)

(n,k,2) = E, (A)" —
Wepr 2,n nE] ok
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X
o (i)
E: I = o
T, (nkn) = XK 1=k (2.6)
IDF A-Wepp(n,k,R)
In Gleichung (A.5) sind die bekannten Beziehungen El n(A)
r

und E (A) nach A.K. Erlang verwendet. Die Sperrwahrschein-

2,n
lichkeit o0(i) in Gleichung (A.6) ist gemdB der verwendeten

Mischung einzusetzen, p(x) ist die Zustandswahrscheinlich-

keit des vollkommen erreichbaren Abnehmerbiindels.

Das vollkommen erreichbare Biindel

Wird in den Formeln (A.1l) bis (A.4) der Grenzilibergang k-n

durchgefiihrt, so ergeben sich folgende bekannte Beziehungen:

Zustandswahrscheinlichkeit x Leitungen in Biindel

a¥
p(x) = p(0) % (A.7)
T a0
mit
n
X
1 _ A
m = 1 + —X—————-——' (A-B)
x=0 TT- (i-Ac (1))
Dabei ist o(i) = O flir i = 1,2,...,n-1 und o(n) = 1.
Wartewahrscheinlichkeit, alle n Leitungen belegt:
n
= A . _n _
=p0) o7 e EZ,n(A) (A.9)
Mittlere Wartezeit der Wartenden bezogen auf t
t
=9 _ 1
W=t < 5% (A.10)
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Anhang 2

Zustandsgleichungen filir zweistufige symmetrische Mischwahl

In Abschnitt 2 wurden die Zustandsgleichungen fiir ein System
mit zweistufiger symmetrischer Richtungswahl abgeleitet
(vgl. Gleichung (2.5)). Fiihrt man in Gleichung (2.5) den
Grenziibergang §t+0 durch und fiihrt noch Ai=cA 'tm ein, so

ergibt sich: .

Vo)
ot

p(xl,xz,...,xi,...,qu)-xi

s
]
s

+ E: p(xl,xz,,..,xi,...,xgl)-ul(xl,xz,...,xi,...,xgl)-Ai

= p(xl,xz,...,xi—l,...,xgl)ul(xl,xz,.,.,xi—l,...,xgl)Ai

93 (A.11)
+ EE: p(xl,xz,...,xi+l,...,xgl)’(x+l)
i=1

Zur Ableitung der Gleichung (2.5) und (A.1l1) wurde vorausgesetzt,
daB die Zustandswahrscheinlichkeiten pi(xi) voneinander unab-
hdngig sind. Damit gilt (vgl. Gleichung (2.6)):

p(xl,xz,...,xgl) = pl(xl)'pz(xz).,.pgl(xgl) (A.12)

Die Gleichung (A.11) 148t sich mit (A.12) umschreiben:

q
-
T~
-

-
i

e
[}
it

ot

e}
—

Q
[

=
i

ot
o

Q
-
[
-

i=1 =1

k!
91 91
i=1 j=1

Es ist nun zu
beiden Terme

sind.

Ausgehend von
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pj(xj)xi (A.13)

pj(xj)pi(xi—l)-ul(xl,x2,...,xi—l,...,xgl)-Ai

pj(xj)-pi(xi+l)-(xi+1)

pj(xj)ul(xl,xz,,..,xi,...,xgl)Ai

zeigen (vgl. Gleichung (2.8)), das jeweils die
einer Seite von Gleichung (A.13) einander gleich

g g
1 1

X=0= E %y bis zu x=n= E xi kann
i=1 i=1

dies durch systematisches Anschreiben aller mbglichen Zustinde

nach Gleichun

Wegen p(xi)=o

91 91
0 = E: U7
i=1 =1

g (A.13) nachgewiesen werden.

g
1
fiir x,<0 wird fir alle x,=0, also 0 = E: X,
i=1
(p.14)
91
p;(0)-p; (1) -1- T P4(0)-u; (0,0,...,0,...,0) -A,}
j=1
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g
1

Flir 1 = Z xi ergibt die linke Seite von Gleichung (A.13)
i=1

genau den Ausdruck (A.14), also

A.15
91 9 91 ( )
0 = Z { ]T pj(O)pi(Z)-z—]T pj(xj)-ul(0,0,...,l,...,O) A}
i=1  j=1 j=1
J¥1 gl
Dies 148t sich fiir alle Belegungen x = Z x; fortsetzen.
i=1

Es gibt jedoch nur solche Zustinde fiir die x < n und auBerdem

Xy < kl gilt.

g, g g
0=Z( P (x;)- R Ix;#1)x#1) - Upj(xj)'l'%(xl'XZ"“‘xi"“‘XQ,)'A;) (A16)
I=1 It

iy

e

Mit Gleichung (A.13) folgt daher:

91
Z p(xl,xz,...,xi,...,x )-xi
1=1 1
(A.17)
91
= Z p(xl,xz,...,xi—l,...,xgl)-u]_(xl,xz,...,xi—l,...,xgl)-Ai
i=1

und auBerdem

91
.5:1 P(X) /Xy, S IS I .,xgl) (x;+1)
(A.18)
91
= Z p(xllle---lxirv--rxgl)ul(xllle---Ixil~--lxgl).Ai

i=1



