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1. Einleftung

In der Vermittlungstechnik werden hiufig anstelle
" hochwertiger Mischiungen sogenannte ,vereinfachle®

Mischungstypen verwendet (z. B. O'Dell-Mischungen, -

Normmischungen, vereinfachte Normmischungen
usw.). Derartige vercinfachte Mischungstypen haben
zwar cine hohere Verlustwahrscheinlichkeit zur Folge
als hochwertige Mischungen; aus Grinden der Wirt-
schaftlichkeit ist jedoch dieser Nachteil oft vertretbar
(einfache Mischpldne, geringer Arbeitsaufwand beim
Einbau und bei Erweiterungen). Eine Schwierigkeit
liegt nun darin, auch fir diese verschiedenen verein-
/ “hten Mischungstypen méglichst genaue Projektic-
sungsunterlagen [Tabellen B = (A, n, k)] zu berech-
nen. '

Erlang’s Interconnection-Formel (1920) liefert fiir so-
genannte ,Ideale Erlangmischungen* exakte Ergeb-
nisse [l]. Als Berechnungsgrundlage fiir praktisch

realisierbare Mischungen konnte sie sich jedoch nicht -

durchsetzen, da fast in allen Fillen die berechneten
Werte zu optimistisch sind. ‘

. O'Dell's Verlust-Formel (1927) wurde fiir den speziel-
len Typ der O'Dell-Mischung entwickelt [2] und kann
- durch geeignete Wahl der Interpolations-Konstan-
ten — auch an andere Mischungstypen angepaBt wer-
den [3]. Im Bereich kleiner Verluste (B < 5% licfert
diese Formel dann cbenfalls hinreichend genaue Er-
gebnisse; fur hohere Verluste, wie sie bei Quer-
* leitungsbiindeln auftreten, sind die berechneten
Werte jedoch zu ungenau.

Die Modifizierte - Palm - Jacobaeus - Verlust - Formel
(MPJ) liefert fiir geordnetes Absuchen hochwertiger
Mischungen mit Staffeln, Ubergreifen und gutem
. setztausgleich von kleinen bis zu hohen Verlust-
werten sehr wirklichkeitstreue Ergebnisse [4 bis 7.

Im folgenden wird gezeigt, wie mit Hilfe dieser MPJ-
Formel und eciner der nachstehenden zwei einfachen
Anpassungsfunktionen

A Ay = f(n, k, Mischungstyp)
A Ay = f(n, k, B, Mischungstyp)

auch eine genaue Berechnung verschiedenartigster
vereinfachter Mischungstypen méglich ist (Unterschied
der beiden Anpassungsfunktionen vgl. Abschnitt 3).
Die Unterscheidung der einzelnen Mischungstypen er-
folgt bei beiden Anpassungsfunktionen durch einen
fir jeden Mischungstyp charakteristischen konstanten
Anpassungsfaktor F. Bild 1 zeigt hierzu ein Beispiel.
Eingezeichnet sind die Simulationsergebnisse sowie
die mit AA; angepaBte MPJ-Formel fiir drei verschie-
dene Mischungstypen:

I: Hochwertige Mischung mit Staffeln, Ubergreifen

und gutem Besetztausgleich. Anpassungsfaktor
 F=0,
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II: Vereinfachte Normmisdiung der Deulschen Bun-
despost, Anpassungsfaktor F = — 0,3,

III: O'Dell-Mischung nach den Unterlagen des British
Post Office. Anpassungsfakior F = —1,1,

Alle drei Mischungstypen wurden in diesen Beispiclen
fir die Errcichbarkeit k=: 10, die Abnchmerleitungs-
zahl n = 110 und fir g = 24 Zubringerteilgruppen auf
cinem Digitalrechner mit kiinstlich erzeugtem Zufalls-
verkehr getestet. Die Mischpline sind in den Bildern
2, 3 und 4 dargestellt. Man erkennt die betriachtlichen
Verlustunterschiede zwischen den einzelnen
Mischungstypen sowie dic Genauigkeit der angepaB-
ten MPJ-Verlust-Formel.

Der Grundgedanke der MPJ-Verlustformel [5 bis 9]
wird im Abschnitt 2 kurz beschrieben. Daran anschlie-
BSend werden im Abschnitt 3 beide Anpassungsfunk-
tionen angegeben und miteinander verglichen. (Die
Anpassungsfunktion AA; wurde bereits in [8], [9] und
[10] verdffentlicht.) Zahlreiche Simulationsergebnisse
zeigen die Genauigkeit beider Anpassungsfunktionen
fiir vereinfachite Normmischungen der Deutschen
Bundespost  (Simulationsergebnisse  fiir  andere
Mischungstypen siehe [10]).

2. Grundgedanke der MPJ-Verlustformel, [5] bis [9]

Allgemein gilt fir die Verlustwahrscheinlichkeit B
einer Koppelanordnung mit unvollkommener Er-
reichbarkeit bei angebotenem Zufallsverkehr 1. Art:

n X
B =73 p)-o(x). (1)
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Bild 1. Anpassung der MPJ-Formel an Mischungen ver-

schiedenen Typs (I hochwertige Mischung, II vercinfachte

Normmischung, III O'Dell-Mischung). Mischpldne siche Bild
’ 2, 3 und 4.

Fig. 1. Adaption of the MPJ Loss Formula to gradings of

various types (I: high efficiency grading, II: simplified

standard grading, III: O'Dell grading). Grading schemes
sce Fig. 2, 3 and 4.
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. Introduction

In switching networks so-called simplified gradings
are often used in place of high-etliciency gradings.
Simplilied gradings include for example gradings ol
the O'Dell type, standard gradings, and simplified
standard gradings. Compared with high-elliciency
gradings, simplified gradings have a higher proba-
bility of loss for a given amount of offered traffic. This
disadvantage, however, is offset by cconomic ad-
vantages such as simple manufacturing and small
labour costs for installation and extension. The intro-
duction of simplified gradings involves the problem
of how to get accurate dala for planning purposcs
(tables for the probability of loss as a function of
offered tralfic, availability, and number of trunks).
Erlang's Interconnection Formula (1920) gives exact
results for so-called Ideal Erlang gradings [t]. Yet this
formula did not succeed in becoming a gencrally
accepted base of calculation with respect to gradings
as realized in practice, because in most of all these
cases calculated values show clearly an optimistic
tendency.

QO'Dell's Loss Formula {1927) has been developed for
e special type of the O'Dell gradings [2]. By a
suitable chosen coefficient of interpolation the
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Bild 2. Hochwertige Mischung mit Staffein und.Ubergreifen

fir die Erreichbarkeit k=10 und n =110
Abnehmerleitungen.

Fig. 2. Inhomogeneous high efficiency grading with skipping
and good traffic balance for the availability k=10 and

n = 110 outgoing lines.
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Bild 3. Vereinfachte Normmischung der Deutschen Bundes-

post fiir die Erreichbarkeit k == 10 und n = 110
Abnehmerleitungen.

- Fig.3. Simplified standard gradings of the German Poul

Office for the availability k=210 and n=110 outgoing lines.,

formula can be adapted to other types of gradings {13,
Then in the range of small losses (8 <70.5 %) good
resulls are obtained. For higher losses occuring in
high-usage roules, the calculated values are in-
accurate,

The Modified Palm Jacobacus Loss Formula - MPJ -
yiclds realistic results in the whele range from small
o high values of loss which hold true for sequentially
hunted inhomogencous gradings with skipping and
slipping, i.e. high efliciency gradings with good
trallic balance [4-7].

It will be shown how gradings of various types can
accurately be caleulated, too, by means of the MPJ
Loss Formula in conjunction with one of the following
adaptation formulac:

AA( = I(n, k, type of grading)
AAg=[(n k,B, type of grading)

(Difference of these formulac scc

Scction 3).

In these adaptation functions the various types of

gradings are distinguished by means of a characteris-

tic “fitting parameter F” having a constant value for
cach type of grading.

An example is given in Fig. I showing the probability

of loss B as a function of the offered traffic A. Results

of artificial traffic tests and the curves of the MPJ

Loss Formula being adapted according to the func-

tion AA; are presented for three different types of

gradings:

1. Inhomogencous grading of high efficiency with
skipping and good traffic balance. Fitting para-
meter F = 0. .

1L Simplified standard grading of the German CPO.
Fitting parameter F = — 0.3.

III. O'Dell's grading according to the British GPO.
Fitting parameter F = — 1.1,

adaptation

In the example all three types of gradings have
n= 110 trunks being hunted by g = 24 sclector groups
with an availability of k = 10.

These gradings have been investigated by means of
artificial traffic trials carried out on a digital computer.
As to the grading schemes see Figs. 2,3 and 4. Compar-
ing the different gradings, the remarkable differences
of loss for the same offered traffic and the good
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Bild 4. O'Dell-Mischung fiir die Errcichbarkeit k=10 und
n =110 Abnehmerleitungen.

Fig. 4. O'Dell grading for the availability k=10 and
n-—llO outgjaing lines.
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p(x) Belegungswahrsaieinlichkeit

«gurade x Leitungen gleidizeitig belegt®,
o(x) Sperrwahrscheinlichkeit

«oin Anruf erreicht im Zustand

keine freie Abnelhmerleitung®,
Diec Wahrscheinlichkeit p(x) cines Biindels mit n Ab-
nehmerleitungen ist bei derselben Belastung Y in
erster Niherung unabhédngig davon, ob diese Be-
lastung durcdh vollkommenes, unvolikonunenes cin-
stuliges oder mehrstutiges Absudhon des Blindels ent-
steht,
Aus diesem Grund wird in Gl (1) fiir cin vorgegebenes
Wertetripel (Y, n, k) die Verteilung p(x) cines voll-
kommen erreichbaren Bundecls gleicher Belastung Y
und Leitungszahl n benutzt. Daraus ergibt sich

»X Leitungen belegt”

al
pw) = T (2)
g Ao
g0 &l
n
Y=73x p) (3)
z-fO

Ay ist jenes Angebot, welches fiir die vorgeschriebene
Belastung Y im Falle vollkommener Erreichbarkeit
notwendig wdre. Daraus folgt

Y
1 - El.n(AO) )

Der Berechnung der Sperrwahrscheinlichkeit liegt fol-
gende Uberlegung zugrunde:

a) Bei Gleichwahrscheinlichkeit aller (3) Muster eines
Zustandes ,x aus n Abnehmerlextungen sind be-

legt” gilt
EZd)_0
x—k \k

FIe]

Ay = 4)

o(z) =

.

= (5a)
k

b) Bei geordnetem Absuchen eciner Mischung sind

zwar die Wahrscheinlichkeiten der (2) Muster
eines Zustands ,x Leitungen belegt* ungleich
groB. Es kann aber als Néherung angenommen
werden, daB sich der Erwartungswert der
Sperrwahrscheinlichkeit nicht &dndert:

" -
o(r) = (},)0' () = pey) = ..(..@)_

el

Setzt man die GI. (2) und (5) in GI. (1) fiir die Verlust-
wahrscheinlichkeit ein, so erhdlt man nach einigen
Umformungen die MPJ-Verlust-Formel. Es gilt

El, n (AO)
B n-r(do)’

Y
1 — Byps

(6hH)

B = Byps = (6)

Aypy = (7)
Dabei ist ‘
‘ A3

{
By, 2(Ao) = —

TN

. (8) .

J. Anpassung an verschledenartige Mischungstypen
3.1, Dice Anpassungslormeln

Vergleidit man die MPJ-Formel mit Testergebnissen
z B, fir O'Dell-Misdiungen (ohne Ubergreifen) oder
Normmischungen der Deutschen Bundespost, so cor-
kennt man, dafl far feste Werte (n, k) die Differenz
zwischen dem rechnerischen MPJ-Angebot Ay und
dem  talsdchlich  zuldssigen Angebot  bei jedem
Mischungstyp einen nahezu konstanten, vorn Verlust
fast unabhingigen Werl AA hatty,

Dicser Anpassungswert AA steigt bei konstanter Lr-
reichbarkeit k mit wachsender Leitungszahl n. Mit zu-
nchmender Irrcichbarkeit und konstanter Leitungs-
zahl n wird AA kleiner.

Folgende Anpassungsfunktion, die anhand sehr vicler
Tests mit kiinstlichem Zufallsverkehr empirisch ge-
funden wurde, ecrlaubt die Berldksichtigung dieser
Unterschiede:

2
n E—2
Ar=F 3 —1p o o, 9
Ada { k } Iy ®
Das zuldssige Angebot an einen bestimmten
Mischungstyp ist deshalb
Azur = Awpy + A A, (10)

F ist der Anpassungsfaktor und charakterisiert cinen

bestimmten Mischungstyp. Allgemein ist

F<<0 bei vereinfachten Mischungstypen (z. B..O'Dell-
Mischungen, Normmischungen, vereinfachten
Normmischungen),

F =0 fir hochwertige Mischungen mit Staffeln, Ubcr-
greifen und gutem Besctztausgleich,

F>0 fir besonders hochwertige Mischungen mit ex-
trem hohem Mischungsverhaltnis.

Anhand zahlreicher Verkehrstests auf einer elektro-
nischen Datenverarbeitungsanlage wurde der Anpas-
sungsfaktor F fiir die wichtigen vereinfachten
Mischungstypen ermittelt. Es gilt

F= —1,1 fir ODell-Mischungen,

F= —03 fiir vereinfachte Normmischungen,

F = —0,25 fir Normmischungen.

Die aus Verkehrstests gewonnene besonders einfache
AA(-Formel (9) hat den Vorzug, unabhdngig vom zu-

~ gehdrigen Verlustwert B zu sein. Dadurch kommt es in

Einzelfdllen vor, daB eine Verdoppelung der Leitungs-
zahl von n; auf 2n; (bei konstantem Verlust) ein An-
gebot Ag liefert, das geringfligig kleiner als 2.4y ist.
Dicser Effckt 1dBt sich durah folgende, eiwas kompli-
ziertere Anpassungsformel vermeiden:

2 .
n E—2 1— B
AAZ:F'{‘E— 1} or ik TrEm W
Dann ergibt sich fiir das zuldssige Angebot
Aznre = Axps + Ads. (12)

3.2. Lineare Extrapolation fiir groBe Leitungsbiindel
Fir BindelgréBen mit nNgrn: > k*, spitestens jedoch
ab ngrenz= 10 k kann das zuldssige Angebot wie folgt
linear extrapoliert werden:

1) Vergleicdit man die Simulationsergebnisse statt dessen mit Erlang's
Interconnection-Formel oder O'Dell’s Verlust-Formel, so sicht man, dad
hier AA stark verlustabhingig ist. Eine ganz oder nahezu verlust-

invariante Anpassung dicscer Formeln an verschiedone Mischungs.
typen ist deshalb nicht moglich,

L i gy
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accuracy of the adapted MPJ Loss Formula in all
three cases can readily be scen,

A short description of the basic idea of the MPJ Loss
Formula [5-9] will be given in Scction 2. Sub-
sequently, both adaptation tunctions are stated and
compared with each other in Section 3 (The adapta-
tian tunction AAy has alieady hoon published in (8],
9] and [10]), Namervous resulls of artiticlal traltie tests
ara showing the accuracy ol both adaptation functions
for simplitied standard gradings of the German Post
Office (artificial traffic tests for other types of grad-
ings sce [10]).

" 2. Outline of the MPJ Loss Formula

The gencral formula for the probability of loss B in a
connecting array with n trunks and limited availabi-
lity k=<n for offered pure chance traffic no. 1 is given
by Eqn. (1), where p(x) ist the probability that x out of
n trunks are simultancously busy (x == 0,1,2...n) and
a(x) is the complement of passage probability in the
state (x).

For a given carricd traffic Y, the probability p(x) is
assumed to be approximately constant independent

of whether this traffic originates from hunting with .
full or limited availability in connccting arrays with

one or more stages.

For given values of (Y, n, k), thercfore, the distribu-
tion p(x) of a full available route with n trunks carry-
ing a traffic Y is taken in Eqn. (1}). Hence Eqns. (2) and
(3) result. Ag means the traffic which has to be offered
in case of full availability in order to generate the
given traffic Y on n trunks. Thus, with Ei, »(As) denot-
ing* Erlang’s time and call congestion in a full
available route, Agp may be determined from Eqn. (4).
An expression for o(x) is obtained by arguing along
the following lines:

a) When all (%) patterns of the state “x out of n
trunks simultaneously busy” would be equally
probable, then the expression is given by Eqn. (5a).

b} The probabilities of the (ﬁ) different patterns (x,)
in state x being unequal in case of sequential hunt-
ing, it can be assumed that the expectation of a{x)
remains approximately unchanged (Eqn. 5b).

Insertmg Eqns. (2) and (5) in Eqn. (1) one obtains the
MPJ Loss Formula which can be written as in Eqn. (6).
For Axrs and Ej, ;(Ao) see Eqns. (7) and (8).

' 3. Adaptation to Different Types of Gradings

3.1. Adaptation Formulae

Comparing the results of the MPJ Loss Formula with
tost results as obtained for example with O'Dell grad-
ings (without skipping) or standard gradings of the
German GPO, an important fact becomes obvious, For
given valucs (n, k) the difference between the ad-
missible offered traffic A,an and the offered traffic
Aypg as evaluated by means of the MPJ Loss Formula
amounts to an almost constant value AA which is
nearly independent of the loss’). For a given availa-
bility k the value of AA increases with the number of

1) If, however, the test results are compared with Erlang's Intercon-
nection Formula or O'Dell’s Formula, it can be seen that in these cases
AA {s considerably dependent of the loss. Therefore an adaption of
these formulae to different types of grndmgs will not be invariant oz
nearly invariant to loss.

trunks. Conversely AA decreases with increasing
availability, when the number of trunks is given.
The function of adaptation, Eqn. (9), results empir-
ically from a large number of artificial traffic tests.
The admissible traflic Azaw which can be actually
offered to a cortain grading isthen At = Aupa-FAALL
T B (9) 1 s the "litting parameter”, charactetizing
a distinel (ype of grading. Three cases may be dis-
tinguished: _

F<<0: Simplificd types of gradings (for instance
O'Dell’s gradings, standard gradings, simpli-
fied standard gradings);

F=0: Inhomogencous gradings of high ecfficiency-
with a good traffic balance by skipping;
F>0: Outstandingly cificient gradings with cx-

tremely high grading ratios.

Numecrous traffic tests have been performed on a
digital computer to detlermine the {itting paramcler F
for some of the most 1mportant simplified gradings.

‘One obtains

= — 1.1 for gradings according to O'Dell,

F = — 0.3 for simplified standard gradings of the
German GPO,

F = — 0.25 for standard gradings of the German GPO

The most simple AA; formula which is based on test
results has the advantage of being independent of the
corresponding value of the loss B. Thus, in particular
cases, it can happen that the doubling of the number
of lines from n; to 2n; yiclds an offered traffic Az
which is slightly smaller than 2A;. This effect can be
avoided by Eqn. (11) which is a little more complicat-
ed. Then for the admissible traffic Aname=AMpsTAA:z
is obtained.

3.2. Linear Exirapolation for Large Trunk Groups
For group sizes with n>>nieuna = k%, starting, how-
ever, {rom nuend = 10k at the latest, the offered
traffic admissible may be obtained by lincar extra-
polation according to Eqn. (13). Agrenz means Aound
and is equal to Aaami(bound) respectively
Aqame{bound). The increment A; of the offered traffic
in Eqn. (13) is given at the end of each table
n = {{(A, k, B).

3.3. Comparison with Simulation Results

Examples of simplified standard gradings for the
availabilities k = 10 and k =20 are shown in Fig.5
and Fig.6; grading schemes see Fig.7 to Fig.11. It
can be seen that the difference between both adapta-
tion functions is very small. The good accordance be-
tween test results and the adapted MPJ-Loss- Formula
(MPJF) is cvident.

4. Conclusion

The MPJ Loss Formula yields accurate results for high
efficiency gradings. Furthermore, each of the two
adaption formulae (9) and (11) permits a realistic cal-
culation of simplified grading types as e.g. ODell
gradings and standard gradings. The adaptation func-
tion AA; is only dependent of the number of lines n,
the availability k and the quality of grading, i. e. in-
variant to loss. Eqn. (11) of AA: yiclds an adaptation
which is a little more complicated and therefore even
more accurate.

K
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Bild 9. Vereinfachte Normmischung (k == 10, n = 120). : '{/ / YA
Fig. 9. Simplified standard grading (k = 10, n = 120). W Lo L

Bild 10, Vereinfachte Normmischung (k = 20, n = 60).
Fig. 10. Shmplilied standard grading (I = 20, 1 = (0).
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w grenz

A = =0,

(13)
Nyrenz

Agrcnz = A‘lzull(gl'e"?‘) » R grenz Azuvl‘.!(gm“;") .

Der Angebotszuwachs A, in Gl. (13) wird am Ende
jeder Tabelle n = (A, k, B) angegeben.

3.3. Vergleich mit Simulationsergebnissen

In den Bildern 5 und 6 sind Beispiele von vercinfach-
ten Normmischungen fir die Errcichbarkeiten k = 10
und k = 20 angegeben. Mischpline zeigen die Bilder
7 bis 11,

Man erkennt, daB der Unterschicd zwischen beiden
Anpassungsfunktionen sehr gering ist. Der Vergleich
von Testergebnissen mit den Resultaten der angcpaB-
ten MPJ-Formel zcigt die gute Ubereinstimmung,

4. Zusammenfassung

Die MPJ-Verlustformel liefert fiir hochwertige
Mischungen genaue Ergebnisse. Die beiden Anpas-
sungsformein (9) und (11) erlauben auch jede
eine wirklichkeitsnahe Berechnung vereinfachter
~ Mischungstypen wie z. B. O'Dell- und Normmischun-
gen. Die Anpassungsfunktion AA; ist nur von der Lei-
tungszahl n, der Erreichbarkeit k¥ und der Giite der
Mischung abhéngig, also verlustinvariant. Gl. (11} far
AA: liefert eine etwas kompliziertere Anpassungs-
funktion und ist deshalb noch genauer.
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