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Fiir den Streuwert bzw. die Varianz des Uberlaufverkehrs bei vollkommenen Biindeln wird eine
neue Herleitung angegeben und mit jener von J. RiorRpAN verglichen. Ferner wird der Zusamimen-
hang zwischen Gesamtiiberlauf und Uberlouf hinter einer Zubringerteilgruppe des voltkomme-

nen Biindels untersucht.

AnschlieBend wird auch fiir den Gesamtstreuwert bei unvollkommenen Biindeln hinter loppel-
anordnungen belisbiger Stufenzahl eine geschlossene Losung hergeleitet.

A new derivation for the variance coefficient {or variance) of overflow-traffic behind fully
available groups is presented and compared with that given by J. R1orpan. Furthermore, the
correlation between total overflow and overflow-traffic behind a single selectorgroup of a fully

available group is investigated.

Subsequently a general solution is derived for the variance coefficient {or variance) of overflow-
traffic behind unlimited gronps with an arbitrary number of stages.

1. Binleitung

Aus Grinden der Wirtschaftlichkeit werden in
Netzknotenpunkten der Wihlvermittlungstechnik
Verbindungen in sehr vielen Féllen (z.B. Landes-
fernwahl) zunichst einem Querweg (Primérbiindel)
angeboten und nur bei Blockierung dieses ,,direlten”
Weges iiber einen Letztweg (Sekundérbiindel) —

4 eventuell vorher itber einen zweiten
Cg Querweg — sbgewickelt (vgl. Bild 1}.

Bietet man einem Querweg Zu-

Primérbindel fallsverkehr A an, so wird der auf
1 den Letztweg oder Zweitweg iiber-

Ry0=¢f  lgufonde Restverkehr andere sta-
o tistische Figenschaften haben als
Sekundarbiindel | 7y fallsverkehr (Abbangigkeit der
Ry ‘ Bild 1. Prinzip einer Uberlaufanordnung.

einfallenden Rufe, Haufungseffekt). Zu seiner hin-

_reichend genauen Charakterisierung beniitzt man
deshalb neben dem ersten gewdhnlichen Moment,
dem Mittelwert R, auch noch das zweite zentrale
Moment, die Varianz o2, bzw. den Streuwert
D =¢? — R.

Der Streuwert hinter vollkommen erreichbaren
Primérbiindeln kann exakt nach G. BRETSCHNEIDER
[1] bzw. J. RiorpaN [9] berechnet werden. Des-
gleichen kénnen nach diesem Verfahren voll-
kommene Sekundirbiindel bemessen werden, denen
Restverkehr (R, D) angeboten wird (siehe [2]. [9]).
Fiir Verkehrsrest und Strenwert hinter ein-stufigen
Koppelanordnungen mit unvollkommener Erreich-
barkeit sowie fir die Bemessung nachfolgender
Sekundérbiindel mit vollkommener oder unvoll-
kommener Xrreichbarkeit wird das sogenannte
RD A-Verfahren von A. Lorzn [5], [6] benutzt. .

In der vorliegenden Arbeit wird fir Koppel-
anordnungen beliebiger Stufenzahi mit vollkomme.
ner oder unvollkommener Erreichbarkeit eine exakte
Herleitung zur Berechnung des Streuwertes baw.
der Varianz iiberlaufender Restverkehre angegeben.

2, Biindel mit vollkommener Erreichbarkeit

Die Formel fiir den Gesamtstreuwert bzw. die
Varianz hinter einem vollkommenen Biindel mit
angebotenem Zufallsverkehr 4 wurde 1954 erstmals
von G. BRETSCHNEIDER {1] in einem Beitrag an den
CC1, jedoch ohne Herleitung, angegeben. Im Jahre
1955 wurde von R.I. Wirkinson dieselbe Losung
— zusammen rait einer Herleitung von J. RIORDAN
~ verdffentlicht [9].

Die hier gezeigte Herleitung ist einfacher und
wesentlich kiirzer als jene von Riorpan. Sie ist
gleichermaBen anwendbar fir die Berechnung des
Gesamtstreuwerts D hinter einem vollkommenen
Biindel, fiir den Teilstreunwert Dy hinter nur einer
Zubringerteilgruppe dieses vollkommenen Biindels
bei gleichverteiltem oder schiefem Angebot, und
schlieBlich fiir die Naherungsberechnung des Teil-
streuwertes Dy hinter einer Zubringerteilgruppe
eines unvollkommenen Biindels, wie sie von
A. Lovzs in [5] und [6] durchgefiibrt wurde.

2.1. Koppelanordnung und statistisches Gleichgewicht

Wie erwihnt, 188t sich neben einer geschlossenen
Losung fiir den Gesamtstrenwert D) auch eine fiir
den Teilstreuwert Dg hinter einer Zubringerteil-
gruppe des vollkommenen Biindels herleiten. Zu-
nachst soll dieser Teilstreuwert D¢ berechnet
werden. ‘

Das Primirbiindel (vgl. Bild 2) habe g ver-
schiedene Zubringertellgruppen ieit den einheit-
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Bild 2. Uberlaufanordnung zur Berechnung des Teilstreu-
wertes hinter vollkommen erreichbaren Biindeln.

lichen Teilangeboten Ay und den Uberlaufverkehrs-
daten (Rrt, Dy). Die Leitungszahl sei im Primér-
biindel n; und im Sekundirbiindel ng —> co. Mit x;
bzw. x; wird die Anzahl der gleichzeitig belegten
Leitungen im Primirbiindel bzw. Sekundérbiindel
bezeichnet. p(xy,xz) ist die Wahrscheinlichkeit,
daB im Priméarbiindel 27 und im Sekundarbiindel x5
Belegungen vorhanden sind.

Die Herleitung fiir den Teilstreuwert Dy ist die
allgemeinere und geht fiir g == 1, d.h. dp =4, in
jene fiir den Gesamtstreuwert iiber. Fiir schiefe

Last, d.h. fiir nicht einheitliche Teilangebote Ar,

andert sich an der Herleitung nichts.

Nach dem Prinzip der Erhaltung des statistischen
Gleichgewichts — d.h. bei zeitinvarianten Wahr-
scheinlichkeiten p (x1, x2) — ergibt sich in bekannter
Weise [3], [8], (9] fur x; < ny:

(r1+ Dples+ 1, 22) +
+ (w2 + D plar, 22 + 1) +
+ Ap(xl - 1512) -

— (w1 + xg + A)p(ay, %) = 0.
Fiir 41 == 5y, d.h. ,,simtliche Leitungen des Primér-
biindels sind belegt** erhélt man '
Aqp(ny,az — 1) +
+ (@2 + ) p(n, 22 + 1) +
+ Ap(ny— 1, x9) —

— (n1 + a2 + A7) p(na, 22) = 0.

2.2. Definitionen

Bekanntlich gilt fiir ein gewdéhnliches Moment
r-ter Ordnung

(1a)

(1b)

my (x2) = Z Z xhp(a, 2) 2)

x1=0 22=0

und fiir ein faktorielles Moment r-ter Ordnung

My (xs) = 2«:0 :);OM (?)p(ml,xg), (3)
%mmZ%mmy (4)

My (o)) in Gl (4) wird als bedingtes faktorielles
Moment r-ter Ordnung bezeichnet.
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Aus den Gl. (2) und (3) ergibt sich durch Vergleich

r=0: mp(xs) = Mglxg) =1,
r=1: ml(xz)SMl(xz)zRTx
r=2: mg(we) = Ma(xe) + Mi(x2),

ma () = Mg (xz) + mi{x2).

Das zweite zentrale Moment, die Varianz o%, ist
definiert als 0% = ma (@) — My (22)?
und der Streuwert

DT == 0'% — ml(wg) .

Durch Einsetzen ergibt sich schlieBlich fiir den
gesuchten Streuwert

Dy = My (xs) — R%., 5)

Ziel simtlicher Berechnungen wird deshalb die
Bestimmung des zweiten faktoriellen Moments sein.

Eine ,erzeugende’ Funktion fiir bedingte fak-
torielle Momente ist definiert als

F(xgfxy, t) = Zo M, (xafz1) :j s (6)

wobei ¢ ein im Bereich — 1 <t < 41 stetig
variabler Parameter ist.
Mit den Gl. (3) und (4) ergibt sich
Flasfo, )= 2 (1 +O%p@sz), (D
Xz =
die diskrete Variable M, (x2/z;) wird also in die im
Intervall |f| <1 stetige erzeugende Funktion
F(xo/xy, ) transformiert.

2.3. Berechnung des Strewwertes

Mit Hilfe der erzeugenden Funktion in Gl. (6)
kaun man jetzt die Gleichgewichtsbedingung (1a)
in eine Gleichung fiir die bedingten faktoriellen
Momente transformieren. Zu diesem Zweck wird
Gl (1a) mit dem Faktor (1 + t)** erweitert und
anschlieBend iber alle moglichen Zustinde von
22 (0 < x5 < oo) aufsummiert. Dabei zeigt sich, daf
in den einzelnen Gliedern die Verteilungsfunktion
p(x1, #2) durch die erzeugende Funktion nach GL(7)
bzw. durch deren Ableitung ersetzt werden kann.
SchlieBlich erhalt man wegen Gl. (6) fiir die beding-
ten faktoriellen Momente die Beziehung

— A M (xe]2s — 1) +

(4 + 21 + 1) M (22)21) — (8a)
—(xy + 1) My (@2/21 + 1) = 0.
Entsprechend folgt aus GL. (1b)
— A My (2s/n1 — 1) + (8h)

+ (11 + 1) My (afn1) = A r My (w2n1).

Bis zu diesem Punkt ist die Herleitung analog zu
jener von J. Riorpax [9]. Dieser fihrt jedoch nun
eine zweite und spiter eine dritte erzeugende Funk-
tion ein, um dann nach einer sehr umfangreichen
Riicktransformation das gesuchte zweite faktorielle
Moment Mg (z2) zu erhalten.

Diese zusitzlichen Transformationen kann man
durch folgende Losung umgehen: Gl. (8a) wird iiber
alle Zustinde (0 < @1 = ny — 1) aufsummiert und
anschlieBend Gl. (8b) hinzuaddiert. Dadurch ver-
schwinden verschiedene Glieder und man erhilt die
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Formel 2 .
ngg- (wafowy) == Ag Myoq(wafn1)  (9)
Ty ==

und mit der Definitionsgleichung (4)

JM;-(RL‘z) == ATM,«_.l (:L’g/?h) . (10)
Speziell fiir r = 2 ergibt sich
Mo(xg) = Ar Ma{xz/n1). (11

Mit Hilfe dieser einfachen Beziehung (11) kann
man jetzt das zweite faktorielle Moment durch das
erste’ bedingte faktorielle Moment ausdriicken.
Dieses erste bedingte faktorielle Moment liefert die
Rekursionsformel (8a) mit der Randbedingung
nach Gl. (4) firr = 1:

71

My(2g) = Ry = . My(2afx1). (4%)

x21=0
Aus Gl. (8a) folgt fiirr = 1
1
My (xofzr + 1) = POS

X [—AMy(xofxy — 1) + (A + 21 -+ 1) My (x2/x5)],
also fir 1 =0

Mi@al) = | (A + 1) My (x2f0) =
J4.1
= (14 4, ) Mrteei0r,
ferner fiir x1 = 1
M1(aaf2) = y (— 4 M1 (@2f0) + (4 +2) M (waf1)] =
Al A%
=1+ 47+ ) M0,

oder allgemein — wie leicht beweisbar ist —
o At
My(wafwr) = ), i Mi(we/0),
£=o {1
wobei sich fiir M1 (xe/0) mit der Randbedingung
(4*) die Beziehung

My (2)0) =

(12)

Ry
Boono4e

21==0 (=0 C !
ergibt.
Fiir das speziell gesuchte erste bedingte fakto-
rielle Moment ergibt sich deshalb

mo 4l
£=o ¢!

moomoge (14a)

11[1 (363/?%1) == .RT
21=0 :‘t‘o C !

Die Doppelsumme im Nenner ist identisch mit
dem Ausdruck

(14b)

Dies 1483t sich einfach erkennen, wenn man beide

Ausdriicke gliedweise anschreibt. Durch Einsetzen

von (14b) in die Gl. (14a) und eine Umformung
erhilt mar damit

Br

Ml(x:{/nl} B

i +1.u A}ﬁi{_ AB" (15)
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Gl. (158) eingesetzt in Gl. (11) ergibt
Ay By
M e R
2@ = o A - B
oder wegen Ay = Ry B

My () = By
o) = B - A0 - B

Die gesuchte Formel fiir den Teilstreuwert lautet
deshalb mit der Definitionsgleichung (5)

I 1
Blm+1—40—~B) |

(16}

Dp— R%{ (17)

2.4. Vergleich mit dewm Verfahren von Riordan

Bei beiden Verfahren ergibt sich nach dem Prin-
zip der Erhaltung des statistischen Gleichgewichts
ein Gleichungssystem fir die zweidimensionalen
Zustandswahrscheinlichkeiten p (1, x2) (vgl. Bild 3}.
Die erzeugende Funktion F, ermdoglicht dann den
Ubergang zu der eindimensionalen Verénderlichen
er (le.t'l). i

statistisches Gleichgewicht
{

plwr, x2)

erzeugende Funktion Fy

v

My (wafz1)

erzeugende Funktion Fy

¥
HF

erzeugende Funktion F,

Y

Loeung

<— neue Herleitung

[
Riicktransformation

!
Ma(ws)

Definitionsgleichung

v
b

2., Auflésung der Rekursionsformel

h

Bild 8. Sechematische Darstellung der Lisungswege.

Riorpan [9] fithrt jetzt eine zweite erzeugende
Funktion F, ein, die ihm ein Gleichungssystem fiir
die Hilfsfunktion HF liefert. Hine weitere Trans-
formation mit einer dritten erzeugenden Funktion
F, ergibt dann die Lésung auf der Ebene dieser
dritten erzeugenden Funktion. SchlieBlich erhilt
Ri0orDAN nach einer recht umisngreichen Riick-
transformation das gesuchte sweite fakiorielle
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Moment und nach der Definitionsgleichung (5) den
Streuwert.

Durch eine einfache Summation und die Auf-
losung der Rekursionaformel (8a) kann man jedoch,
wie gezeigt wurde, direkt das zweite faktorielle
Moment und nach der Definitionsgleichung (5) den
Streuwert erhalten.

Die Losung fir die Rekursionsformel (8a), d. h.
GlL (12), ergibt sich auc™ auf sehr elegante Weise
mit Hilfe der Differenzc. achnung: Gl. (8a) stellt
eine homogene lineare D.!ierenzengleichung zweiter
Ordnung dar, fir die man sofort eine Partikular-
l6sung angeben kann und dann zwangslaufig die
allgemeine Losung findet. Um die Einfiithrung
weiterer Begriffe zu vermeiden wurde jedoch hier
auf diesen Losungsweg verzichtet.

2.5. Zusammenhanyg zwischen Gesami- und Teilstreu-
wert

2.5.1. Gesamtstreuwert

Wie schon im Abschnitt 2.1. erwédhnt, ergibt sich
die Formel fiir den Gesamtstreawert D, indem man
das Teilangebot Ay durch das Gesamtangebot 4
ersetzt. Wegen Rp= ArB und R = 4B folgt
deshalb aus Gl. (17)

1
— B2l . —
== {B[m +1--A4(1— B)] }} e
und schlieflich mit den Gl. (17) und {18)
D R \2 4 2
DT:;(RT) TS(AT)' 1)

Fir einheitliche Teilangebote Ap gilt 4 = gdqy
DD ==g%. (20)

2.5.2. Kovarianz
~ Aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist fiir den
Zusammenhang zwischen der Varianz o? des Ge-
samtiberlaufverkehrs und der Varianz o% des Uber-
laufverkehrs hinter nur einer Zubringerteilgruppe
die Beziehung

und damit

o? = gok + 2 (g)o“?,

bekannt. Die Varianz des Summenverkehrs enthalt

auBer der Summe der Einzelvarianzen o¢% noch

einen zweiten Anteil: o, ist die Kovarianz und gibt
an, wie stark zwei Teilverkehre statistisch voneinan-

der abhédngig sind; 2 (g) ist die Anzahl aller még-

lichen paarweise gegenseitigen Beeinflussungen von
Zubringerteilgruppen. Deshalb gilt fir die Varianz

0= R+ D=g(Rr+ Dr) +2(§) o}

bzw. fiir die Kovarianz
2 D — gJDT

0‘57 ==
q
| 2 (3)
Sehlieflich erhilt man mit Gl. (20)
. D
of = g2 = Dy, zn

d. h. die Kovarianz bei vollkommenen Bundeln ist
gleich dem Streawert des Uberlaufverkehrs hinter
einer Zubringerteilgruppe.
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3. Biindel mit unvollkommener Erreichbarkeit

Fir unvollkommen erreichbare Biindel hinter
Koppelanordnungen mit beliebig vielen Stufen
kann der Streuwert Dy auf einem vollig gleicharti-
gen Weg gefunden und als geschlossene Ldsung
angegeben werden. Die Schwierigkeit bei der
praktischen Auswertung liegt nur darin, fiir die
in der Losung enthaltene DurchlaBwahrscheinlich-
keit p(xy) bzw. fur die Sperrwahrscheinlichkeit
o{xy) == 1 — plx;) durch kombinatorische oder
andere Néherungsansitze geniigend genaue Nihe-
rungswerte zu finden (siche z. B. [3], [4], [7]).

3.1. Koppelanordnung und statistisches Gleichgewichi
Das Primérbindel (siehe Bild 4) habe die Lei-
tungszahl n; und die DurchlaBwahrscheinlichkeit
plxy), das Gesamt-
angebot A und den A
jesamtiiberlaufver- G, Gy — —————— (3
kehr (Ry, Dy). G ¢
Das vollkommene
Sekundérbiindel ha- Koppelanordnung
be ng — oo viele Ab- mit
nehmerleitungen. Mit profiammence
xy und x¢ als Anzahl

der gleichzeitig be-
legten Leitungen im l i 7~“m.....__.ml,
|0,

Bild 4. Uberlaufanord- . \]

nung zur Berech-
J nz—---ha =, XZ

nung des Gesamt-
streuwertes hin-
ter’ Koppelan-
ordnungen un-
vollkommener
Priméirbiindel bzw. Sekundédrbiindel ergibt sich
die Zustandsgleichung
(A + @y + x2) pla1, ¥2) —
— (@2 + D plry, 22 + 1) —
— (21 + pler + 1, 29) —
p(
P

Ny, %
)

°

8 Ol

Erreichbarkeit.
(22)
— A o(xy) pley, xg — 1) —

—Aduzr— ) pley — 1, 29) = 0.

3.2. Definitionen

Analog zu Abschnitt 2.2 erhalt man fitr den Zu-
sammenhang zwischen gewéhnlichen und fakto-
riellen Momenten die Beziehungen

r=0: mglxe) = Mo(xa) =1,
r=1:  mi(xe) = Mi(ws) = By,
r=2:  mglrs) = Ma(re) + Ru.

Deshalb ergibt sich fir den Streunwert
Dy = My(x) — RE. (23)

Die GL. (8) und (7) fiir die ,,srzeugende’ Funktion
F(xgfxy, t) bleiben unverandert.

3.3. Berechnung des Strewwertes

Wie im Abschnitt 2.3 ergibt sich durch Erweitern
von Gl (20) mit dem Faktor (1 + )% and die
Summation tber alle Zustinde xy schliefilich mit
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den Gl. (6) und (7) fiir die bedingten faktoriellen
Momente die Beziehung
— Apley — Ly M (vzfzy — 1) +
+ (A p(er) + 21 + 1) My (w2/21) —
— (@1 + D My (agfer + 1) =
= Ao(xy)rMe_y(xafx1).

(24)

Durch Aufsummieren iiber simtliche Zustinde
0 < xy < ny erhilt man die Gleichung [8]

1

r ) My(xafar) = Ar > o)) Myt (wafay)

z1=0 =0

oder mit der Definitionsgleichung (4)

My (x2) = A Z o (1) Mp—q(xof21) .

w1 =0

(25)

Die Berechnung des r-ten faktoriellen Moments
ist damit wieder auf die Berechnung der bedingten
faktoriellen Momente {r — 1)-ter Ordnung zuriick-
gefiihrt. Speziell fir » = 2 gilt deshalb

7y
Mo(xg) = A S o (1) My (eefar) .

s
z1=0

(26)

Die Auflosung der Rekursionsformel (24) —
lineare inhomogene Differenzengleichung zweiter
Ordnung — ist in diesem Fall wesentlich kompli-
zierter. Kine Reduktion auf eine inhomogene
Gleichung erster Ordnung ist jedoch mit Hilfe
endlicher Kettenbriiche moglich. Man erhdlt  (27)

Ko My (afr) — (21 + 1) My (wafey + 1) = h(z1),
wobei

Ky = Aple) + (@ 4 1) = ALY,

K:n—l
hix1) = Ao(w) Mo(walry) +
x *:‘1 -1 A//L(Z])
+ 2 Aali) Molwefi) [ 1] ;

1=0 n=i Krz

Axy zi—1 .

zv]! U}ﬂ(&)

Mo {wafxy) = Blsy) . A; o
2 e [T w6

§20 %' i="0

Die Rekursionsformel (27) hat dann die Lésung
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27{"1 K(’
My (xaxy) = My (x2/0) R
1422 It 2/ EO a «{« 1
21—2‘“}2:"(?-)“‘ 21 —1 ) K” k(xl — 1)
—i‘:oi+ln=i+in+}‘_— 1 ’

SchlieBlich erhilt man mit der Randbedingung

Z My (wofy) = M{xs) = By

ar=0
sowie mit den Gl. (26) und (23)
My (22/0) =
monsEh(y) ast K, & h(xy—1)
Ru+ 2, i+1, 1L +MZ 1

& =0i=0 =0

= n«l xl _'l K6 ) ’ ;
x?;:o =0 5 + 1
Streuwert:
ny -1 P
—. | . ] ol S
Du=4 2 o) | Maw/0]] 570 (28)
— mig .Ah (@) z-1 K . ,,k_,@{:i 1)} — R2,
= i lss 641 21 u
Varianz: o2 =Dy+ By. (29)

Diese geschlossene Losung gilt fir den Strenwert
bzw. fiir die Varianz von Uberlaufverkehr hinter
Koppelanordnungen beliebiger Struktur und Stufen-
zahl. Fitr Anordnungen mit vollkommener Erreich-
barkeit geht Gl. (28) in Gl (18) iiber.
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