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A Short Summary

Using the wellknown block-code-methods, redundant data-trans-
mission with error-correction at the receiver but without the
possibility of repeating erroneous passages is only possible
if the technical limitation does'nt matter: with the well-
known block-codes the transmission either needs very much time

or a very large technical equipment, otherwise the error-
probability will not be very good.

Three new "statistical" coding methods (namely of R. G. GALLAGERl)
J. M. MASSEXZ) and of J. M, WOZENCRAFT and B. REIFFENB)) are dealt
with in this paper. The original papers are somewhat difficult

to read. In the first part of this paper only the function of

the three coding-methods will be explained. In the second part
the efficiency of the new methods will be described and compared
with the coding-methods familiar up to now,

’

Chapter I introduces theory of coding. Chapter II deals with the
general block-coding. Based upon this in chapter III the coding-
method of GALLAGER will be discussed. In chapter IV the sequential
(or convolutional) coding will be introduced. This coding prin-

ciple is not yet wellknown and will be presented here in a closed
and complete description,

Based on chapter IV the coding-methods of WOZENCRAFT-REIFFEN
and MASSEY are discussed in chapter V and chapter VI, respectively.

In chapter VII the attainable error-probabilities in case of
redundant coding-methods are discussed, according to FANO5).
In the last chapter VIII the efficiency of the three "statistical™
methods will be compared with those limits obtained in chapter VII,

Kurze Inhaltsangabe

Gesicherte Dateniibertragung mit empfingerseitiger Fehlerkorrek-
tur ohne Wiederholungsanforderung leidet bei den bekannten Block-
sicherungsverfahren sehr unter technischer Beschriankung: entweder
ist der Zeit- oder Gersdteaufwand untragbar groB, oder es ist die
erreichbare Korrektursicherheit klein.

Hier werden drei neue, "statistische" Decodierverfahren (nimlich
von R. G. GALLAGERB), J. M. WOZENCRAFT und B, REIFFENl) sowie von
J. L. MASSEYz)) behandelt. Sie sind in den Originalarbeiten etwas
schwer zugédnglich. 1Im ersten Teil der Arbeit wird erklidrt, wie
diese Verfahren funktionieren und erst im zweiten Teil wird ihre

Wirksamkeit miteinander und mit den bisher geldufigen Verfahren
verglichen,

Kapitel I stellt eine Einfiihrung in die Codierung dar. Kapitel II
behandelt die allgemeine Blockcodierung. Darauf aufbauend kann in
Kapitel 1II das Verfahren von GALLAGER besprochen werden. Kapitel
IV bringt eine Abhandlung iiber sequentielle Codierung. Diese ist
noch weitgehend unbekannt und wird hier in einer geschlossenen
Darstellung vorgestellt. Mit diesen Grundlagen kdnnen jetzt auch
die Verfahren von WOZENCRAFT-REIFFEN in Kapitel V und MASSEY in
Kapitel VI besprochen werden.

Einer kritischen Untersuchung der erreichbaren Decodiersicherheit
bel redundanter Codierung ist Kapitel VII gewidmet, in Anlehnung
an FANOB). Kapitel VIII vergleicht die Wirksamkeit der drei neuen

Decodierverfahren mit den erreichbaren, in Kapitel VII diskutier-
ten Grenzen.
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EINLEITUNG

Aufgabe der vorliegenden Arbeit ist es, drei fehlerkorrigie-
rende Decodierverfahren einfiihrend zu besprechen, die in den
Vereinigten Staaten entwickelt worden sind und sich von den
bis dahin bekannten Verfahren grundsitzlich unterscheiden.
Sie wurden in Arbeiten wvon WOZENCRAFT und REIFFENl), MASSEYz)
und GALLAGER3) verdffentlicht.

Die herkdmmlichen Verfahrens) 16sen das Codierproblem befrie-
digend; sie haben aber den Nachteil, daB bei fehlerkorrigie-~
render Decodierung der Aufwand der Decodieranlage untragbar
grof werden kann. Ziel der neuen Verfahren ist es, aufer ge-
ringem Codieraufwand auch ertriglichen Decodieraufwand zu er-

reichen.

Die vorliegende Arbeit beschrinkt sich auf bindre UYbertragung,
den wichtigsten Fall. Die Stdrung wird als "symmetrisch” und
statistisch unabhingig vorausgesetzt. Diese Beschrinkung wohnt
den Verfahren nicht inne; allerdings lassen sich die drei Ver-
fahren mit diesem symmetrischen Bin#rkanal als Stdrungskanal
gut vergleichen. Es wurde Wert gelegt auf eine geschlossene
Darstellung der Grundlagen, um auf diesen in den spiteren Ka-
piteln aufbauen zu kénnen. Deswegen stellen die Kapitel I, II
und IV eine allgemeine Einfithrung in die Codierung dar. In
Kapitel I werden einige grundlegende Begriffe der Dateniiber-
tragung und Codierung eingefiihrt., Es wird der von SHANNON 1948
bewiesene, wichtigste Satz der Informationstheorie - speziali-

siert auf den symmetrischen Bindrkanal - besprochen, und schlief-

lich werden Blockcode und sequentielle Code vorgestellt. Das
zweite Kapitel befaft sich mit allgemeiner Blockcodierung und
bringt die gel&ufigen Codetypen, ohne aber auf spezielle Block-
codeensemble einzugehen. Diese speziellen Blockcode - insbe-
sondere die wichtigen zyklischen Code =~ behandelt PETERSONG)
geschlossen und ausfiihrlich.

Kapitel III bringt eine Einfiihrung in GALLAGER's Decodierver-—
fahren. Dieses baut auf speziellen Blockcode auf, die GALLA-
GER "Low-Density-Codes" nennt und die deshalb abkiirzend als

LD-Code bezeichnet werden. Kapitel III kann bei erster Lek-
tire Ubersprungen werden. Kapitel IV behandelt die sequentielle
Codierung. WOZENCRAFT, REIFFEN und MASSEY geben in ihren Ar-
beiten verschiedene Darstellungen des sequentiellen Codierpro-
zesses. Es wird hier eine einheitliche Darstellung versucht:
die Zusammenhinge zwischen den Codierverfahren von WOZENCRAFT-
REIFFEN und MASSEY werden aufgezeigt.

Kapitel V behandelt die WR~Decodierung ~ die Abkiirzung soll
an WOZENCRAFT und REIFFEN erinnern - und Kapitel VI MASSEY's
SW-Decodierung; SW wurde als Abklirzung fiir Schwellenwert ge-
wdhlt.

In den Kapiteln III, V und VI werden die drei neuen Decodier-
verfahren von einem mehr praktischen Gesichtspunkt aus behan-
delt. Es soll gezeigt werden, wie die Verfahren "funktionieren”,
ohne die Frage zu beantworten, ob das Arbeiten mit diesen Sy-
stemen brauchbare Ergebnisse liefert, d.h. groBe Decodierge-
nauigkeit bei vertretbarem Aufwand. Die beiden abschlieBenden
Kapitel VII und VIII gehen auf letztere Frage ein. Dabei k&én-
nen die Antworten ~ um den Rahmen der Arbeit nicht zu sprengen -
nicht immer hergeleitet werden. Die Beweise finden sich in der
Originalliteratur. Kapitel VII untersucht zun#chst allgemein,
welche Grenzen prinzipiell der Decodiergenauigkeit gesetzt

sind und lehnt sich bei der Herleitung dieser Grenzen an FANOS)
an. In Kapitel VIII werden dann die Decodiereigenschaften - ins-
besondere die zu erwartenden Restfehlerwahrscheinlichkeiten ~
der drei neuen Verfahren besprochen und mit den in Kapitel VII
erhaltenen Ergebnissen verglichen.

Der Leser, der nur an den Grundgedanken der Decodierverfahren
interessiert ist, kann die mathematischen Formulierungen {iber-
lesen. Bei den mathematischen Ableitungen werden vorausgesetzt
die Grundbegriffe der Matrizenrechnung und der linearen Glei-

chungssysteme sowie der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
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Kapitel I

GRUNDBEGRIFFE DER CODIERUNG

Bel der Ubertragung einer Nachricht sind drei Abschnitte zu
unterscheiden, die das Blockschaltbild von Figur 1.1 dar-
stellt.

Figur 1.1: Die drei Grundelemente einer Nachrichten-
ibertragungsanlage

In der Quelle werden die zu {ibertragenden Nachrichten produ-
ziert. Wir wollen vereinfachend annehmen, daB die Quelle ihre
Information als eine Folge von Bindrzeichen liefert. Dies be-
deutet keine prinzipielle Einschrinkung, da jedes andere Nach-
richtenalphabet auf ein Dualsystem transformiert werden kann.
Wir bezeichnen diese Nachrichtenstellen der Reihe nach mit Xqr
Xor X3¢ eeni jedes x kann entweder O oder 1 sein. Wir nennen
diese Bindrfolge auch kurz Nachrichtenfolge. Von der Quelle
nehmen wir ferner an, daB die Nachrichtenstellen statistisch
unabhdngig voneinander produziert werden und daB die Quelle

im Mittel genau so oft 1 wie O sendet, daB also die Wahrschein-
lichkeit flir 1 und diejenige fiir O gleich groB ist:

P(x=1) = P(x=0) (1)

Die von der Quelle erzeugten Nachrichten sollen {iber einen
Kanal ibertragen werden, damit sie von der Senke verwertet
werden k&nnen. Statt Quelle und Senke sind auch die Begriffe
Sender und Empfédnger geldufig.

Von jedem physikalischen #bertragungskanal miissen wir anneh-
men, daf er nicht stdrungsfrei arbeitet, sondern einen gewis-
sen Teil der von der Quelle gelieferten Information zerstdrt,
d.h. die Folge ¥yr ¥Yor ¥Y3r ..., die der Kanal der Senke aus-
liefert - von uns Empfangsfolge genannt - muf nicht mit der

gesendeten Folge Xyr Xgr X3, enn iibereinstimmen: es kann vor-
kommen, daB der Kanal an i-ter Stelle eine O liefert, obwohl

X; = 1 von der Quelle gesendet wurde, oder umgekehrt. Die



Statistik dieser StOrtdtigkeit kennzeichnet den Ubertragungs-

kanal.

Wir werden uns in dieser Arbeit nur mit dem symmetrischen Bi-

ndrkanal beschédftigen. Der symmetrische Bindrkanal, abgekiirzt

BSC (von "binary symmetric channel”), ist durch die folgenden

Eigenschaften gekennzeichnet:

a)

b)

c)

Eingangs~ und Ausgangszeichen sind bindr. Der Kanal
kann nur an Bindrquellen angeschlossen werden und
liefert der Senke eine Folge von Bindrzeichen.

Der Kanal hat kein "Ged&dchtnis"; er wirkt auf die
durchlaufenden Bindrziffern statistisch unabhingig
ein,

Die Wahrscheinlichkeit, das der Kanal richtig iiber-
trdgt, ist fiir beide Zeichen gleich; also

P(y=1|x=1) = P (y=0]|x=0) (2)

Diese bedingte Wahrscheinlichkeit wollen wir mit 95
bezeichnen. In Worten heiBt die obige Gleichung: die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daf der Kanal eine "1" an
die Senke ausliefert, unter der Voraussetzung, das

die Quelle eine "1" produziert hat, ist gleich der
Wahrscheinlichkeit, daB der Kanal eine "O" ausliefert,
wenn die Quelle eine "O" gesendet hat. Die Wahrschein-
lichkeit, gefdlscht zu werden, ist damit ebenfalls fiir
beide Zeichen gleich:

P(y=1[x=0) = P(y=0|x=1) (3)

Diese Fehlerwahrscheinlichkeit des BSC wollen wir mit

Pg bezeichnen., Es gilt:

Po + dy =1 (4)

Das mathematische Modell eines BSC wird durch die Darstellung

in Figur 1.2 gekennzeichnet.

0 Po > 0
9o
Senderseite Qo Empféngerseite
1 Po & 1

Figur 1.2: Schematische Darstellung eines symmetrisch gestérten
Bindrkanals

Von der Fehlerwahrscheinlichkeit Py setzen wir voraus, daB

Py s 1/2 ist. Ein Kanal mit Py > 1/2 wird auf den Fall Po £ 1/2
zurlickgeflihrt, wenn statt der von der Quelle angelieferten Bindr-
folge die komplementdre ibertragen wird, d.h. diejenige Folge,
bei der jede 1 durch eine O und jede O durch eine 1 ersetzt wur-
de. Da fir Py = 1/2 keine sinnvolle Ubertragung méglich ist, k&n-
nen wir pg < 1/2 voraussetzen,

2. Die Nachrichtenrate

Von der natiirlichen Sprache wissen wir, daB auch bei Stdrge-
rdusch eine relativ sichere Verstindigung mdglich ist; die
natlirliche Sprache ist redundant, weitschweifig. Ziel einer
gesicherten Dateniibertragung ist es, durch kiinstlich hinzu-
gefiigte Redundanz dem Empfidnger die Beseitiqung von Ubertra-
gungsfehlern zu erméglichen. Um trotz KanalstSrung eine grofie
Ubertragungsgenauigkeit zu erreichen, erweitern wir deshalb
unser Ubertragungssystem; diese Erweiterung zeigt Figur 1.3.

IQuelle}—u{Coder}—ﬂ% Kanai}—ﬁ4 Decoder}——q% Senké1

Figur 1.3: Erwelterte Nachrichteniibertragungsanlage

Im Coder wird die eintreffende Nachrichtenfolge in die Code-
folge verschliisselt und soll damit geschiitzt werden; z.B. wer-
den jeweils einer Gruppe von m Nachrichtenstellen k Kontroll-
stellen hinzugefiigt. Diese Kontrollstellen sollen es dem Deco-
der ermdglichen, die vom Kanal angelieferten - m8glicherweise
gefdlschten - Stellen auf ihre Richtigkeit zu untersuchen, also
Ubertragungsfehler zu erkennen oder zu korrigieren, Dabei soll
m an "message", die englische Vokabel flir Nachricht, erinnern
und k die Beziehung zu Kontrolle bzw. "control" andeuten. Die



Summe m + k bezeichnen wir mit n. In modulo-2 Rechnung gelten die folgenden Addierregeln:

Ziel der Codierung ist es, trotz der Kanalstdrung eine sichere 0®0 =0 0o@e1l=1 190=1 101=0 (6)
Ubertragung zu erreichen. Das Verhiltnis von Kontrollstellen

zu Nachrichtenstellen wird von Bedeutung sein flir die erreich- und die normalen Multiplikationsregeln:
bare Decodiergenauigkeit. Die Gr&fe

0 -«-0=0 0O+1=0 1 -0=0 1.1=1 (7)
R = B_ -
2 =

SIES

(5)

Die modulo-2 Addierer werden in den Schaltbildern durch ihr
Additionssymbol gekennzeichnet (Figur 1.4b); hintereinander-
geschaltete modulo~2 Addierer werden symbolisch zusammengefagt
(wie in Figur 1.4c).

nennen wir Nachrichtenrate oder kurz Rate. Die Rate ist ein Ma®
fiir den Nachrichtenbelag, den ein den Coder verlassendes Bindr-
zeichen im Mittel trigt *). Je gréper die Zahl k der Kontrollstel-
len bei festem m, je kleiner also die Rate, desto grdRer ist die
Redundanz - die Weitschweifigkeit - der vom Kanal zu iibertragen-
den Binirfolge. 2) ™ T

______________ n P

Der Coder, aber auch Teile des Decoders, lassen sich als Schaltung

durch sog. lineare, sequentielle Schaltnetze verwirklichen. ) “A_J/*\\ //¥\
: c - } i)

N

Ein lineares, sequentielles Netzwerk enthd&lt nur zwei Typen von
Schaltelementen; Verz&gerungs- bzw. Speicherelemente flir eine bi-
ndre Gréfe, die tchnisch als sog. Flip-Flop realisiert werden, und

. B . A . . Figur 1.4: Schaltelemente 1li
modulo-2 Addierglieder, die auch als Antivalenzverkniipfer beseich- ) F1 1 ¢ nearer, sequentieller Netzwerke
a ip-Flop

b) modulo-2 Addierer
Quadrate dargestellt, deren zufilhrende Leitung durch einen Pfeil ¢) Zusammenfassung hintereinandergeschalteter

. . . . modulo-2 Addiere
gekennzeichnet ist (siehe Figur 1.4a). *

net werden. Die Flip-Flop werden in unseren Blockschaltbildern durch

Lineare, sequentielle Netze wurden von HUFFMANNB) und ELSPASg)

Die modulo-2 Addierglieder fithren eine Addition modulo-2 aus. In eingehend untersucht. Fiir sie gilt das Uberlagerungsgesetz fiir
der modulo-2 Rechnung der ganzen Zahlen gibt es nur zwei wesent- Eingangsfolgen und zugehdrige Ausgangsfolgen gemids der modulo-2
lich voneinander verschiedene Zeichen: 0 und 1. Statt des normalen Addition, worauf wir spidter eingehen werden.

Pluszeichens benutzt man in modulo-2 Rechnung gern das Addiersym-

bol 8. Man unterscheidet Netze mit oder ohne Rickkopplung. Haben wir
den Fall eines riickkopplungsfreien Netzwerkes vor uns, so be-
steht dessen Ausgang durchgehend aus Nullen, wenn nur Nullen

*) . . . . v c M g ) )
In der amerikanischen Literatur heift das Verhdltnis by "infor- eingespeist wurden. Bei einem nicht rickkopplungsfreien Netz-

mation rate™. werk ist dies nicht notwendig der Fall.

Flir redundanzfrei vorausgesetzte Nachrichtenstellen entspricht
die Nachrichtenrate dem mittleren Informationsbelag eines Sym-

bols beim allgemeinen Ubertragungskanal. -8 -



4. Der Coder

Wenn wir nicht gerade den einfachsten Fall vor uns haben, da8s
der Coder sich darauf beschrinkt, die einlaufenden Nachrichten-
stellen zu wiederholen, je 8fter, desto sicherer wiirde die Uber-
tragung, so wird der Ausgang des Coder sinnvollerweise nicht
nur von der gerade eingelaufenen Stelle abhdngen, sondern auch
von weiteren Nachrichtenstellen. Wir wollen zwei Codertypen
unterscheiden. Beim Seriencoder treten die Nachrichtenstellen
hintereinander einzeln in den Coder ein. Seriencoder sind ins-—
besondere fir zyklische Code bekannt und beanspruchen fiir

6)

diese einen minimalen Aufwand ‘.

Andere Codierverfahren - speziell auch die hier zu besprechen-~
den - arbeiten als Parallelcoder: bei ihnen wird vom Coder pro
Arbeitstakt nicht nur eine einzelne Nachrichtenstelle, sondern
es werden m Nachrichtenstellen gleichzeitig verarbeitet. Falls
die Nachrichtenstellen seriell anfallen, miissen Gruppen wvon m
Stellen durch Serien-Parallel-Wandlung gebildet werden. Dies
148t sich mit einem Schieberegister von (m~1) Flip~Flop er-
reichen, wie dies Figur 1.5 fiir m=4 zeigt.

4
e 3
= 2

Figur 1.5: Serien-Parallel-Wandler fiir m=4

Zu Beginn eines jeden Arbeitstaktes treten in den Parallelcoder
gleichzeitig m Nachrichtenstellen ein. Ebenso werden vom Parallel-
coder die n = mt+k Bindrstellen eines Arbeitstaktes gleichzeitig
ausgegeben,

DemgemdB hat ein Parallelcoder das Blockschaltbild von Figur
1.6.

R\
N~

Coder

5 .

Figur 1.6: Der Parallel-Coder

Falls flir die Ubertragung ein einziger Bin#rkanal zur Verfiigung
steht, miissen dle n pro Arbeitstakt parallel austretenden Bindr-
zahlen wieder in serielle Form gebracht werden. Diese Riickwand-
lung fihrt ein Parallel-Serien-Wandler durch., Er arbeitet ent~
sprechend zu dem in Figur 1.4 gezeigten Serien-Parallel-Wandler.

Wir wollen Blockcode und sequentielle Code unterscheiden. Als
Blockcodierung bezeichnet man ein Codierverfahren, bei dem je-

weils ein Block von m Nachrichtenstellen fiir sich behandelt wird.
Dem m-stelligen Nachrichtenwort wird durch den Coder ein Block
von n>m Stellen zugeordnet, der dann vom Kanal {ibertragen wird.
Dieses n-Tupel nennt man das zum entsprechenden Nachrichtenwort
gehdrige Codewort; n heiBt die Blocklinge des verwendeten Block-
code. Die vom Kanal {ibertragene Codefolge 138t sich bei Block-
codierung aufteilen in Teilstlicke der Linge n - die Codeworte -,
die voneinander v&llig unabhingig sind.

*)

Beim Arbeiten mit sequentiellen Code wollen wir immer einen

Parallelcoder voraussetzen. Da der Parallelcoder auch fiir Block-
code brauchbar ist, wird die Kennzeichnung der sequentiellen
Code gegeniiber den Blockcode bei diesem Codertyp besonders
deutlich: bei Blockcodierung hi#ngen die n pro Arbeitstakt aus-
gelieferten Bindrstellen nur von den gerade anliegenden m Nach-
richtenstellen ab. Bei sequentieller Codierung wird dagegen der
Coderausgang von r weiteren Nachrichtenworten zu je m Stellen
mitbestimmt.

*jln der amerikanischen Literatur entsprechen die sequentiellen
Code den "Convolutional Codes”, widhrend unter "Sequential De-
coding"” speziell das Decodierverfahren von WOZENCRAFT und REIF-
FEN verstanden wird,



Die GroRe r wollen wir Rilckgriff nennen, die GrdRe
ng = (r+1) . n (8)

heife Codeldnge. Die Codeldnge ist die maximale Zahl von Stellen
in der Codefolge, auf die eine Nachrichtenstelle EinfluB haben
kann. Bei Blockcodierung ist r = 0 und damit wird die Codelénge
n, gleich der Blocklinge n. Bei Blockcodierung werden innerhalb
eines Parallelcoders keine Speicherelemente bendtigt. Die linea-
ren, sequentiellen Code sind ein besonders wichtiger, da leicht
zu instrumentierender Spezialfall der sequentiellen Code. Sie
sind dadurch gekennzeichnet, daR ihre Codieranlage durch ein
riickkopplungsfreies Netzwerk ausgefiihrt werden kann. Unter se-
quentiellen Code seien weiterhin immer lineare sequentielle Code
verstanden.

6._Der_Decoder

Die dem Ubertragungskanal nach der Parallel-Serien-Umwandlung an-
gelieferte Bindrfolge nannten wir Codefolge; bei Blockcodierung
besteht sie aus den nacheinander folgenden Codeworten. Die den
Kanal verlassende Bindrfolge - die Empfangsfolge - ist durch
Stérung aus der Codefolge entstanden. Der Decoder hat die Auf-
gabe, aus der Empfangsfolge die urspriingliche Nachrichtenfolge
der Quelle mdglichst getreu wiederherzustellen.

Bei Blockcodierung arbeitet auch der Decoder blockweise. Aus

dem empfangenen n~Tupel, das wegen der Kanalstdrungen nicht mit
dem gesendeten Codewort lbereinstimmen muf, soll der Decoder die
m-stellige Nachricht der Quelle bestimmen. Nachdem ein Block be-
arbeitet ist, wird der Decoder entleertund beginnt erst dann mit
der Decodierung des folgenden Blockes.

Ein sequentieller Code muf auch sequentiell decodiert werden.

Der Decoder muf den Empfang von r weiteren Gruppen zu je n Stellen
abwarten, bevor er aus ihnen die erste Gruppe von m Nachrichten-
stellen bestimmen kann. Er arbeitet also gegeniiber der Nachrichten-

quelle mit einer Verzdgerung von r Arbeitstakten.
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Die Arbeitsweise der drei zu besprechenden Decodierverfahren
im einzelnen wird in den Xapiteln III, IV und VI behandelt.
Das fir alle drei gemeinsame Blockbild fiir das Ubertragungs-
system mit Parallelcoder und Decoder zeigt Figur 1.7.

m U
X U(z)
X SPI T x®@ Coder T lps Y
B x‘m) U(n) N
Kanal
vy V”
v V@ V(a) v
PS| ™ Decoder © |SP
e Y | VILEE

Figur 1.7: Ubertragungssystem eines Parallelcoders
SP: Serien-Parallel-Wandler
PS: Parallel-Serien-Wandler

Sie fihrt auBerdem die in der Arbeit beniitzte Benennung der
Bindrzeichen ein, die wihrend des Ubertragungsprozesses auftre-
ten. Die groBen Buchstaben kennzeichnen eine gesamte Folge von
Bindrzahlen; einzelne Bindrzahlen werden durch kleine Buchsta-
ben bezeichnet: z.B. gehdren zur Folge U(V} die Bindrzahlen

(u{v), uév), uév), ...L und die Codefolge U ist die Gesamtheit

der Bindrzahlen (ul, Uy, uj, P I

Hat der Decoder aus der empfangenen Bindrfolge die richtige
Nachricht bestimmt, liegt also kein Decodierfehler vor, dann

stimmt Y mit X Uberein, bzw. Yy mit Xy fiir alle 1.

- 12 -



Die Wirksamkeit eines Code wird man nach der Restfehlerwahrschein-
lichkeit PR beurteilen; PR ist die Wahrscheinlichkeit dafilir, daB
eine Nachrichtenstelle vom Decoder nicht richtig reproduziert
wird, also PR =P(y{x).

Uber diese Restfehlerwahrscheinlichkeit hat SHANNON 1948 einen
grundlegenden Satz bewiesen. FEINSTEIN verfeinerte diesen Satz
1955 fir Bindrcode. Dieser Satz wird hier in der Formulierung von
Robert M. FANO wiedergegeben:

Fir jeden stationdren Kanal mit endlichem "Ged#chtnis" kann eine
Kanalkapazitdt CO definiert werden, die folgende Bedeutung be-
sitzt: Flir jede bindre Nachrichtenrate R, die kleiner als die
Kanalkapazitdt CO ist, kann die Restfehlerwahrscheinlichkeit je
Bindrstelle durch geeigneten Entwurf von Kanalcoder und -decoder
beliebig klein gemacht werden. Umgekehrt kann die Restfehlerwahr-~
scheinlichkeit nicht beliebig klein gemacht werden, wenn R grés-

ser als C, ist.

0

Dadurch ist die Kanalkapazitdt pro Bindrstelle eines Binidrkanals
definjert. Flir den BSC ist sie gegeben durch:

Co =1+ pyldpy+ (i—po) 14 (1—p0) (9)

Es ist dabei Pg die in Abschnitt 1 eingefiihrte Fehlerwahrscheinlich-

keit des BSC und 1d der Logarithmus zur Basis 2.

Fiir R < C0 kann die Restfehlerwahrscheinlichkeit zwar beliebig klein

gemacht werden; filir jedes feste n, bleibt jedoch auch bei optima-
ler Codierung - falls Py > 0 ist -~ eine von Null verschiedene Rest-
fehlerwahrscheinlichkeit PR. Es seli vorweggenommen, daB PRL, die
Restfehlerwahrscheinlichkeit, die durch bestm8gliche Codierung er-
reicht werden kann, abhingt von der Codeldnge ny, von der Rate R
und der Kanalkapazitdt CO' Diese Abhdngigkeit hat die folgende
Struktur (Kapitel VII, Gleichung 15)

(10)
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1253 ist eine untere (englisch "lower") Grenze fiir die Restfehler-

wahrscheinlichkeit PR; daran erinnert der Index L.

Bei Blockcodierung geht ng in n Uber. Es ist K eine langsam ver-
dnderliche Funktion von ny und R; der fiir R < Co positive Exponen-
tialfaktor @ hdngt ab von R und CO' Er wdchst bei fester Rate mit
zunehmender Kapazitdt CO und bei festgehaltener Kapazitdt mit ab-
nehmender Rate; je kleiner die Rate, eine desto geringere Restfeh-
lerwahrscheinlichkeit ist - einleuchtenderweise - also mdglich.
Fir R = CO ist o, gleich Null.

Um die Restfehlerwahrscheinlichkeit herabzudriicken, steht uns

nach Gleichung (10} natlirlich zun&chst der Weg offen, den Kanal

zu verbessern, d.h. seine Kapazitdt zu vergrtRern. Ist der Kanal
aber vorgegeben, so kdnnen wir PR verkleinern, indem wir mit einer
kleineren Rate senden, also den Kanal relativ schlecht ausniitzen.

Halten wir bei gegebenem Kanal eine Rate R < ¢ fest, so ermbg-
licht die Wahl von ng immer noch eine beliebig kleine Restfehler-
wahrscheinlichkeit, da PR zumindest fiir groBe ng exponentiell

mit n, abnimmt (Kapitel VII, 4). Die dadurch gewonnene Decodier-
genauigkeit muf zundchst bezahlt werden mit einer l&ngeren Warte-
zeit zwischen Ankunft und Decodierung einer Stelle, denn der De-
coder muf zur Korrektur einer Stelle alle von dieser Stelle be-
einfluBten (no-l) weiteren Stellen abwarten. AuBerdem wird der

Aufwand von Coder und Decoder mit n, wachsen.

In Kapitel II bzw. IV werden wir sehen, daB der Aufwand fiir den
Coder linear mit ng wdchst, wenn wir lineare Code verwenden.

Der Decodieraufwand steigt dagegen bei allen herkdmmlichen Ver-
fahren exponentiell mit n, an. Ziel der neuen Verfahren war es,

ein geringeres Ansteigen des Decodieraufwandes zu erreichen.

- 14 -



Kapitel II

BLOCKCODIERUNG

1._Allgemeinste Blockcodierung

Im gesamten Kapitel II wollen wir uns etwas niher mit Blockco-
dierung beschdftigen. Die Folge der von der Quelle produzier-
ten Nachrichtenstellen wurde bei Blockcodierung in Nachrichten-

worte aufgeteilt, die je m Bindrzeichen umfassen. Es existieren

M =2 (1)

verschiedene Nachrichten-m-Tupel; sie seien durchnumeriert und
mit §1, §2 bis iM bezeichnet. Nach den Voraussetzungen iiber die
Quelle (Kapitel I, 1) treten diese M Nachrichten statistisch un-
abhdngig auf und sind gleichwahrscheinlich., Jedes dieser Nach-

richtenworte tritt mit der Wahrscheinlichkeit (l)m auf. Der Co-
2

der ordnet nach vereinbarten Gesetzen jedem Nachrichten~m-Tupel ein

wohlbestimmtes n-Tupel als zugeh®riges Codewort zu. Es existieren

N = 2" (2)

verschiedene bindre n-Tupel. Fine gewisse Auswahl von 2™ dieser
2™ verschiedenen n-Tupel werden also Codeworte. Diese Codeworte
werden dem Kanal anstelle der Nachrichtenworte zur Ubermittlung
angeliefert. Die Codeworte seien mit ﬁl bis GM bezeichnet. Die

Redundanz des Code liegt gerade darin, da® von den 2" n-Tupeln

nur 2™ als Codeworte benutzt werden.

Das Prinzip, nach dem die Zuordnung von Nachrichtenworten zu
Codeworten geschieht, ist festgelegt und auch dem Decoder bekannt.
Im primitivsten Fall geschieht die Zuordnung aufgrund einer Code-
liste, die z.B. fiir m=2 und n=5 folgendes Aussehen haben kann:

Beispiel 1) il 00 01101 G1
fz 01 10010 32
f3 10 00010 33
X, 11 11110 uy,
- 15 -

Auf der linken Seite sind alle 2™ = 4 m8glichen Nachrichten-m-
Tupel §1, Ez, §3 und §4 aufgefithrt, auf der rechten Seite die
ihnen zugeordneten Codeworte u,y bis Uy

Nach der Ubermittlung durch den Kanal kénnen die Codeworte ge-
fédlscht sein. Das Empfangswort v braucht nicht mit dem gesen-
deten Codewort u iibereinzustimmen. Den Einfluf der Kanalst®rung
wollen wir durch ein n-stelliges Fehlermuster o beschreiben.
Dieses n-Tupel soll an denjenigen Stellen eine "1" haben, an
denen der Kanal falsch Ubertragen hat, ansonsten eine "O". Wur-
de beispielsweise die 1. und 3. Stelle gefdlscht, dann hat e

bei n = 5 das folgende Aussehen: e = (10100). Die Zahl der "1"

in einem Block von Bindrzahlen bezeichnet man als dessen Gewicht,
Das Gewicht f der Fehlerfolge ist gleich der Zahl der vom Kanal
gefédlschten Stellen. Nehmen wir an, daB das Codewort Gl = (01101)
aus Beispiel 1) gesendet wurde, dann ergibt sich das empfangene

n-Tupel v folgendermafen als modulo-2 Summe von Codewort und
Fehlerfolge:

joR}

1 01101
® e 10100
v 11001

Umgekehrt ergibt sich das Fehlermuster e als modulo-2 Summe aus
gesuchtem Codewort und empfangenem n-Tupel:

Gl 01101
® v 11001
e 10100

Aufgabe des Decoder ist es, das gesendete Codwort aus dem em-
pfangenen, mdglicherweise gefdlschten n-Tupel v zu bestimmen;

wir wollen v bezeichnen als Empfangswort.

Der Decoder arbeitet dann mit kleinstmdglicher Restfehlerwahr-
scheinlichkeit, wenn er zum Empfangswort v dasjenige Codewort Gl
sucht, das die gr&gte RiickschluBwahrscheinlichkeit P(Gi\G) hat.
P(GiIG) bedeutet die Wahrscheinlichkeit dafiir, das ﬁi gesendet wurde,
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wenn bekannt ist, daB8 v empfangen wurde. Wir nennen dieses De-
codierprinzip MRW-Decodierung: der Decoder entscheidet sich nach
maximaler RilickschluBwahrscheinlichkeit. Fiir diese bedingte Wahr-
scheinlichkeit gilt nach dem Satz von BAYES:
p(u,|v) = 5(11—1)——- . P(v|u,) (3)
i i

P(v)

P(Gi) ist fiir alle i konstant und gleich 2™ (vgl. Kapitel I, 1
und II, 1). Die Wahrscheinlichkeit P (v) fiir den Empfang eines
beliebigen - aber festgehaltenen - n-Tupels v ist berechenbar
und konstant, also unabhdngig von der gerade gesendeten Nach-
richt. Das heiBt P (GiIG) ist nach Gleichung (3) proportional
zu P(G[ﬁi).Letztere Wahrscheinlichkeit, also die Wahrscheinlich-
keit dafiir, da8 v empfangen wird unter der Voraussetzung, daB
Gi gesendet wurde, 148t sich berechnen. Sie hd&ngt ab von der
Zahl der unterschiedlichen Stellen, also von der Zahl der Feh-
ler, die der Kanal hervorrufen muBf, um Gi in v dberzufiihren.
Dieser Abstand von v und uy wird die Distanz der beiden n-Tupel
genannt; die Distanz ist das Gewicht der stellenweisen modulo-2
Summe von ﬁiund V. Wir nennen diese modulo-2.Summe Ei:

e; = Gi ® v. Die Distanz von ﬁi und v sei mit fi bezeichnet.

Fir die RiickschluBwahrscheinlichkeit gilt dann:

- £ (n-£,)

P(v[ui) = P, © dy (4)
Der Kanal iibertridgt f,-mal richtig und (n—fi)—mal falsch. Da
wir nach Kapitel I,2 Py < % voraussetzen kdnnen, nimmt P(Glﬁi)
mit wachsendem fi ab.

Bei MRW-Decodierung vergleicht der Decoder deshalb das empfange-
ne v mit allen m&glichen Codeworten, ermittelt die fi und ent-
scheidet sich filir das Codewort mit dem kleinsten Wert fi' In

unserem Beispiel 1) wire:

v: 11001

ey 1010 £, =2
ey O 1011 £, =3
ey 11011 £, =4
eyt 0Oo0o1l1l1l1 f4 = 3

- 17 -

Der Decoder wiirde sich filir das Codewort Gl entscheiden, also
richtig decodieren. Die Zahl der Kanalstdrungen kann nun so
groB werden, daB das empfangene v einem nicht gesendeten Code-
wort dhnlicher wird als dem gesendeten. Dann f&dllt der Decoder
eine falsche Entscheidung. Die Zahl der Fehlentscheidungen
hingt ab von den Distanzen der Codeworte untereinander. Diese
Distanzen wollen wir als quadratische Matrix anordnen; dabei
soll di,' die Distanz der beiden Codeworte Gi und u, bedeuten.
Fir alle i, j gilt: d, . = dj und di,i = 0. Deshalb hat

1.3 i
die Distanzmatrix das folgende Aussehen:

ul u2 U3 s e e M
vy © dy,2 91,3 e 9y
u, d1’2 o} d2,3 ou s dZ,M
Yy 93 ,m dym 93y -+ 0

Wir wollen die Zahl der Codeworte mit Abstand f vom Codewort Gi
bezeichnen mit Ni(f), dabei sei das Codewort Gi selbst mitge-
zdhlt als Wort mit der Distanz O. Die Distanzfunktion eines

- n

jeden Codewortes u, erfiillt die Gleichung >~ Nj (f) = M. Wir
£=0

werden sehen, daB die Restfehlerwahrscheinlichkeit eines Code

bestimmt ist durch seine Distanzfunktionen.

Die kleinste in der Distanzmatrix auftretende Zahl auBerhalb
der Hauptdiagonalen wird als HAMMING-Distanz h bezeichnet.

Der Decoder entscheidet bei MRW-Decodierung immer richtig,

wenn die Zahl der Fehler kleiner ist als die halbe HAMMING-
Distanz. Ist die Zahl der Fehler nicht kleiner als %, entstehen
méglicherweise Decodierfehler.
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Der Decodiervorgang bei der MRW-Decodierung ld8t sich folgender-

Cod te u, d rechts neben diesen die Gewichte w, der Code-
magen deuten: die Gesamtheit der Bindrfolgen der Linge n wird in cdeworte u; und s n i o
te £ ihrt.
2™ Familien eingeteilt. In jeder Familie lieqgt genau ein Code- wor aufgef
wort und aufierdem diejenigen n-Tupel, die zum Familiencodewort - -

. . X 00 u 00000 w, =0
geringeren Abstand haben als zu anderen Codeworten. Hat ein i 1 1
n-Tupel zu verschiedenen Codeworten gleiche Distanz, so wird es §2 o1 Gz 10011 wy =3
willkiirlich einer der Familien zugeordnet. Bei MRW-Decodierung ;3 10 53 11110 wy = 4
wird nun jedem Familienmitglied das Familiencodewort zugeordnet. - -

11 01101 = 3
Ein Decodierfehler entsteht immer dann, wenn das gesendete Code- *q Yy Y4

wort durch Kanalstdrung so sehr verfilscht wird, daB das em-
pfangene Wort im Bereich einer anderen Familie liegt.

Wir nennen ein Nachrichtenwort, das nur eine einzige "1" ent-

hadlt Basisnachrichtenwort. Den Basisnachrichtenworten sind

die Basiscodeworte zugeordnet. Wir sehen auBerdem, daf der m-stel-

Die Zuteilung der n-Tupel zu den m-stelligen Nachrichtenworten
war bisher willkiirlich. Eine M&glichkeit zur systematischen
Auswahl benutzen die linearen Code , die auch Gruppencode
genannt werden. Die Nachrichten sind vereinbarungsgemif m-stel- a)
lige Bindrtupel. Wir wdhlen nun m zundchst beliebige "Basis- b)
codeworte" aus der Menge der n-Tupel aus. Im obigen Beispiel

1) war n = 5 und m = 2. Wir widhlen etwa die beiden folgenden

Basiscodeworte aus fiir Beispiel 2a):

Nachrichtenstelle Basiscodeworte sen:
1 10011 a)
2 11110
Bei linearen Code erhalten wir die Codeworte als stellenweise
modulo-2 Summe einer gewissen, flir jede Nachricht charakteri-
stischen Auswahl von Basiscodeworten. Dabei sollen die Nachrich-
tenstellen anzeigen, welche Basiscodeworte in die Summe einge- b)
schlossen werden.
Ist die i-te Nachrichtenstelle eine "1", so wird das i~-te Basis-
codewort in die Summe eingeschlossen; ist sie eine "O", so wird
es nicht bei der Summenbildung beriicksichtigt oder, was dasselbe c)

bedeutet, es wird dann das n-Tupel (O O ..... 0) addiert. Damit
erhalten wir fiir Beispiel 2a) die folgende Aufstellung. In der

Tafel sind links die Nachrichten ii' in der Mitte die entsprechenden

ligen Nachricht (0 O .... 0) bei einem Gruppencode immer das
n-Tupel (0 O .... 0) als Codewort entspricht. Aufgrund unserer
Uberlegungen miissen wir bei der Einteilung der Codeworte in
Familien vermeiden, daf einer anderen Nachricht ebenfalls das
Null-Codewort zugeordnet wird. Das bedeutet,

daB das Nullwort kein Basiscodewort sein darf und
daB8 die Basiscodeworte voneinander linear unabhingig
sein miissen. Keine Kombination dieser Basisworte

darf modulo-2 zusammenaddiert das Nullwort ergeben.

Auf folgende Eigenschaften eines Gruppencode sei noch hingewie-

Die Summe zweier Codeworte ist wieder ein Codewort,
weshalb man statt der gewdhlten Basiscodeworte auch
irgendwelche anderen linear unabhingigen Codeworte
dieses Code wdhlen darf und trotzdem dieselbe Gesamt-—
heit von Codeworten erhilt.

Die HAMMING-Distanz h eines Gruppencode ist einfach
das kleinste auftretende Gewicht w eines vom Null-

wort verschiedenen Codewortes. In Beispiel 2a) ist

h = 3.

Fiir die Distanzfunktionen Ni(f) gilt bei Gruppen-
code , daB sie fiir alle i gleich sind, weshalb wir
den Index i wegfallen lassen und sie mit N(f) be-
zeichnen.
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Wir k&nnen uns die Codeworte auch durch eine modulo-2-Matrix-
multiplikation erzeugt denken:

u = (x - G)mod-Z (5)
dabei werden U und X als einzeilige Matrizen - also Zeilenvek-
toren - aufgefaBt:

X = (xi, Koy weny XD, u = (ui, Ups wewsy up)d.
Die Matrix G hat m Zeilen und n Spalten. Ihre m Zeilen sind ge-

rade die Basiscodeworte. Fiir Beispiel 2a) lautet die Matrix also:

10011

al11110

a

Sind die Basiscodeworte linear unabhingig, dann k&nnen wir die

Matrix durch lineare Zeilentransformationen und Vertauschen von
Spalten so verdndern, daB die ersten m Spalten Diagonalform ha-
ben. In unserem Beispiel lassen wir die erste Zeile unverindert
stehen und addieren diese erste Zeile zur zweiten.

Damit erhalten wir die Matrix unseres Beispiels 2b):

(1 0011
Sy *lo1101

Wenn wir diese Matrix Gb statt Ga benutzen, bedeutet dies eine
andere Wahl der Basiscodeworte. Wir erhalten aber - wie oben
bemerkt -~ dieselben Codeworte, bloB in anderer Reihenfolge und
evtl. mit vertauschter Stellenfolge. Wir haben jetzt erreicht,
daB die ersten m Stellen des Codewortes - man widhlt meistens die
ersten m, kénnte aber genauso eine andere Auswahl der n Codewort-
stellen wdhlen - mit den Nachrichtenstellen iibereinstimmen. Die-
se Nachrichtenstellen werden im Coder durch k Kontrollstellen
ergdnzt. Die gewonnene Darstellung nennt man systematisch. Die
Codeliste von Beispiel 2b) hat jetzt folgendes Aussehen:
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x, 00 uu 09 o000
%, o1 u, 01 101
x3 10 u3 12 o011
X, 11 u, 11 110

Es ist eine Umordnung der Codewortliste von Beispiel 2a). Sy-
stematische Code kodnnen wir mit einer anderen Matrix beschreiben.

oder ausfiihrlich
n

Die alte Darstellung lautete: u = (;'Go)mod—Z

m k

100 ...0
010...0

001l...0
Wy, vy, weu) = (X9, Xy, ceerxo)

Der linke Teil von Go ist eine m-zeilige Einheitsmatrix. Sie sorgt
dafiir, daB die Nachrichtenstellen unverindert bleiben, also daBs

u; = Xy fir 1 € i € m ist. Der rechte Teil bestimmt, wie die Kon-
trollstellen aus den Nachrichtenstellen berechnet werden. Die
(m+1l)-te Spalte von G0 bestimmt die 1. Kontrollstelle, die
(mtj)-te Spalte die j-te Kontrollstelle. Es gilt aufgrund der

Matrixmultiplikation fir die 1. Kontrollstelle:

pul
Unel T P11 X3 @ Pyp X5 ® ... @ py % = ‘E;i Pl *2)pog-2 (6)

oder allgemein fiir die i-te Kontrollstelle

Usi =Py X3 @ Py X, 8 o0 @ p, . x = (

P
im "mo o,

SR

. X
iw u)mod—z
Zusammenfassend kdnnen wir schreiben:

X

{1
N

i fiir 1 (8)

m<i=m+%k#£n

m
Ui = Q. Piw ¥enoa-2

Wir wollen die Gleichung fiir die Kontrollstellen - also Ffiir
m < i £ n - noch umschreiben und beachten dabei, daf in der
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P11 P21 -+ Px1
Pyz P22 -+ Py2

P13 P23 --- Px3

Pim Pom *** Pkm

(7

“mod-2



modulo-2 Rechnung Addition und Subtraktion gleichbedeutend sind
(Kapitel I)

m

u; & ( 2: P ¥ Wnod-2 = © flrm < i ¢n (9)

w=1
Das bedeutet in Worten: die Kontrollstellen sind so zu wdhlen,
daR eine bestimmte, flir jede Kontrollstelle charakteristische
Auswahl von Nachrichtenstellen zusammen mit dieser Kontrollstelle
geradzahliges Gewicht hat, d.h. die modulo-2 Summe dieser Stellen
muf O sein. Die ausgewdhlten Nachrichtenstellen werden durch die
Kontrollstelle auf eine gerade Zahl von "1" ergédnzt, weshalb in
der amerikanischen Literatur von "parity-check" gesprochen wird.
Besonders deutlich wird diese Interpretation durch das Priifschema
P, das sich direkt aus der Matrix eines systematischen Gruppen-

code ablesen 1dRt:

n
Pyq Pyp =++ Pgp 10 0
P - Ppg Pgp +++ Ppp 01 of  x
Pyq Pyp -+ Pyn 00 ... 1
m q—k

Die i-te Zeile des Priifschemas gibt an, welche Auswahl der Nach-
richtenstellen zusammen mit der i-ten Kontrollstelle geradzahliges
Gewicht haben muf. Fiur Beispiel 2b) lautet das Priifschema:

01 100
P = 10 010
11 001

Es ist demnach die erste Kontrollstelle so zu wdhlen, daB die mo-
dulo-2 Summe aus ihr und der zweiten Nachrichtenstelle gleich Null
ist. Entsprechend miissen die zweite Kontrollstelle und die erste
Nachrichtenstelle {ibereinstimmen. Die dritte Kontrollstelle haben
wir so zu widhlen, daf die modulo-2 Summe von erster und zweiter
Nachrichtenstelle und dieser dritten Kontrollstelle gleich Null

ist.
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Der systematische Code kann als Spezialfall einer anderen grReren
Klasse von Code gesehen werden. Diese Code arbeiten mit einem ver-
allgemeinerten Priifschema, weshalb wir sie Priifschemacode nennen

wollen. Hier sieht das Priifschema folgendermaRen aus:

Die letzten k Spalten sind hier im allgemeinen keine Einheitsmatrix.
Damit sind die z Zeilen des Priifschemas nicht notwendig voneinan-
der unabhdngig, wie es beim systematischen Code durch die Einheits-
matrix in der rechten Hilfte gesichert war. Nehmen wir als Bei-
spiel 3a) folgendes Priifschema fiir n=9 und 2z=6:

- -
111000000
000111000

b= 000000111
100100100
010010010

001001001

Wir sehen sofort, daR die Summe aller Priifzeilen das Null-n-Tupel
ergibt: die Zeilen sind linear abhédngig. Das bedeutet, wie wir
gleich sehen werden, daf wir nicht - wie das Priifschema andeutet -

(n-z)-Nachrichtenstellen zur Verfligung haben, sondern mehr als
(n-z).

Ein n-Tupel U ist nach Abschnitt u genau dann Codewort, wenn sei-

ne Stellen u, bk u, die z Gleichungen

n
Pp1 U1 @ Ppp Uy -en B pyug =0
. (10)
Pz1 Yy ® pso Uy, ... ® Pun U 0

erfiillen.



Die Codeworte stellen die Ldsungen dieses Gleichungssystems dar.
Die Zahl k der voneinander unabhingigen Priifschemazeilen, der
Rang der Priifschema-Matrix, diese Zahl k bestimmt die Zahl der
nicht frei wdhlbaren Stellen in der allgemeinen L&sung dieses
Gleichungssystems; die Zahl der frei widhlbaren Stellen ist (n-k).
Diese m=(n-k) frei wdhlbaren Stellen sind unsere Nachrichtenstel-
len. Sind sie festgelegt, so lassen sich aus ihnen die {ibrigen

k Stellen, die Kontrollstellen, berechnen. Da das Priifschema nur
eine Kurzschreibweise dieses linearen Gleichungssystems darstellt
ist sofort klar, daB man die Zeilen des Priifschemas linear trans-
formieren darf, ohne die Codeworte, also die L&sungen des Glei-
chungssystems, zu &ndern. Das bedeutet, daB wir durch Zeilenum-
formungen das allgemeine Priifschema in eine systematische Form
umwandein kénnen, aus dem man flir gegebene Nachrichtenstellen die
k Kontrollstellen direkt ausrechnen kann. Unser Beispiel 3a) lie-
fert durch Zeilenumformung des Priifschemas die systematische Ma-
trix P, fir Beispiel 3b):

0
00000000 0]
111000000
P 000111000
0

100100100
010010010
L.1 1011000 l_

Nachrichtenstelle 1 2 34
Kontrollstelle 1 2345

Da die erste Zeile des Priifschemas PO aus lauter Nullen besteht,
ist der Rang k der Prifschema-Matrix nur 5. Wir haben also

n-k= 9 - 5 = 4 Nachrichtenstellen zur Verfiigung, deren Verteilung
innerhalb der n Codewortstellen aus der Matrix leicht zu erkennen
ist.

Bei dieser Form der Matrix milssen wir darauf achten, daB die Priif-
stellen sich wirklich nur aus den Nachrichtenstellen ergeben. Die
Spalten, die den Kontrollstellen entsprechen, dlirfen also - wie in
unserem Beispiel 3b) -~ nur eine einzige "1" enthalten. Das ist
durch Zeilenumformungen immer zu erreichen. Im Beispiel 3b) muB
Kontrollstelle 1 so gewdhlt werden, da® sie zusammen mit der ersten
und zweiten Nachrichtenstelle die modulo-2 Summe O hat.
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Das Codieren mit Hilfe eines systematischen Prifschemas 148t
sich leicht instrumentieren. Das Schaltbild unseres Beispiels
2b) zeigt Figur 2.1.

Das Schaltbild fir den systematischen Code von Beispiel 3b)
zeigt Figur 2.2.

X1 = U
X2 = U
od lJ3

e Usg

J) Us

Figur 2.1: Schaltbild eines systematischen Code mit den
Codegrdfen m=2, k=3 nach Beispiel 2b).

X1 - U1
X2 - U2

2 _
X3 - Ui
X4 = Us

- Uy
= Ug

IVNEY
|

L) N
MY N

Figur 2.2: Schaltbild eines systematischen Code mit den
Codegrdfen m=4, n=9 nach Beispiel 3b).
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Wir sehen, daB zur Instrumentierung eines systematischen Code

nur die Speicherelemente benttigt werden, mit deren Hilfe die

in Serie angelieferten Nachrichtenstellen auf m Leitungen parallel
gewandelt und hinter dem Coder dann wieder auf eine Leitung ge-
geben werden. Der Codieraufwand wdchst also linear mit n. Bei

den von PETERSONG) behandelten zyklischen Code , einer speziel-
len Klasse von systematischen Code , geniigen sogar k Flip-Flop
bei Verwendung eines Seriencoder.

Das Codierproblem ist also durch die systematischen Code be-
friedigend geldst.

7. Aufwand des Decoder

Wie arbeitet nun der Decoder eines systematischen Code bei MRW-
Decodierung?

Der Decoder erhdlt die Empfangsfolge v, die sich mdglicherweise

wegen Ubertragungsfehlern vom gesendeten Codewort u unterschei-
det.

Der Decoder muB aus dem empfangenen n-Tupel v = (vl, Vor - vn)
das richtige Fehlermuster zu bestimmen versuchen. Er vergleicht
dazu v - wie wir zu Anfang des Kapitels gesehen haben - mit den
2™ Codeworten und erhidlt so 2™ mdgliche Fehlermuster. Aus diesen
2™ Pehlermustern wdhlt er dasjenige mit dem geringsten Gewicht
aus. Dieser Sachverhalt soll als Abschluf dieses Kapitels noch

in Gleichungen gefaft werden, um zu einer m&glichst einfachen
Instrumentierung zu kommen.

Der Decoder arbeitet in einem vorberciteten Schritt zundchst

wie ein Coder. Er berechnet die zu den empfangenen m Nachrichten-
stellen vy bis Vi die gehSrenden k Kontrollstellen. Das ergibt
flir i = m+l, m+2, ..., m+k die Werte

m
ti = (zzj Pjry vM)mod—2

= (an
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Diese errechneten Kontrollstellen vergleicht der Decoder mit

den tats&dchlich eingetroffenen Stellen Vm+l’ vm+2, vm+3, cee Vo

mittels eines modulo-2 Addierers. Das ergibt die k Priifwerte:

i (12)

m
S5 Tt @V T (2 Pire Vidnoga @ Yy
i=mtl, m2, ..., n

Ist das Empfangswort v ein Codewort, was bei fehlerfreier Uber-
tragung bestimmt der Fall ist, dann sind alle Priifwerte s; = O.

Um den EinfluB des Fehlermusters zu untersuchen, setzen wir ein
i i@ei i=1,2, ..., n (13)

m m
S; = (2 Py U og-p @ Uy @ (E;& Piry ©wpog-n ® €

w=1 .
(14)
Da Giein Codewort ist, gilt
m .
(L;L:i Pi w%hnog-2 ® Uy =0 i =ml, m2, ..., n (15)
und die Gleichung (14) vereinfacht sich zu
m
sy = (2 Py g ®Wnog-2 ® € 1 =mtl, ...n (16)

w=1

Diese k Gleichungen fassen wir auf als lineares Gleichungssystem
fiir die n Unbekannten el, €5r wnny e, Die Ldsung des Systems hat
n-k = m Parameter. Als diese widhlen wir versuchsweise ey bis e -

Fiir jede bestimmte Wahl dieser Parameter ergeben sich die rest-

lichen Fehlerstellen et e e, aus den Gleichungen:
m
e; =5, ® Sg;i Py, eu)mod—2 i =m+l, m+2, ..., n (17)
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Will der Decoder eine mdglichst gute Entscheidung treffen, dann
wihlt er aus diesen 2™ méglichen Fehlermustern - sie ergeben sich
aus dem Vergleich mit den 2™ Codeworten - dasjenige aus, das ge-
ringstes Gewicht hat. Dieses Fehlermuster e ¥ es stimmt mit e
dann iiberein, wenn richtig decodiert wird - addiert der Decoder
zu v hinzu und erhilt G’i Die ersten m Stellen von v xsind dann
gerade §, die gesuchte Reproduktion der Nachricht X. Sind bei
systematischen Code nicht die ersten m, sondern eine andere
Auswahl von m Stellen identisch mit den Nachrichtenstellen, dann
arbeitet der Decoder analog zum eben besprochenen Normalfall.

Ein zweites Arbeitsprinzip flir die Decodieranlage ist es, fiir
alle mSglichen 2k Wertekombinationen der k Priifwerte Sy die L&~
sungen zu speichern. In beiden F&dllen widchst der Aufwand des
MRW-Decoder bei konstanter Rate R exponentiell mit n; das ist

fiir groBe n untragbar.

Bei jedem anderen Decodierverfahren muB ein KompromiB geschlossen
werden zwischen geringem Decodieraufwand und groBSer Decodierge-
nauigkeit. Dabei ist ein Decoder wiinschenswert, der verhdltnis-
mdfig geringen Aufwand an Schaltelementen, Speicherplédtzen und
Rechenschritten erfordert, selbst wenn dadurch die Restfehlerwahr-
scheinlichkeit bei fester Rate und fester Codelénge sich etwas
vergrdB8ern sollte. Wenn wir eine geringere Restfehlerwahrschein-
lichkeit fordern miissen, dann kdnnen wir das durch Vergr&Berung
der Codeldnge oder durch Herabsetzung der Nachrichtenrate R er-

reichen.
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Kapitel III

LD-CODE

Low-Density Parity-Chek Code, wir wollen sie LD-Code nennen, sind
Priifschemacode; wir haben also Blockcodierung vor uns. Wie der
englische Name andeutet, arbeitet GALLAGER mit einem Priifsche-
ma, das wenig "1"-Stellen enthdlt. GALLAGER's Decodierprinzip
ist zugeschnitten auf den Spezialfall der von ihm so bezeichne-
ten (n, j, 1)-Code . Sie haben die Blockld&nge n; ihr Priifsche-
ma hat also n Spalten, und es ist so gebaut, das jede Spalte j
"1"-Stellen und jede Zeile 1 "1"-Stellen enthdlt, ansonsten
nur "O"-Stellen. Bezeichnen wir die Zahl der Zeilen mit z, so
muf fiir die Gesamtzahl der Einsen im Priifschema gelten:

nej = z+1, und damit erhalten wir die Zeilenzahl zu

z = % e n (1)

In Kapitel II, 5 haben wir gesehen, daB beim allgemeinen Prif-
schemacode durchaus die Zeilenzahl z nicht mit der Zahl k der
Kontrollstellen iibereinstimmen muB8. Die Zahl der Kontrollstellen
ist gegeben durch den Rang der Priifschemamatrix. Sind die Prif-
schemazeilen voneinander linear abhdngig, so gilt z > k oder

m = n-k > n-z. Fiihren wir die Nachrichtenrate R = E ein, dann
gilt fiir den allgemeinen Priifschemacode R = 1- % oder flir einen
{n, j, 1)-Code

R=1 -4 (2)

Bei der Behandlung der Priifschemacode in Kapitel II, 5 wurde als

Beispiel 3a) bereits ein (n, j, 1)-Code verwandt mit n=9, j=2

und 1=3. Wir haben gesehen, daB in diesem Beispiel die Informations-
_m _ 4 " -z _ - 2_1

rate R =an =73 also gréBer als 1 = = 1 3 = 3 war.

Die (n, j, 1)-Code sind spezielle Priifschemacode, deren allgemei-

nes Priifschema nach Kap. II, 5 in ein systematisches Priifschema

mit eingestreuten Priifstellen entwickelt werden kann. Mit dem
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systematischen Priifschema werden die k Kontrollstellen aus den

m=n-k Nachrichtenstellen berechnet.

Durchsetzt mit Kontrollstellen, werden die unverinderten Nachrich-
tenstellen dem Kanal zur Ubermittlung angeliefert. Da der Codier-
aufwand flr einen systematischen Code linear mit n steigt (Kapitel
II, 7), ist das Codierproblem fiir GALLAGER's (n, j, 1)-Code - auch
fir grofe n - befriedigend geldst. Ein mdgliches Schaltbild fiir
den als Beispiel gewdhlten (9, 2, 3)~Code wurde in Fig. 2.2, Ka-
pitel II, gezeigt.

Fir die (n, j, 1)-Code werden wir die drei von GALLAGER entwickelten
Decodierverfahren kennenlernen.

Der Decoder nach dem dritten Verfahren erfordert zwar den groften
Aufwand, daflir ist er wirksamer als die beiden ersten in dem Sinn,
daf er die vom Kanal angelieferte Information besser ausniitzt, also

auch eine groéRere Decodiergenauigkeit erreicht.

Bevor wir uns den Decodierverfahren zuwenden kdnnen, miissen wir uns
die Struktur der LD-Code etwas niher ansehen. Dazu wdhlen wir als
Beispiel 1) den bei GALLAGER3) angegebenen Code flir n=20, j=3 und

1=b; sein Priifschema zeigt Figur 3.1,

Codewortstelle:

o
N
w
=
v
(o2]
3
@

9 10 11 12 13 1% 15 16 17 18 19 20

1 1 11 0 0 0 0 0000 O0O0O0TO0GO0TO0OTO0O O]
00001 1 110 0 O 00 000 0 O
000 O0O0OUO ODOUI1IT1 11000000 0 0
00000 0O0O0O0TO0O0TO0TI1ITTI1IT1T41QO0TUO0TO0 0
©O 000 O0O0O0OO0OO0O0TO0O0TO0O0 0 1 1 1 1
1 00 01 0001000100000 0 0

P=]0 1 00 0 1 0 00 1 00 00 0O 10 0 0
© 01 0001000 O0O0O0 1000 10 0
0001 0000O0OGO0OTI1IO0O0O0TI1GO0GO0TO0T10
© 00 00 0O 10001000100 0 1
1.0 00 0 1 00 000 1 000 00 1 0 0
01 00 001 00010000100 0 0

001 000010 000100000 1 0
0001 000010000100 100 0
00001 00O0UO0T1QO0UO0TO0TO0T1TO0TO0TO0O0 1

Figur 3.1: Priifschema eines (n,j,1)-Code mit den Codegr&fen

n=20, j=3, 1l=u
> 179, - 31 -
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In ihr sind rechts die z Priifgleichungen 94 durchnumeriert wvon

1 bis 15 und oben die n Codewortstellen von 1 bis 20. Aus der Bau-
art des Priifschemas ist sofort klar, daB jede Stelle genau j Priif-
gleichungen beeinfluBt. Bel einem einzigen Fehler in den n Stellen
werden genau j Priifgleichungen nicht erfiillt. Wir wollen annehmen,
daB Stelle 1 gefdlscht wurde, also e, = 1 ist und alle anderen Stel-~
len korrekt iibertragen wurden, also e; = O fir 1 = 2, 3, ..., n.
Untersuchen wir nun die sich ergebenden Priifgleichungen, so sind
die Gleichungen 91+ 96 und 911 nicht erfiillt. Wir sehen, das Xy
von drei nicht erfiillten Priifgleichungen erfaft wird, widhrend jede
andere Stelle in hdchstens einer nicht erfiillten Gleichung auf-
taucht. Auf dieser Eigenschaft der (n, j, 1)-Code bauen sich
GALLAGER's Decodierverfahren auf.

2._Das erste Decodierverfahren von GALLAGER

Dem Decoder wird das empfangene n-Tupel v, das aufgrund der Kanal-
stérungen mdglicherweise nicht mit dem gesendeten Codewort u i{iber—
einstimmt, angeliefert; der Decoder soll nun dieses Empfangswort
aufgrund von festgestellten Unstimmigkeiten so lange verdndern,
bis es mit einem Codewort iibereinstimmt. Dabei wird wie folgt vor-
gegangen:

Im ersten Schritt stellt der Decoder die Priifgleichungen auf, fiihrt
also in der Matrix von Figur 3.1 die Zeilenprobe durch. Sind alle
Prﬁfgleiéhumgen erflillt, das Empfangswort ist dann ein Codewort, so
leitet er das n-Tupel direkt an die Datensenke weiter. Sind die

z prifgleichungen nicht alle erfiillt, ist das empfangene n~Tupel
also kein Codewort, so muB, der Decoder Korrekturen durchfiihren.
Dazu stellt er fest, wie oft jede einzelne Stelle in nicht erfiill-
ten Priifgleichungen auftaucht. Der Decoder #ndert alle diejenigen
Stellen ab, die in mehr als b nicht erfiillten Priifgleichungen vor-
kommen. Die Schranke b ist dabei vorgegeben. Sollte keine Stelle

in mehr als b nicht erfiillten Priifgleichungen auftreten, cbwohl

das Empfangswort kein Codewort ist, dann erniedrigt der Decoder

die Schranke um 1 und dndert diejenigen Stellen ab, die in (b~1)
nicht erfiillten Gleichungen auftauchen. Sollte auch jetzt keine
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Stelle korrigiert werden kdénnen, dann erniedrigt der Decoder die
Schranke um jeweils den Wert 1 so lange, bis er mindestens eine
Stelle korrigieren kann.

Durch diese Korrekturen geht das Empfangswort v dber in das n-Tupel
;(l), Dieses wird mittels der Priifgleichungen von neuem untersucht;
ist es ein Codewort, dann ist der Decodierprozef beendet. An dem
folgenden Beispiel 2) gemdB dem Code nach Figur 3.1 wird ein sol-
cher Fall demonstriert. Da wir einen Gruppencode vor uns haben,
kénnen wir ohne Vernachl&ssigung der Allgemeinheit immer annehmen,

das8 das Nullcodewort gesendet wurde.

In der folgenden Aufstellung sind: u das gesendete Codewort, e das
aktuelle Fehlermuster und v das aus beiden resultierende n-Tupel,
RO TSI S N
geben die Komponenten b{v) an, von wievielen nicht erfiillten Priif-
gleichungen die Stelle i vor dem v —-ten Korrekturschritt erfaBt
wird.

also das Empfangswort. Im n-Tupel b

Stelle: 123456789 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
u = (00OO0ODODOOOO0 O O O O O O O O O O O0)
e = (l0OOOOOOOO O 1 O 0 O 0 O O O O O)
v = (lOOOOOOOO O 1 O O 0 0O O O O O O)
g (1) 321211102 1 3 2 1 01101 1 0
O (0000000 O0O 0 0O 0 0 0 0 0 0)

Der Vergleich mit dem Priifschema von Figur 3.1 zeigt, da8s v die
Priifgleichungen 9yr 937 Jgr Jgr 917 und 912 nicht erfiillt. Es
sel gegeben b=2; damit werden gerade die Stelle vy und vyy umge-
dreht, da b{l) und b<l) die Schranke b=2 ibersteigen. Es wurde

11 _"a)

also richtig decodiert: v stimmt mit u iiberein. Die zweite

Kontrollrechnung ergibt folglich, daB alle Priifgleichungen er-
fiillt sind.

Wire v (1) aber kein Codewort, sind also nicht alle Priifgleichungen
erfiillt, dann dreht der Decoder im notwendig gewordenen zweiten
Decodierschritt alle diejenigen Stelle von ;(l)um, die jetzt in
mehr alTZ? nicht erfiillten Gleichungen vorkommen, und erhilt da-

durch v . Ist auch dieses n-Tupel noch kein Codewort, so fihrt

der Decoder in analoger Weise fort und kommt zu 5(3). Der Decoder
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wiederholt dieses Verfahren so lange, bis er ein Codewort er-
hdlt. Dieses liefert er an der Datensenke ab.

Um die erste Korrektur durchfilhren zu k&nnen, miissen wir - wie
oben beschrieben - die Schranke b=2 um 1 erniedrigen, da alle

b(l) < 3 sind. Im folgenden Beispiel 3) ist die erste Korrek~-
tur G(l) noch kein Codewort; erst die zweite Korrektur 5(2) er-
fiillt alle Priifgleichungen: 782 ist codewort. pa ¥¢2)

ibereinstimmt, wurde richtig decodiert., Den Korrekturvorgang

mit u

beschreibt die folgende Aufstellung:

Stelle: 1234567891011 12 13 14 15 16 17 18 19 20
u = (000000000 O O C O O O O O O O 0)
e = (100100000 O 0 O O O O O O O O O0)
v = (100100000 O 0O O O O O O O O O O)
B - (200211002 01 11110111 0
) = (000000001 0 0 0 00 00O O O 0
1. Korrektur
5 = 100110003 1 1 1110010 0 0)
5 = (000000000 0 00000 O0O0O0O O O

2. Korrektur

Es wurden falsch ilibertragen die Stellen 1 und 4. Im ersten Schritt
dreht der Decoder zwar diese beiden Stellen um; fdlscherlicher-
welse aber auch Stelle 9. Diese Entscheidung wird im zweiten
Schritt aber revidiert. Wir sehen, daB vom Decoder in einem vor-
bereitenden Schritt vorgenommene Korrekturen durchaus nicht end-
gliltig zu sein brauchen.

Den besten Einblick in die Struktur des (n, j, 1)-Code liefert sei-
ne Darstellung als Codebaum. In ihm 1&8t sich der Zusammenhang der
Priifgleichungen und Codewortstellen untereinander leicht iiberblik-
ken. Fir eine jede der n Stellen 1ldB8t sich ein Codebaum entwickeln.
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6 1017 7 1116 7 1418 8 1319 11 1519 9 1417 6 7 8 10 15 20 101112 4 1417 141516 3 8 19 5 7 8 2 1017 91011 8 162017 1920 3 7 14

dis 93 |90 9s |9s
STUFE 1 8 12 18
STUFE 2

Figur 3.2: Codebaum der Stelle 1 flir den Blockcode von Figur 3.1
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1 513 4 1417 41519 2 7 16 81620 1 618181920 4 914 5 7 8 11218 7 1118 1 3 4 139 1 6 7 8 131416 4 11 19 8 1216 17 18 19

9e |914 9o |92 Jdio |9n gs G4 g2 |9 gt |9 gs |92 ga |9o g |9s
STUFE 1 4 2 b
UrE 9 1 12 17 6 2 S 15 20
g3 97 Gi1s
STUFE 2 10

Figur 3.3: Codebaum der Stelle 10 fiir den Blockcode von Figur 3.1
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Wir wollen ihn fiir die Stellen 1 und 10 aufstellen: den Code-
baum fiir Stelle 1 zeigt Figur 3.2, den Codebaum fiir Stelle 10
Figur 3.3. Jeder Knoten im Codebaum reprédsentiert eine Code-
wortstelle. Die von diesen Knoten nach oben ausgehenden Linien
stellen die Priifgleichungen dar, welche die (unten stehende)
Ausgangsstelle und ferner die Stellen im (sich oben anschlies-
senden) waagerechten Teil der Linie erfassen. Wir lesen einen
Codewortbaum von unten nach oben; zum Beispiel den Codebaum fiir
Stelle 1 in Figur 3.2. Stelle 1 wird kontrolliert durch die
Gleichungen 91+ Yg und 9117 deshalb gehen von der Wurzel des
Codebaumes j=3 Kste nach oben. Von Priifgleichung 9y symboli-
siert durch den linken Ast werden auBer Stelle 1 erfast die
(1-1)=3 weiteren Stellen 2, 3 und 4. Das lesen wir ab aus der
waagerechten Linie, die sich an den linken Ast anschlieBt,
Analog verfahren wir mit den beiden anderen Priifgleichungen Ie
und 931° Damit ist eine Stufe des Codebaumes konstrulert. Jetzt
wollen wir den Codebaum nach oben fortsetzen. Wir beginnen mit
Stelle 2 aus Priifgleichung gl;diese wird nicht nur von Priif-
gleichung 9, kontrolliert, sondern auch von den Gleichungen g
und 912- Von Stelle 2 miissen also (j-1)=2 ZAste nach oben aus-
gehen. An jeden dieser Aste hat sich eine waagerechte Linie an-
zuschlieBen, auf der wiederum diejenigen Stellen markiert sind,

die auBer Stelle 2 in Priifgleichungen 9 bzw,. 919 auftauchen,

wihrend von der Wurzel des Codebaumes j Kste ausgehen, gehen
von jedem anderen Knoten nur noch (j—1) Aste nach oben aus.
Wenn eine begonnene Stufe des Codebaumes vervollstindigt ist,
ktnnen wir ihn weiter nach oben fortsetzen. Wird der Codebaum
auf diese Art und Weise auf einige Stufen ausgedehnt, wird die
Zahl der Knoten immer gr&Ber. Jedem Knoten ist eine Codewort-
stelle zugeordnet. Es werden deshalb bald Codewortstellen &fter
als einmal auftreten. Nehmen wir an, daB ~ einschlieBlich der
Wurzel - (t+1) Stufen gebildet werden kénnen, ohne daB irgend-
eine Stelle mehrfach auftritt, dann heift das: die Gesamtzahl
der im Codebaum auftauchenden Knoten ist nicht gr&fer als die
Blockldnge n. Wir bezeichnen die oberste Stufe mit 0, die
zweltoberste mit 1 usw.; die Stufe oberhalb der Wurzel erhidlt
dann die Nummer (t-1) und die Wiirzel selbst heift Stufe t. Nach
unseren Feststellungen enth&lt Stufe t eine einzige Stelle und

fir v =0, 1, ..., (t-1) enthdlt Stufe V genau
j - (1-1y-(j-l)tﬁl'y Stellen. Damit lautet die Bedingungsgleichung
- 39 -

zwischen n und t:

t-1
1+ 31-1) 2_ (3-1)
Y =0

t-1-v

jo]
17

(3)

. t
1oy L~ (3-1)
1+ 3(1-1) T3

o}
W

Gleichung (3) zeigt, daB bloB sehr wenige Stufen gebildet werden
kénnen, wenn jede Stelle nur einmal im Codebaum auftreten darf.

In Stufe (t~1) stehen alle diejenigen Stellen, die direkt mit der
Ausgangsstelle zusammenh&ngen, die also gemeinsam mit dieser Aus-
gangsstelle in einer Priifgleichung kontrolliert werden. Nehmen
wir nun an, daB Stelle 1 falsch i{ibertragen wurde, alle Stellen

in Stufe (t-1) aber korrekt, dann erlaubt - wie wir in Abschnitt
2 gesehen haben - GALLAGER's erstes Decodierverfahren die Korrek-
tur von Stelle 1. Alle j=3 Priifgleichungen, in denen Stelle 1
auftritt, sind in diesem Fall nicht erfiillt. Treten aber in Stufe
(t-1) auch gestdrte Stellen auf, kann das zur Folge haben, daB von
Stelle 1 ausgehende Priifgleichungen erfiillt sind, obwohl Stelle 1
falsch iibertragen wurde. Es sind dann nicht alle von der Wurzel
ausgehenden j Prilifgleichungen nicht erfiillt. Deshalb wird m&gli-
cherweise im ersten Schritt noch keine Korrektur der als Wurzel
stehenden Stelle 1 erreicht, weil wir eine Stelle nur dann korri-
gleren, wenn sie in mehr als b nicht erfiillten Priifgleichungen
auftritt. Tritt dieser Fall ein, dann ist es mdglich, daB die
"vielen" richtigen Stellen in den oberen Stufen des Codebaumes

in einem vorbereitenden Korrekturschritt die Fehler der unteren
Stufen ausbessern und damit im letzten Schritt die Decodierung
der als Wurzel stehenden Stelle erlauben.

4. Das zweite Decodierverfahren von GALLAGER

Das erste Verfahren nutzt die Codebaumstruktur noch nicht syste-
matisch aus. Das erste Verfahren entspricht dem Decodieren der
Wurzelstelle eines Codebaumes aufgrund der Stellen in Stufe (t~1).
Das erste Verfahren benutzt diesen Ubergang mehrmals, ohne die
mehrstufigen Abhdngigkeiten innerhalb des Codebaumes zu beachten.
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Es ist nochmals darauf hinzuweisen, das das Ziel bisher war,
Stelle 1 (aufgrund des Codebaumes 1) zu decodieren. Die Zwischen-
korrekturen in Stufe 1 des Codebaumes sind fiir die Decodierpro-
zedur einer anderen Stelle irrelevant. Vielmehr muf man fiir die
Decodierung dieser Stellen - ausgehend von v - die Codebiume
dieser Stellen untersuchen.

Schauen wir uns nun an, was im Codebaum fiir Stelle 10 geschieht,
wenn die Stellen 6 und 11 (Beispiel 5) falsch iibertragen wurden.
Beim ersten Korrekturschritt wiirden dort Stelle 11 und Stelle 6
in Stufe 1 umgedreht und im zweiten Schritt wiirde Stelle 10 nicht
abgedndert, also richtig decodiert.

Bei der Decodierung des Beispiel 5) wurde im Codebaum 1 Stelle 2
im ersten Schritt umgedreht, dagegen wurde Stelle 2 beim Codebaum
10 im ersten Schritt fiir richtig befunden. Stelle 2 ist enthalten
in den Priifgleichungen 911 9g und 911+ Im Codebaum 1 wurde die
Entscheidung lber Stelle 2 gefdllt aufgrund von Gleichung 94 und
9127 im Codebaum 10 dagegen aufgrund von Gleichung 94 und 912° Wir
sehen, daB die Vorentscheidungen {iber einzelne Ziffern bei ver-
schiedenen Codebdumen durchaus verschieden sein k&nnen. Bei der
Untersuchung der verschiedenen Codeb&ume muB8 man deshalb jeweils
von dem tatsdchlich empfangenen n~Tupel v ausgehen und darf nicht
etwa Vorkorrekturen anderer Codebiume benutzen. Wir sind jetzt
imstande, das zweite Decodierverfahren fiir einen (n, j, 1)-Code
zusammenfassend zu formulieren, wenn dieser Code fiir jede der n
Blockstellen einen t-stufigen Codebaum zuli8t. Die eben beschrie-
bene Decodierung der Codebaumwurzeln muBite fiir jeden Codebaum ge-
sondert ausgefiihrt werden; dabei treten dieselben Konstellationen
in den n Codebdumen &fter auf und miissen jedesmal neu berechnet
werden. Das nun folgende Schema erlaubt es, die Codebiume paral-
lel zu durcharbeiten.

1. Korrekturschritt

Er hat das Zlel, die Stellen der Stufe 1 in allen Codebiumen zu
korrigieren aufgrund der Stellen von Stufe O der jeweiligen Code-
bdume. Die Stellen in Stufe O sind die vom Kanal angelieferten

v,(v=1, 2, ..., n). Bei jedem Codebaum gehen von jedem Knoten
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der Stufe 1 genau (j-1) Aste - (j-1) Priifgleichungen reprédsentie-
rend - nach oben zu Stufe O aus. Die Stellen in Stufe 1 sollen

dann umgedreht werden, wenn mehr als b1 dieser (j-1) nach oben ge-
henden Prifgleichungen nicht erfiillt sind. Stelle x, wird erfaft
von j Priifgleichungen; diese seien bezeichnet mit g“l’ s oo g”j'
Watdrlich kommen in einem bestimmten - nach Voraussetzung unab-
hdngigen - Codebaum in der zweiten Stufe die Stellen von Stufe 1
nicht vor; da wir aber die Codeb&dume parallel verarbeiten, milssen
trotzdem alle Stellen vorkorrigiert werden). Je nach Codebaum geht
eine bestimmte Auswahl von (j-1) dieser j Priifgleichungen von
Stelle p nach oben zu Stufe 0. Die tibrigbleibende Prilfgleichung
reprédsentiert denjenigen Ast, der im gerade akuten Codebaum von
Stelle v nach unten geht.

Da j solcher verschiedenen Auswahlmdglichkeiten bestehen, gibt es
j Korrekturwerte erster Stufe, die aus den obigen j Priifgleichungen
bestimmt werden unter Weglassung je einer dieser Gleichungen. Das
Symbol dieser weggelassenen Gleichung wird als Index an die Korrek-

turwerte angehdngt: vsili, VS};Z’ cees vulz.. Es gibt im Gesamten
’ 3
j'n solcher Korrekturwerte v(1 . Welcher didser j Korrekturwerte

im zweiten Korrekturschritt bendtigt wird, hingt ab vom Codebaum.

2. Korrekturschritt

Die Werte vifli des ersten Korrekturschrittes sollen nun zur Kor-
rektur der Stellen aus Stufe 2 dienen. Es wird dann eine Stelle von
Stufe 2 umgedreht, wenn mehr als b, ihrer (j-1) nach oben gehenden
Priifgleichungen nicht erfiillt sind. Von den j Priifgleichungen fithrt
eine nach unten zu Stufe 3. Dafiir gibt es j verschiedene M&glich-
keiten und demgemdf fir jede Stelle j verschiedene Korrekturwerte

zweiter Stufe. Wollen wir in einem beliebigen, aber festen Codebaum

die zweiten Korrekturwerte von Stelle y ermitteln, dann milssen wir
jenen Korrekturwert einer Stelle y der ersten Stufe verwenden,
der entstanden ist unter Weglassung jener der j Prifgleichungen
By,» 85 +++s 8, VOR Stelle v , in der Stelle u auftritt, denn
diese Prﬂfgleichuag filhrt gerade von Stelle u in der 2. Stufe zu
Stelle v in Stufe 1. Kommt Stelle u in den j Priifgleichungen
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gfl’ g g7 o g,. vor, dann ergibt der zweite Korrekturschritt
die j Werte fir Stelle W V(Z) (2 2)

v V( .
TR Yo A Y &

t-ter, endgiiltiger Korrekturschritt

Wir kommen zur endgliltigen Decodierung der einzelnen Stellen und
dirfen uns dabei auf die Nachrichtenstellen beschrinken. Stelle A
(t-1) ger (t-1)-ten
Korrektur zur Kontrolle der Priifgleichungen herangezogen, die un-

sei zu decodieren. Es werden diejenigen Werte v

ter Weglassung derjenigen Priifgleichungen entstanden sind, in der
Stelle A vorkommt. Stelle A wird dann umgedreht, wenn mehr als bt
der - da wir jetzt die Codebaumwurzeln decodieren - j von Stelle
ausgehenden Priifgleichungen nicht erfilllt sind. Der decodierte Wert

vft) =

einer Nachrichtenstelle heiBt: =¥y

Auf die Wahl der b, wird in Kapitel VIII eingegangen.

Kehren wir noch einmal zu unserem Beispiel 4) zuriick; nehmen wir
also an, daB das Nullwort gesendet wurde und daR die Stellen 1,
2 und 5 falsch Ubertragen wurden. Es sei b1 =1, b2 = 1. Dann lau-

ten die j=3 ersten Korrekturwerte fir Stelle 2 (vgl. Figur 3.1 und
(1) _ 0: v(1) I & D I 1
= 03 = 1.

Figur 3.2): Va1 2,7 ° 1; va,12

Der Korrekturwert V;Ti z.B. ergibt sich aus den Priifgleichungen g4
und gq1p- Diese beiden Priifgleichungen sind wegen der gestdrten Stel-
le 2 nicht erfiillt; die Schranke b1=1 wird {berschritten und daher
wird die falsch iUbertragende Stelle v, in Stufe 1 umgedreht. Fithrt
man die Korrektur filir Stelle 1 weiter fort, so stellt man fest, daf
das Verfahren in diesem Beispiel funktioniert, also yqy =%, =0

1
decodiert wird.

GALLAGER's drittes Verfahren arbeitet im Prinzip genauso wie sein
zweites, nur werden die Stellen nicht in jeder Stufe abge#indert,
sondern es wird die Wahrscheinlichkeit p, dafilir berechnet, daB
Stelle v eine 1 ist. In der O-ten Stufe gilt:

p(0)

P v,= 0
vy ° falls 4)
q

Wurde Stelle p als 1 empfangen, so ist sie eben mit der Wahrschein-

T

lichkeit 1-p=q auch eine 1.

In der ersten Stufe haben wir wie beim zweiten Verfahren j Wahr-
(O pL (1) fir jede Stelle x,,

scheinlichkeiten pV’V 2 Pyuy e Py
je einer der j Priifglei-

(v=1, 2, ..., n), die unter Weglassungj

chungen entstanden sind. Zur Vereinheitlichung der Schreibweise

wollen wir noch festsetzen, daB psol = piO) ist fir alle Vi
SV
(i =1, 2, ..., j). Analoges wie in Stufe 1 gilt fir die weiteren

Stufen. Beim letzten, dem t-ten Korrekturschritt, der zur Deco-
dierung der Stellen fiihren soll, erhalten wir die Wahrscheinlich-

keiten pit).
Ist pif) 2 %, dann decodieren wir Stelle v als 1, wenn pgt) < %,

dann als 0. Wenn wir erfolgreich decodieren, dann streben die mit
einer Stelle p verbundenen Wahrscheinlichkeiten einem Grenz-
wert zu, entweder der 1 oder der O. Die Wahrscheinlichkeiten pﬁs)
der Stufe f , also die Wahrscheinlichkeiten, daf Stelle V¥ eine
1 ist unter Beriicksthtigung der Stellen aus den Stufen 0, 1 bis
(f -1), lassen sich berechnen aus den Wahrscheinlichkeiten der
Stufe (z -1).

Ohne auf einen konkreten Vorschlag fiir eine Decodierschaltung ein-
gehen zu kdnnen - sie enthdlt kleine Rechner, die eine Summation
und die Bestimmung von Logarithmen durchfilhren k&énnen - sei noch
vermerkt, daf es mittels Riickkopplung der Korrekturwerte der v -ten
Stufe (v = 1, 2, ..., t-1) mdglich ist, mit einem Decodieraufwand
auszukommen, der unabhldngig ist von der Zahl der Iterationsschritte
t. Der Decodieraufwand wdchst linear mit n.
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Kapitel IV

SEQUENTIELLE CODE

Nach Kapitel I, 5 wollen wir unter sequentiellen Code immer 1i-
neare, sequentielle Code verstehen.

Die allgemeine parallelarbeitende Codieranlage wurde als Block-
schaltbild mit Figur 1.6 bereits vorgestellt. Von links treten

im v ~-ten Arbeitstakt die m Nachrichtenstellen xi}), xi?),..., xiT)
in den Coder gleichzeitig ein und werden dort verarbeitet. Das
Blockschaltbild legt es nahe, diese m gleichzeitig einlaufenden

Nachrichtenstellen als Spaltenvektor x
[
X = .
v kﬁm)
aufzufassen. Der Index vV weist auf die Nummer des Arbeitstaktes
hin. Im selben Takt verlassen den Coder nach rechts die n Code-
wortstellen ui}), ui?), sy uip). Wir wollen sie zu einem Spal-

tenvektor u,, zusammenfassen:
(1)
U,

v &in)

Bei sequentieller Codierung ist der Ausgang ﬁl, des Coder nach
Definition nicht nur abhdngig von dem gerade anliegenden Nach-
richtenwort §V , sondern auch von den r vorangegangenen Nachrich-
tenworten iu—l’ iv—2’ cees Qu—r‘ Eine Nachrichtenstelle kann damit
(r+1) aufeinanderfolgende n-Tupel von Coderausgingen beeinflufen.
Obwohl es keine Grenze gibt, die Codewortstellen ohne gegensei-
tigen Einfluf allgemein trennen k&nnte, haben wir die Code-

linge ng = (r+1) - n in Kapitel I, 5 definiert als die Maximalzahl

von Codestellen, die eine einzelne Nachrichtenstelle beeinflufen
kann.

Der sequentielle Coder ist ein riickkopplungsfreies, lineares, se~

quentielles Netzwerk. Die Ausgangs-n-Tupel werden durch die

-7

Eingangs-m-Tupel eindeutig bestimmt; die Gesetze dieser Zuordnung
wollen wir jetzt untersuchen.

In Kapitel I, 6 hatten wir die Nachrichtenfolge, die von der Quelle
gesendet wird, mit X bezeichnet; sie besteht aus den Bin#drzahlen
(Xl’ Xys Xgo ..+) oder in der arbeitstaktbezogenen Schreibweise

(die auf die Parallel-Verarbeitung im Coder zugeschnitten ist)
(X = (xii), x§2), N xim), xél), eeay xém), xgi), ...), dabei
gilt x&l) 2 X(yg.mes Die Bindrfolge U, die dem Kanal vom Coder
nach der Parallel-Serien-Rickwandlung zur Ubertragung angeliefert

wird, nannten wir Codefolge: U = (ul, Uy, Ug, ...), oder auch

- (1) (2) (n) (1) (n) (1) .
U(;)(u1 s Uy ey U, U, ey Uy T, Ut ...) mit

el s (Vealem+ A"

Jeder Nachrichtenfolge X wird durch den Coder eine Codefolge U zu-
geordnet (analog der obigen Zuordnung von Eingangs-m-Tupeln X zu
Ausgangs-n-Tupeln u). Um diese Zuordnung zu untersuchen, werden
wir uns zun&chst mit besonders einfachen Nachrichtenfolgen be-
schdftigen, und zwar solchen, die nur eine einzige von Null ver-
schiedene Nachrichtenstelle haben: wir wollen von der Basisnach-~

richtenfolge Xﬁ}) sprechen, wenn xii)

die einzige von Null ver-
schiedene Nachrichtenstelle der gesamten Nachrichtenfolge ist.
Die Indizes deuten darauf hin, daB® im v -ten Arbeitst§kt die i-te
Nachrichtenstelle 31 ist. Der Basisnachrichtenfolge Xi})

den Coder die Basiscodefolge Ui}) zugeordnet.

wird durch

Wir kehren zu dem parallelarbeitenden Coder von Figur 1.6 zuriick.

Bei Beginn der Ubertragung sei der Coder ganz geleert, was gleich-
bedeutend damit ist, daf "geniligend" lange Nullen eingespeist wur-
den. Geniligend lange heift mindestens wihrend der r vorangehenden

Takte. Um den Einfluf einer einzigen Nachrichtenstelle zu verfol-

(1
1

gen, wollen wir annehmen, daB x = 1 ist, wdhrend alle anderen

Nachrichtenstellen Null sein sollen, also insbesondere die Stellen
x§2), xga), ey xgm) und die gesamten folgenden Einginge

22, §3, ooy §r+1' Die Quelle sendet also die Basiscodefolge Xil)
Der Coderausgang im Arbeitstakt 1 sei fiir die angenommene Nach-

richtenfolge: bil)

17 5
n

u
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Der obere Index der Koeffizienten weist darauf hin, da® Nach-

richtenstelle 1 als einzige von Null verschieden ist. Nachrich-

tenstelle x( »

beeinfluft auch die folgenden r Ausgénge des Co-
der ; dagegen ist der (r+1)-te darauffolgende Ausgang ﬁr+2 von
der nach Voraussetzung einzigen von Null verschiedenen Nachrich-
tenstelle xil) unabhdngig, weshalb er nur aus Nullen bestehen

kann. Die r weitern Coderausginge, die von Nachrichtenstelle xil)

beeinfluftwerden, seien analog zu G;l) bezeichnet mit:
(1) (1)
- (1) “n+1 _(1y | rant
bt 2R B > e Upyg S
(1) (1)
b, b

Ny

(1)

Diese (r+1) wesentlichen Ausgangsvektoren U, ’ wollen wir nun

als Zeilenvektoren umschreiben, also

=(1) _ (1) (1)
Yy -(b(v—l)'n+1’ sees DUTOR
und dann zu einem nO-Tupel E(l) vereinigen:
_ 1)
b(1) - (b(i) gl)’ cees b )
0
=(1)

Der Index von b deutet darauf hin, daB die erste Nachrichten-

stelle 1 ist, wihrend alle anderen Nachrichtenstellen Null sind.

Das Umordnen der (r+1) Spalten zu einem einzigen n,~Tupel 5(1)

0
entspricht der Ubllicherweise seriellen Ubertragung.

N stellt einen Ausschnitt aus der Basiscodefolge

Das ny-Tupel b
=(1)

g

1 dar; die n, Stellen von b sind gerade die ersten ng Stellen
von U;l). Alle folgenden Stellen der Basiscodefolge Uil) sind Null,

da sie nicht mehr von Nachrichtenstelle x§1) beeinfluftwerden.

Als zweiten Fall nehmen wir bei ebenfalls "leerem" Coder an, dag
die zweite Nachrichtenstelle im ersten Arbeitstakt x§2) = 1 ist

und alle anderen Nachrichtenstellen Null sind. Die Quelle. soll

also die Basiscodefolge X§2) senden. Wir erhalten entsprechend

zu oben als seriell zusammengefafte Coderausginge ﬁi?) das nO-Tupel
5(2) - (b(2) b(2) (2)

2 s eees bno ). Analog verfahren wir mit den
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(i) (m)

folgenden Nachrichtenstellen X7 bis wir schlieBlich fiir xy =1,

alle anderen Nachrlchtenstellen Null -~ also Basisnachricht X

(1)

das no—Tupel b( m) erhalten. Alle diese nO-Tupel b sind fdr die

(i)

jeweils gesendete Basisnachricht X Ausschnitte (die ersten n

o}
Stellen) der Basiscodefolge Uil)
. . 1)y _ (2> _ : .
Nun interessiert uns der Fall x4 =%y = 1, d.h. die beiden er-

sten Eingangsstellen im Arbeitstakt 1 sind gleichzeitig Eins, alle
anderen Nachrichtenstellen aber gleich Null. Wegen des linearen
Netzwerkes entsprechen jetzt die Ausgangs-n-Tupel u des Coder

den stellenweisen modulo-2 Summen der obigen Ausgangs-n-Tupel u(l)

und usz), symbolisch schreiben wir dafir u, = u, "’ ® U, ’ fir alle
v . Die Coderausginge ur+2, ur+3, ... bestehen - genauso wie oben -
nur aus Nullen. Das bedeutet: die gesuchte Codefolge U ist gleich

der modulo-2 Summe der Basiscodefolgen Uil) und Uiz

l) mit v > 1, z.B.

zZu X( ). DemgemdB bestehen die Nachrlchtenworte x1, x2 und §3 aus

Wir gehen liber zu den Basisnachrichtenfolgen X

1auter Nullen. Im Arbeitstakt 4 ist nur die zweite Nachrichten-
stelle von Null verschieden; die Nachrichtenworte xs, xs, ... be-
stehen wieder nur aus Nullen. Es liegen jetzt 3 Arbeitstake spdter
genau dieselben Verh&dltnisse vor wie im Fall der Basisnachrichten-
(2)
folge X

1
aus lauter Nullen, da dem Coder in den ersten 3 Takten nur Nullen

:wdhrend der ersten drei Takte besthen die Coderausginge

eingespeist werden. Der Coderausgang Gu dagegen stimmt {lberein mit
(2)
P
3 Takte spidter dleselben Coderausgénge wie bei Basisnachrichtenfolge

dem Coderausgang 5(2) bei der Basisnachrichtenfolge X Es treten

52) auf: “3+j = ( )fur j =1, 2, 3, .., Die Basiscodefolge UiZ)
entsteht also aus der Basiscodefolge U( ), indem man U§2) um 3-n
(2)

Stellen nach rechts verschiebt. Die ersten 3+n Stellen von U
sind Null.
(1)

Allgemeln erhalten wir die Basiscodefolge u, aus der Basiscode-
folge U§ ), indem wir die Bindrzahlen von Uil) um (v-1)°n Stellen
nach rechts verschieben. Die ersten (v-1):n Stellen von U&l) sind
Null. Damit haben wir gefunden, daB die Basiscodefolgen bestimmt

(1), b(Z), cees B(m). Wir nennen deshalb

sind durch die m no-Tupel b
diese n,-Tupel die Generatormuster des sequentiellen Code. Mit
diesen Ergebnissen lassen sich die sequentiellen Code als unend-

liche Gruppencode darstellen.
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An die Stelle der Basiscodeworte bei endlichen Gruppencode treten
jetzt die unendlich vielen Basiscodefolgen Uil), entsprechend den

Nachrichtenstellen xif). Unter den unendlich vielen Basiscodefol-

gen sind aber nur die ersten m wesentlich verschieden; alle ande-
ren ergeben sich einfach durch Verschiebung der ersten m Basisco-
defolgen Uii) um ganze Vielfache von n nach rechts, wobei die frei
gewordenen Anfangsstellen durch Nullen zu ersetzen sind. Das Co-
dierprinzip ist analog zum endlichen Gruppencode: wird dem Coder
eine beliebige Nachrichtenfolge X von der Quelle angeliefert, so
ergibt sich die zugehdrige Codefolge U als stellenweise modulo-2
Summe derjenigen Basiscodefolgen U&l), deren zugeordnete Nachrich-
tenstellen xi?) den Wert 1 haben. Symbolisch kann dieser unendliche
Gruppencode wie in Figur 4.1 dargestellt werden.

No

—

Nachrichten- Baosiscode-
stell ‘olge

X[‘” U(‘l)
x(‘2) U<)2)
x(;) U(;)
XKZZ) U(g)
x(;) U(:'i)
X(32) Ul]z)
X(‘” U(l)
x(s) U(‘E)
X(;;) U(;’
X(g, U(52)
x(é) U(Gl)
u @

Figur 4.1: Symbolische Darstellung eines unendlichen Gruppencode
flir m=2 und r=2

Der waagerechte Strich der Linge ng zeigt dabei denjenigen Bereich
der eigentlich unendlich langen Basiscodefolgen an, der allein
interessant ist, da blof dort von Null verschiedene Bin#rzahlen
auftreten,

Aus Figur 4.1 sehen wir, daf die ersten n Stellen der Codefolge den
Coder sofort nach Verarbeitung der ersten m Nachrichtenstellen
verlassen k&nnen, denn sie werden durch nachfolgende modulo-2 Addi-
tionen spdterer Basiscodefolgen nicht mehr beeinfluBt. Ebenso kann
nach Verarbeitung der folgenden m Nachrichtenstellen die nichste
Gruppe von n Stellen den Coder verlassen usw.
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Das entspricht der Darstellung in Abschnitt 1. Der gesamte Codier-
(m)

b
5 sy >
also durch men. Bindrzahlen. Eine wichtige Unabhéngigkeitsforderung

prozeB ist bestimmt durch die m Generatormuster b(l), b(2)

sollten die Generatormuster auf jeden Fall erfiillen: es muf garan-

tiert sein, daB man aus den Codefolgen eindeutig auf die Nachrichten-
folgen rilickschliefen kann.

Die bei der Ubertragung ersten n, Stellen, also die ersten n,. Stellen

0
der Codefolge, seien als Anfangscodewort U bezeichnet:

u = (uil), eey uin), eees uiii, RN ui?i). Im folgenden Beispiel

la) wollen wir den sequentiellen Codierprozef filr die Codegréfen
m=2, k=3, r=1 und damit no=10 verdeutlichen. Wir haben m=2 Generator-
muster zu wdhlen:

B (1)

(1010100011)

(2)

b (1111100111)

Die schematische Darstellung gemdf Figur 4.1 deutet das folgende
Zahlenschema an:

Uii) 1010100011 xil) =0
ui? 1111100111 x2 g
ui® 1010100011 xi1 =1
ng) 1111100111 x42) = 1
vl 1010100011 x§1> =0
ui? 1111100111 x{?) =1
U 111110110111011.....

Beginnt die Nachrichtenfolge mit xil) = 0, xiz) =1, x(l) = 1 und

2
x§2> = 1, dann ergibt sich das Anfangscodewort u aus der modulo-2
Summe der Basiscodefolgen U§2), Ugi) und U;Q). Es lautet:

u = (1111101101).

Wenden wir uns kurz dem Decoder zu. Im Arbeitstakt 1 liegen die
ersten n Stellen vil), veny vin) vor. Bis der Decoder aber eine Ent-
scheidung iber diese Stellen treffen kann, muB er weitere r Takte

abwarten, um alle Stellen zur Verfligung zu haben, die mit
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(1) (n)

Vit eees vy zusammenhdngen; ihm liegen dann n, Stellen vor.

0
Auf diese ng Stellen kann sich der Decoder bei der Korrektur der

ersten n Stellen auf jeden Fall beschrd&nken. Die danach ankommen-
1) (n
1 cees Vg )
Zusammenhang mehr. Die ersten ng empfangenen Stellen wollen wir

den Stellen haben mit den Anfangsstellen v keinen
empfangenes Anfangswort v nennen; wegen der Kanalst&rungen braucht
das empfangene Anfangswort nicht mit dem Anfangscodewort {iberein-
stimmen.

Um nun aus diesem Anfangswort nach dem r-ten Takt eine Aussage
liber die Stellen u(1) (n)

u
17T eees Uy
Gesamtheit der Anfangscodeworte untersuchen. Den Einfluf der Nach-

machen zu kénnen, miissen wir die

richtenstellen auf die ny Stellen des Anfangscodewortes ersehen wir
aus Figur 4.1. Er umfaBt gerade den durch die dickausgezogene Linie
umrahmten Teil. Die Enden der Basiscodefolgen, die {iber diesen Rah~
men hinausragen, sind fiir das Anfangscodewort uninteressant. Wir
kénnen uns also das Anfangscodewort entstanden denken aus einem
endliichen Gruppencode mit folgender Matrix G:

-—n =(r+l)-n —e

0
Cop € Cp-ev C I
0 C c, ... C
G = 0 1 r-1 my = (r+1) - m
0 0 Cy...Co,
0 0 o ... ¢C

Dabei stellen die C, und O Matrixteile von je m Zeilen und n Spal-
ten dar. Die Elemente O bestehen aus lauter Nullen, die Elemente C
haben den folgenden Aufbau:

(1) b(1) (1)
ven+1 Ven+2 °°° (v+1) °n
(23 (2) (2)
bv-n+1 bv~n+2 o (u+1) °n
C =
v
(m) (m) (m)
bu-n+1 yentl °°° b(”+1)-n
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Die ersten m Zeilen von G sind gerade die Basiscodeworte

—(1) cees 5™ pas Anfangscodewort u = (u<1) cees ﬁ?i

sich als Uberlagerung ausgewdhlter Zeilen der Matrix G oder formal

} ergibt

aus einer Matrixmultiplikation: 4 = (x-G) 5> wobei wir uns die

mod-
(1) X(Z) x{mo) ) zu denken

Nachricht % als Zeilenvektor (x 1 eees X4

haben.,
Die Anfangscodewort-Matrix fiir das oben angeflihrte Beispiel hat
die folgende Gestalt:

1010100011
1111100111
G = 0000010101
0000011111

Nehmen wir an, daR ein Verfahren zum Decodieren der ersten n Stel-
len des Anfangswortes zur Verfligung steht.

Hat der Decoder nach diesem Verfahren die ersten n Stellen der Code-
folge decodiert, so 148t sich der Decodierprozef mit Hilfe des fol-
genden Tricks fortsetzen:

Aus Figur 4.1 sehen wir, daB der EinfluB der ersten m Nachrichten-
stellen x(l) vy xim) in der Codefolge dadurch eliminiert werden
kann, daB wir diejenigen Basiscodefolgen UiV), deren zugehdrige
Nachrichtenstellen xiV) eine Eins war, modulo-2 von der Codefolge
abziehen. Da in modulo-2 Rechnung Addition und Subtraktion iden-
tisch sind, hat man die entsprechenden Basiscodefolgen einfach zur
Codefolge zu addieren: Der Einfluf der ersten m Nachrichtenstellen
ist rtickgidngig gemacht, d.h. die Codefolge sieht aus, als ob die
ersten m Nachrichtenstellen alle Null gewesen seien.

Um im Arbeitstakt (r+2) die zweite Gruppe von n Stellen - nimlich
die Stellen vél) v§2), vees vén) - zu decodieren, geht der Decoder
deshalb folgendermafen vor: er ersetzt zunichst die ersten n Stel-
len der empfangenen Folge V durch ihre korrigierten Werte

s *
vil) . v§2) s ey in) und kommt so zur Folge (1) . Dieser sind

die mutmaBlichen Nachrichtenstellen ygl), vy yim) nach unserer
Voraussetzung iiber die Unabhdngigkeit der Generatormuster eindeutig

zugeordnet. Der korrigierten Bindrfolge (1)

(i)

addlert der Decoder

nun diejenigen Basiscodefolgen U1 hinzu, deren zugeordnete Nachrich-

My pie

V sind automatisch Null, was bedeutet,

tenstelle yil) eine Eins ist. Das ergibt die Bindrfolge
ersten n Stellen der Folge 1

da dieselbe Situation vorliegt wie zu Beginn des Decodierprozesses.
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Nehmen wir nun an, daB der Decoder die richtige Nachricht gefun-
den hat, daf also yil) = xil) fir i=1, ..., m ist, dann ist der Ein-
fluf der ersten Nachrichtenstellen wirklich aufgehoben und wir k&n-

nen genau dasselbe Verfahren, das wir auf das Anfangscodewort ange-

wandt haben, auf die ng Stellen (l)vél), cees (1)v§?% anwenden und
aus ihnen den zweiten Satz von Nachrichtenstellen bestimmen; das
1) (2) o (m)

ergibt die m Werte: Yo s Yo s sy,

Unterlief dem Decoder aber ein Fehler, z.B. yii) £ xgi), dann geht
er im ndchsten Arbeitstakt natiirlich auch von der Voraussetzung aus,
daf der Einfluf der vorhergehenden Stellen ausgeldscht worden ist.
In Wirklichkeit steckt jetzt ein Teil der Basiscodeworte

) u¢?) ym)

1 s U T e Uy aber noch in der vorliegenden Folge (1)

V drin.
Deshalb neigt jedes sequentielle Decodierverfahren dazu, Decodier-
fehler fortzupflanzen. Die Fehlerfortpflanzung kann durch Resynchro-
nisation einged&mmt werden: in die zu libertragende Nachrichtenfolge
wird in vorbestimmten Abstidnden immer eine Serie von ny Nullen ein-
geschaltet. Damit ist garantiert, daB der Decoder jeweils nach die-
sen eingeschalteten Nullen wieder fehlerfrei arbeiten kann. Resyn-
chronisation kommt praktisch einer Erniedrigung der Nachrichtenrate
gleich.

Wir haben gesehen, daR der gesamte sequentielle Code bestimmt ist
durch die Wahl seiner m Generatormuster. Diese Generatormuster le-
gen die Gruppencode-Matrix des Anfangscodewortes fest und umgekehrt
ist ein sequentieller Code bestimmt durch seine Anfangsmatrix G.
Aus dieser Matrix kdnnen wir ablesen, wie die Generatormuster eines

systematischen sequentiellen Code gebaut sein miissen, also eines

sequentiellen Code, der die Nachrichtenstellen unverdndert ibertrdgt:

uii) = XE}) fir i=1, ..., m und alle Arbeitstakte V . Die Nicht-
Nachrichtenstellen wollen wir Kontrollstellen nennen.

Ist Stelle i Nachrichtenstelle, dann darf die i-te Spalte von G
nur eine einzige 1 enthalten, und zwar an der i-ten Stelle. Folg-
lich hat die Matrix eines systematischen, sequentiellen Code den
folgenden Aufbau:
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- n, = (r+1) » n —
E BO N 31 N B2 N ... Br
N O E By N B N ...B__,
G = N O N O E By N ...B _,| my= (rtDem
N O N O N O N BO

Es bedeutet E die m-zeilige Einheitsmatrix, N die m-zeilige,
m-spaltige Nullmatrix, O die m-zeilige, k-spaltige Nullmatrix

und die Bi sind ebenfalls Matrizenteile mit m Zeilen und k Spalten
der folgenden Gestalt:

k
(1 (1) (1)
bm+1 bm+2 - bn
2) (2) 2)
oo | Pmer Pmiz oe- o Pp
0 . n
m . (m) (m)
bm+1 bm+2 . e bn
und flir beliebiges y :
1) (1) (D]
bv«n+m+1 bv-n+m+2 T b(V+1)°n
(2) (2) b(2) on
Vventm+1 ventm+2 """ T (y+1)
Bu =
: (m)
(m) (m) ... b
ventm+l yentm+2 (W#1)en

Die Generatormuster eines systematischen Code sind also bestimmt
durch (r+1) + k - m Bindrzahlen. Sind die Zeilen der allgemeinen
Matrix voneinander unabhidngig - die oben geforderte Unabhingigkeits-
bedingung impliziert dies - dann 148t sich die allgemeine Matrix
durch Zeilenumformung auf systematische Form transformieren.

Durch diese Zeilentransformation werden einfach aus der Gesamtheit
der Anfangscodeworte andere als die urspriinglichen Basiscodeworte
ausgewdhlt. Die folgende Matrix von Beispiel 1b) zeigt die systema-
tische Form, die man aus Beispiel 1a) entwickeln kann.
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1010100011
0101000100
0000010101
0000001010

Sie entstand dadurch, daf Zeile 1 zu Zeile 2 und Zeile 3 zu
Zeile 4 modulo-2 addiert wurde. Die neuen Generatormuster lau-

51 - (1010100011) und b2’ = (0101000100).

ten:
Die ersten m Zeilen der Anfangscodewort-Matrix eines systema-
tischen Code sind wieder die - jetzt systematischen - Generator-
muster. Flir das p -te Generatormuster b(V) eines systematischen
Code gilt also:

(v)

bu 1

b(;) =0 izl,...,Y-1,V+1,...n

(v) e .

b flir i=1,2,...,m und j=1,2,...,r

jen+i = O

Wir kommen jetzt zur Codierschaltung flir systematische, sequen-
tielle Code. Dazu sei in Figur 4.2 ein Schaltsymbol vorgestellt,
das kennzeichnen soll, ob eine Verbin-

(Ei) dung durchgeschaltet (b=1) oder unter-
brochen (b=0) ist. Mit Hilfe dieses Sym-

bols k&nnen wir jetzt die Codierschaltung

beschreiben.

Figur 4.2:
Schaltsymbol

b=1 durchgeschaltet
b=0 unterbrochen
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Figur 4.3 zeigt das Schaltbild filr Beispiel 1b) und Figur 4.4
bringt den allgemeinen Fall.

L~

N

(2) (2)

/‘5 .y
U
(5)

A
NP

Figur 4.3: Erste Coderschaltung filr einen sequentiellen
Code mit m=2, k=3 und r=1 nach Beispiel 1b).

Die Arbeitsweise der Schaltung 1&4B8t sich verfolgen, indem - wie

in Abschnitt IV, 1 - an einem der m Eingdnge eine einzige 1 an-
gelegt wird, wdhrend alle anderen Eingdnge - auch der folgenden
Takte - O erhalten. Diese 1 wandert mit jedem Arbeitstakt des
Coder in dem Schieberegister des betrachteten Eingangs um eine
Stelle weiter nach rechts. Die einzelnen Register bestehen aus

r Stellen, so daR der EinfluR Uber (r+1) Arbeitstakte sich er-
strecken kann. Bei einer einzigen 1 an einem der Einginge erschei-
nen an den Ausgdngen gerade die gewlinschten Generatormuster.
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Die Gestalt der Matrix, die im folgenden hergeleitet werden
soll, ist speziell zugeschnitten auf die SW-Decodierung nach
MASSEY und entpsricht der Priifschema-Darstellung bei Block-
code. Wir ordnen zundchst die Codewortstellen um. Der obere

Index i der Codewortstelle u(l) zeigt an, auf welcher der n

Ausgangsleitungen des Codieres die Stelle u(l) ibermittelt
wird. Wir wollen alle diejenigen Stellen zusammenfassen, die

auf derselben Leitung laufen.

Analog zu den Ausfiihrungen iber Blockcodes im Kapitel II k&nnen
wir jetzt aus der umgeordneten Matrix - nach Zeilenvertauschungen,

um in den ersten m Spalten die Einheitsmatrix zu haben - das

(1 (1) (1 (m) (m (m) (me1) (me1)

u, Up-... Upreee u, Ugp-eee Yea 1 27"
™ m
o JOR O.... O.. Bt O.. 0 O....
Bams B 0... booms  Bmi.. O 0 1.
. (1) (1 (m) (m) (m)
b(r1rzom-1 b(r-?)mrnd- .. bnzq. Y bm.m.1 b(r-‘)nomd- . bm.1 (0] O ..
P =

by 0.. 0.. b 0. 0 0 0..
bon bt 0.. bYn b, .. o} 0 0..
:(1) (1) (1) (m) (m} (m)
Bie Brn .. . by . bine Dene... by 0 0..

(me1)
U ...

rel

O....

O....

Priifschema flir die ko Kontrollstellen

+ + . .
uim 1), ey (2+12 ey uin), ey uéfi ablesen, wie es Figur 4.5
zeigt.

Uber den Spalten des Priifschemas stehen die zugehdrigen Nachrichten-
bzw. Kontrollstellen.

Die Struktur des Priifschemas legt eine Umbenennung nahe: jede der
sich im Prifschema automatisch ergebenden k'm Kidstchen ist bestimmt
durch (r+1) Bindrzahlen. Diese (r+1) Binidrzahlen wollen wir zusam-

menfassen und zu einem Priifmuster vereinigen. Zum Prifmuster G(P)

geh6ren die (r+1) Bindrzahlen: (g(ri, g(r;, Cees (r;+1). Das Prif-
b kd k4
schema hat mit dieser Bezeichnung die folgende Bauart:
G§m+1) G;m+1) L G(m+1)
m
P =
(n) (n) (n)
u(n) u(n)”“ (n) 61 G2 .. Gm
2 ret
0 é;j 4 Jeder Teil fo) des Prilfschemas hat folgen-
den Aufbau:
O.... 0
gﬁri 0 0 ...0
O.... 0 () o) 0 0
- Bviz B 1 '
‘ SE o o
0 B3 B2 Bygee
o) 0 '
(¥ () (M) ()
... 0 Byp+1 By p gvfr-i"' ’ufl
. . . N EY. NG
Es gilt die Beziehung: bk,n+j ® 85 ket
0.. 1 y

Figur 4.5: Priifschema flr sequentielle Code
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Figur 4.6: Zweite Codierschaltung fiir sequentielle Code
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Figur 4.4: Erste Codierschaltung fiir sequentielle Code



Die Gestalt der Priifgleichungen fiir die (m+p)-te Coderausgangs-
leitung wird bestimmt durch die Prifmuster G(?+V) bis G;m+u).
Darauf bezeiht sich der obere Index. Dagegen kennzeichnet der
untere, welche Nachrichtenstellen kontrolliert werden: Priif-
muster Gév) prift nur Nachrichtenstellen der i-ten Eingangs-
leitung. Fir die gewonnene Form des Priifschemas hat MASSEY eine

zweite Codierschaltung angegeben, die Figur 4.6 zeigt.

Diese Codierschaltung enthdlt r-k = (l—R)'(nO—n) Speicherele-
mente, d.h. sie ist flir grofe Informationsraten R glinstiger
als die oben beschriebene erste Codierschaltung.

Unser Beispiel 4b) geht zundchst iiber in die Codematrizen G1
und GZ; aus G2 lapt sich dann direkt das gesuchte Priifschema
ablesen. G1 erhdlt man durch Spaltenumordnung aus GO’ G2 er-
o'l
bis ny - also die Spalten 5 bis 10 - der Matrix G, ergeben die
Zeilen 1 bis ko ~ hier also die Zeilen 1 bis 6 - des Priifsche-

hdlt man durch Zeilenvertauschungen aus Gy Die Spalten m

mas; diese ko Zeilen werden durch die ko-zeilige Einheitsma-~
trix ergdnzt:

1000100111 1000100111
¢, = [0010011000 ¢,- |[0100010001
0100010001 0010011000
0001000100 0001000100

nO = 10

1000100000

0110010000

0010001000} |
P*11001000100][ Kob
1000000010
1100000001

Wir haben damit unser Beispiel 4c) gewonnen; Figur 4.7 zeigt

die zugehdrige Codierschaltung.

n n

X(Z) (2)

(3)

|
L
=
!
C

!
N
AN

4)
u

(5)

glin €
- ]
.

.
7

J
C

Figur 4.7: Zweite Codierschaltung fiir einen sequentiellen
Code mit m=2, k=3, r=1 und damit ny=10 nach
Beispiel 4c¢)

In der ersten Coderschaltung (Figur 4.3) werden die m*r Nach-
richtenstellen der vorhergegangenen r Arbeitstakte gespeichert;
in der zweiten Codierschaltung (Figur 4.6) dagegen die r+k Kon-
trollstellen der vorhergegangenen Arbeitstakte.

Bis jetzt wurde noch nicht {iber Verfahren berichtet, die es
erlauben, aufgrund einer bestimmten Wahl der Generatormuster aus
dem Anfangscodewort die ersten m Nachrichtenstellen zu decodieren.

Auf zwei solcher Verfahren werden die beiden folgenden Kapitel
eingehen.
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Kapitel V

WR -~ DECODIERUNG

Die Abkiirzung "WR-Decodierung" soll erinnern an WOZENCRAFT und
REIFFEN, die dieses Decodierverfahren fiir sequentielle Code ent-
wickelt haben. In den Abschnitten 1 bis 4 dieses Kapitels wird
das Decodierverfahren zwar fiir Blockcode eingefithrt und erldutert,
aber nur, um es in Abschnitt 5 leicht auf sequentielle Code {iber-
tragen zu kénnen, bei welchen es erst voll wirksam werden kann.

In Kapitel II, 2 wurde gesagt, daf bei MRW-Decodierung, also De-
codierung nach maximaler RilckschlufBwahrscheinlichkeit, der De-
codierprozef im Prinzip folgendermafen vor sich geht: um aus dem
Empfangswort, das m&glicherweise Fehler enthilt, das gesendete
Codewort zu bestimmen, vergleicht der Empf&nger dieses n-Tupel

mit der Gesamtheit der m®glichen Codeworte und entscheidet sich
fir dasjenige, das die geringste Distanz vom empfangenen n-Tupel
hat. Der Decoder wdhlt das wahrscheinlichste Codewort Gi’ also
dasjenige, das die maximale RilckschluBwahrscheinlichkeit P(ﬁilV)
aufweist, Der Aufwand, der n8tig ist, um diese Entscheidung her-
beifithren zu kdnnen, ist sehr grof, da die Zahl der Codeworte ex-
ponentiell mit der Blocklinge n wdchst und man sich oft fiir ein
grofes n wird entscheiden milssen, wenn vom Code geringe Rest-
fehlerwahrscheinlichkeit gefordert wird. Beim Vergleichen des
empfangenen n-Tupels v mit der Codewortliste ist sofort klar, daB
eine Vielzahl von Codeworten ﬁi sich von v sehr wesentlich unter-
scheiden wird, da diese Worte von v eine sehr grofe Distanz haben.
Die Wahrscheinlichkeit P(ﬁiIG) ist fir eine groRe Anzahl dieser
Codeworte so klein, daB man diese aus der Konkurrenz um das rich-
tige Codewort ausscheiden kann. BloB eine kleine Untergruppe aller
Codeworte wird mit v in vielen Positionen {ibereinstimmen. Da es
sehr viel Aufwand kostet, das wahrscheinlichste Codewort zu fin-
den, wird man sich in einem ersten Schritt darauf beschrinken,
eine Untergruppe von Codeworten zu bestimmen, die sich von v in
nur relativ wenigen Stellen unterscheiden. Um dahin zu gelangen,
wird man die unwahrscheinlichen Codeworte ausscheiden. Dazu hat man
eine Ausscheidedistanza vorgegeben, deren Grd8e von der Blockldnge n
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von der Stdrwahrscheinlichkeit Po und von der geforderten Deco-~
diergenauigkeit abhdngen wird. Mit Hilfe dieser Ausscheidedistanz
a wird man alle Codeworte als zu unwahrscheinlich verwerfen, die
sich von v in a oder mehr als a Stellen unterscheiden. Man hat
damit die Gesamtheit der Codeworte in zwei Gruppen aufgeteilt.

In der einen sind diejenigen Codeworte, die noch als gesendete
Worte infrage kommen. In der anderen befinden sich diejenigen,

die von dem empfangenen n-Tupel V zu grofe Distanz haben und damit
als gesendetes Codewort nicht - bzw. blof mit sehr geringer Wahr-
scheinlichkeit - infrage kommen. Aus der ersten Untermenge von
Codeworten, dieser guten Untermenge, wird man das am wenigsten
unwahrscheinliche aussuchen. Dieses Codewort ist dann das Ergebnis
des Decodierprozesses.

In Punkt 1 wurde beschrieben, daf der Decoder alle diejenigen
Codeworte als unwahrscheinlich verwirft, die sich vom Empfangs-
wort in a oder mehr Stellen unterscheiden. Wird bei diesem Aus-
scheideprozess das in Wirklichkeit gesendete Codewort verworfen,
dann entscheidet sich der Decoder falsch. Wir werden verlangen,
daR die Wahrschein lichkeit flr eine Fehlentscheidung klein ist.
Sie soll den Wert 2—A nicht iUberschreiten. Die positive Konstante
A wird Wahrscheinlichkeitskriterium genannt.

Die Zahl der vom Ubertragungskanal hervorgerufenen Fehler bezeich-
en wir mit f: Das Empfangswort unterscheidet sich vom gesendeten
Codewort in f Stellen. Da der Decoder alle diejenigen Codeworte
verwirft, die sich vom Empfangswort in a oder mehr Stellen unter-
scheiden, ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf das gesendete Code-
wort verworfen wird gleich der Wahrscheinlichkeit, daf der Kanal

a oder mehr Fehler hervorruft. Diese Wahrscheinlichkeit nennen wir
P(f 2 a). Unsere obige Forderung kénnen wir jetzt folgendermaRen
formulieren:

P(f 2 a) € 278 (1)

Aus Gleichung (1) 1Rt sich zu gegebenem Ausschedekriterium A die
Ausscheidedistanz berechnen: a ist die kleinste ganze Zahl, die
Gleichung (1) noch erfiillt. Auf die optimale Wahl des Ausscheide-
kriteriums A wird in Kapitel VIII, 2 eingegangen.
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Qualitativ kann man jetzt schon feststellen, daf, je grdfer das
Ausscheidekriterium A gewdhlt wird, d.h. je sicherer das gesendete
Codewort in die gute Untermenge aufgenommen werden soll, desto
grofer wird auch die Ausscheidedistanz a. Es werden Codeworte u
erst dann in die gute Untergruppe nicht eingeordnet. wenn sie

sich mindestens um a Stellen von dem empfangenen n-Tupel v unter-
scheiden. Daher werden in diese gute Gruppe, die das gesendete
Codewort enthalten soll, grofziigig sehr viele Codeworte aufgenom-
men, und die gute Gruppe wird sehr umfangreich, die Gruppe der
verworfenen Codeworte sehr klein. Wenn man das Ausscheidekriterium
A sehr groB wdhlt, dann kann die Ausscheidedistanz a so grof wer-
den, daf im Extremfall die schlechte Untermenge v81llig leer bleibt.
In diesem Fall wdre das Ausscheiden erfolglos. W&hlt man dagegen

A sehr klein - entsprechend fillt auch a klein aus - dann verwirft
man sehr viele Codeworte und es kann im Extremfall passieren, daB
die gute Untermenge leer bleibt. Im letzteren Extremfall wire das
Ausscheiden ebenfalls erfolglos. Um das eweilige Ausscheidekriterium
der momentanen Stdrtétigkeit des Kanals anpassen zu k&énnen, muB

man sich fir eine Folge vonKriterien entscheiden. Das bedeutet, daf

die Auswahl der guten Untergruppe evtl. in mehreren Schritten ge-
leistet wird.

Man wdhlt eine wachsende Folge A1 < A2 < A3 < ... von Ausscheide-
kriterien. Die Vergleichsoperation wird gestartet mit dem klein-
sten Wert A,3 damit ist garantiert, daf fast alle Codeworte ver-
worfen werden. Nur diejenigen werden als "gut" angenommen, die in
fast allen Stellen mit v libereinstimmen. Dieser erste Versuch wird
auf jeden Fall dann Erfolg haben, wenn keine Stelle gestdrt wurde.
Hat der Kanal in der untersuchten Periode fehlerfrei gearbeitet,
stimmt also das empfangene v mit dem gesendeten Codewort u tiberein,
dann wird das Codewort u naturgem#f nicht verworfen, da es ja mit
dem Empfangswort v3llig ubereinstimmt.

Bei geringer Kanalstdrtdtigkeit wird man mit A1 auskommen. War die
Stértédtigkeit aber stdrker und wird das gesendete Codewort an eini-
gen Stellen gefdlecht, dann wird v bei einem verniinftigen Code -
den wir hier voraussetzen - sich nicht nur von dem gesendeten, also
richtigen, sondern auch von jedem anderen Codewort in einigen Stel-
len unterscheiden. Das kann zur Folge haben, daB bei Anwendung des
Kriteriums A1 alle Codeworte als nicht infrage kommend verworfen
werden, die gute Untermenge also leer bleibt. Dann muf man zu Kri-

terium A, lbergehen,
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Es ergibt sich eine gr&fere Ausscheidedistanz a. Es werden
- mbglicherweise - weniger Worte als unannehmbar ausgeschieden,
Wenn die gute Untergruppe jetzt nicht mehr leer bleibt, ist man

am Ziel. Ansonsten muB man zu den weiteren Ausscheidekriterien Ag,
Ay, ... Ubergehen,.

Es ist nochmals darauf hinzuweisen, daf bei dem ersten Decodier-
schritt (mit dem Ausscheidekriterium Al) das gesendete Codewort
mit der grdften Wahrscheinlichkeit f&lschlich verworfen wird.
Allerdings muf dies zu keinem endgiiltigen Decodierfehler filhren.
Wenn ndmlich die anderen Codeworte sich von dem empfangenen n-
Tupel v noch mehr unterscheiden als das gesendete, so werden die
ersteren erst recht ausgeschieden, also ebenfalls in die schlech-
te Untermenge eingeordnet. Damit bleibt die gute Untermenge leer,
und wir missen zum ndchsten Ausscheidekriterium tibergehen und

mit diesem die Gesamtheit der Codeworte neu durcharbeiten.

Die Schranke Z-A fir das irrtiimliche Einordnen des gesendeten

Codewortes in die schlechte Untermenge sei gegeben; damit ist
auch der Wert a der Ausscheidedistanz bestimmt.

Nehmen wir als Beispiel 1) an, daB das folgende n-Tupel v empfangen
worden ist und es mit dem darunterstehenden Codewort Gi verglichen
werden soll:

(10101010111 1)
(000111011110)

e <1

i

Es scheint hier nicht n&tig zu sein, den Vergleich -~ links be-
ginnend - bis zur letzten, der n-ten Stelle durchzufilhren, denn
man darf mbéglicherweise schon nach dem Vergleich der ersten 4 oder
zumindest 6 Stellen das Codewort Gi verwerfen, ohne die gegebene
Fehlergrenze zu verletzen.

Um dafir genauere Regeln aufstellen zu kdnnen, wird man die Aus-
scheidedistanz nicht nur fir die Gesamtheit aller n Stellen be-
rechnen, sondern auch fiir die Zwischenwerte i mit 1 € i € n und
so die Ausscheidedistanzen a; erhalten. Wir setzen a, = a.
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Um die gegebene Schranke 22 des Wahrscheinlichkeitskriterium Ausscheldedistanzen zu den Kriterien Ays Ay, ... enthalten, Wir

nicht zu verletzen, muBR fir jede Ausscheidedistanz ai eine zu bezelchnen die Ausscheidedistanzen, die zum Kriterium Ai gehdren,
Gleichung (1) analoge Bedingung erfilllt sein. mit ai,i’ ai,2’ csey ai,n' Mit Hilfe dieser Distanzen kann man dann
Die Zahl der Fehler in den ersten i Stellen sei mit fi bezeich- die gewilinschte Unterteilung der Codeworte in jedem Fall ausfilhren.

net; es gilt fn=f. Zu jedem Ausscheldekriterium A hat man eine
Folge von n Ausscheidedistanzen a4, die die Ungleichungen

-A . . 4 . TrTETT T TT T ST T T T T T T T T

P(fy 2a,) €277 (1 =1,2, ..., n) (2)

s Noch wirkungsvoller kdnnte das beschriebene Verfahren angewandt
erfilllen; als Ausscheidedistanz a; bei der Untersuchung der ersten werden, wenn wir mit elner einzigen negativen Entscheldung tiber
1 Stellen ist dabel der kleinste Wert zu wihlen, der Ungleichung ein Codewort zugleich auch dessen benachbarte Codeworte mit ver-
(2) gerade noch erfiillt. werfen kdnnen. Diese Mdglichkelt bietet eine Codewortstruktur,

dle sich als Codebaum beschreiben 14Rt. Figur 5.1
Liegen die Ausscheidedistanzen a, bis a,  vor, so wird die Vergleichs-

prozedur folgendermaRen durchgefiihrt: beginnend mit i=1 wird die

Zahl der Fehler fi in den ersten 1 Stellen verglichen mit der ent- X1 X-g X3 X4
sprechenden Ausscheidedistanz aj. Sobald fir einen bestimmten Wert _ _
i gilt: f‘i > ay, wird das gerade untersuchte Codewort verworfen. 000 000 Uy % =(0000)
Nehmen wir einmal an, die Folge der a, laute fiir einen Code mit 111410 X,=(0001)
=12 000 -
der Blocklinge n=12: o 011 Us  Xi =(0010)
111 T
n 1234567891011 12 000 100 | Uy X4=(0011)
a, 234445555 5 6 6 011 0011 Us X;=(0100)
110 T %X =(0101)
Wenden wir diese Ausscheidedistanzen auf Beispiel 1) an: fiir die- 117 010 i, %, =(0110)
ses ergibt sich das folgende Fehlermuster & und die darunterstehen- 100 1 0. %.=(0111)
de Fehlerzahlfolge 10 Ug Xg =
€ 101101110001 011 100 | Tp Xp=(1001)
£, 112334566667 110 000 | Uy Xu=(1010)
111 U12 712=(1011)
Da die Fehlerzahl nicht die Stellenzahl iibersteigen kann, besagt 111 010! 0n %=(1100)
die obige Folge (n, a ), daB man auf jeden Fall erst nach 4 Stel- 1 010 Uiz Xpp=
len verwerfen kann, denn fir i < 4 gilt fi €4 < ai. Im vorlie- 100 101 [V Xu=(1101)
genden Fall kann man sogar erst nach 7 Stellen verwerfen, denn o 00 1 Uis X5=(1110)
erst dann ist f; > a;, da f;, = 5 und a; = 5 ist. In der Decodier- 11 11 0| G Kg=(1111)
anlage muf also eine Matrix gespeichert sein, bzw. die GroRen

der Matrix missen im Bedarfsfall errechnet werden kdnnen, die alle

69 Figur 5.1: Codebaum und zugehdrige Nachrichten fir einen Code mit
- - den Codegr&fen m=1, k=2, r=3
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zelgt als Beispiel 2) einen Codebaum fiir die Codegréfen m=4,
k=8, also mit der Blockl&inge n = m + k = 12. Die Gesamtzahl
der Codeworte ist 2™ = 2u = 16, Die zu jedem Codewort ﬁi des
Codebaums gehdrige Nachricht ist neben dem Codebaum in Figur
5.1 aufgefihrt. Uber dem Codebaumschema sind die Stufen des
Codebaumes durchnumeriert. Dle Nummer 1 gibt an, welche Nach-
richtenstelle die Entscheldung fiir den oberen (x1=0) oder un-
teren(x1=1) Ast herbeifihrt. Da im Beispiel die Nachrichten-

rate R = % = % ist, entsprechen jeder Nachrichtenstelle 3 Code-

wortstellen.

Man erh8lt zu einer vorgegebenen Nachricht das gesuchte Code-
wort, indem man sich in der Tafel von links nach rechts vorar-
beitet; bel Jedem Schritt, mit dem man in die Tafel tiefer ein-
dringt, hat man eine von zwel Fortsetzungsmdglichkelten zu wih-
len. Man wdhlt die obere der angebotenen M8glichkeiten, wenn

die entsprechende Nachrichtenstelle eine O ist, andernfalls die
untere.

Als Beispiel sei die Nachricht: x = (1, O, 1, 1) zu codieren.

Man beginnt bel der Verzwelgung auf der ersten vertikalen Li-

nie und erh#lt als erste 3 Codewortstellen 111, da die erste
Nachrichtenstelle 1 ist. Man sieht, daB Codeworte, die einer
Nachricht mit gleicher erster Stelle entsprechen, alle diesel-
ben n Anfangsstellen haben. Bel der Codierung der zweiten Stelle
steht man jetzt am unteren Knoten in der zweiten vertikalen Li-
nie und hat 011 zu wihlen, da die zweite Nachrichtenstelle eine

O ist. Das Codewort beginnt also mit 111 011 und lautet vollstén-
dig: 111 011 110 111.

Hier 1st eine Bemerkung einzuflechten, von der in Kapitel VIII, 2
Gebrauch gemacht wird: die Zahl der verschiledenen i-stelligen
Codewortanfénge der Linge 1 gehorcht dem Gesetz

i-R

S(1) ¢ K - 2 (3)

wobel K eine Konstante bedeutet.
Im Beispilel gilt

2 mdgliche Kombinationen der Linge 1, 2, 3
4 mdgliche Kombinationen der Linge 4, 5, 6
8 mdgliche Kombinationen der Linge 7, 8, 9
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Fliir K geniigt im Belspiel 2) also der Wert 3,

Aus der Codebaumstruktur in Figur 5.1 sehen wir, daf die Gesamt-
heit der Codeworte in zwel Gruppen unterteilt ist. In der oberen
Gruppe sind alle Codeworte, die einer mit O beginnenden Nachricht
entsprechen; in der unteren Gruppe sind die anderen.

Das Ziel beim Decodieren mit dem WR-Verfahren ist es, festzustel-
len, ob das empfangene n-Tupel in die untere oder in die obere
Untergruppe gehdrt, also zu entscheiden, ob die Nachricht mit ei-
ner 1 oder einer O beginnt.

Wir gehen in folgender Weise vor: der Decoder beginnt mit dem
kleinsten Kriterium A1 und den zugehdrigen Ausscheidedistanzen
a1,1’ a1’2 ey al,n._Er erzeugt den ganzen Satz von Codeworten,
vergleicht diese mit Vv und scheidet - beginnend mit 1=1 - Jedes
Codewort aus, dessen erste i Stellen sich von den empfangenen
ersten 1 Stellen in ::11’i oder mehr Stellen unterscheiden. Wird
ein Codewort nach i Stellen ausgeschieden, so sind damit natiir-
lich zugleich alle Codeworte verworfen, die dieselben Anfangs-
stellen haben. Man beginnt beispielsweise beim obersten Codewort
der Liste, dasja der Nachricht io = (0 0 0 0) entspricht. Kann
man dleses erste Codewort nach Vergleich der fiinften Stelle ver-
werfen, so sind damit gleichzeitig die Codeworte Gl bis u, ver-
worfen und der Decoder fihrt mit der Reproduktion des Codewortes
GS fort. Kann er aber Codewort ﬁo schon mit Stelle 3 verwerfen,
so sind damit auch die Codeworte 1 bis 8 ausgeschieden und der
Decoder fd&hrt mit dlesem Verfahren so lange fort, bis er ein
Codewort annehmen kann, und entscheidet sich damit fir diejeni-
ge Gruppe, in der das angenommene Codewort liegt. Mit der Annah-
me der oberen bzw. unteren Gruppe ist die erste Nachrichtenstelle
als O bzw. as 1 decodiert.

Gelingt es beim ersten Kriterium nicht, ein Codewort bis zur
Blocklinge n anzunehmen, wird also der gesamte Satz der Codeworte
ausgeschieden, so muf der Decoder die Prozedur mit dem zweiten
Kriterium wiederholen. Er durchliuft die Folge der Ausscheide-
kriterien Aj so lange, bls er zum ersten Mal ein Codewort anneh-
men kann. Man sieht, daR die Zahl der Rechenschritte, die nétig ist,
um eine Stelle zu decodieren, eine Zufallsvariable ist. Die Zahl
der Schritte wird dann klein sein, wenn nur wenige Fehler aufge-
treten sind, und der Decoder mit einem kleinen Kriterium Ai aus-

kommt. Sie wird stark anwachsen, wenn viele Stellen gefdlscht wur-
den.
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Die in Kapitel IV behandelten linearen, sequentiellen Code be-
sitzen die beschriebene Codebaumstruktur. Nach den Bemerkungen
von Kapitel IV, 3 geniigt es, einen Decodierprozess fiir die er-
sten n Stellen des no—stelligen Anfangscodewortes zu finden.
Beschrédnken wir uns auf das Anfangscodewort, dann haben wir ei-
nen endlichen Gruppencode vor uns, dessen Codebaum sich auf di-
rektem Wege aufschreiben 14#8t. Fir m=1, also fir eine Nachrich-
tenrate der Form R = %, hat der Codebaum eines sequentiellen Code
eine besonders homogene Gestalt. Wihlen wir m=1, k=2 und r=3 und
als Generatormuster b(i) = (111 011 001 011), so erhalten wir ge-
rade den Codebaum von Beispiel 2), den Figur 5.1 zeigt.

Wir wissen, daB bei beliebiger Rate R = % gerade m Generatormu-
ster zu wdhlen sind. Der entsprechende Codebaum ist nicht mehr
so homogen aufgebaut wie im Fall m=1. Der Codebaum, in dem alle
Anfangscodeworte mit ihren n, Stellen aufgefithrt sind, ist in
(r+1) Stufen mit je n Stellen aufgeteilt. Fir m=1 entspricht je-
de Stufe einer der (r+1) Nachrichtenstellen der Anfangscodewor-
te. Im allgemeinen Fall (m>1) wird jeder der (r+1) Stufen des
Codebaumes noch m-fach in Unterstufen unterteilt, durchaus aber
nicht notwendig in gleich grofe Abschnitte. Die Gesamtzahl der
Stufen betrégt in jedem Fall m, = (r+1) m. Nehmen wir einen sy-
stematischen Code, so bestehen die ersten (m-1) Unterstufen aus
Je einer Bin#rzahl, die den Wert der jeweiligen Nachrichtenstelle
hat. Dagegen besteht die m-te Unterstufe einer jeden Stufe aus
(k+1) Bin#rzahlen, von denen die erste den Wert der m-ten Nach-
richtenstelle hat, wihrend die anderen k Stellen Kontrollstellen
sind. Den Aufbau eines allgemeinen Codebaumes soll Beispiel 1b)
aus Kapitel IV fir einen Code mit m=2, k=3 und r=1 verdeutlichen.
Als Generatormuster wurden gewihlt:

p(1) |
5 (2)

(101010001 1)
(010100010 0)

Den Codebaum von Beispiel 1b) Kapitel IV zeigt Figur 5.2.

Wir sehen Jetzt auch, wie die Binirstellen eines Generatormusters

zu wdhlen sind, wenn wir WR-decodieren wollen: zunichst ist es natir-

lich erstrebenswert, daf die Gesamthammingdistanz der Anfangscode-

worte grof ist.
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X, X, Xs5 X,
- [0000
o 1010
0000 , 0101
0 1111
© 0100
0]

17110

1010
10101
1111
0011

0]

1001

0101
: 0110
: 1100
0111
1 0 1101

1111
1OO1O
1000

| cl ¢l C
Seepgs s

cl
(0]

X,=(0000)
X,=(0001)
X3=(0010)
X4=(0011)
Xs=(0100)
%.=(0101)
%X;=(0110)
Xg=(0111)
X3=(1000)
Xp=(1001)
X1=(1010)
X2=(1011)
X3=(1100)
Xu=(1101)
X5=(1110)
Xg=(1111)

Figur 5.2: Codebaum und zugehdrige Nachrichten fiir einen
Code mit den Codegr®fen m=2, k=3, r=3
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Dariiber hinaus 1st es aber Ziel der WR-Decodierung, die nicht
infrage kommenden Codeworte schon m8glichst friih zu verwerfen,
also schon an einer Stelle 1 mit 1 < nge Das kann dadurch er-
leichtert werden, da® dile "aktuelle" Hammingdistanz der ersten

1l Stellen fir 1 = 1, 2, ..., Ny ebenfalls mdglichst groB ist.
Bel der Wahl der Generatorstellen 1st demgem#f schrittweise vor-
zugehen und an Jeder Stelle 1 ist dle anstehende Gruppe von m
Bindrzahlen (eine fiir jedes der m Generatormuster) so zu wdhlen,
daf dle "aktuelle" Hammingdistanz mdglichst grof wird. Fir die
optimale Wahl der Generatormuster erfordert dles die Beobachtung
aller mdglichen Codewortanfénge, was ab 1 & 5 zweckmipigerweise
auf elner elektronischen Rechenanlage ausgefithrt wird. Auf dem
Rechner TR 4 der Deutschen Forschungsgemeinschaft im Rechenzen-
trum Stuttgart wurden die optimalen Generatormuster fir gel#ufi-
ge Nachrichtenraten zum Teil fir recht grofe Codelingen
berechnet (z.B, filr R = % bis ny = 51) und liegen beim Verfasser
auf. Soll mit einer Codellnge ilibertragen werden, die gréBer als
die Linge der berechneten Optimalgeneratormuster ist, dann milssen
die zus#tzlichen Generatormusterstellen zuf#llig ausgewiirfelt
werden.

Die diesesKapitel abschliefende Bemerkung bezieht sich auf eine
Modifizierung des Decodierprinzips oder - genauer gesagt - des
Absuchprozesses. Bis jetzt wurde der Codebaum nach einem Codewort,
das man aufgrund eines Ausscheidekriteriums bis zur Verflechtungs-
l&nge n, nicht ausscheiden kann, abgesucht, indem man in jedem De~
codlertakt etwa vom Nullcodewort ausging. Hat man bei einem bestimm-
ten Kriterium ein annehmbares Wort gefunden, dann ist dadurch im
Codebaum ein bestimmter Pfad vorgezeichnet. Im Falle nicht zu
grofer Stértétigkeit des Ubertragungskanals ist zu erwarten, daB
dieser Pfad der "richtige" ist. Der Decoder kommt dann im nichsten
Schritt am schnellsten zum Ziel, wenn er die Vergleichsprozedur mit
diesem Codewort beginnt - unter Weglassen der abge arbeiteten n
Stellen. Man verringert die Zahl der Rechenschritte, wenn das Ab-
suchen des Codebaumes auf dem vorgezeichneten Pfad anfingt.
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Hinzuweisen 1ist noch auf einen verfeinerten Absuchalgorithmus,
der von FANO7) entwickelt worden 1st. Wir haben festgestellt,

daR dile Zahl der Rechenschritte eine Zufalls variable ist. Die
Zahl der Rechenschritte bleibt dann gering, wenn wir in einer
stdrungsarmen Periode sind; sie stelgt mit wachsender Stdrtitig-
keit an. Unterl&uft dem Decoder ein Decodierfehler, so haben wir
in Kapitel IV, 3 gesehen, daR ein sequentieles Verfahren dazu
nelgt, Decodierfehler fortzupflanzen. Bei WR-Decodierung HuBert
sich das in einem rapiden Ansteigen der Zahl der Rechenschritte.
Dieser Effekt kann nach FANO folgendermafen genutzt werden:

Der Decoder macht in diesem Fall eine gewisse Anzahl von Ent-
scheldungen riickgingig und versucht einen anderen Pfad durch

den Codebaum zu finden. Falls dies der richtige Pfad ist, wird
er sich durch einen weltaus geringeren Rechenaufwand auszeichnen,
Der FANO-Algorythmus fiir WR-Decodierung zeigt einen Weg, der Feh-
lerfortpflanzung bel sequentiellen Verfahren entgegenzuwirken.
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Kapitel VI

SW~-DECODIERUNG

Dleses Kapitel ist J.L. MASSEY's "Threshold Decoding" gewidmet.
Die englische Vokabel "threshold" bedeutet soviel wie Schwellen-
wert; daran soll die gew#hlte Abkilrzung "SW-Decodierung" erinnern.

SW-Decodierung ist ein Verfahren, das auf systematische Code an-
gewandt wird, also auf Code, bel denen die Nachrichtenstellen
der Quelle unveridndert Ubernommen werden. Der Decoder kann sich
darauf beschrénken,nicht alle empfangenen Stellen zu decodieren,
sondern nur die Nachrichtenstellen.

SW-Decodierung kann vorteilhaft sowohl bei bestimmten Blockcode -
insbesondere bel zyklischen Code - als auch beil sequentiellen
Code angewandt werden, wobei in dleser Arbeit allerdings das Ge-
wicht auf sequentieller SW-Decodierung liegt und SW-Blockdecodie-
rung nur prinzipiell besprochen wird.

Es sei daran erinnert (Kapitel IV, 3), daB zur Decodierung sequen-
tieller Code ein Verfahren gefunden werden muR, das es erlaubt,

die ersten m Nachrichtenstellen mit Hilfe des no—stelligen Anfangs-
codewortes zu decodieren. Es muf alsoc ein spezielles Blockdecodier-
verfahren gefunden werden.

Eine bestimmte Nachrichtenstelle X, beeinfluBft hdchstens (no—i)
weltere Stellen - beil Blockcodierung geht die Codel&nge ng in die
Blockl&nge n lber. Aus den aktuellen Werten dieser n, Stellen er-
rechnet der Decoder einen Entscheldungswert flir die zu decodie-
rende Stelle vp und verglelicht diesen mit einer Schranke T, dem
Schwellenwert. Er #ndert genau dann die empfangene Stelle vp ab,
wenn der Entscheldungswert grdfer als der feste Schwellenwert T
ist.

MASSEY's SW-Verfahren beruht auf der folgenden Idee:
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Um eine bestimmte Nachrichtenstelle xp aus vp zu decodieren,
wdhlt der Decoder eine fir diese Nachrichtenstelle charakte-
ristlische Gruppe fAj}(p) von Priifgleichungen AJ aus der Gesamt-
heit aller Priifgleichungen aus. Dabei sollen die ausgew&hlten
Prifgleichungen alle von Nachrichtenstelle x(3 beeinfluft wer-
den, wdhrend jede andere Stelle hOchstens von einer der ausge-
wdhlten Priifgleichungen erfaft werden darf. Wird nun Nachrich-
tenstelle x_ gestért, dann sind alle Prilfgleichungen Aj aus der
Gruppe fAj}%p> nicht erfillt - zumindest dann, wenn die vom Glei-
chungssatz [AJ}(D)
wurden. Ist aber irgendeine andere Stelle gestdrt, x? aber rich-

erfaften anderen Stellen richtig {libertragen

tig libertragen worden, so ist bloR eine einzige Prifgleichung

Aj nicht erfiillt. Die Zahl der nicht erfillten Priifgleichungen
des Satzes {AJ}(D) erlaubt also Rilickschlilisse auf die Stelle xp.
Um solche gewlinschten Priifgleichungen gezielt konstruieren zu
kdnnen, filihrt MASSEY sog. "zusammengesetzte Priifgleichungen" ein.

MASSEY hat zwel SW-Verfahren hergeleitet. Das erste ist ein al-
gebralsches Verfahren, das zweite ein statistisches. Diskutiert
werden die beiden Begriffe algebraisch und statistisch in Ka-
pitel VII, 8.

systeme

Bevor die belden grundlegenden S&#tze des MASSEY'schen Decodier-
verfahrens formuliert werden kdnnen, miissen wir noch eine Ver-
allgemeinerung der Priifgleichungen bei systematischen Blockcode
besprechen. Im Kapitel II liber Blockcodierung hatten wir in Teil
7 die Priifwerte su definiert:

m
s, =t,8v, = (g;i Py Vedmod-2 * v, wEmtl, ..., (1)
Dabeil sind die tu die Werte der Kontrollstellen, die sich auf-
grund des Prifschemas aus den empfangenen, m8glicherweise falsch
iUbertragenen Nachrichtenstellen ergeben haben, wdhrend die v, die
Werte der empfangenen, auch mdglicherweise gef#lschten Kontroll-
stellen sind.
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Die Prifwerte s, geben also an, ob die empfangenen Kontroll-
stellen vu (p = m+1, m+2, ..., n) mit den berechneten Kontroll-
stellen tu Ubereinstimmen (su=0) oder nicht (suzl).

Die P, sind die Elemente des Prifschemas. Wenn alle k Prif-
gleichangen erfillt werden, also alle k Prifwerte Su = 0, dann
ist das empfangene n-Tupel <V1’ Vs aees Vn) ein Codewort. Wir

hatten auch gezelgt, dak die Su durch die Fehlermusterstellen
darstellbar sind:

m
s, = (3;% Py e nogon * e, wEmtl, ...,m (2)

wobel e = (el, €53 seay en) das Fehlermuster bedeutet. Als zusam-
mengesetzte Prifglelichungen bezelichnen wir nun Linearkombinatio~
nen der Priifgleichungen. Die zusammengesetzten Priifwerte A
geben sich als Linearkombination der Priifwerte su

er-

J

n
A, = b s
37 Ty P % (3
auch hier sind die Koeffizienten b‘j " Bin&rzahlen. Die Grife
2
bj u gibt an, ob Priifgleichungen p von der zusammengesetzten Prif-
3
gleichung Aj erfaft wird (bJ b7 1) oder nicht(bJ . 0). Da die
2 Bl
5, ihrerseits Linearkombinationen der Fehlerstellen @1, €5 enes en)

sind, lassen sich dle zusammengesetzten Priifwerte Aj auch unmittel-
bar darstellen:

43
Ay g% 2 ¢ S ()

Die einfachen Priifgleichungen sind ein Sonderfall der Zusammenge -
setzten Prifgleichungen. Unter Prifglelichungen wollen wir in die-
sem Kapitel sowohl einfache als auch zusammengesetzte Prifglei-
chungen verstehen.

Flir dle Decodlerung einer Stelle Xo bzw. eo sollen alle Prifglei-
chungen eines Satzes {Aj} von J Prifgleichungen diese Stelle er-
fassen, wdhrend alle anderen Stellen h&chstens einmal erfaft wer-
den diirfen. MASSEY bezeichnet diesen Satz von J Prifgleichungen
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orthogonal auf der Stelle ¢ s was durch den Index y angedeutet
wird: {Ajicf). Fir J=3 und m=5 kdnnte die Koeffizientenmatrix der
AJ wie im folgenden Belspilel 1) aussehen:

A1 1 0 1 0 Y
A2 1 1 0 0 0
A3 1 0 o} 0 1

Der Satz dieser drel zusammengesetzten Priifgleichungen A, ist
orthogonal auf e, {Ajf(l). Die Koeffizientenmatrix hat hier
n=5 Spalten. Sie kann wieder als Prlifschema aufgefaft werden
und entsteht aus einem urspringlichen Priifschema durch {berlia-
gerung von Priifzeilen. Jedes AJ kontrolliert also die Stelle 1,

wdhrend alle anderen Stellen von hdchstens einer Priifgleichung
Aj erfalt werden.

Die Zahl der von A, - auBer Stelle p -~ gepriiften Stellen sei n

genannt. Die Gesamtzahl der vom Sate {Ajl gepriften Stellen
ist damit

np =14+ 3 ny (5)

Bel einem sequentiellen Code empfiehlt sich fiir dle Koeffizienten
der zusammengesetzten Priifgleichungen eine etwas andere Benennung,
die sich an das in Kapitel IV, 5 abgeleitete Priifschema anschlieBt.
Dieses Priifschema filr das Anfangscodewort eines systematischen,
sequentiellen Code wird bestimmt durch m*k Priifmuster G§“) mit
ihren Koeffizienten géti soes g§?§+1 (L =1, 2, ..., m;

w = mtl, ..., n}. Die Prifgleichungen fiir die Kontrollstellen

der u-ten Leiltung: xé”), cosy X287 (u o= m*1, m*2, ..., n) werden

+
bestimmt durch die Priifmuster Gi”}, Ggu), ceny Gé“)ﬂ Die Prifmu-

ster G(m+1), G(m+2), naey G(n) bestimmen, wie die Nachrichtenstel-
ot .

len x bis
i T2 2

ceoy xé;l der i-ten Eingangsleitung in das Prif-
schema elingehen. Aus diesem Priifschema kdnnen wir die

k., = (r+i1) - k Priifwerte
So(m+1) g(m*1)  (m+2) & (m+2) S(n)’ creg sﬁﬁ%)
a%lesenz e e oy r+d 3 1 s seoeg r+1i s eeop 1

dabel gehdrt Priifwert si”) zu Kontrollstelle uaf}@
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v
() . () 2 (n) ()
V=1, 2, .., rti; w s mbl, m¥2, ..., n

Mit Hilfe des Fehlermusters (eil), egl), cees eﬁii) ergibt sich
wie in IV, 3:

1%
(0) . ) 1 (» (1)
® Te e (ne>=:1 :L=—“1 By, v -o+1 % mod-2 (7
Die Bindrzahl b;"& soll nun angeben, ob Prﬁfgleichun% ssu) in
2

der zusammengesetzten Priifgleichung AJ erfaft wird (b uz = 1)
oder nicht (bgua = 0). Mit diesen Koeffizienten b(

J
sich die Prﬁfwérte Aj zZu:

P3 ’ergeben
3

n r+1
A - Z b§H3 o S£U)‘ (8)

u=m+1 v=1 2

e

Diese Darstellung der zusammengesetzten Prifwerte wird niitzlich
sein, um in Teil U4 die Decodierschaltung direkt angeben zu kdn-
nen,

Wir wollen aufgrund der J Prifgleichungen {AJ}(D)eine Entschel-

dung liber Ziffer ep herbeiflhren. Wir werden zweil Verfahren von

MASSEY dazu kennenlernen. Das erste, algebraische Verfahren be-

ruht auf folgendem Satz:

Es sel vorausgesetzt, daf h&chstens L%J der vom Satz {Ajyp) ge-
priiften Stellen falsch llbertragen wurden. Wir w#hlen genau dann

e;e= 1, wenn mehr als % der AJ nicht erfiillt sind, andernfalls

wihlen wir e: = 0. Das bedeutet: genau dann, wenn die normale
Summe der - als Dezimalzahlen genommenen - AJ den Wert [%] iber-

schreltet, nehmen wir einen Ubertragungsfehler an. Dabei bedeu-
tet {%] den aufgerundeten Wert % und EH den abgerundeten Wert
J

Ev
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Der Bewels 1st sehr einfach: nehmen wir zun#chst einmal an, das
ep = 0 1st und nach Voraussetzung héchsgens l%l Fehler Insgesamt
passiert sind. D%?it werden h&chstens LEJ Gleichungen nicht er-
fillt: es wird eD = 0 gew&hlt - also richtig decodiert. Ist aber
e = 1, dann kdnnen in den ilbrigen Gleichungen noch h&chstens

( %J ~ 1) Fehler passlert sein. Damit bleiben aber mindestens

J - <[%J -1) = {%1 + 1 Gleichungen nicht erfillt: es wird e: =1
gewdhlt und die p-te Stelle korrekt abgeindert.

Das zweite Decodierverfahren beachtet die Kanalstatistik, also
beim BSC die Fehlerwahrscheinlichkeit Pg- Es soll eine Entschei-
dung iUber die Nachrichtenstelle up getroffen werden, aufgrund der
Information, die der Satz {AJ}(Q) von Prﬁfgleichungegﬁliefert.
Man trifft sicher dann die beste Entscheldung, wenn e denjenigen
Wert Y erhflt, fiir den P(ep = Y|{Ayﬂ) am gréften ist? Nach der
Regel von BAYES gilt:

P({AJ}(")}eu =Y) - Ple = 7Y)

P({a} (ol )

P(e, = Y!(AJ}(OJ =

Wegen der Orthogonalitit der A, auf ep und der statistischen Un-
abhingigkelt der Kanaleinwirkungen gilt:

p(ja e = v) = TT 2 le = 1) (10)
J P j=1 J'e

Da der Nenner in Gleichung (9) unabhiingig von ep ist, muf man Y so
wdhlen, daB P(ep = Y) - gfg P(AJ|ep = Y) ein Maximum wird.
Oder genau dann ist Y¥=1 zu wihlen, wenn

J

J
P(ep = 1) - ;:[ P(Ajl e, = 1)> Ple = 0) ° }:I (AJI e, =0) (11)

Diese Bedingung wird logarithmiert und noch umgeformt zu:

J
1n P(ep = 1) + 2 1n P(AJlep = 1)

=1 (12)

J
>1n P(e =0) + 2_ 1n P(A,|le_ = 0)
[ =1 3"
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J qy Wir haben also genau dann ep = 1 zu wéhlen, wenn
> [ln P(Ajlep = 1) - 1n P(Ajlep = o):[ > 1In o= (13)
J:j_ 6] n
J 1+ (1 -2 py) J J q
YA 21n o >3 il (21)
oder auch =1 1-(1-2 po) 3 EEL) 3
J P(A.le = 1) q
2 _1n —l e T, n 59 (14)
J=1 P(Ajlep = 0) 0

Die Wahrscheinlichkelt, daR unter den n, Stellen, die von A, T TTTTTTTTET T T T
zusdtzlich zur Stelle p gepriift werden, eine ungerade Zahl von

Da die Decodieranlage fiir den Fall m=1 besonders iibersichtlich
Fehlern auftritt, wird mit p, bezeichnet. Es gilt:

1st, wollen wir uns zunichst auf diesen Fall beschrinken. Wenn

m=1 1ist, bendtigen wir einen einzigen Satz von Prifgleichungen,

P(AJ : O[eo =1 = P(Aj s 1!60 =0) = pj (15) der orthogonal auf eél) ist. Die Decodierregel lautet in diesem
Fall: « 7
P(AJ = llep =1) = P(Aj = O!ep =0) = 9y = 1- Py (16) Genau dann ist eéggazu whhlen, wenn > _ wJAJ > T ist. (22)
J=1

Wenn wir im folgenden die A, alsnatlirliche Zahlen behandeln, dann

Dabel sind die Aj als natlirliche Zahlen zu behandeln. Die Gewichts-
kénnen wir (14) mittels (15% und (16) umschreiben:

faktoren W, sind:

J
W, = 1 fir das erste Verfahren (23)
J ay qq J
Z(2AJ—1)lnp>1n5——- (17) a
Jj=1 J 0 Wj = 2 1n 51 filr das zweite Verfahren (24)
i
J q J q Die Schranke T lautet fir:
Soa, @in=dy<y in -l (18)
=1 4 Py- g0 Py J
Verfahren 1: T =|3 (25)
Um die Wahrschelnlichkeiten p, zu berechnen fiir J = 1, 2, ..., J 1 J
J 2) Verfahren 2: T =% > W (26)
ben8tigen wir noch folgenden Satz, dessen Bewels z.B. bel MASSEY 2 i=o J

angegeben 1ist: €45 €ps soes € sel eine Folge von nJ statistisch Dabei de W - 45 ,
unabhingigen Binfrzahlen mit d€n einzelnen Wahrscheinlichkeiten apes wirde Wo = 2 in gl gesetzt. (27)
P (ei=1) =1 -P (ei:O) =Ty dann ist die Wahrscheinlichkeit pj

dafir, daf die Zahl der Einsen unter diesen n, Ziffern ungerade

3 Der Decoder fir den Fall m=1 kann wie in Figur 6.1 verwirklicht
ist: n werden. In Arbeitstakt (r+v) wird die Nachrichtenstelle xi;) deco~
1 T% diert; die Entscheidung iiber Stelle x(l) wird also im Takt (r+1)
. = ?[1 - (1-2r) (19) 1
J 1=1 getroffen.

Bei uns sind alle r

]

= Pgs deshalb wird: _
1 In Figur 6.1 werden links dile empfangenen n-Tupel v in den Ar-
n =
[1 - (1 -2 PO) j] (20) beitstakten v 1, 2, ... angeboten. Der links oben angedeutete
sequentielle Coder ermittelt in Arbeitstakt v aus den in den r

vorhergehenden Takten empfangenen und gespeicherten Nachrichten-

(1) (1) (1)
6 stellen VV~1’ Vyoos coes Ve

hGEE

pj"

und der gerade anliegenden
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1)
ad V)

(2)
{(m)
{ms1)
(m=2)
(n)

D o oD D D
{ |
P ~//
P 9
A
\./
'E_Dr—? 4 QD:O o) g_; J}
é\, % TEN N F_<Ei§> A
=< D 8 g NV Eg N
z < E
= %5@9@ [5@-@
D¢ DT adian
A sila Bila:
g -~ £ %
:L)E ﬁnE ‘DE

(¢}

(2)
(m)

Figur 6.1: SW-Decodieranlage fiir einen sequentiellen Code mit m=1
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51) die zugehdrigen k Kontrollstellen fiir

Nachrichtenstelle v
den Takt p; zu Beginn der Ubertragung ist der Coder entleert,
d.h. seine Speicher enthalten nur Nullen. Die aus dem em-
pfangenen (mdglicherweise gefdlschten) Nachrichtenstellen be-
rechneten Kontrollstellen werden in modulo-2 Addiergliedern ver-

glichen mit den im selben Takt empfangenen (und auch méglicher-

weise gefdlschten) Kontrollstellen vSZ), VSS), s vén). Die
k Vergleichswerte (s=0 bei Ubereinstimmung, sonst s=1)
si?), s(j), cees s£n> werden in den anschlieBenden Schieberegi-

stern fir die nachfolgenden r Takte gespeichert. Damit stehen
im Arbeitstakt (r+v) alle interessierenden ko Priifwerte zur
(&) 3 .

» ecodiert werden

kann. Zun&chst werden die zusammengesetzten Priifwerte A

Verfligung, aus denen Nachrichtenstelle v

1985 sA;
nach Gleichung (8) entsprechend den Auswahlkoeffizienten b. mittels
modulo-2 Addiergliedern erzeugt. Der Wert Aj wird durch die in Fi-~
gur 6.2a dargestellten Schaltungen mit dem Wert wj multipliziert.
Die Addierschaltung von Figur 6.2b bildet die gewShnliche Summe

gemdR Gleichung (22). Die Schwellwirtschaltung nach Figur 6.2c

ergibt dann den Korrekturwert e(l) = 1, wenn die Summe grdfer

v *
als der Schwellwert T war, ansonsten den Wert eﬂ}) = 0. Der Kor-
*
rekturwert e&i) wird zu der r Takte vorher empfangenen Nachrich-
tenstelle vfl)
(1

v o

hinzuaddiert und ergibt die decodierte Nachrichten-
stelle y

T
s O,

b) +

c) T

Figur 6.2: Schaltelement fiir SW-Decoder
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Falls die Nachrichtenstelle vﬁl) bei der Ubertragung gefilscht

*
wurde und die Korrektur mit eﬁl) = 1 in erwilinschter Weise er-

folgte, stehen in den Registern fir die Korrektur der folgenden
Stellen aber Vergleichswerte ssu), die aus der gefdlschten Nach-
richtenstelle vsl) gewonnen wurden. Dieser Einfluf 148t sich in
Ordnung bringen mittels der gestrichelten Riickkopplungsleitung
in Figur 6.1, die bei eil)* = 1 wirksam wird.

Die Schaltung fiir den allgemeinen Fall m>1 kann aus Figur 6.1
durch Erweiterung entwickelt werden. Wir bendtigen fiir jededer m
Nachrichtenstellen einen Satz von J orthogonalen Priifgleichungen
und dementsprechend m Schwellwertelemente T.

Der Aufwand der Decodieranlage wdchst linear mit ny: wir haben
in Kapitel IV gesehen, daR der vorgeschaltete Coder r-m oder
r-k Speicherpldtze bendtigt. Im eigentlichen Decoder werden
k-r Speicher gebraucht.

In der Abhandlung von MASSEY werden einige Wege gezeigt, um zu
orthogonalen einfachen oder zusammengesetzten Priifgleichungen
zu kommen. Besonders einsichtig sind dabei die selbstorthogo-
nalen Code, d.h. Code, bei denen J der urspriinglichen Prifglei-
chungen schon von selbst orthogonal sind. Beispiel 2): fiir

(2)
1

R = 1/2 haben wir nur ein einziges Prilifmuster G zu wéhlen.

Die Koeffizienten des Generatormusters sind so zu wihlen, daB

alle Gleichungen unseres Priifschemas, die Stelle 1 mitkontrollie-

él) orthogonal sind, d.h. wir diirfen nur dann giz) = 1
b
setzen, wenn dadurch die Orthogonalitidt auf Stelle 1 nicht ge-

stdrt wird. Wir erhalten folgendes Schema fiir r=3:

ren, auf x

10001000
p- [11000100

01100010
1

1011000
Dem entspricht das Priifmuster G§Z)= (1, 1, 0, 1). Die kennzeich-

nenden Grdfen dieses Codes sind: m=1, k=1, R=1/2, r=3.

Fir Beispiel 2) ist die vollstidndige Decodieranlage in Figur 6.3
angegeben.
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(2

A B

Figur 6.3: Vollstidndige SW-Decodieranlage fiir einen se-
quentiellen Code mit m=1, k=1, r=3 und damit

no=8
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Kapitel VII

RESTFEHLERWAHRSCHEINLICHKEITEN BEI BINARCODE

Die letzten belden Kapitel sollen sich mit den Restfehlerwahr-
scheinlichkelten und den damit zusammenhingenden Fragen befas-
sen. Wir haben die Restfehlerwahrscheinlichkeit kennengelernt
als die Wahrscheinlichkeit dafiir, da® eine Stelle falsch deco-
diert wird.

Es empfiehlt sich, diesen Begriff etwas zu modifizieren.

Bel Blockcode 1ist es sinnvoller, die Wahrscheinlichkeit, das

ein Ubermitteltes Codewort - also ein Block von n Stellen -
nicht korrekt decodiert wird, als Restfehlerwahrscheinlichkeit
PR zu bezeichnen, wihrend wir bei einem sequentiellen Code der
Nachrichtenrate R = % und der Codel&nge Ny dle Restfehlerwahr-
scheinlichkeit PR1 einfithren wollen. Es soll die Wahrscheinlich-
keit dafir sein, daR dr erste Satz von Nachrichtenstellen

xgi), x§2), eoos xim) nicht richtig decodiert wird.

Bevor wir uns den Restfehlerwahrscheinlichkeiten der drei be-
sprochenen Verfahren zuwenden, wollen wir uns die Decodierge-
nauigkeit bei allgemeiner Blockcodierung erarbeiten, um dann an ihr
dle Glte der neuen Verfahren messen zu kdnnen.

Wollen wir die Restfehlerwahrscheinlichkeit eines bestimmten Code
bei gegebener Kanalkapazitit CO und fester Nachrichtenrate R be-
stimmen, so stehen uns zwel Wege offen:

Einmal die mathematische Bestimmung von PR aufgrund der Struktur
des verwendeten Code. Obwohl die Berechnung fiir einen speziellen
Code im Prinzip ziemlich einfach ist, st®Rt sie doch in der Praxis
~ abgesehen von besonders einfachen F4llen - auf uniiberwindliche
Schwierigkeiten.

Der zweite Weg fithrt Uber die Simulation des Ubertragungsprozesses
auf einer Rechenanhge. Bel geniigend grofer Ubertragungszeit strebt
das Verh&ltnis der falsch Ubertragenen Stellen bzw. Bldcke zur

Gesamtzahl der lbertragenen gegen die Restfehlerwahrscheinlichkeit.
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Die Restfehlerwahrscheinlichkeit PR hingt natiirlich nicht nur
vom benutzten Blockcode ab, sondern auch sehr wesentlich vom
verwendeten Decodierverfahren. Da uns zunichst die gréftmdg-
liche Ubertragungsgenauigkeit, die ein bestimmter Code zuldgt,
interessieren soll, mdge die Decodieranlage nach maximaler Rilck-
schlufwahrscheinlichkeit arbeiten, also bei vorgegebenem Code
das optimale Decodierverfahren benutzen. Wir hatten diese Deco-
dierung in Kapitel II, 2 als MRW-Decodierung bezeichnet. Em-
pfangen wir das n-Tupel Vv, so entscheidet sich - wie wir in Ka-
pitel II, 2 gezeigt haben - der MRW-Decoder fir dasjenige Code-
wort U, , fir das die Wahrscheinlichkeit P(v|u,) am gréBten ist.

Wir haben im zweiten Kapitel gesehen, daB die MRW-Decodierung
einer Einteilung der 2™ Bin#rworte der Lé&nge n in M=2™ Familien
F, entspricht. Ist das Empfangswort v ein Mitglied der Familie
F, , so gilt: P(¥|1,) 2 P(Giﬁu) fir alle Werte u. Die Familien-
einteilung umfalkt alle an n-Tupel und jedes n-Tupel gehdrt in
genau eine Familie. Hat ein n-Tupel v, das nicht Codewort ist,
von zwel Codeworten u, und u_ die gleiche Distanz, was bedeu-
tet, daB P(v|u,) = P(;Iﬁu) ist, dann wird v willkiirlich einer
der belden Familien F, oder Fu zugeordnet.

Untersuchen wir zunichst die Wahrscheinlichkeit fir einen Deco-
dierfehler unter der Voraussetzung, daf das Codewort ﬁv gesendet
wurde, also die Wahrscheinlichkeit P(V¢ F, |4 ). Der Decoder ar-
beitet genau dann richtig, wenn der vom Kanal angelieferte Block

v der Familie F, angehdrt. Also gilt fiir die bedingte Wahrschein-
lichkeit, richtig zu decodieren:

1-P(F¢F,E,) = P(FEF,IE,) _ZF PGFEL) (1)
vV €

Die Summation ist Uber alle diejenigen Bindrfolgen v zu erstrecken,
die der Familie F, angehdren. Wollen wir die mittlere Decodiler-
genauigkelt eines Code - also den Wert (1-PR) - berechnen, dann
missen wir iber alle Codeworte mitteln und erhalten:
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M

M
1-PR=>_ P(u,) - [& - P(v ¢ Fy]ﬁu)] = > P(u,) - P(VEF,|a,
v=1

yv=1

Falls - wie wir in dieser Arbeit voraussetzen - alle Codeworte
glelich wahrscheinlich sind, gilt P(d,) = % = 2™ rir alle v und
damlt

M M
1-PR=2"3 P(VEF,IE)=2"3 P(V]T,)
v=1 v=1l VEF
oder
PR=1-2"2" 72 P(¥|a,)
V=1 VEF
M n
In der Doppelsumme 2>_ ;E: treten alle 27 n-Tupel auf, weshalb
v=1 VEF

wir auch schreiben k&nnen:

R D N
1 - PR =2 alle 3 POVIW)
Dabei ist flr ein bestimmtes vV einzusetzen die Wahrscheinlichkeit
dafir, daf das zu vV gehdrige Familiencodewort U durch Kanalstdrung

in dieses Vv iUbergeht. Haben U und v die Distanz f, so ist beim
BSC

P(FID) = pf (1-p)"T
Da wir nach Kapitel I, 1 Py < % voraussetzen kdnnen, nimmt P(v|u)
monoton ab mit wachsendem f. Daraus folgt, daB ein Code dann eine
groBe Ubertragungssicherheit ermdglicht, wenn in der Summe
gTe 5 P(vliu) viele Summanden mit kleinem f auftreten, d.h. még-
lichst viele n-Tupel von ihrem Familiencodewort kleine Distanz ha-
ben. Die Berechnung der Doppelsumme in Gleichung (4) bzw. (5) wird
schon beil relativ kleinen n wegen des exponentiellen Anwachsens
der Summandenzahl nicht mehr ausfilhrbar. Deshalb missen wir uns
damit begniigen, eine untere Schranke PRL und eine obere Schranke
PRu fir dle erreichbare Restfehlerwahrscheinlichkeit bei Block-
codierung herzuleiten. Die Indizes sind der amerikanischen Litera-
tur entnommen; es sind die Anfangsbuchstaben von "lower" bzw.
"upper". Die Herleitung dieser beiden Grenzen lehnt sich an Robert
M. FANO's "Transmission of Information"S) an.
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)

(2)

(3)

(%)

(5)

(6)

Aus Gleichung (5) und den anschliefenden Bemerkungen folgt, daB
beil MRW-Decodierung die Wahrscheinlichkeit fiir richtiges Decodie-
ren bel fester Blockldnge n und fester Rate R dann ein Maximum
erreicht, wenn die 2™ Familien F, m8glichst gleich michtig sind.
Enthalten einzelne Familien besonders viele n-Tupel, dann geben
die weltentfernten Familienmitglieder nur einen sehr geringen Beil-
trag zur Decodiergenauigkeit in Gleichung (5). GlelchmiRiger ver-
tellt wird nach Gleichung (5) in Verbindung mit Gleichung (6) ein
grdferer Beitrag fiUr korrektes Decodieren ermdglicht. Die n-Tupel
einer Familie sollen sich bel gegebenen Codegrdfen m und n inner-
halb eines m8glichst kleinen Distanzradius um ihr Familiencode-
wort scharen. MRW-Decodierung impliziert fiir einen vorgegebenen
Code eine bestimmte Einteilung in M Familien F, . Die maximale Di-
stanz, die bel dieser Familieneinteilung ein Familienmitglied von

seinem Famillencodewort hat, bezeichnen wir als Codedistanz r des
verwendeten Code.

!
Es gibt genau ?T—%ﬁ:?TT = (?) n-Tupel, die von einem festen n-stel-~
ligen Codewort die Distanz f haben. In einer Familie gibt es des-
halb héchstens

I n

2 ()

£=0

Plitze. Da alle 2" n-Tupel in den Familien Platz haben, gilt fir
die Codedistanz r die folgende Ungleichung:

r
e M. 5 (?)  oder auch

r
2" e 5T (D) (7)
=0 =0

Flir eine bestimmte Wahl von n und m kennzeichnen wir das nach
Gleichung (7) kleinstmdgliche r mit ros Ty 1st also definiert
durch die folgende Ungleichung:

-1 r
Ef: (3) < 2"« G (8)

£=0 =

Fir vorgegebene Codegrdfen m und n liegt durch Gleichung (8) die
optimale Codedistanz T, fest. Mit der in Kapitel II, 2 eingefithr-
ten Hammingdistanz h gilt die Ungleichung

E%?jf o fr
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Ein Code heift perfekt oder auch dichtgepackt, wenn jede seiner

2™ Codewortfamilien alle n-Tupel enthdlt, die eine Distanz f £ r
vom Familiencodewort haben; r stimmt dann automatisch mit Ty tUber-
ein und erfillt Gleichung (7) exakt. Die Hammingdistanz h (vgl.
Kapitel II, 2) eines perfekten Code ist h = 2 r, + 1. Wir sehen
aus Gleichung (7), daB® perfekte Code nur fir ganz bestimmte Werte
von n exlstieren kdnnen, wenn wir von dem trivialen Fall absehen,
daf wir als einzige Codeworte das Nullwort und das Einswort -

oder zwel sonstige komplement#re n-Tupel - widhlen. Denn ein sol-
cher Code ist fir alle ungeraden n perfekt und fiir alle geraden n
quasi-perfekt. Quasi-perfekt heipt ein Code, wenn jede Codewort-
famillie alle n-Tupel enth#lt, die eine Distanz f < r vom Familien-
codewort haben, wenn die Familien aber nicht alle oder zumindest
nicht immer alle n-Tupel mit Distanz f = r enthalten. Ein nur
quasi-perfekter Code hat die Hammingdistanz h = 2 ry. Fir per-

fekte Code gilt r = rg *© h-1 , fir quasl-perfekte r =

o5 7 -
Unter einem optimalen Code fir festgelegte Codegrdfen m und n ver-
stehen wir einen Code, von dem wir wissen, daB es fiir diese Code-
grdfen keinen besseren, d.h. bei MRW-Decodierung wirksameren Code
gibt. Die perfekten und quasi-perfekten Code sind optimale Code.

Nehmen wir an, daB wir einen optimalen Code haben, dann stellt
seine Decodlergenauigkeit sicher eine obere Schranke filr die De-
codiergenauigkeit eines jeden anderen Code dar, der dieselben
Codegrdfen m und n hat.Kennenwir die Codedistanz r eines Code,
dann gllt nach Gleichung (7) die folgende Absch&itzung:

r
1 -PR £27My  o" (?) pg (1—po)n'f =
£=0

(9)
T (M o (1op )™ = B £ 1)
&5 £ Po *t7Po : =T
1 - PR £ P(f £ r) (10)
PR 21 - P(f £ r) = P(f>r) (11)

Die Decodiergenauigkeit ist hdchstens gleich der Wahrscheinlich-
keit, daR der Ubertragungskanal r oder weniger Fehler hervorruft.
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Die Restfehlerwahrscheinlichkelt eines perfekten Code erfiillt
Gleichung (10) sogar mit dem Gleichheitszeichen.

Als Ergebnls erhalten wir, daf die Restfehlerwahrscheinlich-
keit eines jeden Blockcode mit den Codegrdfen m und n der
Gleichung (11) genligt:

n
PR > P(f>r) = g;§+1 (?) pg (1-po)“'f (12)

wobei r die Gleichung (7) erfiillt. Je kleiner r innerhalb
dieser Bedingung gewihlt wird, eine desto bessere untere

Schranke erhalten wir; flir r = r. dle beste Schranke.

0

Zwel Schranken der kleinstmSglichen Codedistanz ry wollen wir

uns iberlegen, zundchst eine obere Schranke. Fir den trivial

optimalen Code mit zwel Codeworten, also m=1, gilt ry £ % .

Dieses Maximal kann r, nicht {iberschreiten, also r, £ %. Eine

untere Schranke fir r, erhalten wir durch folgende Uberlegung:

o)
Produziert der Kanal mehr als r, Fehler, so arbeitet der Deco-

der bel einem perfekten Code sicher falsch. Der Kanal verur-
sacht aber durchschnittlich nepg, Fehler pro Codewort, weshalb
nur dann eine gute Ubertragung mdglich sein kann, wenn

Ty > nep, ist. Fir r., muRf also gelten nepy < r £ % oder mit

0 0

p = =, der relativen Codedistanz:

21 ke]

(13)

o

Po < Po

r
Fiihren wir in die Ungleichung (7) 2"™™ ¢ S (?)die Nachrichten-
rate R eln, so kénnen wir auch sagen, daﬁfiodie Unglelchung:

r
Rz1-21a 3 (D (14)
=0

erfillt.

Mit Hilfe der STIRLING'schen Formel 148t sich nun aus der in
Gleichung (12) bewiesenen Schranke fir PR folgender Satz her-
leiten, der hier in der Formulierung von FANO wiedergegeben
ist:

Mit Py < p = § ¢ 1 gllt flr die Restfehlerwahrscheinlichkeit PR

2

1
p,(1-0) exp-( —)
PR > PR = — ° - 12 np(1-p)" ,-n o (15)
(1-90)(o+5) Y2 n n p(1-p)
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wenn p so gewdhlt ist, daR die Nachrichtenrate die Ungleichung

_ 1 1d e
PR T h 2w p(imey * 1 2 eTIneY + cle) (16)
erfillt. Diese Unglelchung folgt aus Gleichung (14).
Dabei ist
= P 1-p A f(?)
ap = p 1d —— + (1-p) 14 = (17)
Po Po
und C(p) wird definiert durch: 1
C(p) =14 p 1d p + (1-p) 1d (1-p) (18)
C(p) ist also die Kanalkapazitit eines Kanals der Fehlerwahr- C:(?)

scheinlichkeit o (vgl. Kapitel I, 1).

Fiir grofe n vereinfachen sich die beiden Schranken PR, und R

L L}
denn es gilt:

1lim

RL = C(p) (19)

n -+ o

1im [:— 21d PR () = of (20)

n + o CO

XL

Gleichung (20) bedeutet einfach, daB fiir grofie n das Verhalten T
der Schranke PRLim wesentlichen bestimmt 1st durch den Exponen- D Y &= ?
tialkoeffizienten o, 0 2

Dieser Exponentialkoeffizient o, 148t eine einfache geometrische
Deutung zu. Die Tangente an die Kurve C(p) im Punkte Py sel mit
To(p) bezeichnet. Da Tole) = 1+ o 1d py + (1-p) 14 (1-py) (21)
1st, gilt einfach:

i

ap = Clo) - To(p) (22)

Diese geometrische Deutung verdeutlicht Figur 7.1.

Wir erhalten den Exponentialfaktor ar, einer bestimmten Nach-
richtenrate R, indem wir R zwischen der Kurve C(p) und der
p-Achse elnpassen und an der so gefundenen Stelle °R die Diffe-

renz von C{p) und To(p) feststellen.
Figur 7.1: Graphische Deutung des Exponentialfaktors o

L
Wir sehen, daB e fir p = Py Null ist und fir p > Py von Null
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ausgehend mit p wlchst. Dies bedeutet: fir elne gegebene Fehler-
wahrscheinlichkeit Pg des Ubertragungskanals mit der zugeh®rigen
Kanalkapazitit CO L
kleiner die Ubertragungsrate R gew#hlt wird. Mit wachsendem ar,

wird der Exponentialfaktor o, um so gréRer, Je
aber verkleinert sich exponentiell nach Gleichung (15) die untere
Grenze der Restfehlerwahrscheinlichkeit PR; und die Ubertragung

kann zunehmend Sicherer werden.

Bel der graphischen Ermittlung von o, wurden R und RL gleichge-
setzt. Flr grofe n 1st dies erlaubt und bedeutet, dal wir fir

die untere Grenze PRy einen mdglichst grofen Wert erhalten. Eine

_ gute untere Schranke soll aber m8glichst groR sein. Dle Restfehler-
wahrscheinlichkeit eines Blockcode genilgt der Ungleichung:

PR > PR = K + 277°°L (23)

K ist eine langsam ver#nderliche Funktion von n, R und Pg und
ay, h&ngt von diesen GrdRen geméf Figur 7.1 ab.

Die ndchsten Uberlegungen heben darauf ab, eine untere Schranke
fiir die Decodiergenauigkeit bzw. eine obere Schranke filir die Rest-
fehlerwahrscheinlichkeit PRu (Index von englisch "upper") zu fin-
den.

Wir untersuchen dazu Ensembles von Zufallscode . Ein Zufallscode
entsteht dadurch, daR wir die den Code kennzeilchnenden Bin&rzah-
len zuf#llig wdhlen, wobei P(0) = P(1) = % sein soll. Fir den
allgemeinen Blockcode bedeutet dies, daR wir die M = om n-Tupel,
dle den M Nachrichten als Codeworte zugeordnet sind, zufillig
bestimmen. Die Wahrscheinlichkeit, daf einer Nachricht ein bestimm-
tes Codewort zugeordnet wird, ist (%)n und die Wahrscheinlichkeit

fir einen ganz bestimmten Code deshalb (lH)M, wobel jeder einzelne
2
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Code gleich wahrscheinlich ist. In diesem Ensemble kommen na-
tirlich auch alle schlechten Code vor, wie z.B. derjenige Code,
beil dem alle Codeworte nur als Nullen bestehen. Wir wollen nun
die durchschnittliche Fehlerwahrscheinlichkeit PR dieses Ensem-
bles berechnen. PR wird eine obere Grenze PRu fir PR seln, denn
wir missen von einem gute Code erwarten, daR er zumindest die
Durchschnittsdecodiergenauigkeit filir Zufallscodierung erreicht.

Wir legen wieder Decodierung nach maximaler RickschluBwahrschein-
lichkeit zugrunde, so daB gilt
n

P{G wird richtig decodiert} z 2{: P{f Fehler passieren& - P (24)
£=0

2alle nicht gesendeten Codeworte unterscheiden sich von v in
mehr als f Stellen.%

Das GrofRer-Zeilchen bezieht sich darauf, daf wir annehmen, immer
dann eine Fehlentscheidung zu treffen, wenn v von zwei Codeworten
denselben Abstand hat.

Die erste Wahrscheinlichkeit hdngt nur von den Eigenschaften des
Ubertragungskanals ab:

yp-f (25)

_ (n £
P{f Fehler passieren = (f) Pg (1—-pO
Die zweite Wahrscheinlichkeit ist bestimmt durch die Codestruktur.
Fir einen Zufallscode ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein bestimm-
tes Codewort sich von v in mehr als f Stellen unterscheidet, gleich

n n b f
G > @) =2 [Z M - Z} =1 -2 (M (26)
i=0

1=f+1 i=0 i=0

Da die Wahl der Codeworte unabhéngig voneinander erfolgte, er-
halten wir die Wahrscheinlichkeit, daf alle M-1 nicht gesendeten
Codeworte sich von v in mehr als f Stellen unterscheiden zu

f M-1

1-270 () (27)
1=0
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Setzen wir dlese Ergebnisse in Gleichung (24) eln, so erhalten
wir: die durchschnittliche Wahrscheinlichkeit fiir richtiges De-
codleren (1-PR) erfillt die Ungleichung

n f M-1
1- PR 2 fto ((’f’) Py (1-py)""f [1 - 2™ E) (‘1‘)] } (28)
und wegen
n
2 @ py’ ()" =g (29)
gilt:
n by M-1
PR < 2;% M py" (1-pg)"t {1 - [} -2 E;é (Qﬂ (30)

Mit Hilfe eines von FANOS) ausfihrlich behandelten Verfahrens

der "Verschiebung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen" und un-
ter Benutzung der STIRLING'schen Formel 14Bt sich die erhaltene
Grenze fiUr PR in eine Form bringen, dle - besonders fiir grofe n -
lbersichtlicher ist. Bevor dieser Satz - wiederum in der Formu-
lierung von FANO - zitiert wird, sei noch die kritische Rate Rc
mit ihrem Parameter e eingefihrt:

Rc = C(pc) mit (31)
oo
Po = — (32)
/po + |/1-p0

Damit lautet der Satz: Falls O < R < CO ist, dann geniigt die
mittlere Fehlerwahrscheinlichkeit fir Zufallsblockcodierung der
Gleichung

PR « K - 271" % (33)
Bel der Festsetzung der Konstanten haben wir zwel Berelchezu

unterscheiden:

a) CO > R > Rc
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Kk = 0 1-0[1 N S ey 1-p — ] (34)
Y2mn ° 1PPo  v/Zm P (1-2p) P (1-0)-0% (1-py)

1_‘)
= 1d &+ (1- 1d &——
e, e Pg (1-0) 1-p, (35)

In diesem Bereich wird p bestimmt aus der Gleichung

R=1+p1dp + (1-p) 1d (1-p) = C(p ) (36)

c 2
K =1 (37)
@, =1 -21d (/py *+ V' I-py) - R = o 1d %% + (1-p) 1d T;%§ (38)

wobel p 1n diesem Bereich gegeben ist durch die Gleichung

R=1+0p1do, + (1-p) 1d (1-p ) (39)

Bevor wir uns nach Figur 7.2 den Exponentialfaktor geometrisch
verdeutlichen, wollen wir die GrdRe der kritischen Rate Rc un-

tersuchen: die Steigung der Kurve C(p) im Punkte p 1ist gegeben
durch

t (o) = 1d 72~ (40)
Da nach der Definitionsgleichung fir e gilt:

[

D
}’ 0
() = -9 (41)
1—pc 1-po
haben wir:
tp ) = 1d =S =199 20 _ 1 (0 (42)
Pe’ 7 T, " 2 T-p, 2 “*Po

Pe ist also gerade derjenige Punkt der Kurve C(p), dessen Stei-
gung halb so groB ist wie die Steigung im Punkte Pgs den Wert
C(oc) hatten wir RC genannt. Die Tangente in diesem Punkt be-
zeichnen wir mit Tc(p). Nach Gleichung (36) bzw. (39) lautet der
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f(3)

c(yp

Co

N\, |

\ R

- 9 —
- ? —
T«9)

Figur 7.2: Graphische Deutung des Exponentialfaktors ay

<y f

e
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Zusammenhang zwlschen , Nachrichtenrate R und Parameter p in den
beiden Bereichen:

C(p) (43)
T, (o) (44)

a) Co >R > Rc R
b) Rc >R >0 R

Den Exponentialfaktor oy erhalten wir nun einfach als Differenz:

e, = R - Ty(p) (45)

Wir finden den Wert @, 2u elner bestimmten Nachrichtenrate R,
indem wir in Figur 7.2 R einpassen zwischen der p-Achse und der
Funktion C(p), falls CO >R > Rc bzw. zwischen p-Achse und Tan-
gente Tc(p), falls O € R ¢ Rc' An der gefundenen Stelle p lesen
wir nun den Wert o ab als Differenz von C(p) und To(e), falls
Co >R > R, bzw. als Differenz zwischen Tc(p) und To(p), falls

0 £R ¢ R,.

Wir sehen, daB e, fir o > Pg positiv ist, das® also fiir jede
Nachrichtenrate R < CO die mittlere Fehlerwahrscheinlichkeit PR
beliebig klein wird, wenn nur n hinreichend grof gew#hlt ist.
Der Exponentialfaktor a, stimmt im Berelch CO < R ¢ Rc sogar
Uberein mit dem Exponentialfaktor ar, der unteren Grenze von PRL,
wenn wir grofe n voraussetzen; denn fir grofe n strebt RL gegen
C(p). Die Ubereinstimmung der Exponentialfaktoren @, und a; im
Bereich CO < R ¢ Rc bedeutet soviel, daR man bei grofer Block-
ldnge n ruhig einen Code zuf#llig auswihlen kann. Stellt sich
heraus, daf der gewdhlte Code schlecht ist, dann verwirft man
ihn und wdhlt ein zweites Mal aus. Die Wahrscheinlichkeit, einen
Code zu wdhlen mit P( PR > A - PR ) ist n#mlich = % (MARKOFF'sche
Ungleichung).

5._Sequentielle Decodierung

Die Restfehlerwahrscheinlichkeit PR1 wird definiert als die Wahr-
scheinlichkeit, daB dem Decoder bei der Korrektur des ersten
Nachrichtensatzes -~ aufgrund der ersten n, empfangenen Stellen -
ein Fehler unterliuft. P31 genligt denselben Abschitzungen wie

PR bel Blockcodierung, wenn in diesen n durch n, ersetzt wird.
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Wir erreichen also bel gleicher Rate R = % eine wesentlich
kleinere Restfehlerwahrscheinlichkelt als bei Blockcodierung.
Nahm dort PR exponentiell mit n ab, so nimmt bel sequentiel-
ler Decodilerung PR, exponentiell mit ng = (r+1) + n ab.

In Kauf nehmen milssen wir dabel, daR der Empfénger linger war-
ten muB, bils er eine Nachrichtenstelle vom Decoder erh#lt. Die-

ser kann eine Stelle v erst dann decodieren, wenn alle n,. mit

0
v zusammenhingenden Ziffern vorlilegen.

Der zweite Nachteil sequentieller Decodierverfahren ist ihre
Nelgung zur Fehlerfortpflanzung. Ein einmal passierter Decodier-
fehler beeinfluft - wie wir in Kapitel IV,3 gesehen haben -

auch die folgenden Arbeitstakte und kann dadurch Folgefehler
hervorrufen. Diese Folgefehler bewirken, daB die Restfehlerwahr-
scheinlichkelten PR , der v-ten Gruppe von Nachrichtenstellen

gréfer 1ist als PR1.

Eine zwelte Vergleichsmdglichkelt bietet die Untersuchung der
Distanzfunktion filr ein Codeensemble. Die Distanzfunktion N(f)
fir das Codewort u gibt fir jeden Wert f die Anzahl der Code-
worte an, die von u die Distanz f haben. Bel Gruppencode -
also erst recht bel Priifschemacode - 1st N(f) fiir alle Code-
worte gleich. GALLAGERB) zelgt in seiner Arbeit, daB fiir diese
Distanzfunktlion gemittelt ilber das Ensemble der Prilfschemacode
gilt:

n
N(f)=_2_ﬁ‘:c_(0_)3__ mit o =L f>o0 (46)

>
/2tnp (1-p) n

d.h. die Wahrscheinlichkeit fiir ein Codewort, das ein Gewicht
fmit O < £ < n » °R hat, geht mit wachsendem n gegen 0, wenn
°R definiert wird durch R = C(pR). Das bedeutet, daf flir ge-

nligend grofies n "fast alle" Priifschemacode eine Hammingdistanz

h>n - PR haben. Exakt gilt flir die Wahrscheinlichkeit, daf die
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Hammingdistanz h kleiner als Nepp ist:
Plhenpy) = b ok on | - CCol (A7)
PR’ © 1—2pR 2nnpR

Wir haben in Abschnitt 3 und U zwel Schranken fiir PR gefunden,

dle von der Codellinge n abhingen. Diese Abhéngigkeit von n
deutet Figur 7.3 an

PRU
PRL

=

Figur 7.3: Obere und untere Grenze fiir die Restfehlerwahr-
scheinlichkeit PR in Abh#ngigkeit von der Block-
ldnge n
Wir wissen, daB jede Restfehlerwahrscheinlichkeit PR > PRL ist.
Wollen wir ein spezielles Codeensemble auf seine Decodierwirksam-
keit untersuchen, so darf die durchschnittliche Restfehlerwahr-
scheinlichkelt dieses Ensemble bei MRW-Decodierung hdchstens

gleich PRu sein, denn sonst enth#lt das zu untersuchende Ensemble
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sehr viele "schlechte" Code.

Wenn wir nun eine Aussage lber ein gewisses Codeensemble mit
einem spezlellen Decodlerverfahren machen wollen, dann milssen
wir zweierlel untersuchen: einmal das verwendete Codeensemble,
dann das verwendete Decodierverfahren. Es 1ist zunichst festzu-
stellen, ob wir ein ‘futes" oder zumindest - gemessen an den
Zufallscode - ein durchschnittliches Ensemble vor uns haben.
Elne Aussage darilber macht die mittlere Restfehlerwahrschein-
lichkeit dieses Ensemble , die errechnet wird unter der Voraus-
setzung, dafR MRW-Decodierung verwendet wird.

Bei MRW-Decodlerung steigt der Decodieraufwand exponentiell
mit n an, was fiir grofe n untragbar ist. Andererseits wird man
sich oft fir groBe n entscheiden milssen, wenn groBe Decodier-
genauigkeit verlangt ist.

Jedes Decodierverfahren, das auch filr grofe n anwendbar sein
s0ll, muf einen Kompromif schlieBen: es verzichtet auf die maxi-
mal erreichbare Decodlergenauigkeit, die der verwendete Code ei-
gentlich zulleRe, arbeitet dafiir aber mit ertriglichem Decodier-
aufwand. Soll eine hdhere Decodiergenauigkeit erreicht werden,
so bleibt immer noch der Weg, eine niedrigere Nachrichtenrate R
zu verwenden oder die Codelinge n zu erhdhen. Diese Nachteile im
Vergleich zur optimalen Decodierung werden aber bei weltem auf-
gewogen durch ertriglichen Decodieraufwand.

Wir haben gesehen, daf perfekte und quasi-perfekte Code so aufge-
baut sind, daf sie beil Decodierung nach maximaler RilckschluBwahr-
scheinlichkelt eine Familieneinteilung implizieren, bei der die
Familienmitglieder vom Familiencodewort eine Distanz réro haben
und ry die kleinste Zahl r ist, die die Gleichung (7) noch er-
fiillt. Die Hammingdistanz ist h = 2 ro *+ 1, falls er perfekt ist,
oder h = 2 T, falls er quasi-perfekt ist.
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Statistische Verfahren sind nicht nur fir den BSC, den symme-
trischen Bin#drkanal, sondern auch speziell fir solche Ubertra-
gungskanile geelgnet, deren Schrittfehlerwahrscheinlichkeit zwar
nicht konstant ist, deren jewellige GrdRe aber beim Empfinger
bekannt ist. Sie niitzen die am Empfinger vorliegende Information
im Falle nicht optimaler Code besser aus als rein algebraische
Verfahren und treffen {lber eine zu decodierende Stelle immer,

d.h. im Gegensatz zu algebraischen Verfahren auch, falls f > P%;%
ist, eine gezielte Entscheidung.
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Kapitel VIII

DIE RESTFEHLERWAHRSCHEINLICHKEIT DER DREI STATISTISCHEN VERFAHREN

1. _LD-Code nach R.G. GALLAGER

R.G. GALLAGER hat in seiner Arbeit gezelgt, daR das Ensemble

der LD-Code mindestens so gute Decodlerergebnisse erreicht wie
eln Optimalcode einer etwas hheren Nachrichtenrate. Wir wissen
aus Kapltel VII,4 , daR die durchschnittliche Restfehlerwahr-
scheinlichkeit PR filr dle Gesamtheit aller Gruppencode bei fe-
ster Kanalkapazitit CO und fester Nachrichtenrate R mit wachsen-
der Blocklénge n bellebig klein wird, falls nur R < C0 ist. Die
(n, J, 1)-Code geniigen dieser Forderung nicht; es muf vielmehr
R < Rl sein, um exponentielle Abnahme der durchschnittlichen
Restfehlerwahrscheinlichkeit mit n zu garantieren. Definieren
wir R durch

1+ (1 -2 po)l

(1)

. H(po) (2)
dann ist Rl =1 - ETEIT

Dabel ist H(p) die Entropie. Sie hingt mit der Kanalkapazitit C(p)

Zusammen:

H(p) + C(p) = 1 (3)

Ersetzen wir in Glelchung (2) die Entropie H durch die Kapazitit
C, so kénnen wir aus

¢, (1-C,)
= 1 0
Ry = C - =12 S
1
ablesen, daf Rl kleiner als CO ist. Es 1ist R1 = 0 Rl wdchst mit
1. Fir grofes 1 n#hert sich Rl der Kanalkapazitit CO:
1im _
l»le_Co (5)

Je groéfer 1, desto unwesentlicher wird also die Begrenzung fir
die Nachrichtenrate R.
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Eine obere Schranke der Restfehlerwahrscheinlichkeit fiir das
endgiiltige Verfahren von GALLAGER liefert bestimmt die Rest-
fehlerwahrscheinlichkelt filr das zwelte Decodlerverfahren von
GALLAGER. Belde Verfahren decodieren nimlich eine bestimmte
Stelle nur aufgrund derjenigen empfangenen Binsrzahlen, dile im
Codebaum dieser Stelle auftauchen. Das dritte Verfahren fi1lt
dabel immer diejenige Entscheidung, die aufgrund der erhalte-
nen Information die wahrscheinlichste ist; also muf gelten:

P (Stelle wird falsch decodiert bel 2, Verfahren) > P(Stelle
wird falsch decodiert bei 3. Verfahren).

Die Restfehlerwahrscheinlichkeit beider Verfahren héngt wesent-
lich ab von der Zahl t der voneinander unabhéngigen Iterations-
schritte, die ein LD-Code zul#Bt. GALLAGER gibt in seiner Arbeit
eln Konstruktionsprinzip fiir LD-Code an, das eine Mindestzahl
von unabhéngigen Codebaumstufen garantiert. Daraus resultiert
die linke Seite der Abschitzung (6) filr t. Die rechte Seite
ergibt sich auf direktem Wege aus der in Kapitel III, 3 herge-
leiteten oberen Schranke fiir t. Die Ungleichung fiir t lautet:

n n
In 51 - 730y,
2 1n(1-1)(3-1)

ln n

t S gD (6)

Es i1st n die Blocklinge, 1 die Zahl der "1" in einer Zeile des
Prifschemas und j die Zahl der "1" in einer Spalte des Priifsche-
mas. GALLAGER's zweites Decodierverfahren funktioniert - wie be-
sprochen - so, daB im v -ten Iterationsschritt dann eine Stelle
umgedreht wird, wenn b, oder mehr Prifgleichungen, die von die-
ser Stelle im Codebaum nach oben ausgehen, nicht erfillt sind.
Wir bezeichnen die durchschnittliche Restfehlerwahrscheinlich-
keit fir eine Stelle nach dem » -ten Iterationsschritt mit Py
es 1ist Pg gerade die Schrittfehlerwahrscheinlichkeit des Kanals.
Fir p, hat GALLAGER folgende Rekursionsformel hergeleitet:

i=b 2

=1 1+ (1 -2p) 1 2122 p )t
Pys1 “Po = 2 (U47) {po 2

1 - (1-2 p )P 4 (1o py2-t]d-t-d
- (1 - pp) 5 > }
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Aus Gleichung (7) 148t sich direkt ableiten, daB diese Restfeh-
lerwahrscheinlichkeit minimisiert werden kann, wenn wir als b,
die kleinsten Zahlen wéhlen, die fir v
noch die Ungleichungen

0, 1, ..., 1 gerade

1+ (1-2p,)tt]20 L - p, 3-1
-1 N (8)

1*(1-2}'3,;) po

erfillen.

Nehmen wir an, daR wir einen LD-Code vor uns haben, der t von-
einander unabhéngige Iterationsschritte zul#ft, wobeil t der Un-
gleichung (6) geniige. Ferner seien die b, auf die eben erléu-
terte Welse bestimmt. Unter diesen Voraussetzungen hat GALLAGER
aus selner Rekursionsformel folgende Grenze fir Py die Rest-
fehlerwahrscheinlichkeit nach dem letzten, dem t-ten Iterations-
schritt des zwelten Verfahrens, hergeleitet:

PR "= p, = exp{-c I 1 ¢ (9)
t Jj1 21 230 =1
cJl ist eine von J und 1 abhdngige Funktion und die GrdRe o wird
definiert durch
)
n |4
2 1In (J-1)(1-1)

a =

(10)

wobel % den abgerundeten Wert % darstellt. Wir sehen, daf fiir
J23 a>0 1ist; immer gilt a<1l. GALLAGER vermutet, daR bei Anwendung
des dritten Verfahrens ein exponentielles Abnehmen der Restfehler-
wahrscheinlichkeit mit n dann stattfindet, wenn wir die Iteration
fortsetzen, auch dann, wenn die Unabh#ngigkeit nicht mehr gewahrt

seln sollte.

Sowohl MASSEY als auch WOZENCRAFT und REIFFEN beschrinken sich
in ihren genannten Arbeiten auf Untersuchung der Restfehlerwahr-

scheinlichkeiten fir den Spezialfall R = %.
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Perfekte oder zumindest quasi-perfekte Code sind konstruier-
bar fir m=1 (trivial) und fdr die Korrektur eines Fehlers
(Hamming-Code). Es ist leider kein Weg bekannt, der die Kon-
struktion perfekter oder zumindest optimaler Code flir grofe

n ermdglicht - von diesen einfachen Fillen abgesehen. Bils heute
sind nur sehr wenige optimale Code bekannt. Sie sind aufgefihrt
in PETERSON's "Error-Correcting Codes"é); n=25 ist die grofte
auftretende Blocklinge und die Nachrichtenraten liegen fast
alle in der N&he von %.
Es 1st noch nicht einmal allgemein festzustellen, ob ein per-
fekter oder quasi-perfekter Code fir eine bestimmte Wahl von
Nachrichtenstellenzahl m und Blockl&nge n {lberhaupt existiert.
Alle bisher bekannten Decodierverfahren sind algebraisch. Sie
bauen sich auf einer algebraischen Struktur des verwendeten Code
auf. Ihre Rhlerkorrektureigenschaften héngen allein von der
garantierten Hammingdistanz hg des verwendeten Code ab, wobei

z.B, flir BOSE-CHANDHURI-Code die wirkliche Hammingdistanz h grdRer
seln kann als die garantierte. Sie korrigieren alle Fehlermuster
mit Fehlerzahl f = E?z% E?E%ist der abgerundete Wert 2551.
Werden beil einem optimalen Code alle Fhlermuster der Fehlerzahl

f < 251 korrigiert, dann kann es kein besseres als ein alge-
braisches Verfahren geben. Da uns aber so wenige optimale Code
bekannt sind, blelbt uns besonders fiir grofie n nichts anderes
librig, als mit Code zu arbeiten, die sich ganz betr#chtlich von
optimalen Code unterscheiden kénnen. Bel solchen Code kann ein
algebraisches Verfahren v81llilg versagen, obwohl die Restfehler-
wahrscheinlichkeit des Code bel MRW-Decodierung befriedigend gut
wire,

Nehmen wir z.B. an, dap zwar einige wenige Codeworte eine kleine
Distanz h untereinander aufwelsen, wdhrend fast alle Codeworte
eine viel gréRere Distanz D >> h besitzen, dann ist fir einen
solchen Code ein algebraisches Verfahren ungeeignet, denn es
korrigiert nur eine Zahl f von Fehlern mit f ¢ E%l . Statistische

Verfahren liefern hier bessere Ergebnisse.
Ihren Namen haben statistische Verfahren von ihrer Eigenschaft,

die Statistik des Ubertragungskanals zu beriicksichtigen. Die
dreil besprochenen Verfahren sind statistisch.
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Bei WR~Decodierung, also dem von WOZENCRAFT und REIFFEN ent-
wickelten Verfahren, ist dle Nachrichtenrate R einer welterge-
gehenden Einschrénkung unterworfen als R < CO. Nur dann erh&lt
man mit WR-Decodierung gute Ubertragungsergebnisse, d.h. ex~-
ponentielles Abnehmen der Restfehlerwahrscheinlichkeit mit der

Codelénge n,, wenn fir die Nachrichtenrate R gllt: R < Rb. Rb
ist bestimmt durch die Stdrwahrscheinlichkeit Pgs €8 gilt:
=1 - Yo (1-p)
R, =1 ld[l + 2/p (T-p, (11)

Rb kénnen wir in dle uns bekannten GroRen umrechnen: es ist
Ry = 2 Ry - Tole) = 2 Clpy) - Tole,) (12)

dabei war e gerade jene Abszisse, fllr die die Steigung der
C-Kurve halb so groR ist wie filir die Abszisse Pg- Es ist

R, = Clo). Ty 1st die Tangente an C(p) im Punkte Po- Ry erfillt
die Ungleichung: CO < Rb < Rc' Das Verh&ltnls von R zu Rb wollen
wir mit B bezeichnen:

_R
B = 3 (13)

die Bedingung R < Rc bedeutet also: B < 1. Fir das Verhiltnis von
Rg zZu CO gelten die beiden Grenzwerte

lim Rb

Po 73 %o

[N
H]
-
o
=
Q
]
[SY

(14)

also gilt im Bereich 0 < Py < % die Ungleichung

Co < By < Cp

ST

Die Zahl Z der Rechenschritte zur Decodierung eines Satzes von
n Codewortstellen ist beim WR-Verfahren eine Zufallsvariable,
deren Erwartungswert insbesondere von der Wahl der Ausscheide-
kriterien AJ abhéingt. Die geringste mittlere Zahl von Rechen-
schritten erh8lt man fir die folgende Wahl der AJ:

AJ = 1d ny +J - 0 mit AR = == (15)
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Unter diesen Bedingungen gilt, wie WOZENCRAFT und REIFFEN ge~
zelgt haben, daR die durchschnittliche Zahl von Rechenschrit-
ten zur Decodierung der erstenNachrichtenstelle die Ungleichung

K - e B 1 1
< n + (16)
(1-3)° O {; R 2‘Rb}

erfiillt, falls B<1 ist. Die mittlere Zahl von Rechenschritten
wdchst also weniger als linear mit der Codellinge nye K ist die
in Kapitel V, 4 eingefilhrte Konstante und e die Basis der natiir-
lichen Logarithmen. Unter denselben Voraussetzungen fiir die Kri-
terien A‘j und die Nachrichtenrate R haben WOZENCRAFT und REIFFEN

fir die Restfehlerwahrscheinlichkeit PR1 die folgende Grenze her-
geleitet:

[ani)

PRy = ——— 2 u (17)

wenn Be<l ist. ey ist der in Kapitel VII eingefiihrte Exponential-
koeffizient oy der oberen Grenze PRu fliir die Restfehlerwahrschein-~
lichkeit. Falls wir mit WR-Decodierung im Bereich R<Rb arbeiten,

erfillt sle also das geforderte exponentielle Abnehmen der Rest-

fehlerwahrscheinlichkeit mit N5

Im Kapltel VI haben wir MASSEY's beide Decodierverfahren kennen-
gelernt. Zur Decodierung einer Stelle Xgliegen J - mdglicherweise
zusammengesetzte - Prﬂfgleichungen{A;}gvor, die auf v?orthogonal
sind. Belde Verfahren f#llen nun ihre Entscheidung ilber Stelle v,
aufgrund %erjenigen ng schon vorliegenden Stellen, die vom Prif-
satz {Ajygerfaﬁt werden. Die restlichen ngy-np Stellen werden bel
der Entscheidung iber vfnicht bericksichtigt. Je gréfer das Ver-
h&ltnis nE/nO bel fester Codelinge n, und fester Anzahl von J ist,
desto besser wird die im Decoder vorliegende Information zur Kor-
rektur von Stelle v?ausgenﬂtzt. Fir das algebraische Decodierver-
fahren werden aus dem empfangenen n-Tupel mit dem Satz von
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Prifgleichungen {Ava)die Priifwerte sg?) berechnet (vgl. Kapitel
II, 7 und VI, 2), Das erste Decodierverfahren von MASSEY sucht
unter den Fehlermustern, welche die gleichen Prilfwerte s§?) er-
geben, dasjenige aus, das das geringste Gewicht hat, also die ge-
ringste Zahl von "1". Decodlerung nach maximaler RilckschluBwahr-
scheinlichkeit dagegen wilrde bei ihrer Entscheidung weniger Feh-
lermuster bericksichtigen. Sie milften nicht nur die J Prifwerte
55?); sondern alle k Priifwerte s, ergeben. MRW-Decodierung be-
nitzt also blof einen Teil derjenigen Fehlermuster, die beim er-
sten SW-Verfahren zugelassen sind. Aus diesem Grunde kdnnen sich
die beiden Entscheidungen durchaus unterscheiden, obwohl beide
Verfahren nach einem Fehlermuster mit geringstem Gewicht suchen.

Das zweite SW-Verfahren ist statistischer Natur; es decodiert
elne Stelle zwar aufgrund derselben Auswahl von Stellen. Seine
Entscheidung 1st aber immer die wahrscheinlichste unter Vorgabe
elner bestimmten Ubergangswahrscheinlichkeit Pg-

Natirlich gibt es nicht fir jede beliebige Wahl von n, r, m und
J Code, die die Konstruktion von J Priifgleichungen filr jede der
m Nachrichtenstellen des ersten Priifsatzes erlauben. MASSEY zeligt
aber elnen Weg zur Konstruktion solcher Code, falls die Zahl np
der vom Priifsatz {Aig erfafiten Stellen einer Beschrinkung unter-
liegt. Es muf sein:

1 _R 2 1 1 R
ngf3g it amIs 1+ tr[m-r ] (18)

dabel ist r = J mod(n-m). Das bedeutet, gleich dem Rest, der bei
Division von J durch (n-m) bleibt. Die Restfehlerwahrscheinlich-
keit PR dieser Code bleibt aber - unabhingig davon, wie grod n
gewdhlt ist - Uber einer festen Schranke:

o]

pR»12P0 "% "1 (29,
2 2 p q
0] o]

(19)

Diesem negativen Ergebnis steht aber gegenilber, das SW-Decodierung
besonders gute Decodierergebnisse auch bei kleiner Codeldnge zeligt.
Die Nachrichtenrate R ist - im Gegensatz zu WR-Decodierung und den
LD-Code - keiner weitergehenden Einschrinkung unterworfen als

R < CO‘
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