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SUMMARY
(Oberblick in deutsch S. 6 und 7)

The paper deals with a service system in which the arriving
calls belong to several pre-emptive priority classes. The
service process involved can be describedby means of the
following three characteristics:

(1) Structure of the System - a queueing system is dealt with
having n parallel service units and one waiting line with s
waiting places;

(2) Service Discipline - a pre-emptive priority discipline is
applied; a pre-empted call is relegated to the queue where it
awaits completion of service;

(3) Arrival and Service Process - the offered traffic is ori-
ginated by POISSON sources; both a finite and an infinite
number of sources are dealt with. The service time is negatively
exponentially distributed.

This pre-emptive delay and loss system covers, as special cases,
the pre-emptive loss system (s = 0) in which each pre-empted
call is Tlost, and the pre-emptive delay system (s—=o2 ) in which
no call is lost. In the first part of the paper an explicit and
homogeneous calculation of the delay and loss system without
priorities is derived by means of the introduction of the basic

function ¢; » thereby expressing all traffic characteristics
in terms of ¢%

The basic function can be interpreted as a generalization of the
first Erlang formula.

Before referring to the pre-emptive delay and loss system the
central Chapter 3 of the paper defines and deals with the general
MARKOV service system, of which the pre-emptive delay and Toss
system is a special case.
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The traffic characteristics of the MARKOV service system can

be sub-divided into two groups:

The first group can be calculated directly from the probabilities
of state. The general solution for these is derived for the
MARKOV service system in the form of linear systems of equations/
differential equations for the stationary/time-dependent case.

To the second group belong such important characteristics as the
probability that a call of a certain priority class is inter-
rupted during service by the arrival of a higher priority call;
the mean number of interruptions per second; the mean service
time taken up by calls which lTater on are discarded and Tost.

A general solution of this second group of traffic characteristics
is derived by introducing the RANDOM WALK principle. The traffic
characteristics are expressed as SUCCESS/FAILURE probabilities

and the distribution of the time which elapses until SUCCESS ar
FAILURE. Here again, the solutions are linear systems of equations/
differential equations.

From the general solution of the MARKOV service systems it is a
straightforward path to apply the results for the pre-emptive
delay and loss system, as is done in Chapters IV and V of the
paper. In the case of a finite number of sources the resulting
simple systems of linear equations have been prepared for an
easy numerical calculation even 1n the case of a high rank. In
the case of an infinite number of sources, the results are de-

rived explicitly by means of the further generalized basic function¢%£.

In the concluding Chapter VI of the paper you will find some
numerical examples which describe a number of remarkable features
of the pre-emptive delay and loss system.

.......................
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OBERBLICK

Bedienungsprozesse treten in vielen Gebieten moderner Technik
auf. Insbesondere erfordert die Untersuchung der Verkehrsflisse
in Vermittlungssystemen, in Dateniibertragungsnetzen aber auch
in hochorganisierten Rechnern die verkehrstheoretische Berech-
nung von Bedienungsprozessen.

Bevor in Kapitel I das in der Arbeit behandelte preemptive
Warteverlustsystem im einzelnen vorgestellt wird, soll hier
dieses System stichwortartig beschrieben werden.

Wir kdnnen einen Bedienungsprozess durch die folgenden drei
Merkmale charakterisieren:

(1) SYSTEMSTRUKTUR

In der Arbeit wird ein vollkommen erreichbares Warteverlust-
system mit einer beliebigen Zahl n von Bedienungseinheiten
und einer beliebigen Zahl s von Wartepldtzen untersucht.

(2) ABFERTIGUNGSDISZIPLIN

Es ist eine preemptive Prioritdtsdisziplin vorgeschrieben. Unter~
brochene Rufe warten im Wartespeicher auf ihre restliche Abferti-
gung. Innerhalb jeder Prioritdtsklasse wird die Disziplin

FIRST COME - FIRST SERVED angewandt.

(3) ANRUF~- und ENDEPROZESS

Der angebotene Verkehr stammt aus endlich oder unendlich vielen
POISSON-Quellen. Die Abfertigungsdauer ist negativ exponentiell
verteilt,

Aufgabe einer verkehrstheoretischen Untersuchung von Bedienungs~
systemen ist es, aus dem gegebenen Anruf- und Endeprozess bei
vorgeschriebener Abfertigungsdisziplin diejenigen Verkehrscharak-
teristika zu berechnen, die fiir den Praktiker besonders wichtig
sind (Wartewahrscheinlichkeit, Verlustwahrscheinlichkeit, Unter-
brechungswahrscheinlichkeit, Belastungen, Verteilung der Warte-
zeiten usw.). Dabei wird im allgemeinen der stationire Verkehrs-
prozess von besonderem Interesse sein.

Es soll jetzt ein Oberblick liber den Inhalt der Arbeit gegeben
werden.

In Kapitel I lernen wir die Systemstruktur und die Abfertigungs-
disziplin im einzelnen kennen. Dann werden die grundlegenden



Eigenschaften des Anruf- und Endeprozesses besprochen

Im Kapitel II werden wir die Verkehrscharakteristika des Warte-
verlustsystems ohne Priorititen sowohl fiir unendliche als auch

fiir endliche Quellenzahl herleiten. Bei unendlicher Quellenzahl
wird eine neue Grundfunktion ﬂ%w als Parameter eingefiihrt. Die
Funktion stellt eine Verallgemeinerung der 1. ERLANG'schen Formel
/3/ dar. Durch die Einfilihrung von Q&m wird eine wesentlich ver-
einfachte Darstellung der Ergebnisse erreicht, Die Gedankenginge
dieses Kapitels sind fir die weiteren verkehrstheoretischen Unter-
suchungen grundiegend. Sie werden in den Kapiteln IV und V voraus-
gesetzt.

Im zentralen Kapitel III wird fiir beliebige MARKOV-Bedienungs-
systeme ein allgemeines und praktisch direkt anwendbares Lésungs-
verfahren vorgestellt, Diese Ldsung wird in Kapitel IV bzw. V auf
das preemptive Warteverlustsystem mit endlich bzw. unendlich vie-
ten Verkehrsquellen angewandt, um die Verkehrscharakteristika
dieses Systems zu bestimmen. Die Berechnung der Verkehrscharakteri-
stika wurde in ALGOL programmiert. Kapitel VI bringt zur Veran-
schaulichung der Theorie einige numerische Ergebnisse. Im Anhang
sind zundchst einige Formeln und Sitze zusammengestellt, die im
Vertaufe der Arbeit immer wieder benttigt werden. Insbesondere
werden dort Rechenregeln fiir die Grundfunktion ¢Qm hergeleitet.
Dann wird mit Hilfe der Grundfunktion ein fiir das preemptive Warte-
verlustsystem bei unendlicher Quellenzahl charakteristisches
Gleichungssystem aligemein und geschlossen gelést. Fiir das ent-
sprechende Gleichungssystem bei endlicher Quellenzahl wird im
Anhang schlieBlich ein Reduktionsalgorithmus hergeleitet. Die
Gleichungen des Anhangs sind gesondert numeriert und charak-
terisiert durch geschwungene Klammern: { }

In den anderen Abschnitten der Arbeit sind Gleichungen, die nur
fiir unendliche Quellenzahl gililtig sind, durch Numerierung in
eckigen Klammern gekennzeichnet:[ ] und die allgemein (fiir end-
Tiche und unendliche Quellenzahl) giiltigen Gleichungen durch
runde.Klammern: ( ).

I.

I.
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EINFOHRUNG

1 DAS WARTEVERLUSTSYSTEM MIT VOLLKOMMENER ERREICHBARKEIT

Das allgemeine Warteverlustsystem ist ein Bedienungssystem mit
beliebig vielen Bedienungseinheiten und beliebig vielen Warte~
pldtzen. Die Zahl der Bedienungseinheiten sei n, die Zahl der
Wartepldtze s. Statt *Bedienungseinheiten” werden wir meistens
“Leitungen® sagen, Die Gesamtheit aller Leitungen wird Biindel
genannt. Die Gesamtheit der Wartepldtze bezeichnen wir als
Wartespeicher,
Ankommende Bedienungswiinsche, die wir immer als "Rufe" bezeich-
nen wollen, werden in 3 Gruppen eingeteilt, je nachdem ob ihnen
sofort eine freie Leitung zur Verfiigung gestellt wird, ob ihnen
ein Warteplatz zugewiesen wird, oder ob sie sofort und ohne
Rickwirkung auf das System abgewiesen werden ("verloren gehen").
Rufe, denen ein Warteplatz zugewiesen wird, nennen wir Warte-
rufe. Rufe, die sofort verloren gehen, heifen Verlustrufe. Die~
jenigen Rufe, die nicht verloren gehen, die also ihre Abferti-
gung erfolgreich beenden, nennen wir Erfolgsrufe.
Das allgemeine Warteverlustsystem enthdlt zwei wichtige Spezial-
fille:
1. Flir s=0 hat das System keine Wartemdglichkeit. Alle Rufe,
die nicht sofort eine freie Leitung finden, gehen verloren.
Solche Bedienungssysteme werden Verlustsysteme genannt.

2. Der zweite Spezialfall ergibt sich, wenn die Zahl der Warte-
pldtze so groB ist, daB keine Verlustrufe auftreten. Solche
Bedienungssysteme heiBen Wartesysteme oder auch Reine
Wartesysteme.

2 ABFERTIGUNGSDISZIPLINEN

Die Abfertigungsdisziplin legt eine Rangordnung der Rufe fest.
Nehmen wir an,daf zur Zeit t sich jRufe im System befinden,
dann kdnnen wir diese Rangordnung durch die folgende Ausdrucks-
weise symbolisieren: Die j Rufe im System (d.h. auf Warte-
pldtzen und Leitungen) sollen die Pldtze 1, 2, ... bis § ein-
nehmen, Diese Platznumerierung wird nur durch die Abfertigungs-
disziplin festgelegt, Es ist dabei v&11ig gleichgiiltig, welche

Leitung oder welchen Warteplatz der betrachtete Ruf im physi-
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kalischen System tatsdchlich belegt. Die Rangordnung sei so fest-
gelegt, daB auf Platz 1 der dringlichste Ruf steht, auf Platz j
der am wenigsten dringliche Ruf,
Wenn j = (n+k) ist, werden wir sagen, "der Ruf belegt den k-ten
Warteplatz."

Endet bei vollbelegtem Biindel und mehreren wartenden Rufen die Ab-
fertigungsdauer eines Rufes, dann riickt der ndchst-dringliche Ruf
aus dem Wartespeicher ins Biindel nach. Das ist der Ruf auf Platz

n+l (bzw. auf Warteplatz 1). Alle anderen Rufe riicken im Warte-
speicher eine Position nach.

F411t ein neuer Ruf ins System ein und befinden sich schon j Rufe
(j= 0,1,2,..., n+s) im System, dann wird dem neuen Ruf ein Start-
platz v zugewiesen. Diese Startposition v hingt von der durch

die Abfertigungsdisziplin bestimmten Dringlichkeit des einfallen-
den Rufes ab, Die Startposition kann lauten: v = 1, 2, ... oder
(j+1). Falls v = j+1, dann wird der eingefallene Ruf hinter allen
anwesenden Rufen eingeordnet: Er ist weniger dringlich als diese
Rufe. Falls v = (n+s+1) ist, wird der einfallende Ruf abgewiesen
und geht verloren. Ist der eingefallene Ruf dagegen dringlicher
als die auf den Positionen v, v+l, und j stehenden Rufe, dann er-

hdlt der neue Ruf Startposition v, Die bis jetzt auf den Positionen

v, vtl,..., bis J stehenden Rufe werden alle um einen Platz zuriick~
geschoben.

Wird ein Ruf von Position n auf Position n+l zuriickgeschoben, so
bedeutet das eine Unterbrechung der Abfertigung dieses Rufes. Der
unterbrochene Ruf wird aus dem Biindel in den Wartespeicher zuriick-
geschoben, wo er auf seine restiiche Abfertigung wartet. Abferti-
gungsdiszipliinen, bei denen Unterbrechungen von bestehenden Bele-

gungen mdoglich sind, nennen wir - anlehnend an die englischsprachi-

ge Literatur - preemptive Disziplinen. Wird ein Ruf,
der auf Position (n+s) stand, zuriickgeschoben, dann wird dieser
Ruf aus dem System verdrdngt. Er geht ohne weitere Nachwirkung

auf das System verloren.
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I. 3 PLATZVARIABLE UND ZUSTANDSVARIABLE

Um die Frage: "Wie groP ist die mittlere Anzahl von Rufen

im Bedienungssystem?" zu beantworten, muB die Zustands-

entwicklung des Systems, d.h. sein Gesamtverhalteniiber der Zeit unter-
sucht werden. Wir beschreiben die Zustandsentwicklung

durch eine Zustandsvariable.

Wird aber die Frage gestellt: "Wie groR ist die Wahrschein-
lichkeit, daB ein Ruf unterbrochen wird?", dann muf das
Schicksal eines einzelnen Rufes widhrend seines Aufenthaltes
im Bedienungssystem beobachtet werden., Dazu verallgemeinern
wir den in I.2 fiir das Warteverlustsystem eingefiihrten
Begriff "Platz". Die Platzvariable eines Rufes soll das
Schicksal dieses Rufes im Bedienungssystem beschreiben,
Fd11t ein Ruf zum Zeitpunkt t=t, ins Bedienungssystem ein,
so gibt die Platzvariable fiir t=t, den Startplatz des

Rufes an., Dieser Startplatz hingt vom Zustand (d.h, von

der Zustandsvariablen) des Systems zum Zeitpunkt t=t, ab.
Das weitere Schicksal des Rufes im System wird (im allge~
meinen) beeinfluBt durch die einfallenden und endenden Rufe
und damit wieder durch den Zustand des Systems.

Erste Aufgabe bei der verkehrstheoretischen Untersuchung
eines Bedienungssystems ist die Wahl einer geeigneten
Zustands- und Platzbeschreibung. 0ft reicht eine einzige
(eindimensionale) Zufallsvariable nicht aus, wie z.8. bei
seriellen und parallelen Warteschlangen oder auch im preempti~
ven Warteverlustsystem von Kapitel IV, Dann muB man zur Be-
schreibung mehrere (eindimensionale) Variable heranziehen.
Diese kann man zu einer einzigen, mehrdimensionalen Zustands-
variablen zusammenfassen,

I. 4 PRIORITATSKLASSEN

Bei Prioritdtsabfertigung sind die Rufe in Klassen verschie-
dener Prioritdt eingeteilt., Wir wollen r Prioritidtsklassen
annehmen. Die Klasse 1 hat hbchste Prioritit, Klasse r ge-
ringste Prioritdt.
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Einen Ruf der Klasse i bezeichnen wir als i-Ruf. Unter

der Klasse ¢i verstehen wir die Rufe der Klassen

1, 2, ... bis i. Sie werden als <i-Rufe bezeichnet.

Analog bedeutet ein >i-Ruf einen Ruf aus einer der

Ktassen i+1, i+2, ... bis r, Ein =r-Ruf ist ein belie-
biger Ruf, ohne Ansehen seiner Prioritdtsklasse. Die-
jenigen GroBen, die sich auf eine bestimmte Klasse be-
ziehen, werden wir unten links mit dem Klassenindex
kennzeichnen,

So bedeutet iX(t) die Zahl der i-Rufe im System zur Zeit t.
Es bedeutet ;X(t) die Zahl der <i-Rufe im System zur Zeit t.

£

srX(t) gibt die Gesamtzahl der Rufe im System zur Zeit t an.

Zustandsvariable und Verkehrscharakteristika ohne diese
"Unten-Links-Indizierung" werden sich im allgemeinen auf

das Warteverlustsystem ohne Prioritdten beziehen, das in
Kapitel II behandelt wird. In diesem Sinne ist z.B, die spi-
tere Gleichung (233): S',B=B zu verstehen: Die Gesamtverlust-
wahrscheinlichkeit rB des preemptiven Warteverlustsystems

<

-gemittelt iiber alle Prioritdtsklassen- stimmt Uberein mit
der Verlustwahrscheinlichkeit B im System ohne Prioritdten.

Ein i-Ruf hat bei preemptiver Prioritit absoluten Vorrang
iiber Rufe der Klasse >i. Er kann diese >i-Rufe notigenfalls
aus dem System verdrdngen oder im Biindel unterbrechen.
Innerhalb derselben Prioritdtsklasse wird die Disziplin
FIRST COME - FIRST SERVED angewandt: Von Rufen derselben
Klasse wird derjenige mit Vorrang bedient, der zuerst ange-
kommen ist. Die Startposition eines i-Rufes, der zur Zeit t
in das Bedienungssystem einfillt, 14Bt sich mit Hilfe der
Zustandsvariablen 51.x(t) beschreiben: Fiir den Startplatz v
eines zur Zeit t einfallenden i-Rufes gilt:

v=£iX(t)+1 (1)

Ist v=n+s+l, so wird der i-Ruf abgewiesen und geht sofort
verloren., Ist v=n+l,... bis (n+s), dann muB der i-Ruf warten,
Ist v=1,2,... bis n, dann wird der i-Ruf sofort bedient, Im
preemptiven Wartever]ustsystem kann ein i-Ruf mehrmals unter-
brochen werden. Infolgedessen setzt sich die Gesamtzeit, die
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ein Ruf im System verbringt, im allgemeinen aus mehreren
Wartezeiten und mehreren Bedienungsabschnitten zusammen.

Im Warteverlustsystem ohne Prioritdten wird bei der Disziplin
FIRST COME - FIRST SERVED der Startplatz durch die Zustands-
variable X(t) gegeben, wobei die Zufallsvariable X(t) die
Zahl von Rufen im System zur Zeit t angibt.

Es gilt fiir den Startplatz v:

v=X(t)+1 (2)

I. 5 DER ANRUFPROZESS

Der Anrufprozess beschreibt das Eintreffen der Bedienungs-
wiinsche (Rufe). Die ankommenden Rufe gehen entweder ohne
Riickwirkung auf das System sofort verloren oder sie bleiben
eine gewisse Zeit ~die sich im allgemeinen aus Wartezeit

und Bedienungszeit zusammensetzt~ im Bedienungssystem.

Die Zahl j der Rufe im System ist gleich der Zahl der
tdtigen Quellen., Die restlichen Quellen sind frei und kdnnen
weitere Rufe produzieren.

Ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen weiterer

Rufe unabhdngig von der Zahl j der schon titigen Quellen,
dann entspricht der Anrufprozess der Modellvorstellung
einer unendlichen Zahl von Quellen, und er wird durch die
Angabe des Angebots A (vergleiche I1.4) vollstindig be-
schrieben. Ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen
weiterer Rufe jedoch abhdngig von der Zahl j der schon
tdtigen Quellen, dann entspricht dies einem Anrufprozess,
der von einer endlichen Zahl g von Verkehrsquellen ausgeht.

Den Anrufprozess wollen wir beschreiben durch die Wahr-
scheinlichkeit, mit der in der Zeit von t bis (t+At) Rufe

ins System einfallen. Fiir eine endliche Zahl von Verkehrs-
quellen ist die Rufeinfallwahrscheinlichkeit abhingig

von der Zahl j der schon tdtigen Quellen, d.h. abhingig

von der Zahl j der Rufe im System. Fiir eine endliche Zahl

von POISSON-Quellen ist die bedingte Wahrscheinlichkeit

fiir den Einfall eines Rufes im Zeitintervall von t bis (t+At)
fiir den Zustand j Rufe im System und fir kieine At gegeben
durch:
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P{EIN RUF FALLT EIN IM INTERVALL At| j RUFE IM SYSTEM} =

Aj-At + o(At)

P{MEHRERE RUFE FALLEN EIN IM INTERVALL At|j RUFE IM SYSTEM}
o(At)

Dabei ist A, eine (meist als Tinear angenommene) Funktion
der Anzahl der (q-j) freien Quellen. Ferner ist o{At) eine
Funktion von htherer als 1. Ordnung in At. Eine Funktion
o(At) geniigt den im Anhang Gleichung {1} bis {5} aufge-
filhrten Regeln. Fiir unendliche Quellenzahl gilt fiir alle j:

SEA

AJ

Die Rufeinfallwahrscheinlichkeiten sind hier unabhingig
von der Zahl j tdtiger Quellen:

P{EIN RUF FALLT EIN IM INTERVALL At} = aeat + o(at)

P{MEHRERE RUFE FALLEN EIN IM INTERVALL At}= o(at)

Mit {9} und {6} gilt bei unendlicher Quellenzahl mit
[6] und [7] die folgende Beziehung, wenn wir {3} beriick-
sichtigen:

P{KEIN RUF FALLT EIN IM INTERVALL At} =
1 - P{EIN ODER MEHRERE RUFE FALLEN EIN IM INTERVALL At} =

1 -{[xeat + o(at)] + o(at)} = 1 - Aent + o(At)

In ein System mit unendlich vielen POISSON Quellen mége
zur Zeit t ein Ruf einfallen., Wir fragen nach jener Zeit,
die bis zum Einfall des ndchsten Rufes vergeht. Die Wahr-
scheinlichkeit, daB dieser Anrufabstand grofBer ist als x,
bezeichnen wir mit:

P{ANRUFABSTAND >x} = L(x)

Aus Gleichung [7] liest man fir aAt+ 0 ab, daB der Anfangs-
wert gleich 1 ist:

L(0) = 1

(3)

(4)

(6]
(7]

(e]

(9]

(10]
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Da die Wahrscheinlichkeit, daB im Intervall at kein Ruf ein-
fd11t nach Gleichung [8] unabhingig vom Zeitpunkt t des In-
tervallbeginns ist, erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeit,
daB der Anrufabstand gréoBer als (x+ax) ist:

P{ANRUFABSTAND >x+Ax} =
P{ANRUFABSTAND >x} « P{KEIN RUF IM INTERVALL At}

Daraus wird mit [9] und [8]
L{x+8x) = L(x)» {1 -xeax + o(Ax)}

Mit {5}: L{x+ax) = L(x) ==xeAxeL(x) + o(Ax)

Dividieren wir diese Gleichung durch Ax, so erhalten wir auf
der linken Seite einen Differenzenquotienten, der fiir

Ax + 0 in die Ableitung L'(x) ilibergeht: Mit {1} erhalten

wir schlieBlich:

L' (x) = - xeL(x) [11]
Mit der Anfangsbedienung [10] ergibt sich aus [11] sofort:

L(x) = P{ANRUFABSTAND >x} = e "% [12]

Dies bedeutet, daB der Anrufabstand bei unend 11 ich
vielen POISSON-Quellen negativ exponentiell um den mittleren

Anrufabstand % verteilt ist. Der Parameter ) wird Anruf-

rate genannt. Es ist A die mittlere Zahl von ankommenden

Rufen pro Zeiteinheit.

Bei end1 1icher Quellenzahl gibt Aj die mittlere

Zahl von Rufen pro Zeiteinheit an, wenn sich das System

wihrend dieser ganzen Zeiteinheit im Zustand {j Rufe im System}
befindet. Der Parameter kj ist also ein bedingter Erwar-
tungswert; X, wird bedingte Anrufrate im Zustand {i Rufe im
System} genannt, X, ist die bedingte Anrufrate, wenn alle
Quellen frei sind. Nehmen wir an, daB alle Quellen gleiche
Intensitdt haben, dann ist die bedingte Anrufrate einer
einzelnen freien Quelle g° und die bedingten Anrufraten Aj
sind:



Fiir j = q ist die bedingte Anrufrate Aq = 0: Es sind alle
Quellen tdtig, weshalb keine weiteren Rufe produziert
werden koOnnen.

Sobald eine Quelle frei wird, kann sie wieder einen Ruf pro-

(13)

duzieren. Nehmen wir an, daB zur Zeit t eine bestimmte Quelle

freigeworden ist und fragen wir nach dem Anrufabstand bis
zum ndchsten Ruf dieser Quelle. Wenn wir in der obigen Ab-
leitung fiir unendliche Quellenzahl die Anrufrate X durch

die bedingte Anrufrate g° einer freien Quelle ersetzen,

dann erhalten wir als Ergebnis:

Der Anrufabstand einer freien Quelle ist negativ exponentiell

um seinen Erwartungswert ; verteilt.
0

I. 6 DER ENDEPROZESS

Der Endeprozess bestimmt die Abfertigungsdauern der Rufe.
Fiir das untersuchte System sollen die Abfertigungsdauern
unabhdngig voneinander negativ exponentiell um die mittlere
Abfertigungszeit h verteilt sein. Da oft die Formulierung
gebraucht wird, "ein Ruf belegt eine Leitung", heift h die
mittlere Belegunagsdauer. Es hat sich
flir diese Arbeit als vorteilhaft erwiesen, die mittlere
Belegungsdauer h nicht auf die Zeiteinheit (h=1) zu nor-
mieren, wie es in vielen verkehrstheoretischen Arbeiten
iblich ist. Ein Ruf mdoge zur Zeit t seine Abfertigung be-
ginnen, d.h. er belegt zur Zeit t eine freie Leitung des

Biindels. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, daR seine Abferti-

qungszeit ldnger als die Zeit x dauert:
P{ABFERTIGUNGSZEIT > x} = H(x) = e'F

Ein Ruf beginne seine Abfertigqung zur Zeit t. Wir fragen
nach der restlichen Abfertiqunaszeit zum Zeitpunkt (t+x),
also x Zeifeinheiten nach Beginn der Abfertigung. Wir haben
zwei Fd1le zu unterscheiden: Hat der betrachtete Ruf im
Zeitpunkt (t+x) seine Abfertigung bereits beendet, dann

(14)
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ist die restliche Abfertigungszeit gleich 0. Dauert aber
die Abfertigung im Zeitpunkt (t+x) noch an, dann ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die restliche Abfertigungs-
zeit groBer als x, ist, gleich der bedingten Wahrschein-
lichkeit, daB die Gesamtabfertigungsdauer groBer ist als
(x+X,), vorausgesetzt, daB sie schon grioBer als x ist.
Diese bedingte Wahrscheinlichkeit 1dRt sich mit {12} be-
rechnen:

P{ABFERTIGUNGSZEIT > x+x,o]ABFERTIGUNGSZEIT > x} =

P{ABFERTIGUNGSZEIT > x+x,,ABFERTIGUNGSZEIT > x}_ _
P{ABFERTIGUNGSZEIT>x} B

Wir wenden {11} an und setzen dann (14) ein:

XX
R Xo

P{ABFERTIGUNGSZEIT > x+x,} ¢ R

P{ABFERTIGUNGSZEIT > x} T E ¢

Die Restabfertigungszeit ist also -genau wie die Gesamt-
abfertigunaszeit- negativ exponentiell um den Erwartungs-
wert h verteilt, und zwar unabhdngig davon wie groB die
schon vergangene Abfertigungszeit war.

Wir bestimmen jetzt die bedingte Wahrscheinlichkeit, daf
ein Ruf seine Belegung im Zeitintervall x bis (x+ax) be-
endet, wenn wir wissen, daB sie zum Zeitpunkt x
noch bestanden hat. Sie ist gleich jener bedingten Wahr-
scheinlichkeit, daB die Abfertigungsdauer kleiner oder
hdchstens gleich (x+Ax) ist, wenn wir wissen, daB sie
groBer als x ist. Mit {13} und {15} erhalten wir:

P{BELEGUNGSENDE IM INTERVALL VON x BIS x+Ax} =
P{ABFERTIGUNGSZEIT s x+Ax | ABFERTIGUNGSZEIT >x} =
1 - P{ABFERTIGUNGSZEIT > x+Ax | ABFERTIGUNGSZEIT >x} =

. AX
1-e °F

Entwickeln wir nach Ax, so ergibt sich:

P{BELEGUNGSENDE IM INTERVALL VON x BIS x+ax} = 4% + o(sx)

Die Funktion o(Ax) enthdlt die Glieder htherer als erster
Ordnung in Ax, (die fir kleine Ax verschwinden),.

(15)

(16)

(17)
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Zur Zeit t seien j Rufe im Biindel. Nach (15) sind die rest-
Tichen Abfertigungszeiten dieser j Rufe unabhidngig davon,
wie lange diese Rufe schon das Biindel belegen. Wir wollen
die Zeit berechnen, die vergeht, bis die erste der zum
Zeitpunkt t belegten j Leitungen frei wird. Wenn diese Zeit
gréBer als xq sein soll, miissen alle j Belegungen eine
restliche Abfertigungszeit gréfer x, haben. Die j rest-
Tichen Abfertigungsdauern sind unabhingig voneinander nach
(14) verteilt:

-X . - %-f
P{ALLE j BELEGUNGEN DAUERN NOCH > x} = (e h \3 = € (18)

Die mi ttlere Zeit, die vergeht bis die erste von
Jj bestehenden Belegungen endet, ist demgemdB g. Sind alle
n Leitungen im Biindel belegt, so muB man im Mittel

n (19)
Zeiteinheiten warten, bis eine Leitung frei wird. Aus der
negativ exponentiellen Verteilung folgt gemdB (14) und (17)
-wenn wir dort h durch ? ersetzen- sofort die Wahrschein-
Tichkeit, daB von j zur Zeit t bestehenden Belegungen im
Zeitintervall At eine Belegung endet:

P{EINE VON j BESTEHENDEN BELEGUNGEN ENDET IM INTERVALL At} =

I . st (20)
:

Die Wahrscheinlichkeit fiir mehrere Ereignisse {Belegungsende}
innerhalb von At ergibt sich als Produkt von Wahrschein-
Tichkeiten der Form (20) und es gilt unter Berilicksichti~-

gung der Rechenregeln fiir eine Funktion o{aAt):

P{MEHRERE BELEGUNGSENDEN IM INTERVALL At} = o(At) (21)

Analog zu der bedingten Anrufrate Aj nennen wir g die be-
dingte Enderate, wenn j Rufe im Biindel sind. Es ist E die
bedingte Enderate, wenn alle n Leitungen belegt sind.

Befiinden sich mehr als n Rufe im System, dndert sich die
Enderate nicht mehr, da auch fir j>n nur n Rufe im Biindel
sind und deshalb endigen kdnnen. Wir definieren allgemein
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die bedingte Enderate uy im Zustand {j Rufe im System} als

-,9& ; £h
uj={ " g (22)

L j 7 h
Damit wird allgemein aus Gleichung (20):

P{EINE LEITUNG WIRD FREI IM INTERVALL At|j RUFE IM SYSTEM} =

My ¢ At + o(at) (23)

I. 7 ANRUF-UND ENDEPROZESS ALS MARKOV-PROZESSE

Ein MARKOV-Prozess ist bestimmt durch seinen gegenwirtigen
Zustand. Die Entstehungsgeschichte des Zustandes ist

irrelevant fiir die zukiinftige Entwicklung des MARKOV-
Prozesses.

Mit Gleichung (15) haben wir gesehen, daB die negative
Exponentialverteilung die MARKOV-Eigenschaft besitzt:

Die Wahrscheinlichkeit, mit der im Zeitintervall At ein

Ruf einfdllt oder eine Belequng endet, hingt von der Zahl J
der Rufe im System ab, aber nicht davon, wie lTange eine Be-
legung schon besteht oder wie lange schon kein Ruf mehr ins
System eingefallen ist. Die MARKOV-Eigenschaft des Anruf-
und des Endeprozesses manifestiert sich in den Gleichungen
(3), (4) bzw. (6), (7) und in (23). Diese Gleichungen seien
hier zusammengefaft:

Die bedingten Anruf- bzw. Endewahrscheinlichkeiten fiir das

Zeitintervall t bis (t+at) lauten, wenn sich j Rufe im
System befinden:

P{EIN RUF FALLT EIN IM ZEITINTERVALL at]j RUFE IM SYSTEM} =

kj - At + o(at) (24)

P{EINE BELEGUNG ENDET IM INTERVALL At[§ RUFE IM SYSTEM} =

uj - At + o(At) (25)
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Die Wahrscheinlichkeit fiir mehrere Ereignisse im Intervall
von t bis (t+At) ergeben sich als Produkte aus den Wahr-
scheinlichkeiten (24) und (25). Deshalb gilt:

P{MEHRERE EREIGNISSE IM INTERVALL At|J RUFE IM SYSTEM} =
o(At) (26)

SchlieBlich erhalten wir die Wahrscheinlichkeit, daB kein
Ruf einfdllt und keine Belegung endet im Zeitintervall von
t bis (t+at) direkt aus den Gleichungen (24), (25) und (26)
mit {6} und {9}

P{KEIN EREIGNIS IM INTERVALLAt|j RUFE IM SYSTEM} =

1 - (Aj+uj) - At + o(At) (27)

Bei unendlicher Quellenzahl gilt in (24) und (27):

A = A [28]
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IT. DAS WARTEVERLUSTSYSTEM OHNE PRIORITATEN
IT. 1 ALLGEMEINES

Die Berechnung des Warteverlustsystems mit n Leitungen und
s Wartepldtzen geht bei FIRST COME - FIRST SERVED Disziplin
fiir eine unendliche Zahl von POISSON-Quellen zuriick auf
ERLANG und JENSEN und fiir eine endliche Zahl von POISSON-
Quellen auf BAUER und STURMER.

Nach I.1 gehen die Formeln des Warteverlustsystems fiir

s = 0 iber in diejenigen des reinen Verlustsystems. Fiir

s = q bzw. bei unendlicher Quellenzahl fiir s - « geht das
Warteverlustsystem iiber in das reine Wartesystem. Wie wir

in 1.3 und I.4 gesehen haben, wdhlen wir bei FIRST COME -
FIRST SERVED Disziplin als Zustandsvariable X(t) die Zahl der
Rufe, die sich zur Zeit t im System befinden, Ist X(t)=],

so sagen war, das System befindet sich zur Zeit t im Zustand j.
Die Startposition v eines zur Zeit t einfallenden Rufes

ist nach (2): v = X(t)+1.

II. 2 DIE ZUSTANDSWAHRSCHEINLICHKEITEN

Die Zustandswahrscheinlichkeit Pj(t) ist die Wahrscheinlich-
keit, daB zur Zeit t sich j Rufe im System befinden:

P{j RUFE IM SYSTEM ZUR ZEIT t} = Pj(t) (29)

Da sich das System mit Sicherheit in einem der Zustinde
j=20,1,...,n+s befindet, gilt

n+s
I Pi(t) =1 (30)
j=o0

Das System startet zur Zeit t=0 mit einem Anfangszustand, der
durch die Anfangsverteilung P.(t=0) beschrieben wird.

Um die zeitabhdngigen Zustandswahrscheinlichkeit P.(t) zu be-
rechnen, betrachten wir zwei dicht aufeinander folgende Zeit-
punkte t und (t+At). Wir suchen die Wahrscheinlichkeit Pj(t+At),
daB sich das System zum Zeitpunkt (t+At) im Zustand j befindet;
dabei sei zundchst 0 < j < (n+s). Die folgenden 4 Ereignisse
konnen auftreten:
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(1) Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sich das System zum
Zeitpunkt t im Zustand (j-1) befindet und durch einen Ruf-
einfall innerhalt At in den Zustand j ilibergeht, ist mit (24):

Pj-l(t).[)‘j-l.At + O(At)]

(2) Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sich das System zum
Zeitpunkt t im Zustand j befindet und in diesem Zustand
wdhrend At verweilt ist mit (27):

Pj(t)[l - At'()\jﬂ;j) +0(At)]

(3) Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daR sich das System zum
Zeitpunkt t im Zustand (j+1) befindet und durch ein Belegunos-
ende innerhalb At in den Zustand j Uibergeht ist mit (25):

Pj+1(t)[uj+1oAt + o(at)]

(4) Die Wahrscheinlichkeit, daB das System aus einem Zu-
stand zur Zeit t durch Mehrfachereignisse in den Zustand j
zur Zeit (t+at) ibergeht ist mit (26):

o(at)

‘Addieren wir diese vier Wahrscheinlichkeiten und fassen die
Funktionen hdherer Ordnung zusammen, so erhalten wir (nach
{14}):

Pillead) = P9 o hjoak + P [1- u(xf”]]

+ p} EV e 2+ olad) ey
Und daraus durch Umordnung:
‘Pﬂuu) - *PJ-{.L) =
ab X, P ld) - ab () I“?) P8+ 4l P B (£) + olat)

Dividieren wir diese Gleichung durch At, so erhalten wir auf
der linken Seite einen Differenzenquotienten, der fiir
At + 0 in die zeitliche Ableitung Ps(t) libergeht.
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Mit {1} ergibt sich fiir At - 0 die Differentialgleichung:

’P]" “J = %j-,' 793'—4 {4) - ) /‘~J “) /-\)M )-M ) (32)

Wir bestimmen jetzt die entsprechende Differentialgleichung
fir j = 0.

Hier fd11t der erste Term weg: Der Zustand j=0 kann inner-
halb des Intervalls At bei Vernachlidssigung von Mehrfach-
bergdngen nur entstehen aus den Zustdnden j=0 und j=1, wo-
bei man noch uo=0 beriicksichtigen kann:

PO = ~ho - Py (4) + /~4-774H) (33)

Der Zustand j=(n+s) kann innerhalb At bei Vernachlissigung
von Mehrfachereignissen entstehen aus dem Zustand j=(n+s-1),
indem ein Ruf in diesen Zustand innerhalb At einfdl11t und
aus dem Zustand j=(n+s) selbst, wenn kein Ruf innerhalb At
endet. Mit (25) ergibt sich die bedingte Wahrscheinlichkeit,
daB im Zustand j=(n+s) kein Ruf endet zu:

P{KEIN RUFENDE INNERHALB At | n+s RUFE IM SYSTEM} =

1 - F“+S'A$ + olsd) (34)

Es darf aber -im Gegensatz zur Gleichung (31) fir j < (n+s)-
ein Ruf in den Zustand j=(n+s) einfallen. Dieser einfallen-
de Ruf geht verloren und verdndert den Zustand des Systems
nicht. Aus der Gleichung:

Poes (b1 ad) = Py, 18 N ab + Pofa - oy at] + olsd)

erhalten wir analog zu (31):

PV'\-(S (J‘*’A"‘) = A\w;_,, @h+5'4 (” - f‘n{-x ,Pwr; l*} (35)

Zusammenfassend haben wir das folgende Differentialglei-
chungssystem fiir die zeitabhdngigen Zustandswahrscheinlich-
keiten:

P’ = -

» 4] No /’)o(‘() + r"‘n 2 (4 (36)
Y e e R Y L 1O fon P

Ph'ﬁ“) = )\M'S-ﬂ Pv--rl—'v (J) - /"rvf; 'T)M«f-_( (‘)
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Addieren wir die Differentialgleichungen des Systems (36)
von einem beliebigen Wert j=m bis j=(n+s) auf, so erhalten
wir die folgende Darstellung:

nes .

Z GW = B

¢
Nochmaliges Aufsummieren der Gleichungen (37) ven m=1 bis
m={n+s) fihrt zu:

E - - P.. (H (37)

neg  nes neg-a nts (38}
ZZ P ae Pl - L e Pt
T4 ]zm J m=e e

Aus dem Differentialgleichungssystem (36) erhdlt man zusammen
mit der Normierungsbedingung (30) und der Anfangsverteilung
P.(t=0) die zeitabhdngigen Zustandswahrscheinlichkeiten
Pj(t). Fiir groBe t streben die P.(t) einer Grenzverteilung
zu, die von der Anfangsverteilung Pj(t=0) unabhdngig ist /4/.
Fir die zeitunabhdngige Losung der Zustandswahrscheinlich-
keiten gilt:

) = P P ) =0 (39)
7 P ;

D.,h. die Zustandswahrscheinlichkeiten des stationdren Pro-

zesses sind zeitunabhdngig, ihre zeitliche Ableitung ver-
schwindet. Aus der Normierung (30) wird beim stationdren

ProzeB:

nts

- 40
;:O P,? 4 (40)

Setzen wir die Stationaritdtsbedingungen (39) in das
Differentialgleichungssystem (36) ein, so erhalten wir ein
homogenes 1ineares Gleichungssystem fiir die stationéren
Zustandswahrscheinlichkeiten Pj mit verschwindender System-
determinante:

(41
Ao Po - f‘w p“l = 0 )
N Py e (A ) P - : o= 0
>\2—-. pj-q (A] /«]) ?) /b-]+4 P;
=0

>\ Nes- 4 'Pn*s_,‘ + {“u+: Ph+$
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Mit (40) wird dieses Gleichungssystem eindeutiq 16sbar,

Setzen wir die Stationaritdtsbedingung (39) in das
Differentialgleichungssystem (37) ein, so erhalten wir

eine Rekursionsformel fir die Zustandswahrscheinlichkeiten Pj:

U P = A1t Pt (4z)

Gleichung (41) manifestiert ein stationires Gleichgewicht
fiir einen bestimmten Z u s t and j: Die Wahrscheinlich-
keit fiir Obergdnge nach dem Zustand j muB gleich sein der
Wahrscheinlichkeit fir Oberginge aus dem Zustand j.

Gleichung (42) dagegen manifestiert ein stationdres Gleich-
gewicht fiir den 0 b e r g a n g der Zustandsvariablen x(t)
zwischen m und m=-1, Die Wahrscheinlichkeit eines Obergangs

m + m-1 muB beim stationdren ProzeB genauso groPf sein, wie
die Hahrscheinlichkeit fiur einen Obergang m-1 » m, {WZhrend
das Gleichgewicht fiir einen bestimmten Z u s t an d j
immer fiir stationdreProzesse gilt, ist das Gleichgewicht der
0bergdnge nur dann fir einen stationiren ProzeB giil-

tig, wenn keine anderen OUberginge m - j + k -+ m-1 existieren,
die den direkten Ubergang m -+ m-1 umgehen. Hier ist nur der

direkte Obergang m + m-1 mdoglich. Ein Beispiel fiir ein kom-
plizierteres Gleichgewicht der UOberginge werden wir in Kapi-

tel IV.6 kennenlernen.
Aus der Rekursionsformel (42) ergibt sich sofort:

-
Pj = P°.m=4 "F:f (43)
n+ §
oder auch Py = Pn+se]1— = (44)
m:y+4

Durch Einsetzen von (43) bzw. (44) in die Normierungsbedingung
(40) erhalten wir:

Py = n+s N et (45)
o m=1 !"‘m
A
Pres = o (46)
/ T
£ meitn \m—d
f° P
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Dabei beachten wir, daB analog zur leeren Summe -der ja
der Wert 0 beigelegt wird- das leere Produkt durch den
Hert 1 definiert ist.

Setzen wir die Stationaritdtsbedingung (39) in die
Differentialgleichung (38) ein, so haben wir schlieBlich
die folgende Gleichung, auf die wir im Abschnitt II.5 zu-
rickkommen werden:

nes nts-a

Z/"wpm :Z:;a )m?m

mea

Bei unend?11icher Quellenzahl (xj=x) fliihren
wir die Abkiirzung

pee b

ein und definieren die Grundfunktion
ol e
@ 8 = Z— _r,—_ /jm
3 J’V ,,_:)fn

Diese neue Grundfunktion #,. kann sehr vorteilhaft als
Parameterfunktion im Warteverlustsystem verwendet werden.
Die Grundfunktion ist eine gebrochen rationale Funktion
des Verkehrsparameters

Der Verkehrsparameter A wird als Verkehrsangebot bezeich~
net (Vergl. II.4).

Die wichtigsten Eigenschaften der Grundfunktion werden im
Anhang hergeleitet. Wir wollen deshalb hier nur noch zwei
Schreibweisen verabreden:

¢x = ¢mw

HVY = ¢"1“*f ¥ zhn

Wir fiihren die Grundfunktion ¢qw in (45) ein und erhalten:

A
R’*.S = B
¢n-rs

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)
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Fir die anderen Zustandswahrscheinlichkeiten gilt nach
(43) bzw, (44):

nts

fP' = @h‘? T .
jo P T

P,

P o= ot
I F .

Setzen wir B ein, so ergibt sich mit Gleichung (48) und (50):

} Toany

}

@h“.z (é)ypn )’: 0!4! e S

s
M A
(P = XS’

¢h‘$

Die Verwendung der Grundfunktion ¢4w bringt (auch im fol-

genden) eine wesentliche Vereinfachung der Herleitung und

Darstellung vieler Verkehrscharakteristika. Die Grundfunktion

vermeidet auch die explizite Unterscheidung der Fille A =

n

und A # n, die sonst schon bei der Berechnung der Zustands-

wahrscheinlichkeiten notwendig ist.

IT. 3 DIE MITTLERE ANRUFRATE

Nach I.5 haben wir bei unendlicher Quellenzahl den Parameter A
eingefiihrt als die mittlere Zahl von Rufen, die pro Zeitein-

heit in das System einfalien.

Wir werden jetzt auch fiir den Fall endlicher Quellenzahl eine
mittlere Anrufrate A berechnen. Die bedingte Anrufrate xj ist

(52)

(53)

(54)

(55)

(56)

(57)
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die mittiere Zahl von einfallenden Rufen pro Zeiteinheit,
wenn sich das System wdhrend dieser ganzen Zeiteinheit im
Zustand j befindet. Jetzt betrachten wir eine aus dem
stationdren Verkehrsprozess beliebig herausgegriffene Zeit-
einheit. Die wdhrend dieser Zeiteinheit einfalienden Rufe
verteilen sich auf die verschiedenen Zustinde j. Im Mittel
ist jeder Zustand j anteilig mit seiner Wahrscheinlich-
keit Pj vertreten., Deshalb fallen im Mittel

5. (58)
A? ?}

Rufe pro Zeiteinheit in den Zustand j ein. Zihlen wir alle
einfallenden Rufe zusammen, so erhalten wir die Gesamtzahl
von Rufen, die im Mittel pro Zeiteinheit in das System ein-
fallen, d.h. die mittiere Anrufrate i:
nt+$s

e B (59)
(Bei unendlicher Quellenzahl sind wegen [28] und (40) die
beiden Seiten von (59) trivialerweise gleich.)
Die mittlere Anrufrate X ist bei unendlicher Quellenzahl
ein systemunabhdngiger Verkehrsparameter. Bei endlicher
Quellenzahl wird die Anrufrate ) wegen der systemabhingigen
Zustandswahrscheinlichkeiten ebenfalls systemabhidngig.
Es soll jetzt die Wahrscheinlichkeit bestimmt werden, daB
ein einfallender Ruf den Zustand j antrifft. Wir erhalten
diese Wahrscheinlichkeit als das Verhdltnis der pro Zeit-
einheit in den Zustand j einfallenden Rufe (58) dividiert
durch die Gesamtzahl A der pro Zeiteinheit Uberhaupt ein-
fallenden Rufe:

P{RUF FALLT IN ZUSTAND j EIN} = %} ?} T (60)
Bei unendlicher Quellenzahl gilt wegen [2§]
P{RUF FALLT IN ZUSTAND j EIN} = Pj [61]
Damit ein Ruf auf Platz j startet, muB im System der Zustand
(j=1) herrschen. Fiir die Wahrscheinlichkeit Fj' daB ein Ruf
auf Platz j startet, gilt:
- S S
Fy = P{RUF STARTET AUF PLATZ j} = T Aye1 7 Py (62)
Bei unendlicher Quellenzahl gilt wegen [28]:
Fy= Pig [63]
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II1. 4 DAS ANGEBOT

Das Angebot ist definiert als die wihrend der mittieren Be-
Tegqungsdauer h im Mittel einfallende Zahl von Rufen:

ﬂ%S
A= heh = he J A.eP, (64)
FLIE

Genauso wie die mittlere Anrufrate X ist bei endlicher Quellen-
zahl das Angebot A systemabhingig. Bei unendlicher Quellenzahl
ist das Angebot A ebenso wie X systemunabhdngig.

II. 5 DIE MITTLERE ENDERATE

Ersetzen wir in Punkt 4 die bedingten Anrufraten Aj durch die
bedingten Enderaten “j’ so kommen wir auf analogem Weg zur
mittleren Enderate u:

Die Summe beginnt bei j = 1, da ue=0 ist. Die mittlere Ende~
rate u ist die mittlere Zahl von Rufen, die pro Zeiteinheit
ihre Abfertigung beenden. Nach Gleichung (47) gilt mit (59):

HE A AesPhas (66)

Nach (58) ist Xn+s°Pn+s die mittlere Zahl von Rufen, die pro
Zeiteinheit in den Zustand {(n+s) einfallen und deshalb verioren
gehen. Gleichung (66) 14Rt sich demgemdB wie folgt interpretie~
ren: Beim stationdren Prozess muB die mittlere Zahl von enden-
den Rufen (u) gleich sein der mittleren Zahl von einfallenden
Rufen (X) abziiglich der mittleren Zahl von Verlustrufen

(A, P

. ).
n+s n+s

II. 6 DIE VERLUSTWAHRSCHEINLICHKEIT

B ist die Wahrscheinlichkeit, daf ein ankommender Ruf ver-
Toren geht, d.h. daB er den Zustand (n+s) antrifft.
Mit (60) gilt:

- )\h§$
B = fip (67)

S
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Fiir unendliche Quellenzahl (Aj=x) ist mit [28]

B = Pug - ;m (68]

IT. 7 DIE ERFOLGSWAHRSCHEINLICHKEIT

S ist die Wahrscheinlichkeit, daBR ein Ruf erfolgreich ist,
also nicht verlorengeht:

S=1-8B (69)
oder auch:
nis
S = F.
jzo 3 (70)

Fiir unendliche Quelienzahl ist mit [68] wund {35}:

¢n+s—4
5 z A - 4 = h AR (71)
¢n*s A ¢"'5

IT. 8 DIE BLOCKIERUNGSWAHRSCHEINLICHKEIT

Die Blockierungswahrscheinlichkeit E ist die Wahrscheinlich~
keit, daB ein ankommender Ruf abgewiesen wird oder nicht
sofort eine freie Leitung findet, also einen der Zustinde

j = n, ntl,... bis (n+s) antrifft. Mit (62) ist:

. i n+s ) .
- 2nif 02)
Bei unendlicher Quellenzahl (Aj=k) berechnen wir mit
[36] und [38]
E- L7 Pros T T = Pues @ - L (73]
= L% = P ) ﬂw = Farg Coes = Z—
nts

Pl 2::,‘ m:;wt

II. 9  DIE FREIWAHRSCHEINLICHKEIT

Die Freiwahrscheinlichkeit F ist die Wahrscheinlichkeit, daB
ein ankommender Ruf sofort eine freie Leitung findet:
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F=1-E (74)
n
= F.
e (75)

Mit [73] und {42} ergibt sich bei unendlicher Quellenzahi:

Feda- g o f (76)
nts "t

IT. 10 DIE WARTEWAHRSCHEINLICHKEIT

Die Wartewahrscheinlichkeit W ist die Wahrscheinlichkeit,
daB ein ankommender Ruf warten muB, also auf einem der Pldtze

J = n+l,n+2,...,n+s startet:
nEs
W o= FL (77)
j=n+1 J

Es gelten die beiden Beziehungen:

F+W+B=1 (78)
W+ B=E (79)
Aus der tletzten Beziehung ergibt sich fiir unendliche
Quellenzahl sofort mit {41}:
W o= ¥-n _oh V’;-,, (80)

Pos A g

IT. 11 DIE BONDELBELASTUNG

Y ist die mittlere Zahl von belegten Leitungen. In den
Zustdnden j = 0,1,... bis n sind j Leitungen belegt. In
den Zustdnden j = (n+l),... bis (n+s) sind jeweils n Lei-~
tungen belegt. Es ist also Y als der Erwartungswert der
Zahl belegten Leitungen:
hn h+s
Y= 3Pz P (81)

2”‘ ]’=n~| ]’

Diese Gleichung kGnnen wir zusammenfassen:

Y = 2;': mMin (j,h)



- 31 -
Mit uj aus Gleichung (22) lautet Y jetzt unter Anwendung
von(65): nes
. ‘1 — . ? = 14

Mit (66) und (67) gilt:
Y= A(a-28) = A S (83)
Bei unendlicher Quellenzahl gilt mit [68] und {35}:

1 ¢n+s-4 [84]

vl e

Analog zu Gleichung (66) kdnnen wir Y in der Form Y = A - A-B
interpretieren: A ist das gesamte Angebot und A-B ist der-
jenige Teil des Angebots A, der verlorengeht. Y = A - AB

ist also derjenige Teil des Angebots, der vom Biindel ver-
arbeitet wird.

Y= A(a-

IT1. 12 DIE WARTEBELASTUNG

Q sei die mittlere Zahl von belegten Wartepldtzen. Im Zustand
(n+k) sind k Wartepldtze belegt. Deshalb ergibt sich der
Erwartungswert zu:

5
Q= 2. ke Poew (85)
k=1
Bei unendlicher Quellenzahl ist mit [57)
$ k
Q= B L k(&) [86)
P
A ¥i = (s+4)
Daraus ergibt sich: Fiir A # n Q= Py “”ﬁr::“’
. n
S (s+4)
A =n Q=%—_¢+: (871

- 32 -

II. 13 DIE SYSTEMBELASTUNG

X ist die mittiere Zahl von Rufen im System (Leitungen und
Wartepldtze)

v+s

. e (88)
Xt 5%
Mit (81) und (85) ergibt sich:
X =Y +Q (89)
I1. 14 DIE BELASTUNG PRO PLATZ

XJ sei die Wahrscheinlichkeit, daB Platz j belegt ist:

X< L B (90)
Y

Xj bedeutet auch die Belastung von Platz k, die es bei-
spielsweise erlaubt, die unterschiedlichen Belastungen der
verschiedenen Wartepldtze zu untersuchen (j = n+l,...,n+s).
Die Belastung einer bestimmten Gruppe von Pldtzen (z.B., der
Leitungen des Biindels) erhdlt man durch Aufsummation der Be-
lastungen Xj der zur Gruppe gehGrigen Pldtze (z.B. der Lei-
tungen).

Deshalb gilt flir das Gesamtsystem, bzw. das Biindel bzw. den
Wartespeicher nach Vertauschung der Summen:

Mit (88): s es s ves

ZXg =z 2 P o= e =X (0O
Mit (81): 2:‘ 2"‘ yt;, v=A

Z:_ XJ» = i i‘ P, = Zh‘_,,@u+fh@‘},:~( (92)
Mit (85): ?S YR vea j

W L2 T s

ng:* x‘i‘ ) ‘,g:..u%@“ = 3_:; v Por = @ (93)

Fir unendliche Quellenzahl erhalten wir mit [52] und {36}
als Belastung von Platz j:

ne nts ot "
X) = Z ?v = ?ﬂ-u Z TT/I»- = _@J’_— E94J

2 veg meves nes

w

Die Grundfunktion ¢)hﬂkann also interpretiert werden
als die nicht normierte Belastung des Platzes j im Warte-
verlustsystem mit n Leitungen und s Speicherplitzen. Die
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tatsdchliche Belastung ergibt sich durch Normierung auf
i df i " . . .4 .

:’e G"”"' ”Z%t’;? '61*‘ 241 n (911 (92 Y (530 o Wenn wir die Verbundwahrscheinlichkeiten (101) iiber alle
etze: :lr 1? eichung (94) in (91),(92) und (93) ein, Startpldtze aufsummieren, erhalten wir die Wahrscheinlich-
0 erha nowir: . . e s .

s e 95 keit M(x), dass ein beiliebiger Ruf eine Bedienungszeit

N o ﬁ' v [s] grosser x hat:
¢ul‘$ JM ]' n+s
. ., M(x) = _Z Fj . Mj(x) (102)
Y i ¢ Z ¢]-'“+s [96] i=1
neg ‘;=4
e 4 . Mit Mj(x) aus (100) und unter Beriicksichtigung von (70)
Q= = ¢jm+s = VRS erhalten wir:
¢ms 2”"" ¢ms ]"0 ] [97] . X
M(x) =S - e B (103)
Vergleichen wir die Ausdriicke (96) und (97) mit (84) und
(87) so ergeben sich zwei wichtige Beziehungen: Die mittlere Bedienungszeit M eines beliebigen Rifes ergibt
éi ¢' = .- ¢ o8] sich aus Gleichung (103) durch Integration gemiss {20}.
~ yts Wt §-a
;7 M=5S -h (104)
nts £-a :% [\PS - fS+4)] A*h . .
> ¢%'ws = W o= [99] M ldsst sich aber auch direkt bestimmen: Mit der Wahrschein-
[ ia ’ = 1 . : .
7 f g / 7 S (s-a) A=n lichkeit B geht ein ankommender Ruf verloren und hat die
Bedienungszeit 0. Mit der Wahrscheinlichkeit S kommt ein
1. 15 DIE BEDIENUNGSZEITEN Ruf 1?5 System; seine mittlere Bedienungszeit ist dann gleich
der mittleren Belegungsdauer h. Also gilt fir die mittlere
Im Warteverlustsystem ohne Priorititen ist die Bedienungs- Bedienungsdauer M eines beliebigen Rufes:
zeit eines Verlustrufes gleich 0. Fiir die restlichen, also M=B-0+S - h=35"h

erfolgreichen Rufe (seien sie nun Warterufe oder Rufe, die
sofort ins Bindel kommen) ist die Bedienungszeit nach Gleichung
(14) aus Kapitel I.6 verteilt - unabhdngig vom Startplatz des

Ruf IT. 16 DIE WARTEZEITEN
ufes.
Die Wahrscheinlichkeit M.(x), dass ein auf Platz j startender Die Wartezeit eines beobachteten Rufes hingt von seinem
Ruf das Bilindel ldnger a1§ die Zeit x belegt, ergibt sich fir Startplatz j ab. Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit
T.(x), dass ein auf P j i i )
alle j gemiss Gleichung (14): J( ) ein auf Platz j startender Ruf eine Wartezeit grosser
_ X X hat:
i1 = h 100
My(x) = P{BEDIENUNGSZEIT > x|START AUF PLATZ i} = e (100) PIARTEZEIT > x | START AUF PLATZ 3} = T,(x) (105)

Multiplizieren wir Gleichung (100) mit der Wahrscheinlichkeit

F., daB ein Ruf auf Platz j startet, dann erhalten wir die Ver-
J s

bundwahrscheinliichkeit:

P{RUF STARTET AUF PLATZ j , BEDIENUNGSZEIT > x} = Fj'Mj(x) (101)



- 35 -

Genauso wie die Verlustrufe, so haben auch diejenigen
Rufe, die sofort ins Biindel kommen die Wartezeit 0.
Deshalb gilt:

Ti(x) =0 j=1,2,...,n (106)

Startet ein Ruf auf Platz (n+l), so muss er warten,
bis eine der n Belegungen endet. Nach (18) mit j=n
ist seine Wartezeit folgendermassen verteilt:

-—"X - u .x
n
Tn+1(x) =e N = e (107)
Startet ein Ruf auf Platz (n+k), muss er k Belegungs-
enden abwarten. Diese k Zeitdauern sind unabhdngig von-
einander jeweils nach (107) verteilt.
Tn+k(x) ist demzufolge die k-fache Faltung der Verteilung
(107) und lautet nach (24):
T Mgt X k-1 K
T (x) = e YRR TR (108)

Multiplizieren wir die Wahrscheinlichkeiten Tj(x) mit
der Wahrscheinlichkeit Fj fiir Startplatz j, so erhalten
wir die Verbundwahrscheinlichkeit:

P{RUF STARTET AUF PLATZ Jj s WARTEZEIT > x} = Fj-Tj(x) (109)
Die Wahrscheinlichkeit T (x), dass ein beliebiger Ruf (Verlust-
rufe und direkt ins Biindel kommende Rufe inbegriffen) lénger
als die Zeit x warten muss, ergibt sich durch Aufsummation der
Verbundwahrscheinlichkeiten (109) iliber alle Startpldtze:

n+s s

T(x) = jZ1 FieT(x) = oL ek Tnak () (110)

Wir setzen Gleichung (62) ein:
s

= 1.
T(x) = < kzl*n+k-1°Pn+k-f Toek(X) (111)
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Aus Gleichung (42) erhalten wir mit (22):

P = .p

P nek T (112)

Mitk-1"ntk-1 T Mnek n+k

Setzen wir Gleichung (112) in (111) ein, dann ergibt sich
die Wartezeitverteilung T(x) eines beliebigen Rufes zu:

S.
T(x) = 7 L Pk Tha(0) (113)

Neben der Wartezeitverteilung T(x) eines beiliebigen Rufes

fihren wir weitere Wartezeitverteilungen ein. Zundchst die
Wartezeitverteilung eines Warterufes: P{WARTEZEIT > x|RUF WARTET}
Nach {12} gilt:

P{WARTEZEIT > x|RUF WARTET} = %-P{WARTEZEIT,NARTEZEIT>X}(114)

Da nur die Warterufe eine Wartezeit grdosser 0 haben, gilt
nach {11}:

P{RUF WARTET,WARTEZEIT > x } = P { WARTEZEIT > «x}

- T (%) (115)

Da weder die Verlustrufe, noch diejenigen Rufe, die direkt

ins Bilindel kommen, Anteile zur Wartezeit beitragen, stimmt

die auf alle Rufe bezogene Wartezeitverteilung eines Warte-
rufes : P{RUF WARTET,WARTEZEIT > x} mit der Wartezeitverteilung
T(x) eines beliebigen Rufes liberein. Deshalb ergibt sich die
Wartezeitverteilung eines Warterufes nach Gleichung (114):

P{WARTEZEIT > x | RUF WARTET} = I%%l (116)

Analog erhdlt man die bedingte Wartezeitverteilung der erfolg-
reichen Rufe:

P{WARTEZEIT > x | RUF IST ERFOLGREICH} = I%;l (117)

Wir kommen jetzt zu den mittlieren Wartezeiten. Mit Hilfe von
{20} kdnnte man die mittlere Wartezeit Tj eines Rufes, der
auf Platz j startet, durch Integration bestimmen. Man sieht
aber mit (106), (108), und (19) sofort:

Tj =0 Jj=1,2,...,n
(118)

k -
Tn+k _l:‘_. h k=1,2,...4S
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Analog zu Gleichung (110), bzw. (113) ergibt sich fiir die
mittlere Wartezeit T eines beliebigen Rufes:
s

n+s
=N, .
T= le Fj-Tj h A kzl Pn+k Tm«k (119)
Wir setzen Thei nach Gleichung (118) ein und erhalten:
N S
T= 5y °k§1 ke Prsk

Die in dieser Gleichung auftretende Summe ist gemiss (85)
gleich der Wartebelastung Q. Deshalb gilt:

Q=x-+T (120}

Diese Beziehung wollen wir interpretieren: Q ist die mittlere
Lange der Warteschlange. Im Mittel beginnt also ein (beliebig
herausgegriffener) Ruf als letzter Ruf einer Warteschlange
der Ldnge Q zu warten., Er wartet im Mittel die Zeit T bis

er ins Bindel kommt. Wahrend dieser Zeit T treffen gemiss
(59) x-T Rufe ein. Diese X+T Rufe bilden jetzt (d.h. nachdem
der betrachtete Ruf ins Biindel gekommen ist) die neue Warte-
schlange. Der Erwartungswert fiir deren Linge muss aber wieder
gleich Q sein, also A<T = Q.

Dieselbe Interpretation ldsst Gleichung (83) zu, wenn wir
darin die Erfolgswahrscheinlichkeit S aus Gleichung (104)
einsetzen:

Y:%-M=A-M (121)

Bei der Interpretation von Gleichung (121) haben wir die
Warteschlange Q zu ersetzen durch die Biindelbelastung Y und
die mittlere Wartezeit T durch die mittlere Bedienungszeit M.

Fir die mittleren Wartezeiten eines Warterufes, bzw. eines
erfolgreichen Rufes gilt nach (116), bzw. (117):

MITTLERE WARTEZEIT EINES WARTERUFES = % (122)

MITTLERE WARTEZEIT EINES ERFOLGREICHEN RUFES = % (123)
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IT. 17 DIE GESAMTZEITEN

In diesem Abschnitt berechnen wir die Gesamtzeiten, die ein
Ruf im System verbringt. Diese setzen sich (im aligemeinen)
aus einer Wartezeit und einer Bedienungszeit zusammen.

Startet ein Ruf auf einem der Pldtze v=1,2,...bis n, also

im Bindel), dann ist die Gesamtzeit, die er im System ver~

bringt, gleich seiner Belegungszeit. Startet ein Ruf auf

einem Warteplatz, dann setzt sich seine Gesamtzeit im System

aus einer Wartezeit und einer davon unabhingigen Belegungszeit
zusammen, Die Verteilung der Gesamtzeit ergibt sich gemiss {23}

als Faltung der Verteilungen (100) und (108). Aus diesen
Gesamtzeiten Gj(x) bei Start auf Platz j erhdlt man mit (62) die
Verbundwahrscheinlichkeit, dass der Ruf sowohl auf Platz j startet,
als auch ldnger als die Zeit x im System verweilt, zu:

P{RUF STARTET AUF PLATZ j , GESAMTZEIT » x} = Fjan(x) (124)

Addieren wir die Verbundwahrscheinlichkeiten (124) iiber alle
Startpldtze j=1,2,...,,n+s dann erhalten wir die Wahrscheinlich-
keit G(x), dass ein beliebiger Ruf eine Zeit grdsser x im System
(BUndel und Wartespeicher) verbrizgt:

G(x) = P{GESAMTZEIT > x} = HZ§ FJ.-GJ.(x) (125)
Analog lassen sich die auf alle ;ufe bezogenen Gesamtverteilungen
der Warterufe, der sofort ins Bindel kommenden Rufe, oder der
erfolgreichen Rufe berechnen. Da die Verlustrufe keinen Beitrag
zur Gesamtzeit liefern, stimmt die auf alle Rufe bezogene Gesamt-
zeitverteilung der erfolgreichen Rufe mit der Gesamtzeitverted-

Tung G(x) aller Rufe nach Gleichung (125) iiberein.

Die Wahrscheinlichkeit L{x), dass die Gesamtzeit eines erfolg~
reichen Rufes grosser als x ist, ergibt sich, indem wir die auf
alle Rufe bezogene Gesamtzeitverteilung der erfolgreichen Rufe
durch die Erfolgswahrscheinlichkeit S dividieren:

L(x) = P{GESAMTZEIT > x|ERFOLG} = ﬂsil (126)
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IIT. MARKOV - BEDIENUNGSSYSTEME
Fir die mittlere Gesamtzeit eines beliebigen Rufes

(einschliesslich Verlustrufe) gilt:

G=T+M (127)

ITI.1 MARKOV-BEDIENUNGSSYSTEME

: i Dieses Kapitel behandelt ein neues Verfahren, das es erlaubt,
Die mittlere Gesamtzeit L eines erfolgreichen Rufes

. allgemeinere MARKOV-Bedienungssysteme als bisher méglich, zu
erhalten wir aus Gleichung (126):

berechnen.

L= 5 (128) Zusammen mit Kapitel II liefert Kapitel III die Grundlagen
Diese Gleichung kann genauso wie (120), bzw. (121) inter- fiir die Berechnung des preemptiven Warteverlustsystems in den
pretiert werden, wenn wir sie mit Hilfe von (120), (121) Kapiteln IV und V,

und (89) in der folgenden Form schreiben: Ein stochastisches System nennen wir ein MARKOV-System, wenn

seine zukiinftige Entwicklung nur vom gegenwirtigen Zustand

L=2-@ (129) des Systems beeinfluBt wird, aber nicht von dessen Veraangen-
Aus den Gleichungen (123), bzw. (124), bzw. (129) folgt, heit. MARKOV-Bedienungssysteme iberdecken bei verschiedensten
dass die mittleren Verweilzeiten im Wartespeicher, bzw. Abfertigungsdisziplinen eine Vielzahl von Bedienungssystemen
im Biindel, bzw. im Gesamtsystem dieselbe Information uber und Bedienungsnetzen. Die MARKOV-Eigenschaft hingt dabei ins-
den Verkehrsablauf im Warteverlustsystem ohne Prioritdten besondere vom Anruf- und Endeprozess und von der Abfertigungs-
Tiefern, wie die Belastungen des Wartespeichers, bzw. des disziplin ab. Der Anruf- und Endeprozess dieser Arbeit haben
Blindels, bzw. des Gesamtsystems. nach I.7 MARKOV-Charakter, genauso wie die hier behandelte

Abfertigungsdisziplin.

IT1.2 DISKONTINUIERLICHE PROZESSE

Wir beschridnken uns auf diskontinuierliche MARKOV-Prozesse
in Bedienungssystemen mit endlich oder abzihlbar unendlich
vielen Zustdnden bei zeitunabhingigen Obergangswahrschein-
Tichkeiten.

Die verschiedenen Zustinde, die ein Bedienungssystem im Laufe

der Zeit t annehmen kann, werden im allgemeinen nur durch

mehrere (eindimensionale) Zustandsvariable (vergleiche 1.3)
eindeutig beschrieben. Da jede dieser Zustandsvariablen héch-
stens abzdhlbar viele Werte annimmt, kdnnen wir sie auch zu einer
einzigen eindimensionalen Zustandsvariablen mit abzihlbar vielen
Zustdnden umordnen.

X(t) sei diese eindimensionale Zustandsvariable. [hre verschie-
denen Zustdnde numerieren wir von 0,1,2,... bis k durch. Das
System kdnnte beispielsweise die Zustinde 25, 3, 36, 97 usw.
nacheinander annehmen. Es geht durch Springe aus einem Zu-
stand k in einen anderen Zustand j iiber. In der Zeit zwischen
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den Spriingen bleibt das System unverdndert. Man bezeich-
net den zugeordneten stochastischen Prozess als diskonti-
nuierlich oder auch als rein diskontinuieriich. Solche
rein diskontinuierlichen MARKOV-Prozesse werden wir in
diesem Kapitel untersuchen.

Der diskontinuieriiche Prozess enthdlt einen bekannten
Sonderfall: Wenn der Prozess aus dem Zustand k (in einem
Schritt) nur in die "Nachbarzustinde" (k-1) und (k+1) iiber-
geht, spricht man von einem Geburts- und Sterbeprozess.

Ein Beispiel fiir diesen Sonderfall haben wir in Kapitel II.2
kennengelernt. Die dort behandelte Zustandsvariable des
Warteverlustsystems ohne Prioritdten ist ein Geburts- und
Sterbeprozess.

ITI. 3 DIE OBERGANGSWAHRSCHEINLICHKEITEN DES SYSTEMS

Das System befinde sich zum Zeitpunkt t im Zustand k.

Um eine Aussage iliber den moglichen Zustand des Systems im
Zeitpunkt t+At machen zu kidnnen, muB man die Obergangs-
wahrscheinlichkeiten der Zustandsvariablen kennen. Diese
Obergangswahrscheinlichkeiten sollen vom Zeitpunkt t unab-
hdngig sein und nur von der Zeitspanne At und vom Zustand
des Systems abhdngen. Mit wk'j(At) bezeichnen wir die
Obergangswahrscheinlichkeit, daB das System nach der Zeit-
spanne At vom Zustand k in den Zustand j tbergegangen ist:

P{X(t+at) = j | X(t) = k} = Nk'j(At) (130)

Bei diskontinuierlichen Prozessen haben die bedingten Ober-
gangswahrscheinlichkeiten fiir j # k die folgende Eigenschaft:

J4 kW 5(08) = Wy Seat o+ o(st) (131)

Die Parameter wklj sind zeitunabhdngig und werden Sprung-
koeffizienten oder Obergangskoeffizienten genannt. Da sich
das System zur Zeit (t+st) mit Sicherheit in einem der Zu-
stinde j=0,1,...,% befindet, gilt die Normierungsbedingung:

(132)
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Aus dieser Normierungsbedingung berechnen wir die Wahrschein-

Tichkeit Wy k(At), daB sich das System nach der Zeit At noch
L
im Zustand k befindet:

K
W (at) = 1 - jzowklj(At) (133)
*h
K
W (8t) = 1 - At-jzowk'j + o(At) (134)
$k

Die Sprungkoeffizienten wk.j lassen sich bei gegebenem An-
ruf- und Endeprozess sofort angeben. Sie setzen sich
direkt aus den bedingten Anruf- und Enderaten zusammen, wie
wir es in Kapitel IV am Beispiel des preemptiven Wartever-
Tustsystems sehen werden,

ITI.4 DIE ZEITABHANGIGEN ZUSTANDSWAHRSCHEINLICHKEITEN

Die zeitabhdngige Zustandswahrscheinlichkeit Pj(t) ist die
Wahrscheinlichkeit, daB sich das System zur Zeit t im Zu-
stand j befindet:

PIX(t) = 3} = Ps(t) (135)

Das System startet mit einer Anfangsverteilung zum Zeit~
punkt 0:

Pi(t = 0) (136)

Genauso wie in Kapitel II1.2 werden wir die Zustandswahr~
scheinlichkeiten zur Zeit (t+ast) berechnen aus den Zustands-
wahrscheinlichkeiten zur Zeit t, Das System soll sich zur
Zeit (t+st) im Zustand j befinden. Dann muR es zur Zeit t

in einem der Zustdnde k = 0,1,...,K gewesen sein. Aus dem
Zustand k zur Zeit t geht es mit der Wahrscheinlichkeit
wk'j(At) bis zum Zeitpunkt (t+at) in den Zustand j iiber. Alle
diese verschiedenen Obergdnge sind disjunkte Ereignisse und
wir haben nach {14}:

K
Pj(t+At) = kZopk(t) . wk‘j(At) (137)

HWir setzen nach (133) die Obergangswahrscheinlichkeit
wj'j(At) in Gleichung (137) ein:
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K
Pi(t+at) = kzopk(t)'wksj(bt) +PL(t)Hy s(8L) =
*7
g K
= L PE) W a0+ 1 - kzqwj'k(At)]-Pj(t)
45 3
K K ‘
Pj(t+At) - Pj(t) = kzopk(t)'wk'j(At) - Pi(t)kzowi-k(At)

ti *7
Wir setzen die Obergangswahrscheinlichkeiten (131) des dis-

kontinuierlichen Prozesses ein und erhalten nach Zusammen-
fassung der Funktionen o(at):

K K
Pj(t+At)-P.(t)=At° ) wk'j-Pk(t)-At-Pj(t)okgowj|k+o(At)

J k=0

* +
Dividieren wir diese Gleichung durch At, dann steht auf
der Tinken Seite ein Differenzenquotient, der fiir At » O
in die (im Nullpunkt rechtsseitige) zeitliche Ableitung
Pi(t) der zeitabhdngigen Zustandswahrscheinlichkeiten iiber-
geht., Mit {1} erhalten wir:

K LS
Pé(t) = kz_wk'j° Pe(t) - Pj(t) . kzowj'k

#+ ;i
Dieses Gleichungssystem ist ein Spezialfall des
KOLMOGOROV-FELLER Gleichungssystems /5/ fir den allgemeinen
diskontinuierlichen MARKOV-Prozess.
Die erste Summe der rechten Seite von Gleichung (138) er-
streckt sich iiber alle Zustdnde k des .Systems, aus denen
Zustand j in einem Schritt entstehen kann., Die zweite Summe

erstreckt sich liber die Sprungkoeffizienten zu jenen Zustidn-

(138)

den, die aus Zustand j in einem Schritt entstehen konnen. Die

Zustandswahrscheinlichkeiten Pj(t) erfiillen die Normierungs-

bedingung: K
I Py(t) =1
j=o

I1I, 5 DIE STATIONAREN ZUSTANDSWAHRSCHEINLICHKEITEN

FOr den stationdren Prozess sind die Zustandswahrscheinlich~-
keiten zeitunabhdngig und die zeitlichen Ableitungen der Zu-
standswahrscheinlichkeiten verschwinden:

Pi(t) = Py PI(t) = 0

(139)

(140)
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Falls ein stationdrer Prozess existiert, erhdlt man die
stationdren Zustandsgleichungen P, aus (138), indem man
die Stationaritdtsbedingungen (140) einsetzt. Das fiihrt
auf das folgende lineare Gleichungssystem:

K . K
Pj.kzowj'k - kzowk'j.Pk = 0 (141)
*4 *1
Schreiben wir diese Gleichung in der Forn:
® K
Pit sk s kzowk.j.Pk (142)
4 4

dann konnen wir wie folgt interpretieren:

Beim stationdren Prozess herrscht ein Gleichgewicht zwischen
allen Obergdngen a u s dem Zustand J und allen Obergingen

i n den Zustand j. Die Tinke Summe erstreckt sich tiber

alle Sprungkoeffizienten wj.k“ die Obergdnge aus j in einen
Zustand k beschreiben. Die rechte Summe erstreckt sich iber
alle jene Zustdnde k, aus denen der Zustand J§ (in einem
Schritt) entstehen kann.

Gleichungssystem (141) ist ein homogenes Gleichungssystem mit
verschwindender Systemdeterminante. Die stationdren Zustands-
gleichungen Pj missen gemdB {(139) die folgende Normierungsbe-
dingung erfiilien:

Wir wollen das Gleichungssystem (141) inhomogen machen, indem
wir Py als Parameter einflihren:

K i
« Py - g @ = ) 3
PJ kZQw‘]’k élwk(j Pk w0|J ?0 (14 )
$22 #?
Pe berechnen wir aus der Normierungsbedingung:
tf
Pg = 1 - p. (144)
j=1 !

Die Berechnung der stationdren Zustandswahrscheinlichkeit

Pj ist damit fir MARKOV-Bedienungssysteme zuriickgefiihrt auf
die Losung des Gleichungssystems {143), dessen Koeffizienten
die Sprungkoeffizienten LW der Zustandsvariablen sind.
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ITI. 6 DER RANDOM-WALK EINES RUFES IM BEDIENUNGSSYSTEM

Bis jetzt haben wir in Kapitel III das Gesamtverhalten

des MARKOV-Bedienungssystems untersucht. Wir wenden uns
jetzt der in Kapitel 1.3 angedeuteten zweiten Fragestellung
zu: Ein Ruf einer bestimmten Prioritdt falle -beispiels-
weise- in das preemptive Warteverlustsystem zur Zeit to

ein, Dem einfallenden Ruf wird auf Grund des Systemzu-
standes zur Zeit t, ein bestimmter Startplatz zugewiesen.
Wie groB ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, daB dieser

Ruf unterbrochen wird, wenn sein Startplatz bekannt ist?

Der beobachtete Ruf durchlduft von seinem Startplatz aus
mehrere Pldtze bis er entweder (zum erstenmal) unterbrochen
wird oder bis er das System verldBt, ohne unterbrochen
worden zu sein, (sei es durch das Ende seiner Abfertigung
oder durch Verdrangen aus dem System). Wir wollen sagen,

daB der Ruf das "Ziel" {Erfolg} erreicht hat, sobald er
unterbrochen worden ist. Verldft der Ruf das System, ohne
unterbrochen worden zu sein, dann wollen wir sagen, dafB

der Ruf {[MiBerfolg} hat.

Der beobachtete Ruf falle im Zeitpunkt t=to, ein. Wir filihren
die neue Zeitvariable x so ein, daB x=0 dem Zeitpunkt t=t,
entspricht. Der Aufenthalt des beobachteten Rufes wird

durch die in 1.3 definierte Platzvariable in Abhdngigkeit
von der Zeit x beschrieben.

Wir kdnnen die Platzvariable als eindimensional annehmen, da
wir eine mehrdimensionale Variable durch Umnumerierung in eine
eindimensionale Variable transformieren kénnen., Wir bezeich-
nen diese eindimensionale Platzvariable mit Y(x); ihre ver-
schiedenen Werte v (d.h, die verschiedenen Pldtze, die der
Ruf wdhrend seines Aufenthaltes belegen kann) seien von
1,2,... bis o durchnumeriert., Das mogliche Schicksal eines
Rufes kdnnte beispielsweise sein: Der Ruf starte auf Platz 25,
belege dann nacheinander Platz 8, 29, 5 und werde auf Platz §
unterbrochen. (Wir nehmen an, daB Platz 5 ein Platz im Biindel
ist).

Fiir den beschriebenen Sachverhalt fiihren wir eine neue Be-
zeichnung ein, indem wir sagen, daB der Ruf innerhalb des
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Systems einen RANDOM~-WALK durchlduft, Der RANDOM-WALK ist
als Interpretation vieler stochastischer Prozesse be-
kannt /4/. Wir schlieBen uns der iblichen Nomenklatur

an und nennen die Pldtze, die ein Ruf belegt, die"Zustinde
des RANDOM-WALK'oder auch die Zustinde des Rufes. Infolge-
dessen haben wir "Systemzustand" und "Rufzustand" zu unter-
scheiden. Systemzustand und Rufzustand #ndern sich durch
die méglichen Ereignisse "Rufeinfall" oder "Rufende".
Dabei sind die drei folgenden Situationen mdéglich: System-
zustand und Rufzustand dndern sich gleichzeitig; Rufzu-
stand bleibt, Systemzustand dndert sich; Systemzustand
bleibt, Rufzustand dndert sich,

Wir erweitern die mdglichen Zustdnde v=1,2,...,0 des
RANDOM-WALK um die beiden Zusténde {Erfolg} und {MiBerfoig}.
Diese Zustdnde seien absorbierend, d.h., der RANDOM-WALK des
beobachteten Rufes endet, sobald einer der absorbierenden
Zystinde {Erfolg) oder {MiRerfolg} erreicht ist. Um die Dar-
stellung der Formeln zu vereinfachen, fihren wir fiir den
Zustand {Erfolg} den Wert 0 und fiir den Zustand {MiBerfolg}
den Wert (o+l) ein, Der RANDOM-WALK durchliuft von seinem
Startzustand (z.B. 25} mehrere Zustdnde (z.B. 8,29,5) bis

er entweder den Zustand 0, d.h. {Erfolg} oder den Zustand
(o+1), d.h. {MiBerfolg}, erreicht.

Die drei folgenden Beispiele sollen unsere Vorstellungen
verallgemeinern, Wir wdhlen drei verschiedene RANDOM-WALK
im preemptiven Warteveriustsystem:

(1) Der Ruf starte auf einem beliebigen Platz v des Systems:
v=1,2,...,n+s. Der Zustand {Erfolg]} sei das Verlassen
des Systems. Er kann von den Pldtzen v=1,2,...,n durch
das erfolgreiche Enden der Bedienung dieses Rufes erreicht
werden o d e r vom Platz v=n+s aus durch Verdridngen des
Rufes aus dem System. Dieser RANDOM-WALK hat keinen Zu-
stand {MiBerfolg}: Jeder Ruf endet “"erfolgreich™ (im Sinne
des definierten RANDOM-~-WALK).
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(2) Wir beobachten einen Ruf, der sich bereits im Biindel
befindet. Das Ziel {Erfolg} soll definiert werden als
die Unterbrechung der Abfertigung durch einen Ruf hoherer
Prioritdt. Der Zustand {Erfolg} kann nur von Platz v=n
aus erreicht werden. Der Zustand {MiBerfolg} bedeutet
{Beenden der Abfertigung ohne Unterbrechung}. Der Zu-
stand {MiBerfolg} kann von den Plitzen v=1,2,...,n aus
erreicht werden.

(3) Jetzt beobachten wir einen wartenden Ruf. Der Zustand
[Erfolg} ist das (erste) Erreichen des Biindels, was von
Platz (n+l) aus moglich ist. (Das spdtere Schicksal des
Rufes nach Eintritt ins Biindel! ist fiir diesen RANDOM-
WALK nicht mehr interessant.) Der Zustand {MiBerfolg}
(d.h. Nichterreichen des Biindeis), kann nur von Platz
(n+s) aus erreicht werden, dadurch daB der beobachtete
Ruf durch einen Ruf hdherer Prioritdt aus dem System ver-
drdngt wird,

Das waren drei verschiedene RANDOM-WALK, deren charakteristische
GroBen wir in den Kapiteln IV und V berechnen. Wie wir dort

sehen werden, erhdlt man die gewiinschten Verkehrscharakteristika,
indem man die Zustdnde {Erfolg} und {MiBerfolg} des RANDOM-WALK
entsprechend wdhlt. In diesem Kapitel werden wir allgemein die
Wahrscheinlichkeit fiir das Erreichen des Zieles {Erfolg} von
einem bestimmten Startplatz aus berechnen und aufBerdem die
Verteilung der Zeiten, die ein Ruf bis zum Erreichen des Zieles
im System verbringt.

ITT. 7 DIE OBERGANGSWAHRSCHEINLICHKEITEN DES RANDOM-WALK

Der RANDOM-WALK eines Rufes in einem Bedienungssystem wird
durch die Platzvariable Y(x) beschrieben. Die Wahrscheinlich-
keit, daB der stochastische ProzeB Y(x) zum Zeitpunkt (x+ax)
in den Zustand j iibergegangen ist, wenn er sich im Zeitpunkt x
im Zustand k befunden hat, sei unabhingig vom Zeitpunkt x
(genauso wie die Obergangswahrscheinlichkeiten der Zustands-
variablen in III.3):

P{Y{x+ax)=3 | Y(x)=k} = Uk.j(Ax) (145)
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In MARKOV-Bedienungssystemen haben die Obergangswahrschein=
lichkeiten Uk j(Ax) des RANDOM-WALK Y(x) die folgende Ge-

]
stalt (vergleiche 111.3):

otk Uk‘j(Ax) = uk'j-Ax + o(Ax) (146)

Die Parameter U,y sind zeitunabhdngig und werden Sprung-
koeffizienten des RANDOM-WALK genannt.
Die Obergangswahrscheinlichkeiten Uk.j(Ax) geniigen der fol-
genden Normierungsbedingung, da der RANDOM-WALK sich zur Zeit
(t+At) in einem der Zustdnde j=0,1,...,0,0+1 mit Sicherheit
befindet:

o+l

DU s(ax) =1 (147)

J'=O !J
Aus dieser Normierungsbedingung 1348t sich fir k = 1,2,...,0
die Wahrscheinlichkeit angeben, daB sich ein Ruf nach der Zeit
Ax noch auf dem Platz k befindet:

Die in dieser Gleichung auftretende Summe ist die Wahrschein-
lichkeit, daB der RANDOM-WALK den Platzzustand k innerhalb Ax
verldBt. Wir setzen Gleichung (146) ein und erhalten:

o+l
Up ((Bx) = 1 - Ax«jzouklj + 0(Ax)
$k

Fiir die in dieser Gleichung auftretende Summe filihren wir
eine Abkiirzung ein:

o+l
Lotk = Uk (148)
*k

Die GrioBe uk,k ist der Sprungkoeffizient des Ereignisses:

{Der RANDOM-WALK verldBt den Platz k nach einem anderen

Platz im System oder veridBt er es zu dem Erfolgszustand O

oder dem MiBerfolgszustand o+1}. Damit erhalten wir fir

die Wahrscheinlichkeit Uk.k(Ax): (149)

Uk.k(Ax) =1 -fuk'k°Ax + o(Ax)
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In II1.6 haben wir den Unterschied "Zustand des Systems*®

und "Zustand des RANDOM-WALK" betont. Ebenso sind die Sprung-
jkoeffizienten wk.j des Systems und die Sprungkoeffizienten
Uy, des RANDOM-WALK unterschiedliche GréBen. Sie sind
allerdings sehr verwandt, da sich beide aus den bedingten
Anruf- bzw. Enderaten direkt ergeben, wie wir es in

Kapitel IV fiir verschiedene RANDOM-WALK durchfihren werden,

II1.8 DIE VERWEILZEIT EINES ERFOLGREICHEN RUFES BEI START
AUF PLATZ j

Zj(x) sei die bedingte Verbundwahrscheinlichkeit, daB ein

Ruf den Zielzustand 0 erreicht u n d dazu ldanger als

die Zeit x benttigt, wenn der Ruf im Zustand j startet:
P{ERFOLG, VERWEILZEIT > x|START IM ZUSTAND il = Zj(x) (150)
Dabei kann j Taufen von j=1,2,... bisg . Wir untersuchen
zundchst den Anfangswert Zj(x=0). Der Ruf ist zur Zeit x=0
eingefallen. Er wartet mit Sicherheit eine Zeit x > 0 auf

das Erreichen des Zustandes {Erfolg}. Deshalb ist wegen {11}
die bedingte Verbundwahrscheinlichkeit Z. (x 0), daB der Ruf
den Zustand {Erfolg} erreicht und dazu ewne Zeit x>0 bendtigt,
gleich der bedingten Wahrscheinlichkeit, daB der Ruf den
Zustand {Erfolg} erreicht, wenn er auf Platz Jj startet. Diese
bedingte Wahrscheinlichkeit nennen wir die Erfolgswahrschein-
lichkeit Ej des RANDOM-WALK bei Start im Zustand J:

Z,(x=0) =

it £

Diese Wahrscheinlichkeit wird im nichsten Abschnitt berechnet,

IIT. 9 DIE ERFOLGSWAHRSCHEINLICHKEIT BEI START AUF PLATZ J

Wir haben im vergangenen Abschnitt schon definiert:

P{ERFOLG | START IM ZUSTAND it = Ej

Um die Erfolgswahrscheinlichkeit E zu berechnen, beobachten
wir den Ruf direkt zu Beginn se1nes RANDOM-WALK und eine
kleine Zeitspanne Ax spdter. Der Ruf starte im Zustand J.
Nach der Zeit Ax hat der Ruf den Zielzustand 0 mit der Ober-
gangswahrscheinlichkeit Uj’o(Ax) erreicht. Mit der Obergangs-
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Wahrscheinlichkeit Uj‘k(Ax) befindet sich der Ruf nach der Zeit
bx auf einem der Pldtze k=1,2,...,0 und muR von diesem Platz k
aus Erfolg haben. Die Erfolgswahrscheinlichkeit von Platz k aus
ist wegen der MARKOV-Eigenschaft des Systems gleich Ek: Diese
Erfolgswahrscheinlichkeit von Platz k aus ist unabhdngig davon,
wie der Ruf auf Platz k gekommen ist, das heiBt unabhdngig
davon, ob er in k startet oder ob er den Platz k durch Obergang
von Platz j erreicht hat. Nach der Regel {14} iiber die Zusam-
mensetzung disjunkter Ereignisse erhalten wir:

a
Ej=Uj’o(Ax) + ) Uj‘k(Ax) . E

Wir setzen die U k(Ax) nach (146) und Uj'j(Ax) nach (149)
ein und erhalten

bxeEgeuy o = Bxe z

= © +
. Ax Ui,o o{Ax)

£k
#J
Dividieren wir durch Ax so erhalten wir flir Ax + 0 ein
inhomogenes, 1ineares Gleichungssystem zur Berechnung der
Erfolgswahrscheinlichkeiten Ej:

a
Uy, 7Fs - kzluj-k°Ek " Yj0 (151)
¥
Genauso wie das lineare Gleichungssystem der stationiren
Zustandswahrscheinlichkeiten nur von den Sprungkoeffizien-
ten LD der Zustandsvariablen abhingt, so ist das lineare
G1e1chungssystem der Erfolgswahrscheinlichkeiten durch die
Sprungkoeffizienten uk j der Platzvariablen bestimmt. Dabei er-
streckt sich die Summe in (151) iiber alle jene Pldtze k,
k= 1,2,...,3~1,j+1,...,0, die der Ruf von Platz j aus in einem
Schritt erreichen kann. (Jene Platze k, die der Ruf von j aus
nicht in einem Schritt erreichen kann, haben den Sprungkoeffi-
zienten uj.k=0‘) Nach III.7 ist uj,j der Sprungkoeffizient des
Ereignisses {Verlassen des Platzes j} und uj o der Sprungkoeffi-
zient des direkten Obergangs vom Platz j in den Zustand 0, d.h,
in den Zustand {Erfolg} des RANDOM-WALK.
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Nachdem wir jetzt die fiir die Praxis wohl wichtigsten Ver-
kehrscharakteristika -die Erfolgswahrscheinlichkeiten~- be-
rechnen kdnnen, wenden wir uns wieder den Erfolgszeiten zu.

111.10 DIE VERTEILUNGSFUNKTION DER VERWEILZEITEN EINES
ERFOLGREICHEN RUFES BEI START AUF PLATZ §

Wir werden zu einem Differentialgleichungssystem fiir die
bedingten Verbundwahrscheinlichkeiten Zj (x) kommen, wenn

wir den Ruf zu Beginn seines RANDOM-WALK und eine kleine
Zeitspanne Ax spdter betrachten. Z.(x+Ax) ist die bedingte
Verbundwahrscheinlichkeit, daB ein Ruf das Ziel {Erfolg}

des RANDOM-WALK erreicht u n d dazu eine Zeit groBer (x+4Ax)
bendtigt, wenn er auf Platz j startet. Wir diirfen x>0
voraussetzen, da wir Zj(x=0) = Ej in Abschnitt 1I1.9 schon
bestimmt haben,

Wenn der beobachtete Ruf das Ziel {Erfolg} erreichen soll und
eine Zeit groBer (x+Ax) vom Start an bis zum Erreichen des
Zieles vergehen soll, dann muB sich der Ruf nach Ablauf

der Zeit Ax nach Startbeginn auf einem der Pldtze k=1,2,...,
befinden und von diesem Platz k aus bis zum Erreichen des
Zieles {Erfolglnoch eine Zeit gréBer x warten,

Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist wegen der MARKOV-Eigen-
schaft unseres Systems gleich Zk(x): Fiir die weitere Ent-
wicklung des Prozesses ist es irrelevant, ob der Ruf auf
Platz k gestartet ist oder durch Obergang von Platz j aus

den Platz k erreicht hat.

Addieren wir die Wahrscheinlichkeiten liber alle moglichen
Obergdnge von j nach k, so ergibt sich (wieder nach der

Regel {14} iiber die Vereinigung disjunkter Ereignisse):

g
Zj(x+Ax) = kzluj‘k(AX) © Z,(x)

Mit (146) und (149) wird daraus:

Zj(x+Ax)-Zj(x) = Ax'kgluj‘k-Zk(x)-Ax-ujlj°Zj(x)+o(Ax)

k*,

g

(152)
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Dividieren wir durch Ax, so steht auf der linken Seite ein
Differenzenquotient, der fir Ax - 0 in die (im Nullpunkt
rechtsseitige) Ableitung Zé(x) tibergeht. Mit {1} ergibt sich:

o
Zg(x) = kiluj‘koZk(x)—uj'j-Zj(x) (153)

+7
Das ist ein lineares Differentialgleichungssystem fiir die
bedingten Verbundwahrscheinlichkeiten Zj(x). Die Anfangs-
werte Z.(x=0) = Ej ergeben sich aus dem oben abgeleiteten
linearen Gleichungssystem (151},
Die Summe in Gleichung (153) erstreckt sich iiber alle jene

Plitze k=1,2,...,3-1,3+1,...,0, die ein Ruf im RANDOM-WALK
von Platz j aus in einem Schritt erreichen kann. AuRerdem ist
uj.j der Sprungkoeffizient des Ereianisses {Verlassen des
Platzes j (und zwar einschlieflich des Verlassens durch Erfoig,
also "Sprung ins Ziel", bzw. durch MiRerfolg)}.

Der Ansatz Zj(x) = cj*eg'x fiihrt die Losung des linearen
Differentialgleichungssystems zurick auf die Bestimmung der
Nullstellen des charakteristischen Polynoms C(E&) vom Grad o:

um*f T Uga RCEP e T Ues
e wgf cuw - ue,
C(E) =17 Uqq T W, u33+f . - ey
- U, TUe TUge v U\-rr*\f

Die Nullstellen £, dieses Polynoms sind die sogenannten Eigen-
werte des linearen Differentialgleichungssystems, Die Losung
des Differentialgleichungssystem (153) stellt sich dann in
bekannter Weise dar als:

Z.(x) = Je%X <poLYNOM_(x) (154)
i L v

Das POLYNOMv(x) wird eine Konstante, wenn g, eine einfache
Nullstelle ist.
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ITI. 11 DIE MITTLEREN VERWEILZEITEN EINES ERFOLGREICHEN
RUFES BEI START AUF PLATZ j

Der durch die folgende Gleichung definierte Erwartungs-
wert Zj:

Zj = ng Zj(x) dx
ist die mittlere Verweilzeit eines erfolgreichen, auf Platz J
startenden Rufes, bezogen auf alle auf Platz j startenden Rufe.
Diese Erwartungswerte Z. kidnnte man mit Hilfe von {20} direkt
aus den Wahrscheinlichkeiten Zj(x) berechnen. Stattdessen werden
wir ein lineares Gleichungssystem fiir die Z. dadurch herleiten,
dass wir das Differentialgleichungssystem (153) iiber x inte-
grieren:

Lee] o G o
Z'(x)dx = U, 2, (c)dx - u, . Z.(x)dx (155)
xzé J( ) x!g kgl Ik Tk Jrd x2p I
*]

Fiir endliches o kann man das Summenzeichen und das Integrations-
zeichen immer vertauschen., Ist o=x, so setzen wir die Konvergenz
der Reihe

Lyt

voraus. Mit {20} und {22} ergibt sich wegen Zj(x=0)=Ej direkt:

(o]
«7. - . oZ, = E. (156)
ujuj ZJ kzluJ-k k J
*1

Die mittleren Erfolgszeiten geniigen einem inhomogenen line-
aren Gleichungssystem. Dieses lineare Gleichungssystem ist
formal identisch mit demjenigen fiir die Erfolgswahrschein-
lichkeiten, allerdings mit anderen "rechten Seiten”.
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ITI. 12 ERGEBNISSE

Die Berechnung der Verkehrscharakteristika von MARKOV-Be-

dienungssystemen konnte auf 2 Aufgaben zuriickgefiihrt werden,
die numerisch leicht zu 16sen sind

(1) LINEARE INHOMOGENE GLEICHUNGSSYSTEME
(143), (151), (156)

(2) LINEARE HOMOGENE DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEME
(138), (153)

Die Koeffizienten der Systeme sind gegeben durch die Sprung-

koeffizienten L nach (131), (133) bzw. Us K nach (146)
? L]
und (149).

Erheblichen Arbeitsaufwand kann man in Spezialfillen in-
vestieren, wenn man geschlossene L8sungen sucht oder auch
Niherungslidsungen fiir den Fall anstrebt, daB der Rang der
Gleichungssysteme sehr groB wird.

Das vorgestellte Konzept soll in den folgenden beiden

Kapiteln auf das preemptive Warteverlustsystem angewandt
werden,
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IV DAS PREEMPTIVE WARTEVERLUSTSYSTEM BEI ENDLICH VIELEN
POISSON-QUELLEN

IV. 1 DIE ZUSTANDSVARIABLEN

Die preemptive Abfertigungsdisziplin haben wir in der Ein-
Teitung kennengelernt, Wir haben r Prioritdtsklassen. Ein
Ruf der Klasse i hat preemptive Prioritdt vor allen Rufen
der Klasse >i,

Die Zustandsvariablen ix(t) geben die Zahl der i=-Rufe im
System an. Sie kiinnen die Werte m = 0,1,...n+s annehmen.

Um die Startpesition eines zur Zeit t einfallenden i-Rufes
zu bestimmen, bentitigen wir nach (1) die Zustandsvariable
ciX(t), die uns die Zahl der =si-Rufe im System zur Zeit t
angibt: L

Xth= 2., X

£4

vaae
Fiir i=r erhalten wir die Gesamtzahl ‘rx(t) der Rufe im
System. Die Wahrscheinlichkeiten der Zustandsvariablen

H.)t;(i;) seien:

Plaxts) = ki = o0

Die Zustandsvariablen ‘ix(t) sind voneinander abhidngige
Zufallsvariablie; beispielsweise folgt aus <1X(t)=k. daB
siX(t) z k ist. Daraus folgt die Beziehung:

P e Pl

Fiir die Klasse >1 bezeichnen wir die Zustandsvariablen
mit >1.x(t): -
sA X = L 0w

und die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten mit >1.P1(‘i:):

PloX -2} = .o

Bei u-nend?licher Quellenzahl ist die Zustands~
variable ﬁiX(t} unabhdngig von den Zustandsvariablen
pR(t) flir v= i41,..., 7.

(157)

(158)

(159)

(160)

(161)
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Deshalb werden wir in diesem Fall direkt fiir die Zustands-
wahrscheiniichkeiten éipk j ein Differentialgleichungs~

)
system aufstellen konnen (Vergl. V.2)

Bei endlicher Quellenzahl ist der Anrufprozess abhingig

von der Gesamtzahl tdtiger Quellen und damit ist auch die
Zustandsvariable éix(t) abhdngig von der Gesamtzahl érx(t)
der Rufe im System. Fiir die Gesamtzustandswahrscheinlich-
keiten éer(t) wird sich in IV.4 ein lineares Differential-~
gleichungssystem ergeben. Fir i=1,2,...bis (r-1) fassen

wir die Zustandsvariablen éiX(t) und ﬁrx(t) zu einer (zwei-
dimensionalen) Zustandsvariablen zusammen, deren Zustands~

wahrscheinlichkeit zur Zeit t wir LiPk j(t} nennen:
(4

PlaXtzbe, aX@ =g} - %,

Fiir diese Zustandswahrscheinlichkeiten Lipk j{t) stellen
wir in IV.3 ein Tineares Differentialgleichungssystem auf.
Addieren wir die , P, j(‘c) iber den ersten Index von
= L

k=0,1,...bis j auf, dann erhalten wir gerade die Wahr-
scheinlichkeit ‘YPj(t), daB die Gesamtzahl der Rufe im
System gleich J ist: .

Foap, ) = L )

k=0 k’{? e 2
Die Zustandswahrscheinlichkeiten éiPk(t}s daB sich von der
Klasse «i genau k Rufe im System befinden und die Zustands-

wahrscheinlichkeiten P daB sich von der Klasse >i genau

1)9
1 Rufe im System befinden, erhalten wir ebenfalls durch

Aufsummation aus den _.P, .(t):
i kod

>1

AT AL, Ea 2 P

‘ 7 W= P
e

nes

AT Q2 . A ,}: &n /P'_E : H-) = >.‘:P£ (ﬁL)

7t i

An den Réndern erhalten wir (den physikalischen Gegeben-
heiten entsprechend) folgende Zustandswahrscheinlichkeiten:

Fir k > 3, k<0, k>n+ts, J <0 und j > n+s:

5-; ?kl?'(l)s 0 .e-;,?‘,!ot)= 0 & @'“’)"’ g

/

(162}

(163)

(164}

(165)

(166)
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Die Zustandswahrscheinlichkeiten gemiR (163), (164) und (165)

konnen durch das folgende Bild veranschaulicht werden:

~~0—+—‘ - -
[e] SFP)' Nn+S J

FIGUR 1 DIE ZUSTANDSWAHRSCHEINLICHKEITEN DES PREEMPTIVEN
WARTEVERLUSTSYSTEMS

Aus den Randverteilungen (163) und (164) lassen sich die
beiden folgenden Spezialfille ablesen (vergleiche Figur 1)

LTPq “) = £a rf)o,a (4‘}

é{/P"‘“S (}) = 24 O‘MSI nwe s “’)

Die Wahrscheinlichkeit 51Pj(t) ist die Wahrscheinlichkeit,
daB j Rufe von Klasse 1 im System sind:

54(P2: {tl) = 4 @2'{})

(167)

(168)

(169)

- 58 -
IV. 2 DER ANRUF- UND ENDEPROZESS

Der Anrufprozess ist ein MARKOV-Prozess, den wir durch die
bedingte Wahrscheinlichkeit beschreiben, daB im Intervall
von t bis (t+At) ein i-Ruf einfillt, wenn das System im
Zustand j ist, d.h. wenn j Rufe sich im System befinden:

P{i-RUF FALLT EIN IN At | ZUSTAND j} =-iAj e At + o(At)

P{MEHRERE RUFE FALLEN EIN IN At | ZUSTAND j} = o{at)

iAj ist die bedingte Anrufrate der Klasse i im Zustand 3.
Wir fiihren die folgenden Abkiirzungen ein:
é&)\;‘ = “ZAVX}
>4 { = 2 N
NioT LN
Damit erhalten wir aus (170):

P{ < i-RUF FALLT EIN IN At | ZUSTAND j} = £ij00t + o(ot)

P{>i-RUF FALLT EIN IN At | ZUSTAND j} = Sit5e0t + o(at)

Speziell fir i=r erhalten wir aus (174) die bedingte Gesamt-~
anrufwahrscheinlichkeit:

P{RUF FALLT EIN IN At | ZUSTAND j} = erhjtbt + o(at)

Wir werden das preemptive Warteverlustsystem oft mit dem
Warteverlustsystem o h n e Priorititen vergleichen, Des-
halb wollen wir die beiden Systeme dem gleichen Gesamtanruf-
prozess unterwerfen. Wir wdhlen die bedingte Gesamtanrufrate
&rxj gleich der bedingten Anrufrate des Warteverlustsystems
ohne Prioritédten:

Damit sind die beiden bedingten Gesamtanrufwahrscheinlich-

(170)

(171)

(172)

(173)

(174)
(175)

(176)

(177)

keiten (167) und (24) sowohl fiir endliche als auch fiir unend-

liche Quellenzahl qleich.

Die angebotenen Rufe stammen aus q Verkehrsquellen. Sendet
eine dieser g Quellen einen Ruf, so soll dieser Ruf mit der
Wahrscheinlichkeit iP der Prioritdtsklasse i angehtren.
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Es giit:

“P 7 ;/Z_; v P
wp t Lep

Mit diesen Wahrscheinlichkeiten folgt fiir die bedingten
Anrufraten mit (177)

4%; = ;p»kj
g4)k = wp %2

S %2

Der Endeprozess ist gegeben durch die Abfertigungsdauern
der Rufe. Wir nehmen an, daB sie -~ genauso wie fiir das
Warteverlustsystem ohne Prioritdten - negativ exponentiell
um die mittlere Belegungsdauer h verteilt sind.

Wir stellen nun die Frage, wie sich die Unterbrechung einer
Abfertigung auf den Endeprozess auswirkt. Die restliche Ab-
fertigungsdauer eines unterbrochenen Rufes ist nach (15)
wieder negativ exponentiell um h verteilt. Wir missen des-
halb die unterbrochenen Rufe im Wartespeicher nicht geson~
dert behandeln. Die Unterbrechung eines Rufes zugunsten
eines Rufes von hbherer Prioritdt wirkt sich auf den Ende-
prozess nicht aus, da zwei um h negativ-exponentiell ver-
teilte Belegungsdauern "ausgetauscht" werden, in diesem
Fall also die Restabfertigungsdauer des unterbrochenen
Rufes und die Gesamtabfertigungsdauer des eingetroffenen
Rufes htherer Prioritdt. Was in I.7 ilber den Anruf- und
Endeprozess gesagt wurde, gilt mit den durch (170) bis
(176) beschriebenen Modifikationen auch hier.

(178)

(179

(180)

(181)

(182)

(183)
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IV, 3 DIE ZEITABHANGIGEN ZUSTANDSWAHRSCHEINLICHKEITEN

Um das Differentialgleichungssystem (138) bzw. das lineare
Gleichungssystem (143) aufzustellen, missen wir die Sprung-
koeffizienten der Zustandsvariablen des Systems bestimmen.

Das preemptive Warteverlustsystem habe den Zustand
{ g X(t)=k, ‘rx(t)=j} mit k=0,1,...,n+s und j=k,k+l,,..,n+s,

In diesem Zustand konnen im Zeitintervall von t bis (t+At)
die folgenden Ereignisse (1) bis (5) auftreten:

(1) Es endet ein <i~-Ruf, Die im System anwesenden k Rufe
der Klasse 21 besetzen gemdf 1.2 und [.4 die Pldtze
1,2,... bis k., Das Ereignis (1) hat deshalb den Sprung-
koeffizienten: My, . (Fiir k>n giltt My = un).

(2) Es endet ein >i-Ruf. Im System befinden sich (j-k) Rufe
der Klasse >i. Sie stehen auf den Pldtzen k+1l, k+2,... bis j.
Diejenigen >i-Rufe, die sich im Biindel befinden, haben

den Sprungkoeffizienten: {uj - uk)° Flir kzn gilt:

(uy = w) = 0.

{(3) Es fd11t ein ¢i-Ruf ein, Dieses Ereignis ist im Hinblick
auf die Sprungkoeffizienten nur fir die Zustdnde mit

k< (n+s) relevant., Fd11t ndmlich in den Zustand k={n+s) ein
¢ 1=Ruf ein, so wird dieser Ruf entweder abgewiesen oder

er wird gegen einen anderen £i-Ruf ausgetauscht, In beiden
Fdllen dndert sich weder die Zustandsvariable x(t)

noch die Zustandsvariable frx(t).

41

Der Sprungkoeffizient des Ereignisses (3) ist fir k<{n+s)
5iAj und fir ks{n+s) gleich 0.

(4) Es fd11t ein >i-Ruf ein. Dieses Ereignis ist - analog
zu Punkt (3) - nur relevant fir j<n+s. Der Sprungkoeffi-

zient des Ereignisses (4) ist fiur j<(n+s) gleich >1Aj und
fiir j=n+s gleich 0, da fiir j=n+s ein einfallender >i-Ruf

abgewiesen wird und damit der Zustand des Systems unver-

indert bleibt.
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(5) Die Wahrscheinlichkeit fiir Mehrfachereignisse innerhalb At
ist von hdherer Ordnung in At. Ihr Sprungkoeffizient ist des-
halb gleich 0.

Trifft keines der Ereignisse (1) bis (5) ein, dann bleibt
der Zustand { ciX(t)=k, £rX(t)zj} erhalten.

Fir die verschiedenen Zustinde nach Bild 1 stellen wir die
aufgefiihrten Obergdnge in der folgenden Obersicht zur Ver-
anschaulichung dar:

Y |
® (n+s,n+s)

“a Té{)\m‘s
(kK) /.“ FPues” P

iy )‘ © cmp—— o (K N+35)
e k
/ 4 / /
©0) ove (on ) oy ome)

?uxw
/4I-.4;

FIGUR 2 DIE ZUSTANDE { XM= k o X ()= Z} UND IHRE
OBERGANGE

Als erstes stellen wir nun die Differentialgleichungen (138) fiir
die Zustandswahrscheinlichkeiten ,.P, j(t) auf,
= [l

Die in (138) auftretende erste Summe erstreckt sich iiber alle
jene Zustinde . {‘1X(t) (rX(t)=8} aus denen der betrachtete
Zustand { eiX(t)=k, (t)=j} durch eines der Ereignisse (1)
bis (4) entstehen kann. Die zugehSrigen Zustandswahrscheinlich-
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keiten aipc’e(t) werden mit denjenigen Sprungkoeffizienten
multipliziert, die den Obergang aus dem Zustand (k,j) =

{ LX) =k X(t) = j} in den betrachteten Zustand (o0,0)
beschreiben.

1 &Tr

Die zweite Summe in (138) erstreckt sich iliber alle jene
Sprungkoeffizienten, die einen Obergang aus dem Zustand
{ éix(t)=k. ‘rX(t)=j} in einen anderen Zustand beschreiben,

Beriicksichtigen wir die Randbedingung (166) fiir ‘iPk J.(‘t)
= '

dann kdnnen wir auf eine gesonderte Behandlung des Randes

k = j <(n+s) und des Randes k = 0 < (n+s) verzichten.

Wir erhalten damit das Differentialgleichungssystem filir die

ﬁipk.j(t) in der folgenden Form:

k= ””»”':j j : o,A,u., hesea
e P W)= B '”w e P b
* "‘/Pka*"“) ?*4 ) 42 (Pb.M);'+ u) [“b.-m
- £a4 'P ) J’ [’*})
k=04, n+ts-a ]'=n4-$
£4 ?k"h” (” T ogd Thnegea (‘” >A/\h+s-4 * sl kea tsea {4 &a I\m».:m +
+-‘$-; @k"‘, n+ g (‘L) é':) nt s R /P"y\'\vs (‘L) (%4 >\m05+r“*s\)
k= ;’ = nts
£ (Prw;'nts “) = &n ?h‘,s—d Nt §-a “’} £n >‘n+{-4 * gl (Pms-a'yws () 5—;>\n+s+
-»5”‘ n+ g, yws“') f“h+$
Die Normierungsbed1ngung lautet:
ntg i
I 7 2 P () = 4 (185)
J;zo P s

Mit Hilfe der Normierungsbedingung konnten aus (104) die zeit-
abhdngigen Zustandswahrscheinlichkeiten ‘iPk j(t) berechnet
£ ]
werden, wenn man die Anfangsverteilungen 4ipk j(tzﬂ) vorgibt.
= ]

(184)
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IV. 4 DIE GESAMTZUSTANDSWAHRSCHEINLICHKEITEN UND DER
GESAMTPROZESS
Wir summieren die Differentialgleichungen (184) von
k=0 bis k=j auf und erhalten mit (163) das Differential-

gleichungssystem fir die Gesamtzustandswahrscheinlich-
keiten

g', = 04, .., hts-d

ﬁ(@',(” = Z ﬁ{fpkj)- {4) = gy /P'-,, “)}\ + £ (P‘M !“') ”»-\‘"s +

J k=0 ) 2“ J
- e ?3(4) ( xj + ,qj) (186)
}:3 rts
&~ pn’+$ (” = ké £4 ,Pt:‘,?' (” % se @hﬁ's«v (“ /\vwswu - 3 rPhH {"U [“ ne s

Die Normierungsbedingung lautet:

nt 8

2 Pl =4 (187)
g

Das Gleichungssystem (186) filir die Zustandswahrscheinlich-
keiten ﬁer der Zustandsvariablen 5FX(t) 148t sich gemdB

den Bemerkungen in IV.1 auch ohne den Umweg iliber (184) direkt
herleiten, Vergleichen wir das Differentialgleichungssystem
(186) fir die Gesamtzustandswahrscheinlichkeiten des preempti-
ven Warteverlustsystems mit dem System (36) der Zustands~
wahrscheinlichkeiten Pj{t) des Warteverlustsystems ohne
Prioritaten, so sehen wir, daf bei gleicher Anfangsvertei-

Tung -~ das heift fir P.(t=0) = Pj(t=0) - die Zustands-

EX N
wahrscheinlichkeiten beider Systeme gleich sind:
éer(t) = Pj(t) (188)

Da nach II.2 die stationdren Zustandswahrscheinlichkeiten Pj
in geschlossener Form vorliegen, sind auch die stationdren
Gesamtzustandswahrscheinlichkeiten fer des preemptiven
Warteverlustsystems bestimmt. Mit (43) bis (57) gilt:

Py = Py (189)
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Wir haben damit den Satz, daB sich der G e s a m t prozess
so verhdit, als wirde ke i ne Einteilung in Prioritdts-
kiassen bestehen. Die physikalische Begriindung dieses
Satzes ist, daB die Prioritdtsdisziplin (nach IV.2} nur

ein Austauschen von Rufen bewirkt, durch das der Gesamt-
prozess n i ¢ h t beeinfluBt wird. Deshalb bleiben ins-
besondere die Gesamtbelastungen des Biindels, des Warte-
speichers und des Systems gleich,

Wegen {(189) lassen sich jetzt auch die mittlere Anrufrate
und die mittlere Enderate analog zu I1.3 bzw. II.5 be~
rechnen (Vergl. (59) und (65) ):

n+s

MITTLERE GESAMTANRUFRATE: PN le¢kj'g¢3 = N
)=o

MITTLERE ANRUFRATE DER KLASSE ¢i: el A = cip Y
MITTLERE ANRUFRATE DER KLASSE i: NI R ap'%
ntS

MITTLERE GESAMTENDERATE: ccho® . r}fﬁz il

Multiplizieren wir die mittleren Anvufraten mit der mitt-
feren Belegungsdauer h so ergeben sich die Angebote:

wis
e A= hen = h Z- )\{/P' = A

e 3
A= haaN = ‘;P'A
AA = hoah o= Ap A

GESAMTANGEBOT:
ANGEBOT DER KLASSE <1i:

ANGEBOT DER KLASSE i:
Wegen (167) ist durch (188) bzw. (18%) die Zustandswahr-

scheinlichkeit _.Py o bestimmt, die sich deswegen als
Parameter in der allgemeinen LOsung anbietet:

LiPo o(t) = Po(t)

[

_4}'!)0:0 = PO
IV, 5 DIE ZUSTANDSWAHRSCHEINLICHKEITEN tipk(t) UND >1.1’.‘(1:)

Die Zustandswahrscheinlichkeiten Aipk und >1P1 ergeben sich

gemdB (164) und (165) als Summen aus den ‘1Pk j(t), Wir ere
= ]

halten zundchst:

k = 0'4,..., n+ S 4

N "Pk [ = ’% €n 'Pg:,' (” = 2%4 s.{P-4,}' “} - f"k € (Pk “) *
- a4 (Pk ; (") + f"'um e~ @kw (‘)

(190)
(191)

(192)
(193)

(194)
(195)

(196}

(197)

(198)

(199)



- 65 -
£a P:«s {” = }':LM'S"‘ £q p‘-\*s—n'j H) A >‘2. - /“ws - Ea P“‘*‘S (;)

Summieren wir diese Gleichung von k=m bis k=n+s auf, so ergibt sich:

nes nes

P A N Nt (200)

k= gy ]
Diese Gleichung entspricht der Gleichung (37) beim Warteverlust-
system ohne Prioritdten; wir werden darauf in Abschnitt IV.6 niher
eingehen. Addieren wir die Gleichungen (200) schlieRlich von m=1
bis m=n+s, so ergibt sich:

htS  mtS

A A L ey
mza kTm =0 e
-3 e B -
Mit (163) und (182): hes
= ._c_{x - _1:;)\,,,4.3 _t_.;(!).,‘,.s “‘) Z_ /-,m I.,,P u) (201)

Analog erhdlt man fiir die Zustandswahrscheinl1chke1t >1P (t):
ntS-gq

>—\?o (4 €3 Mws 44 pms-4 s N) - Z:a "-'>‘. £ rpz", (4

nts i J=

: ()

:Z (Py f"]*") ‘ P]'”}

P (202)
Sa E'(” =

ntgmq nt,
LN neg &1 phq-g.,,'.ﬂs(” - ;»{)\ e ,P'_‘g’ ) “‘) - i é;@‘.g-,t‘?'{u ([—») _/"2‘-[_4) +

hts-1

- £..‘>\M,5 3N Py.og-l’..‘»s ‘” + Z >4)\ NP [';'_g.,,’)‘ (J') + J; e P]‘-e']. N) ({"; "(‘-\7'..5>

j:e" 7
= /PCl (e = ; 7 >\] £a /P]'-WMJ (¢ - EN >‘m-$ C & /PVWS-;«.\-\*-_S (4 +
) (203)
Z (FJ /4]'% ) ba pj-w,j ()

Mit (201) und (186) erhalten wir direkt:

htS it WS

ZZZ:"P (4 = (204)

Mz Lem 2‘1 ;

et h4s , n4s nes

LY E w22 e -
e J:M keo 2 A kam J 2

hl-s

=>£>‘(an ﬂ“$~5;k'L n” (r m_q/~m ~£ “))
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Auf diese Differentialgleichungen werden wir in Iv.6,
IV.7 und IV.16 zuriickkommen.

IV. 6 DIE STATIONKREN ZUSTANDSWAHRSCHEINLICHKEITEN

Analog zu Gleichung (39) beim Warteverlustsystem ohne Priori-

tdten lauten hier die Bedingungen fiir den stationiren

Prozef:

i By e p, PSRN S ) (205)
'} s

Mit diesen Stationarititsbedingungen erhalten wir aus dem

Differentialgleichungssystem (184) das folgende lineare

Gleichungssystem fiir die &iPk.j:

k=0’4‘...)]; ]I‘—.- 0'4,,”/ S —n

0= :f . 25N s +_L;’P,‘_4,J-_4 RS /P“'z'*“ (/*J'n ‘,M)*‘

3 P e e Pug g ep ) (206)
k= 0, nts-a 2 = nts
0= e P s 22 Mmpsen tesd (S W PR PR

- &a /Pk,h-t; (é—; Mes + rh*s)
k= J £ n4+ g
. .
0= < /ths—l!,yw;-a N negen tes | ntSma mtg €3 X.—w; N (Pnﬂ'.ﬂg /—\ s

Setzen wir nach Gleichung (196) die schon bekannte Zustands-
wahrscheinlichkeit 51P°,° ein, so erhalten wir ein inhomo-
genes, lineares Gleichungssystem, das numerisch nach bekann-
ten Metheden geldst werden kann. Im Anhang wird zur numeri-
schen LOsung dieses Gleichungssystems noch einiges gesagt. Ins~
besondere wird ein Verfahren angegeben, mit dessen Hilfe die-
ses Gleichungssystem mit (n+s+1)(n+s+2)-1 Unbekannten auf

ein (lineares, inhomogenes) Gleichungssystem mit nur (n+s)
Unbekannten reduziert werden kann, weshalb auch fiir griofere

(n+s) die numerische Berechnung keine Schwierigkeiten be-
reitet,
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Aus den stationdren Zustandswahrscheinlichkeiten 51Pk,j
ergeben sich gemd® (163) und (164) die uns interessieren-
den Wahrscheinlichkeiten des stationdren Prozesses, daB

k Rufe der Klasse <i bzw. 1 Rufe der Klasse >i sich im
System befinden:

oo ) (207}
£ @k = ;%. £ /Pk,}
ST A Pioi (208)
F:

Bevor wir aus den Zustandswahrscheinlichkeiten in den
ndchsten Abschnitten wichtige Verkehrscharakteristika
berechnen, leiten wir fiir beide Zustandswahrscheinlich-
keiten eipk und >1.P1 ein Gleichgewicht zwischen OUbergédngen
her, das dem Gleichgewicht (42) der Obergdnge beim Warte-
verlustsystem o h n e Prioritédten entsprechen wird.
Wir setzen die Stationaritdtsbedingungen (205) zundchst
in (200) ein:
s (209)

[rom &3 P =;,:,;M o ﬂ,,.,.,‘}- 3 )\?‘
Wie Gleichung (42) so manifestiert Gleichung (209) ein
Gleichgewicht der 0O b e r gdn ge der Zustands~
variablen iiX von m + (m=1) und von (m=1) - m, Dieses
Gleichgewicht der Obergdnge wird in Bild 3 verdeutlicht.
Das Gleichungssystem (206) dagegen stellt ein Gleichge-
wicht fiir den Z u s t and { X(t)=k, 5\},,X(1:)=j}
dar, genau wie Gleichungssystem (41) beim Warteverlust-
system ohne Prioritdten.
Aus Differentialgleichung (203) erhalten wir das stationdre
Gleichgewicht der 0O b e r gdnge fir die Zustandsvariab-

Te >1.)(:

nts~a hes

Jé-__‘ »;}\j é-;@]'-mn’j = ii Naes £4 ,Pm-s-m'm-s +JZ=;: {r\;~r;-...) g,‘?j,ml!' (210}
Es finden genauso viele Obergdnge aus dem Zustand {>‘X=m-1}

in den Zustand {>ix=m} statt, wie Oberginge aus dem Zustand
{,;X=m} in den Zustand {,;X=m-1}. Dieses Gleichgewicht

der Obergdnge der Zustandsvariablen >1X verdeutlicht Bild 4,
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k 8
od o ® 8 e
M ® ® ® @ ® Zustand m
P P 0 bl W e
L3N e il ikt e e .
m-f -+ wyﬁ o 0/ v/‘ °4‘m.i')“‘” Zustand m-i
e ol 2 e ® & ® 2 @
} } t + ¢ t t &=
m-1 m ms-1  res j

FIGUR 3 GLEICHGEWICHT DER OBERGANGE FOR DIE ZUSTANDSYARIABLE X
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Die Gleichgewichtsbeziehungen (209) und (210) sind von In-

teresse, um den Prozess physikalisch zu verstehen. Aus ihnen
1dBt sich zwar nicht -wie im Warteverlustsystem ohne Priori-

tdten~ eine geschlossene L&sung der stationiren Zustands-
wahrscheinlichkeiten ableiten, sie bringen im folgenden
aber wesentiiche Vereinfachungen.

IV. 7 DIE MITTLERE ENDERATE

Nachdem wir in IV.4 die mittleren Anrufraten und die Ange-
bote mit Hilfe der Gesamtzustandswahrscheinlichkeiten ﬁer
schon berechnet haben, kdnnen jetzt die Enderaten LiM der
Klasse =1 auch bestimmt werden:

MITTLERE ENDERATE DER KLASSE &« i: s

é;/“ = k{: /'\kﬁiff)k
Setzen wir in die Differentialgleichung (201) die Statio-
naritdtsbedingungen ein, so erhalten wir mit (211) die
folgende Beziehung:

é—.’f\—\ T N - £ >\w+s . 5,{’?,_\,,5

Diese Gleichung entspricht Gleichung (66) beim System ohne
Prioritdten und kann genauso interpretiert werden:

ﬁixn+s° ﬁipn+s ist die mittlere Zahl von <i-Rufen, die
pro Zeiteinheit verloren gehen, sei es durch direktes Ab-
weisen oder durch Verdringen. Die mittlere Zahl ejM von
endenden <i~-Rufen ist gleich der mittleren Zahl i von
ankommenden «i-Rufen abziiglich der mittleren Zahl von ver-
lorengehenden <i-Rufen.

Fiir i=r erhalten wir die G e s a m tenderate crHe die
mit Gleichung (66) iibereinstimmen muB: h

s T e s Nhies 2o P TN =~ Nwag Prg = I
Die Enderate der Klasse i ergibt sich als Differenz:

,:{* = 5,;[—. ’44[‘~

Die Enderate >iH ist:

A = s:[« - s;/‘v

(211)

(212)

(213)

(214)
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A = R >~m5 fl)nm + g >\w+s &n ?M.g (215)

Gleichung (215) folgt durch Einsetzen der Stationaritits-
bedingungen auch direkt aus Differentialgleichung (204).

IV. 8 DIE ABWEISWAHRSCHEINLICHKEIT

Es sei iC die Wahrscheinlichkeit, daB ein ankommender i-Ruf
wegen Systemblockierung sofort verloren geht. Ein i-Ruf geht
verloren, wenn er in den Zustand { i X = nts} einfillt., Im
Mittel fallen pro Zeiteinheit .2\ e P Rufe der

i"n+s 1 n+s
Klasse i in diesen Zustand ein. Wir erhalten iC als Verhdlt-

nis der pro Zeiteinheit abgewiesenen i-Rufe zur Gesamtzahl der
pro Zeiteinheit einfallenden i-Rufe. Wegen (181) und (192)
1d8t sich der Klassenindex der beiden Anrufraten "herauskiirzen®.

s _ a Anes g1 Puss = Aras . (216)
-~ C - BN N £ ths

Speziell erhalten wir fiir i=r nach Gleichung (67), daB die
Abweiswahrscheinlichkeit FC der letzten Klasse r iiberein-

stimmt mit der Verlustwahrscheinlichkeit B des Wartever-
lustsystems ohne Priorititen:

(= >;** Prvs = B (217)

Diese Gleichung ist leicht zu verstehen: Im Warteverlust~
system ohne Prioritdten geht jeder ankommende Ruf verloren,
wenn sich (n+s) Rufe im System befinden. Ebenso geht im
preemptiven Warteverlustsystem jeder Ruf der Klasse r ver-
Toren, wenn (n+s) Rufe sich im System befinden. Da die Ge-
samtprozesse nach IV.4 identisch sind, miissen die Veriust-
wahrscheinlichkeit B und die Abweiswahrscheinlichkeit PC
der r Klasse libereinstimmen,

Da flir die Klasse 1 (hGchste Prioritit) keine nachtrdg-
Tichen Verluste durch Verdringen méglich sind, qilt fir
die Verlustwahrscheinlichkeit 1B der Klasse 1:

>\n+s
B2 P =L C (218)
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Beriicksichtigen wir die Beziehung (159) und (217) dann
folgt aus Gleichung (216):

+C <« ... C <8

~*1

Infolge der Prioritdtsdisziplin ist die Abweiswahrscheinlich-
keit einer Klasse umso kleiner, je groBer ihre Prioritit

ist, auf jeden Fall ist sie nicht groBer als die Verlust-
wahrscheinlichkeit B des Warteverlustsystems ohne Priori-
titen.

Die Abweiswahrscheinlichkeit ‘1C der Klasse <«i erhalten wir
durch die folgende Oberlegung: Die Zahl ‘1A -‘iC der im
Mittel pro Zeiteinheit von der Klasse «1i abgewiesenen Rufe

setzt sich aus den abgewiesenen Rufen der Klassen 1,2,...

bis i zusammen: =
é;/\,‘.C: Z ,,>\'uC

P box
e C = fp‘ ‘:; ‘,P'uC

Die Gesamtabweiswahrscheinlichkeit el Tsts
-
«cC = L VF’VC.
ya
Analog zu (219) erhalten wir die Wahrscheinlichkeit, daB

ein >i-Ruf abgewiesen wird:

> C =

4 <

»vaC

P Uriea
IV. 9 DIE VYERDRANGUNGSWAHRSCHEINLICHKEIT

Es sei 1.V die Wahrscheinlichkeit, daB ein i-Ruf aus dem
System verdringt wird. Die Zahl ix-glder pro Zeiteinheit
im Mittel verdrédngten i-Rufe muB gleich der Anzahl derjeni=
gen Rufe sein, welche diese i-Rufe verdridngen. Ein i-Ruf
kann nur durch <i-Rufe verdridngt werden. Im Mittel fallen

A * siPpssRufe der Klasse <i in den Zustand { ,X=n+s}

<i’n+s 21 n+s
ein. Von diesen Rufen treffen aber ixn+s'<ipn+s den Zustand

<
{<1X = n+s} an, d.h, einen Zustand, in dem gar keine i-Rufe
im System sind. (und deshalb nicht verdringt werden kénnen).
Wir erhalten:

(219)

(220)

(221)
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ANZAHL DER VERDRANGTEN i-RUFE =
ANZAHL JENER RUFE, DIE i-RUFE VERDRANGEN

222
ANV T L Mnes 6iPaes - o hnrs ed Pasg ( )
A PRL S (223)
Vo= %;9_ (.C - .., C) (224)
Fiir i = 1 ist: ;V =0 (225)
Genau wie im Abschnitt IV.7 ergibt sich:
fé\l]= ::l" Z; VP wV
Nach Zwischenrechnung erhalten wir: ) vez
PRRVARE AC - exC (226)
Daraus ergibt sich fiir i=r die Gesamtverdrdangungswahrschein-
lichkeit ‘rV, d.h. die Wahrscheinlichkeit, daB ein (beliebi-
ger) Ruf verdrdngt wird:
eV = B - o ( (227)
Die Gleichungen (226) und (227) lassen sich folgendermaBen
interpretieren: Die Zahl der verdrdngten <i-Rufe ist gleich
der Zahl a 1 1 e r jener =z i-Rufe, die das Biindel im
Zustand { ‘1X=n+s} antreffen, abziiglich derjenigen, die so-
fort bei Eintreffen abgewiesen werden,
Fiir die Verdrdngungswahrscheinlichkeit der Klasse >i gilt:
>-;F >.;\/ = 8- éa—)o_;C ‘74,0 2L (228)
IV. 10 DIE VERLUSTWAHRSCHEINLICHKEIT
Die Verlustwahrscheinlichkeit setzt sich aus der Abweiswahr-
scheinlichkeit und der Verdridngungswahrscheinlichkeit zu-
sammen:
AB = sC +xV (229)
@B = vV (230)

>2B = > C +>;V (231)



Mit (224) ﬂr,qj% = epal - owp ol (232)

Mit (226) £B= . C (233)

Diese Beziehung (233) 1d8t sich interpretieren. Dazu schrei-
ben wir Gleichung (216) um:

'{C = f—‘ﬁ >\»«»; ‘4Ph,;: s;g}tne; ‘- rpy.fg

Die Abweiswahrscheinlichkeit 1.C der Klasse i ist demnach gleich
der Wahrscheinlichkeit, daB ein einfallender & i-Ruf den Zu-
stand { 51.X=n+s} antrifft, (das System ist durch =2 i-Rufe
blockiert). F&llt ein < i-Ruf aber in diesen Zustand ein,

dann geht in jedem Fall ein < i-Ruf verloren: Entweder geht

der einfallende <i-Ruf selbst durch Abweisen verloren, oder
der einfallende <i-Ruf verdringt einen anderen <« i-Ruf aus

dem System.

Fiir i=r geht aus Gleichung (232) hervor:

B -2 (234)

Die Gesamtverlustwahrscheinlichkeit &rB (als Mittel iiber
alle Klassen) ist gleich der Verlustwahrscheinlichkeit B
des Warteverlustsystems ohne Prioritdten., Diese Beziehung
kann man aus IV.4 auch direkt folgern, da die Gesamtpro-
zesse é"X(t) und X(t) identisch sind.

Aus Gleichung (233) folgt durch Vergleich mit (218), daB

- wie es der Prioritdtsdisziplin entspricht - die Verlust-
wahrscheinlichkeit der Klasse <i mit wachsendem i zunimmt,
bis sie schlieBlich fiir i=r mit der Verlustwahrscheinlich-
keit des Warteverlustsystems iibereinstimmt.

IV, 11 DIE ERFOLGSWAHRSCHEINLICHKEIT

Die Erfolgswahrscheinlichkeiten ergeben sich aus den Ver-
lustwahrscheinlichkeiten durch Komplementbildung:

(235)
= 1 - 5B

-8
e2S = 4 - B (236)
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Die liber alle Klassen gemittelte Erfolgswahrscheinlichkeit
&rS ist (gemdB IV.4) gleich der Erfolgswahrscheinlichkeit
des Warteverlustsystems ohne Prioritdten:

e $= & (237)

IV. 12 DIE WAHRSCHEINLICHKEIT FOR START EINES i-RUFES AUF EINEM
BESTIMMTEN PLATZ DES WARTEVERLUSTSYSTEMS

Zundchst wollen wir die Wahrscheinlichkeit rFk bestimmen,
daB ein r-Ruf, also ein Ruf der niedersten Priorititsklasse,
auf Platz k startet. Analog zu Gleichung (62) gilt:

A T (238)

Beachten wir (181) und (192) dann folgt mit Gleichung (62):

«F, = T, (239)

Folglich ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein r-Ruf im preemp-
tiven Warteverlustsystem auf Platz k startet, genauso groB
wie die Wahrscheinlichkeit fiir Startplatz k eines beliebigen
Rufes im Warteverlustsystem ohne Priorititen.

Wir kommen jetzt zu den anderen Klassen i=1,2,... bis (r-1),
Startet ein i-Ruf auf Platz k im Zustand { X = i}s dann
werden wir sagen, der Ruf startet auf Platz (k.,j). Fir die
Wahrscheinlichkeit iFk.j‘ das ein i-Ruf auf Platz (k,j)
startet, gilt:

. )\?-4 N - . oA
A:Fk'?i = —-Jr ,l_w'\@k-»w,?—ﬂ 9"";2-,-.‘Iv\+s~n !<'4:“)3'(240)
/\h+$-4 X\-n;
N N €3 Pirn wasen o P KT nes
Die Wahrscheinlichkeit iFk’ daB ein i-Ruf auf Platz k
startet, erhalten wir durch Aufsummation:
S h4s
X.
ZF F O Fu, = LT A . (241
k i‘:k k'; ;%.4 <X &2 pk-«,j )
Wenden wir (181), (182) und (191), (192) an, dann ergibt
sich: nes
A
AF, = - Z. s.‘)\f €3 ?k.4,}' (242)
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Setzen wir schlieBlich das Gleichgewicht (209) ein, dann
erhalten wir:
;Ik="f—w s,:?

FEDN k

(243)

Diese Gleichung gilt auch fiir Klasse r, wie wir aus (238)
sofort sehen, wenn wir dort (189) und (42) beriicksichtigen,

IV. 13 DIE BLOCKIERUNGSWAHRSCHEINLICHKEIT

Es sei 1.E die Wahrscheinlichkeit, daB ein einfallender
i=Ruf nicht sofort eine freie Leitung findet:
JE = 2 iR +aC (244)
Lk=ntn
Fiir i=r ergibt sich unter Beriicksichtiqung von (239) und
(217) zusammen mit (74), daB die Wahrscheinlichkeit, daB
ein r-Ruf im preemptiven Warteverlustsystem keine freie
Leitung findet, genauso groB ist wie die Wahrscheinlich~
keit, daB ein beliebiger Ruf im Warteverlustsystem ohne
Prioritdten keine freie Leitung findet:

PE=E (245)

IV. 14 DIE FREIWAHRSCHEINLICHKEIT

Es sei iF die Wahrscheinlichkeit, daB ein i-Ruf s o f o r t
ins Biindel kommt., Wir summieren die Wahrscheinlichkeiten
1.Fk fiir Startplatz k von k=1,2,... bis n auf und erhalten
mit (241): " . n
SF o 2 uF s T f‘;/«k s P (246)
Es aqilt: F+ E =1 (247)

und speziell fiir i=r:
F+ E=1 (248)

Setzen wir Gleichung (245) ein, dann ergibt sich mit
Gleichung (74):
F=F (249)
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In Worten: die Freiwahrscheinlichkeit fiir Klasse r im
preemptiven System ist gleich der Freiwahrscheinlichkeit
im Warteverlustsystem ohne Prioritdten. Gleichung (248)
geht fiir i=r in Gleichung (74) iber.

IV. 15 DIE SOFORTWARTEWAHRSCHEINLICHKEIT

Wir werden jetzt die Wahrscheinlichkeit 1.R.. daB einem
i-Ruf s o for t bei seiner Ankunft ein Warteplatz zu-
gewiesen wird (und nicht erst nachtriglich bei seiner

eventuellen Unterbrechung im Biindel) berechnen: (250)
iR= 24T,
k=i
Fir i=r erhalten wir mit (239), (217) und (77):
R=w

Die Sofortwartewahrscheinlichkeit der Klasse r ist gleich
der Wartewahrscheinlichkeit des Warteverlustsystems ohne
Prioritdten. Freiwahrscheinlichkeit, Sofortwartewahrschein-
tichkeit und Abweiswahrscheinlichkeit geniigen den folgenden
beiden Beziehungen:

AF 43R +4C 41 (251)

AR +sC R

n
H

(252)
Die beiden Gleichungen (251) und (252) entsprechen den Be-

ziehungen (78) und (79) des Warteverlustsystems ohne Priori-
titen und sind fir i=r mit diesen identisch.

IV. 16 DIE BONDELBELASTUNG

siY ist die Zahl der im Mittel von si-Rufen belegten
Leitungen. Analog zu (83) ist:

ntl
253
Y = h 5; A k,{?k = h s ( )
Mit den Gleichungen (212) und (216) ergibt sich daraus:
g.;\( = h X (a- —.C) (254)

eiY = A [1- 2B) (255)



- 77 =

Dies ist eine Beziehung, die genauso wie (84) interpre-
tiert werden kann.

Fiir i=r erhalten wir die Gesamtbiindelbelastung érY' die
mit (234) und (84) -und auch gemdB IV.4- gleich der Biindel-
belastung des Warteverlustsystems ohne Prioritdten ist:

Y=Y (256)
Fiir die Biindelbelastung ;Y der i-Rufe gilt:
(257)
Y = Y -2 Y
Y = kL {ax = (i 3B - 2o L;E)}
(258)
Y= A (lA- 2 B)
Diese Beziehung ist in keiner Weise so selbstverstdndlich,
wie es die Beziehung (84) im Warteverlustsystem ohne Priori-
tdten ist. Denn hier tragen zur Belastung des Biindels durch
i-Rufe auch jene i~Rufe bei, die aus dem Biindel durch Unter-
brechung verdrdngt werden.
Fiir ;Y ergibt sich: Y = <Y -2 Y (259)
und Y = »iA (A-,18) (260)

Um den Anteil der Belastung ‘iY an der Gesamtbelastung
‘rY zu bestimmen, formen wir um:

Y = LA (/1 e B 40 B - £;B)= ﬁ.’_P‘:—rY +£§A(&‘E"£~lg)(261)

Die Belastung H.Y der Klasse <1 ist wegen ihrer im
Vergleich zur Klasse >i bevorzugten Bedienung grdBer als es
ihrem Anteil am Gesamtangebot entspricht.

Fir >i gilt das Umgekehrte:

>—;Y = >.‘P ‘/:.(Y - >;A(){B ”’i—fB‘ (262)

Eine analoge Beziehung 1dBt sich fir 1.Y herleiten:
(263)

A‘Y‘-’;P'ﬁf\( +.:A(¢--c3 —_:,E)
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Zu der angebotsproportionalen Belastung jPe .Y addiert
sich ein Term, der positiv oder negativ sein kann, je
nachdem, ob der Uber alle Klassen gemittelte Gesamtver-
Tust £PB=B grtfer oder kleiner als der Verlust 1‘B der
Klasse i ist.

IV. 17 DIE WARTEBELASTUNG

Wir berechnen die Wartebelastung 4iQ der Klasse 4«i,
also die mittlere Zahl von Wartepldtzen, die von
& i-Rufen belegt sind:

nef

Z. (k"h) '-“*(Pk = 2“: l‘ &2 ?Mk

kEnea feza

"

ex

AQ = 1R - 4@

Fiir i=r erhalten wir fiir die Gesamtwartebelastung .0 aus

(264) die nach IV.4 selbstverstindliche Beziehung:
ﬁ-tQ = a

Das heiBt, die Gesamtwartebelastung des preemptiven Warte-

verlustsystems ist gleich der Wartebelastung des Warte-
verlustsystems ohne Prioritdten, Die Wartebelastung der

Klasse >i ist:
>«'0 :ﬁ—ca ‘”-‘:";G

Iv. 18 DIE SYSTEMBELASTUNG

n+s
ﬁ;w = Z k Céa /Pk

=4

Mit (255) und (264): X = Y 4+ es R

Speziell (vergleiche IV.4) gilt: e X =2 )

3
>,
[
).
’<
4
)
ba

(264)

(265)

(266)

(267)

(268}

(269)

(270)

(271)
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IV. 19 DIE GESAMTVERWEILZEIT EINES i-RUFES IM SYSTEM
VERTEILUNG UND ERWARTUNGSWERTE

Wir kommen jetzt zu denjenigen Verkehrscharakteristika des
preemptiven Warteverlustsystems, die wir mit Hilfe des in
Kapitel III eingefilhrten RANDOM-WALK Prinzips berechnen
werden.

Ein i-Ruf starte auf Platz (k,j). Wir beobachten seinen
RANDOM-WALK bis er das System verldBt. Das Ziel {Erfolg}
des RANDOM-WALK ist: {VERLASSEN DES SYSTEMS}. Dieses Ziel
erreicht jeder Ruf mit Sicherheit, unabhingig von seinem
Startplatz. Deshalb ist die "Erfolgswahrscheinlichkeit®
dieses RANDOM-WALK fiir alle Startplitze gleich 1

(vergl, III1.9).

Mit Hilfe des Differentialgleichungssystems (153) werden
wir die Wahrscheinlichkeit in j(x) berechnen, daB ein

8
i-Ruf bei Start auf Platz (k,j) nach der Zeit x das System

noch nicht verlassen hat:

P{GESAMTVERWEILZEIT EINES i-RUFES > x |
|START AUF PLATZ (Ki)} = ;6 4(x) (272)

Die Obergangswahrscheinlichkeiten bzw. die Sprungkoeffi-

zienten (vergl.III.7) dieses RANDOM-WALK erhalten wir direkt

aus den in IV,3 aufgefiihrten Obergangsméglichkeiten., Sie

seien am Beispiel dieses RANDOM-WALK im preemptiven Wartever-
lustsystem nochmals im einzelnen aufgefilhrt., Der beobachtete
i-Ruf befinde sich auf Platz (k,j). Das Erfolgsziel des
RANDOM-WALK kann der i-Ruf in einem Schritt erreichen
entweder von Platz k=1,2,... bis n aus, wenn die Bedienung
des beobachteten Rufes endet - der zugehdrige Sprungkoeffizient ist u;-
o der von Platz (n+s), wenn ein <i-Ruf einfillt -der zuge-
horige Sprungkoeffizient ist <itp+s+ Damit haben wir die-

jenigen Sprungkoeffizienten unseres RANDOM-WALK bestimmt, die
einen direkten Obergang in den Zustand {Erfolg} beschreiben.

Um die anderen (von Null verschiedenen) Sprungkoeffizienten
aufzustellen, unterscheiden wir die beiden Fille j<(n+s) und
J=(n+s):
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(A} j< (n+s)

Der i-Ruf bleibt innerhalb At auf seinem Platz (k.J),

wenn kein Ruf endet und kein Ruf einfdllt. Das geschieht
mit der Wahrscheinlichkeit: 1-(Aj+uj)-At + o(At).

Von seinem Platz (k.j) kann der i-Ruf die folgenden Plitze
durch e i nen Schritt seines RANDOM-WALK erreichen:

(1) Platz (k-1, j-1), indem einer der (k-1) Rufe endet,

die gemdB der Abfertigungsdisziplin im Sinne von 1.2 v o r
dem betrachteten i-Ruf im System placiert sind. Der zuge-
horige Sprungkoeffizient ist Mpoge

(2) Platz (k.j~-1), indem einer der hinter dem beocbachteten
Ruf placierten Rufe endet. Sprungkoeffizient: (uj-uk)

(3) Platz (k+1,j+1), indem ein <i-Ruf einfgllit: <1Aj

(4) Platz (k,j+1), indem ein » i-Ruf einfdllt: ;1Aj
(B) J = n+s

Damit der i-Ruf innerhalb At auf Platz (k,n+s) bleibt,
(Erhaltung des Platz-Zustandes),

darf kein Ruf enden und kein <i-Ruf einfallen: Das geschieht

mit der Wahrscheinlichkeit: 1 - (<iln+s + U YeAt + ofat).

n+s
Von Platz (k,n+s) k¥nnen die folgenden Plitze in einem

Schritt erreicht werden:
(1) Platz (k-1,n+s-1) mit Sprungkoeffizient M1
(2) Platz (k, n+s-1) mit Sprungkoeffizient (“n+s’“k)

(3) Falls k<(n+s), Platz (k+1,n+s) mit Sprungkoeffizient <iMn+s
Um Schreibarbeit zu sparen, wollen wir die folgende Regel ein-
fiihren:

Tritt in einer der Gleichungen ein Term auf, dessen Sprung-
koeffizient fiir einen bestimmten Parameterwert Null ist,

dann interessiert uns nicht, ob die zugehdrige Wahrscheinlich-
keit definiert ist oder nicht. Wir setzen den gesamten Term
gleich Null,
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Da ein einfallender r-Ruf immer hinter allen im System
schon anwesenden Rufen eingeordnet wird, tritt an die
Stelle von (276) fir i=r die Gleichung:

Beispielsweise tritt im folgenden Differentialgleichungs-

system (273) der Term “k-l'in—l,j~1 auf. Fir k=1 ist die

Wahrscheinlichkeit .G . nicht definiert, da es keinen
i“k-1,j-1 n+s

Platz (o0,j-1) im System gibt. Wir lassen diesen gesamten rG(x) - Z rFk ,er k(x)

Term fir k=1 weg, da u,=0 ist. k=1 !

Fir die Wahrscheinlichkeiten in j(x) erhalten wir - gemdl

(153) - mit den oben aufgefiihrten Sprungkoeffizienten das

folgende Differentialgleichungssystem:

Der Anfangswert iG(x=0) = P{GESAMTZEIT EINES i-RUFES> 0}
ist gleich der Wahrscheinlichkeit, dass der i-Ruf Uberhaupt
ins System kommt, also gleich (1-1C), denn nur fiir abge-

. wiesene i-Rufe ist die Gesamtverweilzeit im System gleich 0,
J=1,2,...,n4s-1 k=1,2,...4]
LGkJ(x)= fkq'46»ujw(”)* (ﬁj' fk)';Gk¢_4(x)+L4>j'; C@quafx)+ Die m i F tlTeren .GesamtverWﬁxlzelten in,j e1ne§ auf
L ) - (v _)_. G (x) Platz (k.j) startenden i-Rufes geniigen dem folgenden linearen
" ”“X] - ijm x J f; ~ kg X Gleichungssystem, das sich aus (156) mit der rechten Seite
Jj=n+s k=1,2,...,n4s~1 (273) 1Gk,j(0)’1 genauso ergibt wie (273) aus (153):
’;Gk’,ms =/\k»4.46kw,n*s»4 (f) * (r‘h” ‘Fk) T s qum-s-a (x)+ j=1,2...¢,ﬂ+3*1 k=1’2""’j
+ s >\Ms'~\6km,m;(") - (4:/\,\*3+rhﬂ)ﬁ6lﬁw: () {)\J-+/-\;)';Gk‘}- - /‘w.f* G,M,j_q ~(/‘]'_/‘4‘K)’“'G;«,}?4 +
J=n+s k=n+s
B “x]" - 6kv4jM Tt xj 2 6, ;o =1
‘ ) !
’;GH*S'v\fS= Fh+5~4 ‘m’Gh+$-4lh+5.4 (*) - {44 >‘u—.+3 + /"“».-U ) N GM._;, e (’() j=n+s k=1,2,...,n+s~1

(/-*‘wis * f"vMS} - Gk,n+$ - /"‘04 ’". G"*’ ks S *

Wir haben oben festgestellt, dass die Erfolgswahrscheinlichkeit
dieses RANDOM-WALK unabhdngig vom Startplatz gleich 1 ist.
Deshalb tautet die Anfangsbedingung (Vergleiche I111.10):

(277)
- {/"h-e;-/"k)»‘;ek‘h-rs—q - -’u'/\nfs .".GkAA‘nQS =1

Jj=n+s k=n+s

o + G . - ‘JGmt-rv het S - =
(61,3 (x=0) = 1 (274) (b s pros ) <Brss = e £ s

Das Gleichungssystem (277) ist vom selben Typ wie das mit
Hilfe von siPO.O inhomogenisierte Gleichungssystem der
Zustandswahrscheinlichkeiten (vgl. Abschnitt IV.6) und kann
mit denselben - im Anhang erlduterten - numerischen Methoden

Multiplizieren wir die in'j(x) fir i=1,2,... bis (r-1)

(dabei ist r die Klasse mit geringster Prioritdt) mit der Wahr-
scheinlichkeit iFk.j fir Startplatz (k,j) nach Gleichung (240),
dann erhalten wir nach Aufsummation ilber alle Startplitze die

Verteilung der Gesamtverweilzeit eines beliebigen i-Rufes im
System:

P{GESAMTZEIT EINES {-RUFES > x} = .G(x) (275)
n+s n+s
6(x) = L jzk iFigt 16,3 () (276)

geldst werden.

Die mittlere Gesamtverweilzeit eines beliebigen i-Rufes im
System (einschliesslich der verdringten und der sofort abge-
wiesenen i-Rufe) erhdlt man fir i=2,3,...(r-1) aus den

(G, .
17k
durch Aufsummation analog zu Gleichung (275):
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n%s ngs
G o= Fu o:0:G, . (278)
i kel j=k ik,yj i7k,j
Fir i=r erhalten wir:
n+s

G = kzl PP rbi i
IV. 20 DIE VERDRANGUNGSWAHRSCHEINLICHKEIT UND DIE ERFOLGS-
WAHRSCHEINLICHKEIT BEI START AUF PLATZ (k.j)

In IV.9 haben wir die Verdrdngungswahrscheinlichkeit iV
eines beliebigen i-Rufes bestimmt. Um die Gesamtverweil-
zeit eines erfolgreichen i-Rufes zu berechnen, werden wir
aber auch die bedingte Verdrangungswahrscheinlichkeit
in|j eines i-Rufes bendtigen, wenn er auf Platz (k.j)
startet, Mitteln wir fir i=1,2,...(r-1) diese bedingten
Verdrdngungswahrscheinlichkeiten inl. mit Hilfe der Wahr-
scheinlichkeiten iFk.j fiir Startplatz (k,j), dann erhalten
wir wieder die nach Gleichung (224) schon bekannte (iber
alle Startpldtze gemittelte) Verdrangungswahrscheinlich-

keit 1.\l:

n+s n+s

Vo=

i iV

ToosF, e (279)
k=1 jok i k,j i

kij

Fir i=r erhalten wir entsprechend:
n+s

PV kzl ek
Wir untersuchen wie in Abschnitt IV.18 den RANDOM-WALK, den
ein auf Platz (k,j) startender i-Ruf im gesamten System durch-
Tduft. Als {ERFOLG} definieren wir hier die Verdrdngung des
Rufes aus dem System. Rufe, die ihre Bedienung beenden, sind
folglich im Sinne unseres RANDOM-WALK erfolglos, da sie nicht
verdrdangt werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein auf Platz
(k.j) stehender i-Ruf im Sinne des RANDOM-WALK Erfolg hat, ist
gleich der Verdrdngungswahrscheinlichkeit ivk.j eines auf
Piatz (k,j) startenden i-Rufes. Um diese ivk.j nach Gleichungs-
system (151) zu berechnen, missen die Sprungkoeffizienten des
RANDOM-WALK bestimmt werden.
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Da wir den RANDOM-WALK aus Abschnitt IV.19 nur in bezug auf

das Ziel {ERFOLG} abgedndert haben, dndern sich nur die Sprung-
koeffizienten mit dem Sprungziel {ERFOLG}. Die Koeffizientenma-
trix des Gleichungssystems (151) wurde bestimmt durch alle jene

Sprungkoeffizienten des RANDOM-WALK, die ein Sprungziel * {ERFOLG]

haben. Infolgedessen geniigen die "Erfolyswahrscheinlichkeiten"
in'j dieses RANDOM-WALK dem selben Gleichungssystem (277), wie
die mittlieren "Verweilzeiten" in.j des RANDOM-WALK aus Abschnitt
IV.19, allerdings mit anderer "rechter Seite". Die rechte Seite
von Gleichungssystem (151) wird durch die Sprungkoeffizienten
mit einem Sprungziel = {ERFOLG} bestimmt. Das Ziel

{ERFOLG} = {VERDRANGUNG} kann ein i-Ruf nur erreichen, wenn

er auf Platz (n+s,n+s) steht und ein <i-Ruf einfillt; der
entsprechende Sprungkoeffizient ist .jAp4s. Die rechte

Seite des Gleichungssystems der in j lautet demgemdss:

ick.j =0 fiur (k.j) # (n+s,n+s)

- 280
icn+s,n+s - <iAn+s ( )

Damit konnen die Verdrdngungswahrscheinlichkeiten ivk,j
eines i-Rufes auf Platz (k,j) aus einem Gleichungssystem
berechnet werden, dessen Koeffizientenmatrix durch Gleichungs-
system (277) und dessen rechte Seite durch Gleichung (280)
gegeben ist.

Die Wahrscheinlichkeit iSk.j’ dass ein i-Ruf von Startplatz
(k:j) aus nicht verdringt wird, sondern erfolgreich endet,

ergibt sich als Komplement der Verdringungswahrscheinlichkeit:

iS5, = iV (281)

IV. 21 VERTEILUNGEN UND ERWARTUNGSWERTE DER GESAMTVERWEIL-
ZEIT EINES ERFOLGLOSEN BZW. EINES ERFOLGREICHEN RUFES

Wir berechnen jetzt die Gesamtverweilzeiten eines erfolgreichen
bzw. eines erfolglosen i-Rufes. Diese bedingten Gesamtverweil-
zeiten lassen sich nicht aus den Gesamtverweilzeiten 1.G eines
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beliebigen i-Rufes direkt berechnen, da 1.G die Gesamtverweil-
zeiten der erfolgreichen und der verdrdngten Rufe gemeinsam
erfasst.

Um die Gesamtverweilzeit eines erfolglosen Rufes zu berechnen,
gehen wir aus vom RANDOM-WALK des Abschnitts IV.20, dessen
Erfolgsziel die Verdriangung des beobachteten i-Rufes war.

Mit Hilfe des Differentialgleichungssystems (153) bestimmen
wir zundchst die Wahrscheinlichkeit:

P{i-RUF WIRD VERDRANGT,GESAMTZEIT>x|START AUF PLATZ (k,j)}=
IEREEY! (282)

Wie wir aus Differentialgleichung (153) sehen, bendtigen

wir zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten (282) nur diejenigen
Sprungkoeffizienten des RANDOM-WALK, die ein Sprungziel # {ERFOLG}
haben. Nach Abschnitt IV.20 unterscheiden sich die Sprungkoeffi-
zienten mit einem Sprungziel # {ERFOLG} aber nicht von denjenigen
aus Abschnitt IV.19, die wir zur Berechnung der in‘. untersucht
haben. Infolgedessen geniigen die i (x) dem selben Differential-
gleichungssystem (253), wie die ;6 (x) Allerdings miissen wir
andere Anfangsbedingungen fir x=0 e1nsetzen

Gemdss Abschnitt II1.9 ist der Anfangswert ;9 (x =0) gleich der
“Erfolgswahrscheinlichkeiten” (im Sinne des def1n1erten RANDOM-
WALK), die wir in Abschnitt IV.20 berechnet haben:

i, 5(x=0) = v, (283)

Mitteln wir die iJk j(x) Uber alle Startpldtze (k,j), dann
erhalten wir die Verbundwahrscheinlichkeit J(x), dass ein Ruf
erfolglos ist und eine Zeit grosser x im System verweilt:

n%s n%s
J(x) = Py smed L (x) i= 2,...,r-1
i k=1 jok T ka3 ik
n+s (284)
PJx) = kZI rFk' er'k(x)
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Nachdem wir jetzt die Verteilung berechnen kidnnen, wenden
wir uns den Erwartungswerten zu.

Den Erwartungswert der Verteilung
mit iJ

i (x) bezeichnen wir

Koje Es ist die mittlere Gesamtze1t eines auf Platz (k,j)
startenden und erfolglosen i-Rufes bezogen auf alle i-Rufe
(einschliesslich der erfolgreichen), die auf Platz (k,j) starten.
Nach Abschnitt III.11 ergeben sich die Erwartungswerte .Jk j

aus einem linearen Gleichungssystem, dessen Koeffaz1entenmatrix
wiederum mit (277) identisch ist, dessen "rechte Seite" ick.j
aber gleich der "Erfolgswahrscheinlichkeit" im Sinne des hier
definierten RANDOM-WALK ist:

%, = VK. (285)
Mitteln wir die 1Vk j Uber alle Startpldtze(k,j), dann erhalten
wir die mittlere Gesamtverwe1]ze1t eines erfolglosen i-Rufes
bezogen auf alle i-Rufe:

n+s n+s
i kZI jZk Tk 3%, i=2,3,...,r-1
n+s (286)
A A

Eine Reihe interessierender Verkehrscharakteristika lassen
sich jetzt direkt berechnen:

SJ(x)
P{GESAMTZEIT > x|i-RUF ERFOLGLOS} = 1"17_ (287)
i
iy
MITTLERE GESAMTZEIT EINES ERFOLGLOSEN i-RUFES = - (288)
1‘
iJ(x)
P {GESAMTZEIT > x | i-RUF VERDRANGT} = —r (289)
i
1J
MITTLERE GESAMTZEIT EINES VERDRANGTEN i-RUFES = " (290)

i
Wir kommen jetzt zu den Gesamtzeiten der erfolgreichen Rufe,
die wir durch Komplementbildung aus den schon berechneten
Gesamtzeiten der erfolglosen Rufe erhalten.
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P{i-RUF IST ERFOLGREICH,GESAMTZEIT> x} = ,G(x)-;J(x) (291)

1.G(x)—id(x)
1.L(x)= P{GESAMTZEIT > x|i-RUF IST ERFOLGREICH}=——————§————

i
Daraus ergibt sich die mittlere Gesamtzeit 1.L eines

ey 0]9 eichen i-Rufes:
G-.Jd
i i

it = T

i

Wir wollen abschiiessend auf die Bedeutung der verschie-
denen Gesamtzeiten hinweisen.

. J
Die mittliere Gesamtverweilzeit lV nach Gleichung (290)

i
ist jene Zeit, die ein einzelner, spdter verdrangter i-Ruf

im System verweilt. Diese Kenngrdsse ist insbesondere vom
Standpunkt jener Teilnehmer aus interessant, die nach voran-
gehendem Warten und eventueller teilweiser Abfertigung doch
noch aus dem System verdrédngt werden. Eine Verdrdngung nach
langer Gesamtverweilzeit im System wird als besonders
storend empfunden werden.

Die mittiere Gesamtverweilzeit iJ eines erfolglosen i-Rufes
ist bezogen auf alle i-Rufe, berilicksichtigt aber nur jene
Rufe, die erfoliglos sind. Diese Kenngridsse ist von Interesse

fir die Betriebsleitung, weil sie eine Aussage lber die nutz-

lose Belastung des Systems durch verdridngte Rufe liefert.
Diese Aussage wird bei unendlicher Quellenzahl noch verdeut-
licht werden.

Die Verbundwahrscheinlichkeit 1.J(x) wird ausserdem bendtigt,
um z.B. die folgende Frage zu beantworten: Steigt oder fallt
die Verdrdngungswahrscheinlichkeit mit der schon im System

verbrachten Zeit. Es gilt:
s (x)

P{VERDRANGUNG | GESAMTZEIT > x}=2 (294)
1.GIXS
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IV. 22 VERTEILUNGEN UND ERWARTUNGSWERTE DER
SOFORTWARTEZEIT EINES i-RUFES

Wir beobachten i-Warterufe, d.h. soliche i-Rufe, denen bei
ihrer Ankunft ein Warteplatz zugewiesen wird. Wir beobachten
einen i-Warteruf solange, bis er erstmalig den Wartespeicher
verlisst. Diese Zeit nennen wir Sofortwartezeit. (Kommt der
beobachtete Ruf aus dem Wartespeicher ins Biindel, kann er
dort unterbrochen werden., In diesem Fall verbringt der be-
obachtete i-Ruf eine zweite Wartezeit, was aber fir die
Sofortwartezeit ohne Bedeutung ist).

Wir definieren den RANDOM-WALK eines i-Warterufes mit dem
Erfolgsziel {VERLASSEN DES SPEICHERS}. Dieses Erfolgsziel
erreicht der i-Warteruf mit Wahrscheinlichkeit 1, ndmlich
durch Verdrdngung oder Eintritt ins Biindel. Da die Oberle-
gungen der vorangegangenen Abschnitte sofort auf den hier
definierten RANDOM-WALK im Wartespeicher ibertragen werden
konnen, wollen wir uns kurz fassen: Die bedingten Verbund-
wahrscheinlichkeiten

1.Tk i = P{i-RUF WARTET> x|START AUF PLATZ (k.j)} (295)

geniigen fir k>n und j>n dem folgenden Differentialglei-
chungssystem:
Jj=n+l,n+2,...,n+s-1 k=n+1

()() = >‘;. N Tnn,'j-rn (X‘) * Za >\] - Tn+a’)+4 {X) *

'.\Tru- .
ay
- (>\] *{'\,‘) N [

j=n+l k=n+s

’LTwH, nes (x) = L«'>‘w+s S lmz.,ms () - (44>\»+$+[""‘]' ~ TV""J ’““{r)

j=n+2,n+3,...,n+s-1 k=n+2,n+3,...,5J

N Tk,]‘ (x) = AL Tk-«,j‘a () ~+ (;\j = T“M’]._;" (x‘) +
+7,«'k]" QTA(?'.M - (>\J *’/‘m‘,, k.;'(x)

J=n+s k=n+2,n+3,...,n+s (296)

i T‘('Ms {x) : /”“‘ N T"'”; ni-a (x\) * ‘4/\ ars tom Tk-wv, e ()(‘) +

Sl PRV Y +,"\n) Tl T,,‘MS (%)

j=n+s k=n+s

’:Tms,ms(x') = ["u. NT“*S"i/V‘*S-ﬂ {X> - ({"1,‘ + (_thﬂ\'*Tm;nH (x‘)
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Da die Erfolgswahrscheinlichkeit dieses RANDOM-WALK gleich 1
ist, haben wir die Anfangsbedingung iTk J.(x=0)=l.

Die mitt1leren Sofortwartezeiten iTk j auf Platz (k.j)
geniigen dem folgenden linearen Gleichungssystem, das sich gemiss
(156) sofort aus dem Differentialgleichungssystem (298) ergibt:

J=n+l,n+2,...,n+s=-1 k=n+1

(‘)\;4‘#'\)".\,TV\¢4‘}. - 44)2 'AT‘“«QJZ'M RN /\2 f s [nml}'«n = A

Jj=n+s k=n+1

(<‘>\l’\6§+’f",,‘)"‘.TM+4,h+_§ - 41>\V\*5 '“'T"‘*Zlh*I = 4

j=n+2,n+3,...,n+s-1 k=n+2,n+3,...,] (297)
" T - N - T ' - g . - * s =

(>\7 +f‘n) ~ [k,'? “n kz ~ /‘?ﬂ/;{»ﬂ %A >‘] ~ Tt‘l}” Fh —\Tk-qlz-q

Jj=n+s k=n+2,n+3,..,.,n+s~1

(44>\w+5+["|,,)‘,{ Tl(,h-f-f - 4“v>\mflvﬂ'l—k+4‘m*$ - (L\h‘ﬂTk"‘,nfS'ry = A

J=n+s k=n+s

(“x"*"LP“)'*T““.“*S A ‘4TM+:~4,w+s—n =/

Wir wollen jetzt die Sofortverdrédngungswahrscheinlichkeit
berechnen, dass ein i-Ruf verdringt wird, ohne ins Biindel Zu
gelangen. Dazu modifizieren wir den eingefiihrten RANDOM-WALK
eines i-Warterufes im Speicher, indem wir ein anderes Erfolgs-
ziel definieren: Das Erfolgsziel sei jetzt:

{VERDRANGUNG OHNE INS BOUNDEL ZU KOMMEN}. Die "Erfolgswahr-
scheinlichkeiten" (im Sinne von II11.9) dieses neuen RANDOM-
WALK sind die folgenden Wahrscheinlichkeiten

P{i-RUF WIRD VERDRANGT (OHNE INS BONDEL ZU KOMMEN) |

[START AUF PLATZ (k.j)} = K (298)

Da wir nur das Erfolgsziel des RANDOM-WALK abgedndert haben,
geniigen die Sofortverdringungswahrscheinlichkeiten iKk,' auf
Platz (k,j) gemdss (151) dem Gleichungssystem (297) der mittie-
ren Sofortwartezeiten, wenn die folgende "rechte Seite" gewdhlt

wird: C . =0 K<n+s

= (299
icn+s.n+s <iAn+s )
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Die Sofortverdridngungswahrscheinlichkeit 1.K, dass ein
beiliebiger i-Ruf verdrdngt wird, ohne ins Biindel zu gelangen,
ergibt sich zu:

n+s n+s
i=2,3,...,r- K= FooLelK, .
i=2,3 r-1 =Lk it i

(300)
n+s
K=

= 7 F,e K
i k=ns1 T k rik k
Die Wahrscheinlichkeit ka j* dass ein i-Warteruf bei Start
auf Platz (k,j) (mindestens einmal) ins Bilindel gelangt,
ergibt sich als Komplement:
ka j=P{i-RUF KOMMT INS BONDEL |START AUF PLATZ (kid)} =

4

=1 - .K

Kk (301)

1D = P{i-RUF KOMMT INS BONDEL} = 1 - iC - iK (302)

Vo1lig analog zu Abschnitt IV.21 kénnte man jetzt beispiels-
weise die Verteilung und die Erwartungswerte der Sofortwarte-
zeiten derjenigen i-Warterufe berechnen, die ins Biindel gelangen
(dabei bleibt v611ig offen, ob diese Rufe im Biindel spdter unter-
brochen werden oder nicht, ob sie spdter verdrdngt werden, oder
nicht).

Da sich die Uberlegungen aus IV.21 leicht iibertragen lassen,
soll hier nicht weiter darauf eingegangen werden.

IV. 23 DIE UNTERBRECHUNGSWAHRSCHEINLICHKEITEN

Um die Unterbrechungswahrscheinlichkeit 1.U eines beliebigen
i-Rufes zu berechnen, definieren wir den RANDOM-WALK eines

i-Rufes im preemptiven Warteverlustsystem mit dem Erfolgsziel:
{UNTERBRECHUNG}. Das Erfolgsziel erreicht ein i-Ruf, wenn er

auf Platz (n.j) steht und ein <i-Ruf einfillt. Die "Erfolgs-
wahrscheinlichkeit” bei Start auf Platz (k,j) dieses RANDOM-

WALK ist die Unterbrechungswahrscheinlichkeit iUk¢j eines i-Rufes,
der auf Platz (k,j) startet:

iV j=P{i»RUF WIRD UNTERBROCHEN|START AUF PLATZ (k.v3)}
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Die Unterbrechungswahrscheiniichkeiten iUk j geniigen
)
-gemdB III.9- dem folgenden linearen Gieichungssystem:

k=42 . »n-a, nta Mtz e sea 7'= k, kta, ey mtSs -1
0= {fa;' + Xj)—-‘ Mk,; - /’vk..‘ N Mk.,,l)-q - (ri"r‘k} ~M k,;‘—q
—7/'{>\7 z{(/\k’)'fn - 44)‘} AMk%A,jfﬂ

Kk'=n J = by nta, e hel-a

4—(>\? = ([-)+ )\?\,\ M”,J' = r.,,_,, - M\,\_z.,a"-\ - %A >\; ,;Mn,J'M (303)

) ntl=n

2=.,.+s k= 1, .y h-q) mta, kit

g = (f"v\+s *LJXH*S) - Mk.m‘S 'r‘k-ft -&Mk-n,w+s~4 +
- frmes - [«k) AW a2 N i Win mes

4;)\.,.\.93: (f“n+$ ’fL-;)\y,,,x)/; (./(»‘w-'rg - /"\u—n ,;Mh-a wes-a

’

0 = [{a”; + LN weg ) 2 Mm;,“” ~ (”w«rw L U R

Die Wahrscheinlichkeit 1.U, daB ein beliebiger i=-Ruf unter-
brochen wird, erhalten wir zu:

nes  htS

A U= 2L For AU Ly A= 2,3, -
ko g “J k] " (304)
+5

A ?; e Fr 2 U

IV. 24 DIE WARTEWAHRSCHEINLICHKEIT

Wir wollen die Wartewahrscheinlichkeit 1.wk j berechnen, daB
]

ein i-Ruf bei Start auf Platz (k,j) wdhrend seiner Verweil-
zeit im System Uberhaupt einmal warten muB (sofort bei seiner
Ankunft o d e r spdter nach Unterbrechung). Startet ein
i-Ruf im Wartespeicher, dann muB er mit Sicherheit warten:

) L k= nt1, ntz, Yy nt$

~ Wk,z = A 21; k, k#a, o) ntS
Startet ein i-Ruf im Biindel, dann ist seine Wartewahrschein-
Tichkeit gleich seiner Unterbrechungswahrscheinlichkeit:

k =42 ... n
W E g - e
~ k'a ~ (/( k‘l? A k'k¢4,..‘,h+5

j-
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Damit wird die Wartewahrscheinlichkeit 1.w, daB ein i-Ruf
(sofort oder spdter) warten muB:

o s nes
AW o= ‘(2__221 $Fag Mg E‘m"‘}_" STAT T )
W= i +F U > ~F,

e = pen

oder mit (250): N
~Wo= 4RO {;Z;ZL K ?k,) < g AT ARy oA (306)
~W = W + 2; T U Kk

IV. 25 DIE v-FACHE UNTERBRECHUNGSWAHRSCHEINLICHKEIT

Wir wollen jetzt die Wahrscheinlichkeit ?Uk j berechnen, daB
]

ein i-Ruf bei Start auf Platz (k,j) genau v-mal unterbrochen

wird. (Egal ob am Ende erfolgreich oder nicht)

P{i-RUF WIRD v-MAL UNTERBROCHEN|START AUF PLATZ (k,3)} (307)

Um diese Wahrscheinlichkeiten berechnen zu kidnnen, definie-
ren wir einen RANDOM-WALK, der den beobachteten i-Ruf durch
mehrere (fiktive) Warteverlustsysteme fiihrt. Wir verviel-
filtigen unser Warteverlustsystem und numerieren diese Warte-
verlustsysteme durch von n=0,1,...bis v. Der i-Ruf starte

bei seiner Ankunft im System 0 auf Platz (k.j). Wir wollen
sagen, der i-Ruf startet auf Platz (k.j.0). Wird der beobach-
tete i-Ruf unterbrochen, dann verlegen wir den RANDOM-WALK in
das System 1, Nach seiner (ersten) Unterbrechung befindet sich
der Ruf auf Platz (n+1,j,1). Nach seiner v-ten Unterbrechung
befindet sich der beobachtete Ruf auf Platz (n+l,j, v), also
im v-ten System. Das Erfolgsziel des RANDOM-WALK definieren
wir als: {VERLASSEN DESSYSTEMS NACH DER v-TEN UNTERBRECHUNG}.
Erfolgswahrscheinlichkeiten dieses RANDOM~WALK sind die

Wahrscheinlichkeiten daB ein i-Ruf auf Platz (k,j,n)

;)Ukljin’
das (fiktive) System v erreicht (also im Gesamten v-mal
unterbrochen wird) und das System verldBt, ohne ein weiteres
Mal unterbrochen zu werden.

Es wird darauf verzichtet, das recht umfangreiche Gleichungs-

. . v . . v
system fiir die iUk.jmaufzuschrewen° Hat man die iUk.j{r
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berechnet, so haben wir zunidchst die gesuchte Wahrscheinlich~
keit YU, j» dass ein i-Ruf bei Start auf Platz (k,j) v-mal
unterbrochen wird:

v v
iYkos ® iV, .0 (308)

In Kapitel IV.23 haben wir die Wahrscheinlichkeit iU berech-
net, daB ein i-Ruf iiberhaupt unterbrochen wird, Summieren wir
die v-fachen Unterbrechungswahrscheinlichkeiten ?Uk,j

von v=1,2,,,. iliber alle v auf, dann muB sich gerade die
Unterbrechungswahrscheinlichkeit iUk.j ergeben:

©

v -
oir 1Yk T Vg (309)

Mitteln wir lber die Startplitze (kij), dann erhalten wir
die Wahrscheinlichkeit ?U, dass ein i-Ruf v-mal unterbrochen

wird:
v n+s n+s’ N
U o= . F c° .
1 k=1 Jgk ik.d TUk:j i=2,3,...,r-1
n+s (310)
vy, L WV
U= kzl rfc e,k

Bevor wir aus diesen v-fachen Unterbrechungswahrscheinlich-
keiten im ndchsten Abschnitt die mittlere Zahl von Unter-
brechungen eines beliebigen i-Rufes berechnen, wollen wir
zundchst die v-fachen Unterbrechungswahrscheinlichkeiten der
erfoigreichen i-Rufe bestimmen. Dazu modifizieren wir den in
diesem Abschnitt definierten RANDOM-WALK, indem wir ein

neues Erfolgsziel definieren: {ERFOLGREICHES ENDEN DER AB-
FERTIGUNG IM v~-TEN SYSTEM (ALSO NACH v UNTERBRECHUNGEN)}. Die
"Erfolgswahrscheinlichkeiten"” ?Ik.j.n dieses RANDOM-WALK von
Platz (k,j.n) aus sind fir n=0 die gesuchten Wahrscheinlich-
keiten ?Ik.j’ dass ein erfolgreicher i-Ruf genau v-mal unter-
brochen wird:

iIk.jz P{ i-RUF IST ERFOLGREICH,i-RUF WIRD v-mal UNTERBROCHEN |

[START AUF PLATZ (k,j)} (311)

- G4 -

Mitteln wir diese Wahrscheinlichkeiten Uber die Startplitze (k.j),
dann erhalten wir die Wahrscheinlichkeit ?I, dass ein i-Ruf erfolg-
reich ist und v-mal unterbrochen wird:

v n+s n%s vy - .
S e : T=C,3, s
i k=1 jek 1 Ked ik
312
N ngs v, (312)
I = ) Foe
r kep ¥ k rik,k
Addieren wir die Wahrscheinlichkeiten ?I iber alle v=1,2,... auf,
so erhalten wir: -
P{ i-RUF WIRD UNTERBROCHEN,ERFOLG} = 1.I = 7 ?I (313)
v=1
und als Komplement:
P{i-RUF WIRD NICHT UNTERBROCHEN s ERFOLG} = 1.S - iI (314)

Die Wahrscheinlichkeit, daB ein erfolgreicher i-Ruf genau v-mal
unterbrochen wird, ergibt sich aus Gleichung (312):

I
P{i-RUF WIRD v-MAL UNTERBROCHEN | ERFOLG} = (315)

i
Die Wahrscheinlichkeit, daB ein erfolgreicher i-Ruf (mindestens
einmal) unterbrochen wird, ist:

—_

ol

I

P{i-RUF WIRD UNTERBROCHEN | ERFOLG} = i§ (316)
i
Als Komplement ergibt sich:
.S=.1
P{i~RUF WIRD NICHT UNTERBROCHEN [ ERFOLG} = ! ; (317)

i
Analog erhdlt man die Unterbrechungswahrscheinlichkeiten der
verdringten Rufe oder der Verlustrufe.

IV. 26 DIE MITTLERE ZAHL VON UNTERBRECHUNGEN EINES RUFES

Wir berechnen jetzt, wie oft ein i-Ruf im Mittel unterbrochen
wird, Die mittlere Zahl iN von Unterbrechungen eines i-Rufes
erhalten wir als Erwartungswert der ?U'

.

oo 318
AN’Z_V‘.‘.‘)(/{ ( )

ya
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MITTLERE ZAHL VON UNTERBRECHUNGEN EINES ERFOLGREICHEN i-RUFES:

M _'1 z W
4 ‘EV:AVJ/.‘}-

Aus iN erhdlt man direkt die mittlere Zahl von Unter-
brechungen fiir die Klasse ¢1 (unter Beriicksichtigung, daB
Rufe der Klasse 1 nicht unterbrochen werden}):

(319)

vEz

N A W e (320)

<

a2 = vpv N (321)

"

pove

Und speziell fir i=r:

IVv. 27 DIE MITTLERE ZAHL VON UNTERBRECHUNGEN PRO ZEIT-
EINHEIT

Die mittiere Zahl Z von Unterbrechungen, die sich im System
pro Zeiteinheit ereignen, ist zwar filir den einzelnen Teil-
nehmer uninteressant. Dem Teilnehmer geniigt die Kenntnis der
mittieren Zahl von Unterbrechungen pro i-Ruf. Die Kenn-
groBe Z kann aber fiir das Systemmanagement von besonderem
Interesse sein, wenn das Warteverlustsystem stark durch die
Unterbrechungen belastet wird,

Ein Ruf verweilt im Mittel die Zeit LrG im System. Mit

Gleichung (278) erhdlt man: (323)

Fe

_L_.fG ’:/;:-‘V,DVG
Im Mittel wird jeder Ruf érN-mal unterbrochen. Da sich
im Mittel er Rufe im System befinden, erhalten wir:

Z_ = évf)( b(N (324)

6

(322)
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V DAS PREEMPTIVE WARTEVERLUSTSYSTEM BEI UNENDLICH VIELEN
POISSON-QUELLEN

¥. 1 ALLGEMEINES

Wir spezialisieren die Ergebnisse des Tetzten Kapitels auf
den Sonderfall einer unendlichen Zahl von Verkehrsquellen
(Teilnehmer). Als Parameter werden wir jetzt die Angebote
(194) bis (196) verwenden, da sie bei unendlicher Quellen-
zahl systemunabhdngig sind.

Die im Kapitel IV hergeleiteten Formeln behalten ihre GUltig-
keit und gehen fir AJ=A in die Formeln fiir unendliche Quellen-
zahl Ulber.

Fiir unendliche Quellenzahl lassen sich viele der in Kapitel IV
hergeleiteten Ergebnisse in geschlossener Form angeben. Das
beruht im wesentlichen auf der LBsung des allgemeinen Glei-
chungssystems {53} im Anhang mit Hilfe der Grundfunktionen
¢ﬂu -angewandt auf die AngebotesiA und _.A:

>i
w® &
Gemdss {33} ist: . @w=r;gmf;/ﬁf mit 5,-/45, = jﬁl
LA _F_g_
i LIy mie iyt R

Wir werden in diesem Kapitel nur solche Verkehrscharakteristika
behandeln, fir die sich geschlossene Ldsungen angeben lassen.
Die librigen Verkehrscharakteristika bei unendlicher Quellenzahl
ergeben sich aus Kapitel IV mit Xxj=A.

Fiir s=0 geht das preemptive Warteverlustsystem liber in das
preemptive Verlustsystem. Auf einige besonders interessante
Formeln flir das preemptive Verlustsystem wird verwiesen.

V. 2 DIE ZUSTANDSWAHRSCHEINLICHKEITEN

Bei unendlicher Quellenzahl erhalten wir aus dem Differential-
gleichungssystem (184) fiir die Zustandswahrscheinlichkeiten
<1.Pk(t) ein vollstidndiges Differentialgleichungssystem:
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s PUE) - - D A £ P e P

[ 4

<SP =GPl (i) + /—xk) ed P4 T Pkea ¢4 Prn )

[325]
@ P 2 NP ) - foes  ex Py (4

Bei gleichen Anfangsverteilungen fiir t=0 geniigen die Zustands-
wahrscheinlichkeiten £1-Pk(t) des preemptiven Warteverlust-
systems genau dem Differentialgleichungssystem der Zustands-
wahrscheinlichkeiten Pj(t) im Warteveriustsystem ohne Priori-
titen (Vergleiche Differentialgleichungssystem (36) fir

Aj=k), wenn wir die Gesamtanrufrate A durch die Anrufrate éix
der Klasse <i ersetzen. Wir haben damit den wichtigen Satz,
daB sich der ProzeB e,iX(‘c) des preemptiven Warteverlust-
systems bei unendlicher Quellenzahl genauso verhilt wie der
ProzeB X(t) des Warteverlustsystems ohne Prioritdten, wenn

wir dem System ohne Prioritidten nur das Angebot 51A an-
bieten.

Der in IV.4 fiir endliche Quellenzahl bewiesene Satz iiber den
GesamtprozeB érx(t) des preemptiven Systems ist bei unend-
Ticher Quellenzahl der Spezialfall i=r des eben bewiesenen
allgemeinen Satzes fiir éix(t).

Im Sonderfall i=1 ist sogar eine noch weitergehende Aussage

moglich: Da Rufe der Klasse 1 nicht unterbrochen werden, gilt
fir Rufe der Klasse 1, dass diese Rufe genauso abgefertigt werden,

als ob nur diese Rufe dem System angeboten wiirden. Deshalb stimmen
die Verkehrscharakteristika der Klasse 1 mit den Verkehrscharakte-
ristika desjenigen Warteverlustsystems ohme Prioritdten iliberein, dem
nur die Rufe von Klasse 1 angeboten werden.

Durch Anwendung des obigen Satzes iber den ProzessS{X(t) lassen sich
eine Reihe von Verkehrscharakteristika, insbesondere auch die
stationdren Zustandswahrscheinlichkeiten, sofort aus den entsprechen-
den Griossen desjenigen Warteverlustsystems o h n e Priorititen an-
geben, dem nur die Rufe von Klasse <i angeboten werden. Wirwerden
aber auf diesen allgemeinen Satz nicht immer zuriickkommen, da sich
diese Verkehrscharakteristika auch sehr einfach aus den Formeln des
preemptiven Warteverlustsystems bei endlicher Quellenzahl in

Kapitel IV herleiten lassen,.
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Fiir die stationdren Zustandswahrscheinlichkeiten erhalten
wir aus dem Gleichgewicht (209) sofort:

s a P, = N P

Daraus ergeben sich die Zustandswahrscheinlichkeiten
(Vergl. [43] bis B7]):

TP p - n P, =
£a Pa - L ATE ﬁ~'¢"+= £n p" A o ¢n+s MPMS :«'&Ms
n+s
P' - ,j:r'm &1 /5,
o ] m‘& +
. < AT s £1h
;:0|A1-vr,n 54@,‘ = ?l »‘JP,: (j:or",x'“)s s /Prw). = { h )35"'7‘)‘"

V. 3 EINIGE AUS DEN ZUSTANDSWAHRSCHEINLICHKEITEN DIREKT
ABLEITBARE KENNGRUSSEN

£ A

Aus (212) die mittleren Enderaten s “r LRI (4'

i)

Aus (216) die Abweiswahrscheinlichkeit ;€ der Klasse i:

i
~ C T ea ?rws =
£q ¢n+s

Aus (224) die Verdréngungswahrscheinlichkeit iV der Klasse 1:
Vo= 2R - - L
"‘P ( £ ¢ms <A ¢n+5 )
Im preemptiven Ve r 1 us t system (s=0) ist die Ver-
drangungswahrscheiniichkeit gleich der Unterbrechungs-
wahrscheinlichkeit
Moe N s LP‘ L - .
"F ( &’:¢h 41’,¢n >
Aus (229) mit [330] und [331] die VerTustwahrscheinlich~
keit 1-B der Klasse i:
B - A & ~ _f;_ﬁ_
* ’:P { 4 Wisg ‘-\'ﬁms)
Aus (240) bzw, (241) die Wahrscheinlichkeit, daB ein ein-
fallender i-Ruf den Startplatz k erhilt:

329

(327]

[328]

[329]

[330]

[331]

[332]

[333]

[334]

[335]
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Aus (242) analog zu [73] die Blockierungswahrscheinlich-
keit fir einen i-Ruf:
: :E - :,;gs
= nts
Im preemptiven V e r 1 u s t system (s=0) muB die Blockie~

rungswahrscheinlichkeit gleich der Abweiswahrscheinlich-
keit sein,

Mitg&@=4 nach {31} ergibt sich fiir das preemptive
Verlustsystem:

“E o= .C

Die Freiwahrscheinlichkeit .F ist nach (245) analog zu [76]:

LT - (L)W év«',Qnﬂ'

by
A i Poes

Im preemptiven V e r 1 u s t system ergibt sich die Frei-
wahrscheinlichkeit als Komplement der Abweiswahrschein-

Tichkeit:
iloe o gl A -C

= n E1 Yn n "~
" “2A e @, i P i fn
Die Sofortwartewahrscheinlichkeit ist nach (250)analog
zu [80]: p - o it
«A g

V. 4 DIE BELASTUNGEN

Die Belastung Xk von Platz k durch Rufe der Klasse «i

41

ist analog zu [94]:

fn Tk el g;ﬁms
Durch Aufaddition der Belastungen erhalten wir analog zu
[95] bis [97]:

Die Gesamtbelastung: X = == > e ff

Die Biindelbelastung: Y =

i
&a ¢m-5 kera bines

h+s

S-4
Die Wartebelastung: ,.Q = %h“ Z;f4¢&“” iy P AR

£ k=pta €3 ¢ms =0

Statt dessen konnen wir auch die folgenden Formeln benutzen:

Nach (255) analog zu [84] :

[336]

[337]

(338]

[339]

[340]

[341]
[342]

[343]
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Nach (264) analog zu [87]: e Q= 2: A s - [s44) e Adn
n-siA ‘ ¢h+5
4 4
£ @ = g sl g aift =

Die Belastungen der Klasse i erhalten wir als Differenzen
der Belastungen der Klassen <: und <+ . Insbesondere gilt
fliir die Belastung des Platzes k durch i-Rufe:

Xy = *%T - ‘*Z‘ws [344]
¥ e en Whts

V. 5 DIE GESAMTVERWEILZEIT

Im preemptiven Warteverlustsystem mit unendlich vielen
Quellen gilt:

~ Gy (¢) = = G, x) [345]
Fiir das Schicksal eines i-Rufes sind bei unendlicher
Quellenzahl nur die Rufe der Klasse <i von Bedeutung. Die
Gesamtzahl j der Rufe im System gibt bei unendlicher Quellen-
zahl keine zusdtzliche Information iiber das Schicksal eines
betrachteten i-Rufes auf Platz k, da die Anrufrate von der
Gesamtzahl nicht beeinflusst wird.
Setzen wir (345) und Aj=x in (273) ein, so ergibt sich das
folgende Differentialgleichungssystem fiir die Wahrschein-
lichkeiten 1.Gk(x), dass ein i-Ruf ldnger als die Zeit x im
System verweilt, wenn er auf Platz k startet:

< G: (*) = - (c—#)\-vrw)ﬂ-é.‘()(‘) + 44)\ N Gz(x)

[346]
G, (%) = fia 26 (6) - L4X+Fk)46k(ﬂ + eah 2 Gy, (%)
4 G:u (x) = fnes-a r'»va.;.,. {x) - (tn‘)\ +,"’h¢s)—JG,,.,.s (X')
Fiir die mittieren Gesamtverweilzeiten in der i-Rufe, die
auf Platz k starten, erhalten wir aus (277) mit (345) das
folgende lineare Gleichungssystem:
[PESY +{u) iGa -\ G, =4 [347]
TPlen <Gt led v )G - X LGy, = A
= r"h‘rs-q 46n+s-4+ (“‘.x +Pm>5)’i an; = A
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Dieses Gleichungssystem ist das im Anhang geschlossen ge-
16ste Gleichungssystem {53}, wenn wir dort die “"rechte
Seite" 1Ck=1 wihlen,

Da im Anhang nicht nur das Gleichungssystem bei allgemei-~
ner "rechter Seite" geschlossen geldst wird, sondern die
Losungen des Gleichungssystems fiir die Startplitze k auch
mit den Wahrscheinlichkeiten iFk liber alle Startplitze

von k=1,2,... bis (n+s) gemittelt wird, erhalten wir nach
{60} sofort die (iiber alle Startplitze gemitteite) Gesamt-
verweilzeit eines i-Rufes:

. G . A { HZ“‘- é%@vnﬁ ‘i <A gv»ws } [343]

AN vea  E- ¢P‘*S Va4 ca ¢ms

1

Setzen wir [341] ein, so erhalten wir:

N R s [349]

Die mittlere Gesamtverweilzeit iG eines Rufes der Klasse -
138t sich also aus der Systembelastung der Klasse i berech-
nen. Wir interpretieren diese Beziehung genauso wie (129).
Wir konnen auch sagen, daB die Gesamtzeit 1.G dieselbe In-
formation lber das Systemverhalten liefert, wie die System-
belastung 1.X.

Im preemptiven V e r 1 u s t system wird aus der Gesamt-
verweilzeit 1.G einest+Rufes die Belegungszeit 1.M eines
i-Rufes:

shte) = L GO (350]
- M = ~ G [351]
Die Biindelbelastung ist fiir s=0 gleich der Gesamtbe~
lastung:
SYs X [352]
Damit haben wir im preemptiven Verlustsystem:
[354]

A)\‘;M"'AY
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Die mittlere Belegungszeit eines i-Rufes ist wegen der
preemptiven Prioritdtsdisziplin nicht mehr fiir alle
Klassen gleich. Sie ist von Klasse zu Klasse verschieden.
Setzen wir (263) ein, so ergibt sich:

I NI o i p Y + A R-.8)
Die mittlere Belegzeit M im System ohne Priorititen ist

nach (124): M = L . Damit gilt:
M= M« A (R - B)

Ist der Verlust der Klasse i kleiner als der Gesamtverlust
(das trifft zu fir Rufe hoherer Prioritdt), dann ist die
mittiere Belegungszeit groBer als die mittlere Belegungs-
zeit M im System ohne Priorititen. Fiir Rufe geringer
Prioritdt ist sie kleiner als M.

V. 6 DIE VERDRANGUNGS- UND ERFOLGSWAHRSCHEINLICHKEITEN

Bei unendlicher Quellenzahl ist analog zu [345]:

- V“J = A V,(
Berticksichtigen wir [356] in IV.20 so geniligt die Ver~
drdngungswahrscheinlichkeit 1.Vk bei Start auf Platz k fiir
i=2,3,...r dem Gleichungssystem [3471 mit der durch (280)
gegebenen "rechten Seite":

k= A2, negeq ACk = 0 ’;Ch+s PPN

Damit erhalten wir zundchst aus {58} die Verdridngungswahr-
scheinlichkeit eines i-Rufes, der auf Platz k startet:

ﬂ,\/‘< = L‘:Qk..

£y Pnts
Die Verdrdngungswahrscheinlichkeit wird einleuchtenderweise
umso groBer, je grdBer die Nummer seiner Startposition ist.

Die Erfolgswahrscheinlichkeit auf Platz k ist dann nach

(281)
’:Sk=4— 4\/‘, = 1 - l_—\L

be~a
&n ¢n¢;

[355]

[356]

[357]

[358]

[359]
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Setzen wir die rechte Seite[357] in {60} ein, dann erhal-
ten wir aus den Verdrdngungswahrscheinltichkeiten in die
iiber alle Startpldtze gemittelte Verdridngungswahrschein-
lichkeit eines (beliebigen) i-Rufes:

360
ea A - [ ]

v e -

£A

Da diese Gleichung mit[331] ibereinstimmt, ist die Be-

hauptung (279) bei unendlicher Quellenzahl verifiziert.

Die physikalische Uberlegung, die uns zu Gleichung (224)
bzw. [331] gefiihrt hat, ist mit [360] bestdtigt worden.

Im preemptiven V e r 1 u s t system ist in gleich der
Unterbrechungswahrscheinlichkeit iUk eines i-Rufes auf

Platz k:

U LV, U s LY [361]

V. 7 DIE GESAMTVERWEILZEITEN EINES ERFOLGLOSEN RUFES

Die Wahrscheinlichkeit 1‘Jk(x), dass ein erfolgloser i-Ruf
ldénger als die Zeit x im System verweilt, geniigt dem
Differentialglieichungssystem [346] mit den Anfangswerten:
iJk(x=O)=ivk‘ Nehmen wir diese Anfangswerte als "rechte
Seite" des Gleichungssystems {53}:

<a ﬁk-»v

. . = A 3627

ik ik [ ]
AN ¢h*5

dann ergibt sich filir die mittlere Gesamtverweilzeit eines

erfolglosen i-Rufes nach Gleichung {60} s

) _ d pry; 41¢—1 £ &ans Tia L&@-«m‘ ¢V,M+; }

) g | = l.. Y [363]

Dieses Ergebnis ldsst eine Interpretation zu, die analog zu

[349] ist. Wir schreiben [363] um:

; Z ciflnes ( *«'%’.Ms _ u‘¢m+:)
¢r\+5 £ ﬁn*x P ¢ne:

n+s

"'7:;4\/&'4)@ [365]

[364]
oder mit [340]:
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ixk ist die Belastung des Platzes k durch i-Rufe. in-iXk
ist derjenige Anteil der i-Ruf-Belastung von Platz k, der
verdringt werden wird. Summieren wir diese Antei]e-ivk'ixk

auf liber alle Pldtze k, so erhalten wir die

.

n+s
ERFOLGLOSE SYSTEMBELASTUNG DER KLASSE i = § in'iXk [366]
k=1

Die erfoliglose Systembelastung der Klasse i ist nicht gleich
1.X-].V, also nicht gleich dem Produkt von Gesamtbelastung der
Klasse i multipliziert mit der Verdrdngungswahrscheinlichkeit
der Klasse i. Das ist einleuchtend, da die Wahrscheinlichkeit
1.VJ., dass ein auf Platz j stehender i-Ruf verloren geht nicht
fliir alle Pldtze gleich ist, sondern umso grdsser ist, je griésser

j ist.

Diese erfolglose Systembelastung der Klasse i ist nach Glei-
chung [365] gleich dem Produkt von mittlerer Gesamtverweilzeit
eines erfolglosen i-Rufes und mittlerer Anrufrate der Klasse 1.
Wir haben eine v61lig analoge Interpretation von Gleichung [365]
und [349] . Wir konnen sagen, dass die erfolglose Systembelastung
genau dieselbe Information liber den Verkehrsablauf liefert, wie
die auf alle i~Rufe bezogene Gesamtverweilzeit der erfoliglosen
i-Rufe.

Fiir das preemptive Verlustsystem werden aus den Gesamtverweil-
zeiten die Bedienungszeiten. Wir erhalten fiir das preemptive
Verlustsystem die mittlere Bedienungszeit iJ eines erfolglosen
i-Rufes bezogen auf alle i-Rufe:

gl sl | sl o il >

N

oder auch:

n
Ard = T XU [368]
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V. 8 DIE GESAMTVERWEILZEIT EINES ERFOLGREICHEN RUFES

Die Verteilung der Gesamtverweilzeiten der erfolgreichen
i-Rufe errechnen wir aus jener der erfolglosen i-Rufe nach
den Gleichungen (291) bzw. (293). Fir die mittlere Gesamt-
verweilzeit (iG'iJ) eines erfolgreichen i-Rufes bezogen auf
alle i-Rufe erhalten wir eine Interpretation wie in V.7,
wenn wir sie in der folgenden Form schreiben:

Ao (6-59) = T LXeuS, [369]

n+s

) i1 5k Tésst sich interpretieren als der erfolgreiche
k=1

Anteil der Gesamtbelastung des Systems:

n+s
ERFOLGREICHE SYSTEMBELASTUNG = ) iXk'iSk [370]
k=1
Fir s=0 gehen diese Ergebnisse iiber in die Bedienungszeiten des
preemptiven Verlustsystems.

V. 9 DIE SOFORTWARTEZEITEN UND DIE ZUGEHURIGEN WAHRSCHEIN-
LICHKEITEN

Mit 1Tk.j(x) = 5T (x) [371]

erhalten wir aus (296) das folgende Differentialgleichungs-
system fiir die Wahrscheinlichkeit iTk,j(X)’ dass ein auf Platz
(kij) startender i-Warteruf den Wartespeicher bis zu seinem
(erstmaligen) Verlassen ldnger als die Zeit x belegt:

—_—

&’{»«M (X‘) = - (c-(k*‘l*—s..,)';» Thf,,()()*,_,"X'—(T'ﬂ'z (X\)
1}\1’( (‘t) = {'\"’“"Tk(x\) _{Lix*/"n)";Tk(") +<4\-4T {x‘) [372:I

AT () = pl T ) —(ak+pnY4TMS(”

l+a

Dieses Differentialgleichungssystem stimmt mit dem Differen-
tialgleichungssystem fiir die Wartezeiten des Warteverlustsystems
bei nichtpreemptiver Prioritdtsdisziplin genau iliberein. Da ich
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fir das nichtpreemptive Warteverlustsystem eine geschlossene
Losung dieser Differentialgleichung im Anschluss an diese

Arbeit verdffentlichen werde, méchte ich hier darauf verzichten,
die recht komplizierte Verteilung herzuleiten.

HWir werden uns hier auf die Berechnung der Erwartungswerte
beschrdnken. Zundchst seien die mittleren Sofortwartezeiten
bestimmt. Fiir sie erhdlt man aus (297) das folgende lineare
Gleichungssystem:

(¢4>\+/—:M)';TWM— lAX';TMz = 4
i Ter L e )Ty ¢ T, = 4 D7)
-rh.'\.Th+S.,’+(L4>\T,“h>.’\l—rh+$ = 1

Setzen wir im Gleichungssystem {53} n=0, so kdnnen wir die

im Anhang hergeleitete Ldsung so modifizieren, dass daraus
direkt die mittlere Sofortwartezeit iT eines beliebigen i-Rufes
abgelesen werden kann.

S

VZ :—;%f } [374)

Dabei ist 1.E die Blockierungswahrscheinlichkeit 1336 fiir
Klasse i. Durch Einsetzen der Formel [343] fir die Wartebe-
Tastung erhalten wir:

s

e Fgo -
ST = A4 { D
ﬁ—l.¢n+s )

aal

AN v=a

l

-4

N N/ ﬂf; s Q [375]

g

Fiir den Sonderfall i=1 erhalten wir:
IA-IT = 10 [3761

Fir i >1ktnnen wir die mittlere Sofortwartezeit nicht analog
zu (123) interpretieren, da die rechte Seite von {375] nicht
gleich 1.Q ist. Das ist insofern auch einleuchtend, da die
Warteschlange der i-Rufe nicht nur von den neu ankommenden
i-Rufen aufrecht erhalten wird, sondern auch von den im Biindel
unterbrochenen i-Rufen gespeist wird.
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Bei Klasse 1 gibt es keine unterbrochenen Rufe, weshalb hier
fiir [376] die Interpretation von [375] giltig ist.

Wir kommen jetzt zur Wahrscheinlichkeit 1.Kk, dass ein auf
Warteplatz k stehender i-Ruf aus dem System verdrdngt wird,
ohne ins Biindel zu gelangen. Die Wahrscheinlichkeit 1Kk erfiilit
das Gleichungssystem [373] mit der folgenden rechten Seite

nach (299):

k=n+l,n+2,...,n+s-1 ick =0 icn+s =

Setzen wir n=0 in Gleichungssystem {53} ein, so erhalten wir

direkt aus Gleichung [60]:

k=n+1,n+2,...,n+s LK, " :ﬁ;é%;zz [377]
La Ky

und speziell auf Platz (n+1):

\ - 4
- K P 1378]

Die Sofortverdrdngungswahrscheinlichkeit iK eines beliebigen
i-Rufes erhalten wir mit der obigen "rechten Seite" aus {60}:

o / A . _iE 4
g k ) :—Pg i f"‘¢h+s <o B < ¢"‘*5 } [379]

< E

Auch in dieser Formel taucht wieder der Faktor auf,

genau wie in Gleichung [375]. (Vergleiche die Verdrdngungs-
wahrscheinlichkeit iV nach Gleichung [331].)

Aus der Wahrscheinlichkeit iKkergibt sich als Kompiement die
Wahrscheinlichkeit ka, dass ein i-Ruf ins Bilindel kommt:

Mit [44] erh&lt man:

. l?b-e- B n »k—n
4 Th+s-f AN
<n "f’s A [380]
Setzen wir die Wahrscheinlichkeiten 1Dk als "rechte Seiten”
des Gleichungssystems [53] ein, so erhalten wir - bis auf den
schon bekannten Faktor ~;§E - fiir die Sofortwartezeiten eines

Ana
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erfolgreichen i-Rufes eine zu B6g analoge Formel:

5 2B X
¢‘>\'ﬂ0 = Z «‘Qu (g,‘y,,’ T E “n v BSl}

¥. 10 DIE UNTERBRECHUNGSWAHRSCHEINLICHKEITEN

Aus (303) leitet sich bei unendlicher Quellenzahl das folgende

lineare Gleichungssystem fiUr die Wahrscheinlichkeit iUk ab, dass
ein auf Platz k stehender i-Ruf unterbrochen wird:
(foeeN ity = cih sty =0
-/‘ﬁk-ql';uk-q * (Fk +£;/\‘}""Mk - 44‘>\ - Mk*" - 0 I(*M
\ [382]
'f«n-xﬂ-MM* (rmax\)ﬂ/{h = en
= 0

"/‘-\kﬂ_,t'..' Mms,1 + (f'\,. +4;/\)',{ th.(

Im Anhang ist die Losung dieses Gleichungssystems angegeben.
Es ist nach [62]:

U, = 1% [383]

AM . <2 ¥na c;\’//&k 4{/3: [384]

Y h+le v
' ) * P ¢h A-\YS
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Zundchst kdnnen wir mit [361] aus Gleichung [383] folgern,
daB die Unterbrechungswahrscheinlichkeit auf einem Platz

im Bindel (k=1,2,...,n) bei unendlicher Quellenzahl genau so
groB ist, wie die Unterbrechungswahrscheinlichkeit fir

einen i-Ruf, der auf Platz k im preemptiven Ve r 1 u s t -
system startet.

Soil ein i-Warteruf, der auf Platz (n+k) startet, unter-
brochen werden, dann muB er zundchst ins Biindel gelangen.
Das geschieht nach [380] mit der Wahrscheinlichkeit ;D
Dann belegt der Ruf zundchst den Platz n im Biindel und
muB auf seinem weiteren RANDOM-WALK im Biindel unterbrochen
werden. Das geschieht von Platz n aus mit der Wahrschein-
lichkeit ;U,- Diese beiden Ereignisse {i-RUF KOMMT VON
PLATZ n+k AUS INS BONDEL} und {i-RUF WIRD VON PLATZ n

AUS UNTERBROCHEN} sind gemdB [384] unabhingig.

Diese Unabhdngigkeit erlaubt es uns auch, die v~fachen
Unterbrechungswahrscheinlichkeiten einfach zu berechnen.

n+k”*

Zundchst kommen wir aber zur Unterbrechungswahrscheinlich-
keit eines (beliebigen) i-Rufes:

nesS

" £
AU Z Tk Uy - Z“jr—,‘,;{/\k-;.\(/(,‘ ZJ;W;(("‘..kmu)
kza

kx4 kexa [385]
=£ ,;:Fk,;Mk -+ {—{Q”Jk)n'uu
k=a
Aus {60} erhalten wir mit s=0 innerhalb {53}:
MZH:-‘M O S 1 - = "} 386
R L VI re e ol s [386]

Setzen wir diese Gleichung ein, so erhalten wir die Unter-
brechungswahrscheinlichkeit iU fiir einen (beliebigen)
i=Ruf:
i £y .

g = cp A {4-‘—"@E+.M R~k 387

_'(/(, 'CP f:.{AJ 5‘-:¢nf$ c;ﬁn - w ( Q -~ ) [ ]
Wegen der Unabhdngigkeit von Wartespeicher und Biindel bei un-
endlicher Quellenzahl, kionnen wir die v-fache Unterbrechungs-
wahrscheinlichkeit ?U eines i-Rufes leicht berechnen:
Der i-Ruf wird mit der Wahrscheinlichkeit iU unterbrochen
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und befindet sich dann auf Platz (n+l). Die Wahrscheinlich-
keit von Platz (n+1) aus unterbrochen zu werden ist iUn+1‘
Die Ereignisse {UNTERBRECHUNG} sind unabhdngig voneinander.
Soll ein i-Ruf v-mal unterbrochen werden, dann darf er nach
seiner v-ten Unterbrechung kein weiteres Mal unterbrochen
werden. Nach der v-ten Unterbrechung steht der i-Ruf wieder
auf Platz (n+l)., Die Wahrscheinlichkeit von Platz (n+1) aus
nicht mehr unterbrochen zu werden ist (1 - iUn+1)' Flir die
Wahrscheinlichkeit, daB ein i-Ruf v-mal unterbrochen wird
erhalten wir:

y-a
ru = ’\'M ‘;MVH‘" (/]- ,,'Mvwﬂ) £388}
Die v-fachen Unterbrechungswahrscheinlichkeiten nehmen mit
wachsendem v geometrisch ab,
Die Unterbrechungswahrscheinlichkeit 1.U. daB ein i-Ruf iber-
haupt unterbrochen wird, muB sich nach (309) ergeben, wenn
man die v-fachen Unterbrechungswahrscheinlichkeiten fiir
v=1,2,... aufsummiert:
i i v
Z?u:,{u(ﬂ—;[/(,“,,‘)'z.—_-uvwn :".[/{'
yea voa
Damit wurde Formel (309) bei unendlicher Quellenzahl veri-
fiziert. Analog zu Gleichung [388] ergibt sich die Verbund-
wahrscheinlichkeit ?I, daB ein i-Ruf erfolgreich ist
und v-mal unterbrochen wird:
. v 389
TP osiU UL D, (4- 2UL) (389]
Addieren wir iber alle v=1,2,... ergibt sich die Verbund-
wahrscheintichkeit 11, daB ein i-Ruf erfolgreich ist u n d
unterbrochen wird:
.‘@nd« (4-‘-{(/‘)
A’}: ———.—————__——E. N

- ,,Dpuu‘ ~~ Uw . Duneas
A= 2 UWneg ° M A”QMM;@MM AM [390}

V. 11 DIE MITTLERE ZAHL VON UNTERBRECHUNGEN

Mit den KenngridBen des Abschnitts V.10 lassen sich die
mittlere Zahl von Unterbrechungen nach Abschnitt IV.26
berechnen.
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Wir erhalten zundchst die mittlere Zahl 1.N von Unter-
brechungen eines i-Rufes nach (318):

el oo
AN = 2Z v YU o= U (4',:(/{,”_4) Lu_,(/{:;_‘
yea v=a
Wenden wir Formel {47} an, dann erhalten wir:
v —ad [391]

A-,;wa-,'
Analog ergibt sich:
MITTLERE ZAHL VON UNTERBRECHUNGEN EINES ERFOLGREICHEN RUFES:

A A~ Dues (M- Un
e i D (U

5 S (4 =2 U ) ® [392]

AbschlieBend sei noch die mittlere Zahl von Unterbrechungen Z
pro Zeiteinheit gemdB (324) und mit [349] angegeben:

Z = £« >\ £~ N [393]
Mit dieser wichtigen KenngrdoBe haben wir alle wesentlichen

Verkehrscharakteristika des preemptiven Warteverlustsystems
bestimmt.
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VI EINIGE NUMERISCHE ERGEBNISSE
VI.1 RECHENPROGRAMME ZUR AUSWERTUNG DER ERGEBNISSE

In der Arbeit haben wir die Verkehrscharakteristika des
preemptiven Warteverlustsystems bei endlicher und unendlicher
Quellenzahl berechnet. Um die Anwendung zu erleichtern, wurden
ALGOL-Programme zur Berechnung der Kenngrdssen erstellt. Die
Eingabegrossen dieser Rechenprogramme sind:

n Zahl der Leitungen

s Zahl der Wartepldtze

h mittliere Belegungsdauer

r Zahl der Prioritdtskiassen

;P (i=1,2,...,r-1) Klassenanteile

Bei unendiicher Quellenzahl:

A Anrufrate

Bei endlicher Quellenzahl

srko bedingte Gesamtanrufrate, wenn alle Quellen frei sind
q Zahl der Quellen

Die Rechenprogramme sind so angelegt, dass sie ohne Kenntnis
der Theorie angewandt werden konnen. Damit erhdit man auf ein-
fache Weise einen Oberblick iiber die Verkehrscharakteristika
eines bestimmten Systems.

Neben dieser Analyse eines gegebenen Systems fiir fest vorgegebene
Verkehrswerte, konnen mit Hilfe der Rechenprogramme die Abhdngig-
keiten der Verkehrscharakteristika von den Verkehrswerten direkt

untersucht werden. Das ist fiir die Synthese solcher Systeme wichtig.

In den folgenden Abschnitten VI.2 bis VI.4 werden einige Verkehrs-

charakteristika bei unendlicher Quellenzahl untersucht. In Abschnitt

VI.5 wird gezeigt, wie eine endliche Zahl von Verkehrsquellien die
Verkehrscharakteristika beeinflusst.

VI.2 ABHANGIGKEIT DER VERKEHRSCHARAKTERISTIKA VON DER
GESAMTANRUFRATE <o

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Abhdngigkeit einiger
Verkehrscharakteristika von der Gesamtanrufrate srk'
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Figur 5 zeigt die verschiedenen Verlustwahrscheinlichkeiten

eines Warteverlustsystems mit r=2 Priorititsklassen: Die Verdrdngungswahrscheinlichkeit oV bezieht sich auf die Ge-
T B,1B,QB,éV samtheit aller 2-Rufe (einschlieBlich der sofort abgewiesenen
2-Rufe). Bei kleinen Werten e haben beide Klassen im System
1 -—71:21—“5:%:~_ - ::/:;::’:: "Platz", so dass die Verlustwahrscheinlichkeit und auch die
s=3 2 25 Verdrdngungswahrscheinlichkeit 2V sehr klein ist. Mit wachsender
h=1 g=o ’//,,,——'“ Anrufrate _ X wichst ,V. Fiir grosse Anrufraten ist die Abweis-
r=? B wahrscheinlichkeit ,C=B der Klasse 2 so gross, dass nur noch
=3 sehr wenige Rufe ins System kommen. Deswegen kdnnen auch nur
sehr wenige Rufe verdringt werden: 2V strebt fiir SrA*w gegen 0,
év:::::’<::: Dagegen wiirde die bedingte Verdringungswahrscheinlichkeit fiir
‘_____,—f’15 . solche Rufe, die ins System kommen, fiir <pM*1 gegen 1 streben;
0 1 2 3 ; 5 6 2 8 denn fiir groBe er werden fast alle ins System kommenden Rufe
Gesamtanrufrate ..A von Kiasse 2 wieder verdrdngt.
FIGUR 5: B GESAMTVERLUSTWAHRSCHEINLICHKEIT Y4, oY
1B VERLUSTWAHRSCHEINLICHKEIT VON KLASSE 1 o - -
,B VERLUSTWAHRSCHEINLICHKEIT VON KLASSE 2 n=2 p =2 Y—
oY VERDRANGUNGSWAHRSCHEINLICHKEIT VON KLASSE 2 i: ? q-co
Die mittlere Kurve stellt die Verlustwahrscheinlichkeit B r=2 ,/’/,,//””’///’
des entsprechenden Warteverlustsystems ohne Prioritidten dar. 14 pz_% 1Y
B wdchst mit wachsender Gesamtanrufrate srk und ndhert sich 1 v
fiir cpMre asymptotisch dem Wert 1. Nach Gleichung (234) stimmt 2 \\“\\\\\\\\\\\\‘
die (iiber die beiden Klassen 1 und 2 gemittelte) Verlustwahr-
scheinlichkeit 528 des preemptiven Warteverlustsystems mit B . . , i . >
tiberein: 0 1 2 3 4 5 )
2% =B Gesamtanrutrate _ A
Die Verlustwahrscheinlichkeit 1B der bevorrechtigten Klasse 1 FIGUR 6: Y GESAMTBONDELBELASTUNG
ist kleiner als B und die Verlustwahrscheinlichkeit o8 der .
Klasse 2 ist grosser als B. Nach IV.10 gilt: 1Y BONDELBELASTUNG VON KLASSE 1
1 2 .Y BONDELBELASTUNG VON KLASSE 2
<2B = PoB + gpepB = 3o B+ 2e0B

: : inli i 2 "
Die AbWETSWBhTSChelﬂl1Chke‘Fen 1& von K]ass: 1 und gChvon K;i;se Fiir dasselbe Warteverlustsystem wird in Figur 6 die Abhingigkeit
lassen sich ebenfalls aus Figur 5 ablesen. Nach Gleichung ( ) der Biindelbelastung von der Gesamtanrufrate gezeigt.
bzw. (218) gilt:

C=.B C =8B . :

1 1 2 Die Gesamtbelastung <y_Y des preemptiven Warteverlustsystems
stimmt nach Gleichung (256) mit der Belastung Y des entsprechenden
Systems ohne Prioritidten iberein.

Ausser den Verlustwahrscheinlichkeiten zeigt Figur 5 die Ver-
driangungswahrscheinlichkeit 2V. Nach Gleichung (229) gilt:

2B = ,C + oV =B+ 5V
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Fir kleine srk wdchst Y zundchst nahezu linear an (dort
hat das gesamte Angebot im Bindel "Platz", weshalb die
Verlustwahrscheinlichkeit sehr klein ist. Vergleiche Glei-
chung (83) ). Fiir grosse srk nghert sich Y asymptotisch
dem Maximalwert der Blndelbelastung n=2 (als Erwartungs-

wert belegter Leitungen).

Fir kleine er teilt sich die Gesamtbiindelbelastung gemiss

den Prioritdtsanteilen ;P in die Belastungen lY bzw. 2Y

von Klasse 1 bzw., 2 auf. Der Anteil 1Y an der Gesamtbelastung Y
wdchst mit wachsender Anrufrate und fiir grosse srk verdrangt
Klasse 1 die niedrigere Prioritdtsklasse 2 ganz aus dem Biindel,
weshalb 2Y nach dem Erreichen eines Maximums abnimmt und fir

srA + = gegen 0 strebt.

l z n=2 r=2

s=3 D:‘%

06 het

2P =3

0,4‘ g=-oo
0,2 1

0 1 2 3 4 5 S 7 8 9 10
Gesamtanrufrate _ A

FIGUR 7 ¢ Z MITTLERE ZAHL VON UNTERBRECHUNGEN PRO ZEITEINHEIT

Wiederum fiir das System von Figur 5 und 6 wird in Figur 7 das
Yerhalten der mittieren Zahl Z von Unterbrechungen pro Zeit-
einheit in Abhé@ngigkeit von der Gesamtanrufrate srk gezeigt.
Fir kleine _rX finden sehr wenige Unterbrechungen statt. Genau
wie die Unterbrechungswahrscheinlichkeiten (Vergl. Figur 7),
nimmt Z nach dem Erreichen eines Maximalwertes wieder ab, da
fiir grosse.srk Rufe der Kiasse 2 gar nicht mehr ins Biindel! kom-
men. Unterbrechungen belasten das System. Deshalb wird man ver-
suchen, ein System so zu planen, dass es nicht in der Nihe des
Maximums von Z arbeitet.
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USRS
051 n-a PET 2p:£—, 3p:—;-»‘ 4p:;’-

s=7
0,4 1 h=1
0,3 gi:) 2V T~
0,21 3U
0,1 \\\\\\\\\

T " T 4u T >

(o] 1 2 3 4 5 € 7 8 9 10
Gesarntcnrufroteﬁr)

FIGUR 8: .U UNTERBRECHUNGSWAHRSCHEINLICHKEIT
VON KLASSE i (i=2,3,4)

Figur 8 zeigt fiir r=4 Prioritdtsklassen die Unterbrechungs~
wahrscheinlichkeiten 1.U der Klassen i1=2,3,4 eines Warteverlust-
systems in Abhdngigkeit von der Gesamtanrufrate srk' (IU ist
gleich 0, da Rufe von Klasse 1 nicht unterbrochen werden.)

Die Unterbrechungswahrscheinlichkeit iU einer Klasse i ist
bezogen auf alle i-Rufe (einschlieBlich der sofort abgewie-
senen Rufe).

Die Unterbrechungswahrscheinlichkeit iU der Klasse i wird durch
die Anrufrate siA der Klasse <i beeinflusst. Nach Gleichung (191)
gilt:

it T ogiP oA
Als Erwartungswert der Anzahl belegter Leitungen ist der
Maximalwert der Biindelbelastung gleich n. Solange die Anruf-
rate six der Klasse <i klein ist gegeniiber n=4 (bei einer
mittleren Belegungsdauer h=1), hat die gesamte Klasse <i "Platz"
im Biindel, weshalb nur wenige Unterbrechungen innerhalb der
Klasse <1 vorkommen. Die Unterbrechungswahrscheinlichkeit 1.U
steigt zundchst mit wachsendemsrk° Aus Figur 8 sehen wir, dass
T.U in der Nihe des durch Gleichung:

sifh mgid o h = gpe e h=m
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festgelegten Wertes von srA ein Maximum erreicht, Fir
grisssere Werte von srA (und damit von <i? ) ist das Angebot
der Klasse <i so gross, dass nur noch wenige Rufe von Klasse i
ins Biindel gelangen und deswegen nur noch wenige i-Rufe unter-
brochen werden konnen. (Die Unterbrechungswahrscheinlichkeit 1»U
ist bezogen auf alle i-Rufe !) Fir srA + » streben alle Unter-
brechungswahrscheinlichkeiten gegen 0, da das Biindel dann ganz
von Kiasse 1 beansprucht wird,

VI. 3 ABHANGIGKEIT DER VERKEHRSCHARAKTERISTIKA VON
DER PRIORITATSKLASSENEINTEILUNG

In diesem Abschnitt diskutieren wirfir ein Warteverlustsystem
mit r=2 Prioritdtsklassen die Abhdngigkeit der Verkehrscharakte-
ristika vom Anteil 1P der Prioritdtsklasse 1.

Nach Gleichung (234) ist die iber alle r Klassen gemittelte
Gesamtverlustwahrschefn]1chkeitsrB gleich der Verlustwahrschein-
lichkeit B des entsprechenden Warteverlustsystems ohne Prioritidten,
d.h. srB ist unabhdngig von den Prioritdtsklassenanteilen 5P
(Vergl. Figur 9).

Wir haben ein System mit n=3 Leitungen, dem (bei einer mittleren
Belegungsdauer von h=1) ein Gesamtangebot srA=4 angeboten wird.
Das System ist also sehr stark belastet, was der hohen Gesamt~-

veriustwahrscheinlichkeit <rB=B entspricht (Vergl. Figur 9).

Fiir 1p=0 werden dem System nur Rufe der Klasse 2 angeboten, d.h.
die Verkehrscharakteristika der Klasse 2 miissen fir 1p=0 mit
denjenigen des Warteverlustsystems ohne Prioritdten lbereinstimmen.
Das Entsprechende gilt fiir Klasse 1 , wenn 1p=1 ist.

In Figur 9 sehen wir, dass die Verlustwahrscheinlichkeit 18

voi 0 ausgehend, wdchst, bis sie fir 1p=1 den Wert B des Warte-
verlustsystems ohne Prioritdten erreicht. Wir sehen, dass trotz
der hohen Gesamtbelastung selbst fiir recht grosse Werte von 1P
die Verlustwahrscheinlichkeit 1B von Klasse 1 sehr klein bleibt.
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1
0% 1 8,48, B, U, //////”
08 |

0,7
06
05 1

0,3 1

0275
02 1 U

01 1

0O 01 0,2 0304 0,50,60,70,809 1
Prioritatsanteil 1p

FIGUR 9: B GESAMTVERLUSTWAHRSCHEINLICHKEIT
1B VERLUSTWAHRSCHEINLICHKEIT VON KLASSE 1
2B VERLUSTWAHRSCHEINLICHKEIT VON KLASSE 2
oV VERDRANGUNGSWAHRSCHEINLICHKEIT VON KLASSE 2
2U UNTERBRECHUNGSWAHRSCHEINLICHKEIT VON KLASSE 2

Je grosser der Anteil 1P von Klasse 1, desto grosser ist
auch die Verdrdngungswahrscheinlichkeit 2V von Klasse 2.
Fiir Werte 1P in der Ndhe von 1p=1 werden zwar nur noch sehr
wenige 2-Rufe angeboten. Die Wahrscheinlichkeit, dass diese
Rufe verdridngt werden, ist aber sehr grof.

Nach Gleichung (229) mit Gleichung (217) gilt fir r=2 Priori-
tdtsklassen:

2B = ZC + 2V =B + ,V

2

Deshalb wdchst die Verlustwahrscheinlichkeit 2B von Klasse 2
zusammen mit ZV'

Auch die Unterbrechungswahrscheinliichkeit 2U von Klasse 2 widchst
zundchst mit wachsendem Anteil 1P von Klasse 1, Nach Erreichen
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eines Maximums fallt ZU wieder, da fiir grosse 1P die Klasse 2
von Klasse 1 zunehmend aus dem Biindel verdringt wird.

Zahl von
A Unterbrechungen
1 oH—
0,8 1
06 1
04 1 n=3, s=5 2N —
ch=4, h=1

0,2 1 - r=2, d=w Z

o 02 04 0] 08 1

Prioritdtsanteil 1p

FIGUR 10: Z MITTLERE ZAHL VON UNTERBRECHUNGEN PRO ZEITEINHEIT
2N MITTLERE ZAHL VON UNTERBRECHUNGEN EINES
BELIEBIGEN 2-RUFES
H MITTLERE ZAHL VON UNTERBRECHUNGEN EINES
ERFOLGREICHEN 2~-RUFES

Die mittlere Zahl Z von Unterbrechungen pro Zeiteinheit ist
sowohl fir 1p=0 (keine unterbrechenden Rufe) als auch fiir 1p=1
(keine Rufe, die unterbrochen werden ktnnen) gleich 0. Da-
zwischen liegt ein Maximum von Z, Aufgabe richtiger Dimensionie-
rung eines Systems kdnnte es sein, eine zu grosse Zahl Z von
Unterbrechungen pro Zeiteinheit zu vermeiden.

In Figur 10 wird ausserdem die mittiere Zahl von Unterbrechungen
2N eines beliebigen 2-Rufes und die mittiere Zahl von Unter-
brechungen ZH eines erfolgreichen 2-Rufes in Abhingigkeit von

1P gezeigt. Beide Kurven nehmen nach Erreichung eines Maximal-
wertes wieder ab, was folgendermassen erkldrt werden kann:

Bei dem vorgegebenen grossen Gesamtangebot sind fir grosse 1P
nur noch wenige 2-Rufe erfolgreich. Es sind hauptsichlich solche
2-Rufe erfolgreich, die eine kurze Belegungszeit haben, und des-

halb - wenn sie erst einmal im Blndel sind - nur in weniger Fillen

unterbrochen werden.

- 120 -

Dasselbe Verhalten zeigt die mittlere Zahl 2N von Unterbrechungen
fur einen beliebigen 2-Ruf (einschliesslich der direkt abge-
wiesenen und der verdrdngten Rufe).

VI. 4 ABHANGIGKEIT DER VERKEHRSCHARAKTERISTIKA VON
DER ZAHL s DER WARTEPLATZE

Fir s=0 haben wir das reine preemptive Verlustsystem;
fir s + « erhalten wir das reine preemptive Wartesystem.

A
Y, Y Y
4,8 n=5
. =48
Y h=1
| r=2
_ p=05
2A v ;p =05
//——M‘-—_‘— -
e ==
e} 1 2 3 4

Zahl der Wartepliatze s

FIGUR 11: Y GESAMTBONDELBELASTUNG

1Y BONDELBELASTUNG VON KLASSE 1
2Y BONDELBELASTUNG VON KLASSE 2
Figur 11 zeigt, dass die Biindelbelastungen ausgehend vom Wert
des reinen Verlustsystems mit wachsendem s ansteigen, bis sie
den Wert des reinen Wartesystems fiir s + « erreichen, Im reinen
Hartesystem treten keine Verluste auf, dort gilt (fir A<n) nach
Gleichung (83) bzw. (255):

Mit wachsendem s strebt Y in unserem Beispiel gegen den Wert 4,8
des reinen Wartesystems. Analog streben lY und ZY wegen 1p=2pa%
beide gegen % © 4,8 = 2,4, Die Vergrisserung des Wartespeichers
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kommt vor allem der Klasse 2 zugute, da die Rufe von Klasse 1
schon fiir kleine Werte von s vom System zum grossten Teil
verarbeitet werden.

Figur 12 zeigt das Verhalten der Gesamtzeiten, die die Rufe
im System verbringen, in Abhdngigkeit von der Zahl s der Warte-
platze.

[
B>

0 1 2 3 4 5 6
Zahl der Wartepldtze s

FIGUR 12: L GESAMTZEIT DER ERFOLGREICHEN RUFE IM
WARTEVERLUSTSYSTEM OHNE PRIORITKTEN
1 GESAMTZEIT EINES ERFOLGREICHEN 1-RUFES
2L GESAMTZEIT EINES ERFOLGREICHEN 2-RUFES
oD GESAMTZEIT EINES VERDRANGTEN 2-RUFES

Mit wachsendem s werden immer weniger Rufe direkt abgewiesen
oder verdrdngt. Die mittlere Ldnge Q der Warteschlange wird
grosser und damit steigen auch die Gesamtzeiten, die ein

Ruf im System verbringt. Das bestdtigt Figur 12.

Wir diskutieren zundchst das Verhalten der Gesamtzeiten fiir s=0,
also fiir das reine Verlustsystem. Dort treten keine Wartezeiten
auf; infolgedessen sind die Gesamtzeiten gleich den Bedienungs-

- 122 -

zeiten. Im Verlustsystem ohne Prioritdten ist die mittlere
Bedienungszeit eines erfolgreichen Rufes gleich der mittleren
Belegungsdauer: L = h = 1. Dasselbe gilt fiir die mittlere
Bedienungszeit eines erfolgreichen 1-Rufes: 1L = h.

Dagegen sind von Klasse 2 hauptsichlich solche Rufe erfolg-
reich, die eine kurze Belegungsdauer haben. Rufe mit grosser
Belegungsdauer werden mit grosserer Wahrscheinlichkeit unter-
brochen und gehen verloren. Deshalb ist die mittlere Bedienungs-
zeit erfolgreicher 2-Rufe kleiner als h. Im Mittel belegt

ein verdrédngter 2-Ruf das Biindel eine Zeit ZD’ die wesentlich
kleiner als h ist,.

Wie wir schon aus Figur 11 abgelesen haben, wirkt sich die
Vergriosserung des Wartespeichers hauptsdchlich auf Klasse 2
aus. Das wird dadurch bestdtigt, dass die mittlere Gesamtzeit
eines erfolgreichen 1-Rufes mit wachsendem s nur noch un-
wesentlich zunimmt. Dagegen steigt die mittlere Gesamtze'it
eines verdrdngten 2-Rufes sehr stark mit s an: Die Zahl
erfolgreicher 2-Rufe wird grosser, allerdings steigt gleich-
zeitig die mittlere Gesamtverweilzeit an.

Die Zeit ZD’ die ein verdridngter 2-Ruf im System verbringt,
verhdlt sich analog. Fiir grosse s werden nur noch wenige Rufe
verdrdngt, allerdings verbringen diese wenigen verdrangten
2-Rufe im Mittel eine gréssere Zeit im System, als die ver-
drdngten 2-Rufe bei kleinem Wartespeicher.

VI. 5 ABHANGIGKEIT DER VERKEHRSCHARAKTERISTIKA
VON DER ZAHL q VON QUELLEN

Bei unendlicher Quellenzahl ist der "Angebotsdruck" auf das
Bedienungssystem gleichbleibend. Bei endlicher Quellenzahl dagegen
ist der "Angebotsdruck" auf das Bedienungssystem von der Zahl
tatiger Quellen abhdngig. Die bedingte Anrufrate ist am arossten,
wenn alle Quellen frei sind. Sie nimmt (Tinear) mit wachsender
Zahl tdtiger Quellen ab. Die kritischen Zustinde des Bedienungs-
systems (alle Leitungen belegt, alle Warteplitze belegt) treten
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deshalb - gleiches Angebot vorausgesetzt - bei endlicher
Queilenzahl weniger oft auf als bei unendlicher Quellenzahl.
Diese Uberlegung wird in den folgenden 3 Diagrammen bestdtigt.
Zum Vergleich wurde dasselbe Warteverlustsystem herangezogen,
das wir flir wunendliche Quellenzahl unter anderem in Bild 5
und 6 diskutiert haben.

Der Vergleich verschiedener g~Werte wird fiir gleiches Angebot
durchgefiihrt, Das bedeutet, dass die Anrufrate einer einzelnen
freien Quelle in unserem Vergleich umso grdsser ist, je kleiner
die Quellenzahl g ist. Fir g -~ « strebt die Anrufrate einer
freien Quelle gegen 0. Die Anrufrate einer freien Quelle wird
in Abhdngigkeit von g so gewdhlt, dass die Gesamtheit aller

q Quellen bei verschiedenen Werten q das gleiche Angebot pro-
duziert.

Da die bedingte Anrufrate mit wachsender Zahl tdtiger Quellen
abnimmt, treten die kritischen Zustdnde eines Bedienungssystems
(alle Leitungen belegt, alle Wartepldtze belegt) - gleiches
Angebot vorausgesetzt - umso weniger hdufig auf, je kleiner

die Quellenzahl q ist. Diese Uberlegungen werden im folgenden
bestitigt.

18
n=2
-2 s=3
10 h=1
r=2
1
P30
-2
2P=3
10>
0 1 2 3

Gesamtanrufrate < A

FIGUR 13: 1B VERLUSTWAHRSCHEINLICHKEIT VON KLASSE 1
q ZAHL DER QUELLEN
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In Figur 13 ist die Verlustwahrscheinlichkeit 1B von Klasse 1
fir mehrere Werte von q aufgetragen in Abhdngigkeit von der
Gesamtanrufrate srl' ( In Figur 13 und 14 sind die Ordinaten
Togarithmisch unterteilt.)

Fiir g=n+s=7 haben wir ein reines Wartesystem, da die Zahl g

von Quelilen mit der Zahl n+s von Pldtzen im System iUbereinstimmt:
Es treten keine Verluste auf. Mit wachsender Zahl o von Verkehrs-
quellen steigt die Verlustwahrscheinlichkeit 18 und nahert sich

flir grosse g den Werten bei unendlicher Quellenzahl (g = =).

10"

10

FIGUR 14: 2V VERDRANGUNGSWAHRSCHEINLICHKEIT VON KLASSE 2

Ahnlich verhdlt sich die Verdrdngungswahrscheinlichkeit ZV
van Klasse 2, wie Figur 14 zeigt,

Schliesslich diskutieren wir anhand von Figur 15 die Biindel-
belastungen Y,lY und 2Y fiir verschiedene Werte q von Verkehrs-

3

Gesamtanrufrate , A
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Dieser linearen Abhdngigkeit im Falle des reinen Wartesystems
(g=5) entsprechen in Figur 15 die 3 Geraden fiir Y, 1\' und 2Y.
Die Belastungen fiir Werte q >n+s = 5 liegen zwischen den
beiden Extremfdlilen q = « und q = n+s, wie es in Figur 15

quellen. Da die Verlustwahrscheinlichkeiten bei gleichem
Angebot mit wachsendem q grosser werden, muss die Belastung
mit wachsendem g abnehmen. Das bestdtigt Figur 15.

A Y Yy am Beispiel fir q=10 gezeigt wird.
11 12
n=2
s=3
h=1
r=2
=1
P73
~ 2
P73
Y
éY
0 1 2 3 4 5

Gesamtanrufrate_ f)\

FIGUR 15: Y GESAMTBONDELBELASTUNG
1Y BONDELBELASTUNG VON KLASSE 1
»Y BONDELBELASTUNG VON KLASSE 2

Der Verlauf der Kurven bei unendlicher Quellenzahl wurde in
Figur 6 besprochen. Fiir den anderen Extremfall g=n+s=5 (reines
Wartesystem) gilt nach Gleichung (225):

Y=SrY=SrA=h~Sr)\
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ANHANG 1
DIE FUNKTION o(x)

Eine beliebige Funktion ist eine Funktion o(x), wenn fiir sie
die Grenzbeziehung gilt:

1im &%) . o (1}
X =0 X
Das heiBt, o{x) ist eine Funktion, die fir x-=0 klein

ven hitherer Ordnung als die lineare Funktion f(x)=x wird,

d.h. es geht fir x—0 nicht nur o{x) sondern auch 2&%1 gegen 0
Beispiele fiir Funktionen o(x) sind: xz, xk fir k>1, x-sin x.
Man sieht so fort die folgenden Rechenregeln:

Falls C eine Konstante ist gilt: C.o(x) = o(x) {2}
Die Linearkombination zweier Funktionen hGherer Ordnung ist wieder
eine Funktion hoherer Ordnung: Cl'o(x) + Cz'o(x) = o(x) {3}

Die Funktion f(x) sei beschridnkt (zumindest in einem Intervall,
das den Nullpunkt lUberdeckt). Dann gilt:

fx) - o{x) = o(x) {4}
Daraus folgt fir jede Verteilungsfunktion F(x):

F{x) - o(x) = o(x) {5}

ANHANG 2
EINIGE FORMELN AUS DER WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG

Wir gehen von Elementarereignissen w aus.

Die Vereinigung aller Elementarereignisse w ist das Grundereig-
nis £l (das "sichere Ereignis®).

Die Ereignisse A,B,C,... seien Vereinigungen gewisser Elementar-
ereignisse. Ein Ereignis A tritt genau dann ein, wenn eines der
in A enthaltenen Elementarereignisses eintritt.

Jedes Ereignis A ist eine Untermenge des Grundereignisses L1
(In der Beziehung C sei das Gleichheitszeichen eingeschlossen:
deshalb gilt ACA): AC (L
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Das Komplement des Ereignisses A bezeichnen wir mit A:
A=flL-a
Die Vereinigung C zweier Ereignisse bezeichnen wir mit:
C = A+B
und den Durchschnitt D zweier Ereignisse mit:
D=AB
Zwei Ereignisse heiBen disjunkt, wenn ihr Durchschnitt gleich 0
("unmdgliches Ereignis®) ist.
Ein System disjunkter Ereignisse A,B,C,... heiBt vollstdndig,
wenn die Vereinigung aller Ereignisse des Systems gleich der

Grundmenge fl ist.
Fiir die Wahrscheinlichkeit P{A} eines Ereignisses gilt:

0 ¢ P{A} ¢ 1
und speziell: PISLY =1

p{o} =0
Fiir die Yereinigung disjunkter Ereignisse gilt:

p{a+B} = P{A} + p{B} (6}
Ist B eine Untermenge von A, dann gilt:

P{A+B} = P{A} {7}
Fiir beliebige Ereignisse A und B haben wir:

P{A+B) = P{A] + P{B} - PlA-B] {8}
Die Wahrscheinlichkeit des Komplements & von A ist:

P{R} = 1 - P{A} {9}

Zwei Ereignisse A und B heiBen unabhingig, wenn ihre Verbund-
wahrscheinlichkeit gleich dem Produkt der Einzelwahrscheinlich-

Ist B eine Untermenge von A, dann gilt fir die Verbundwahrschein-
Tichkeit: P{A-B} = P{B} {11}

Flir beliebige, abhdngige Ereignisse A und B haben wir fiir die
Verbundwahrscheinlichkeit:

p{a-8} = p{B}-P{alB} {12}
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Dadurch wird die bedingte Wahrscheinlichkeit P{AIB} definiert.

Fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit des Komplements A von A gilt:

P{RIB} = 1 - P{AIB)} {13}

Bilden die Ereignisse Ai ein vollstdndiges System, dann gilt fir
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses B:

P{B} =2; P{BIAi] P{Ai} {14}
X,Xi, Y u.s.w. seien Zufallsvariable. Eine Zufallsvariable

heiBt diskret, wenn sie nur endlich viele oder abzdhlbar viele
Werte annimmt. Wir definieren fiir diskrete Zufallsvariable X:

PIX = j} = P,

Wir sehen die Wahrscheinlichkeiten P{X>x} als Funktion von x an:

F(x) = P{X>x} {15}
Die Yerteilungsfunktion P{Xex} ist dann:
P{Xex} = 1 - F(x) {16}

In der gesamten Arbeit treten nur nicht-negative Zufallsvariable
auf. Wir setzen deshalb fiir alle Zufallsvariablen X voraus:

P{Xxsx}= 0 fiir x<0 (173
Das heiBt: F(x) = 1 fir x<0 {18}
AuBerdem gilt: 1im F(x) = 0 {19}
X O

Der Erwartungswert E(X) einer diskreten Zufallsvariablen X ist:
E(X) =2_j P,
7 J

Fiir den Erwartungswert E(X) einer nicht-negativen Zufallsvariablen
R oo
giie: E(X) = [F(x) dx (203
Existiert die Ableitung der Fun;tion F(x) fir x>0, dann hat die
Zufallsvariable X eine Dichte f(x). Es gilt:
Fx)=-F(x) {21}
Ist F'(x) fir x>0 integrierbar, dann gilt:

JF'(x) dx = - F(0) {22}

X und Y seien zwei unabhingige Zufallsvariable. Die Verteilungs-
funktion der Summe:

Z =X+ Y
ergibt sich als Faltung der beiden Verteilungsfunktionen
P{Xxsx} und P{ysy}:
P{zsz} = /[ P{Xsz-x} -« dP{Ysy} {23}

Die Zufallsvariablen Xl, XZ"" bis Xk seien unabhdngig

voneinander um den gleichen Erwartungswert ﬁ~negativ~exponentiell

verteilt: -
! PIXpX) = TP fir i = 1,2,... .k
Fiir ihre Summe Z, = ESX-
k inq 1
ilt dann: P{z A el
g : { K72) = e P {24}
ANHANG 3

DIE GRUNDFUNKTION ¢gw

Die Funktion ¢”mist eine neue Grundfunktion fiir Warteverilust-
systeme bei unendlicher Quellenzahl. Sie ist eine gebrochen
rationale Funktion des Angebots A:

Boe = Bl {25}
Setzew wir statt des Angebotes A das Angebot q.A der Kliasse <1

ein, so versehen wir die Grundfunktion ¢meit einem "Vorne-
Links-Index"®:

e;ﬁ/,e = Q,,,((“-A) {26}
Die Definitionen (22), (48) und (50) bendtigen wir:

Z S
5 fir j = 0,1,..., n
;o= {27}
/i {ﬁ fiir § = n+l,..., n+s
A =h-\

{28}
fn= B2 (29}
Als Randbedingungen definieren wir:
g, =1 {30}
¢u,u = 0 flir wey und v< 0 {31}



(1-1 0 0...0 0]
1 fo-l 0 ... 0 O
1 0 Au,-1 00
Bez]1 00 0 0 (32}
1 0 0 0 ...pfecl
L 1 0 /Sn..

Entwickeln wir die Determinante {32} nach der Spalted, dann
erhalten wir die grundliegende Beziehung:

g
¢U,l€ = ¢€;“+ ¢VP°"A jz'l‘ﬂy {33}
Daraus ergeben sich die folgenden Sonderfdlle:
L4
¢U'l£ = ¢vn,l¢ + fz-llﬁ:»f/sf {34}

P = 1+ /‘z’¢y, -4 {35}

Mit {35} haben wir eine Rekursionsformel aus der man die ¢Lm aus-

gehend von ¢nv = 1 berechnen kann.
Mit Induktionsbeweis bestdtigt man die folgende explizite Dar-

stellung fiir die Grundfunktion d&,:
£ I'd

B ;ZV,E /e {36}
Wir verabreden die Schreibweise:

@a,nz = ¢‘2 {37}

Ist vzn, dann sind alle auftretenden /49=/4, und

es folgt aus {36] . ,
-6 e
@,u=£/zh= g%ﬂ"

Die Grundfunktion (Ji. hdngt fir v2n nur von der Differenz w-v
ab; deshalb filhren wir eine zweite (spezielle) Grundfunktion ein:

Wv;wf‘%’ ‘i ﬂa; {38}

€=0
Aus dem bisher Gesagten leitet man leicht die folgenden Formeln ab:

P AT
Po= 35 2, = wen o g39)
4 nitloar A nf* _
Atn W - V2 — = — (Ar‘ 4)
! {40}
AFn Y+4

£
¢W»€,lz —¢w,|¢ . ¢y“¢ & ¢V"“4
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n
y/? = A 4 “’L‘ kf/f"“ 4 £ 9 £ -y
et § = & -+
¢h*s = \'Vkl-fs-r-»u - (;:_] [ ¢(Y n- &G Lin+s
= “-
¢V.L¢ - v}sc-n-,, + (';:') " ¢V,n PEn U
k &
Y, o= Y T F) Yot ockes
ANHANG 4

DAS CHARAKTERISTISCHE GLEICHUNGSSYSTEM DES PREEMPTIVEN
WARTEVERLUSTSYSTEMS BEI UNENDLICHER QUELLENZAHL

{41}

{42}
{43}

{441

Die folgenden Formeln werden wir im Verlaufe der Herleitung im-

mer wieder bentdtigen:

§-4

s " ) Ao

vs0 * ) =R

s

Z-_ W = gs(sn)

V'; brA s $ s
V- A= % X A= X

Zvx fa- %) - (sea) T I s g

x
P
o

Einige Formeln iiber die Vertauschung von Summen:

i % keen non (] nen ney=a
= ke ; Yv = o Yu kz:; >(k = & Y, é;.- xk#y
S X I Y b z i -

e LV = L % Z oL X
I3 et nig ven-a el yan

T %, - .

P V:Z;,k YV [l YV k=0 ><\k yenta Yy é %km
i x* k-4 Y Eﬂ Y 2‘: £l el

& P v = et s £ xk = ;_:..a o & x\:“r
i 5 Eﬂ Y "“'Zi"‘ Y g nef-a s

k=a ke paheq v B veata Y ké‘n Xk - ;-M YV k§~n‘q%k'ﬂ

{45}

{46}
{47}

{48}
{49}
{50}
{51}

{52}

Das charakteristische Gleichungssystem des preemptiven Wartever-

lustsystems lautet bei unendlicher Quellenzahl:

{{"‘4 +&—l>\‘} Xa TN )(L = ’;Cﬂ
'f"k-ﬂ K + (rk+44>\) X EPUDN xk-n. = 4Ck
< Coss

T frhesea Xt gon ( /"‘h+s+‘~" M) )C”+s

Dabei 13uft k von k=2,3,... bis (n+s-1).

{53}
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Addieren wir diese Gleichungen von

1 bis zu einem beliebigen

Wert k auf, dann erhalten wir ein vereinfachtes Gleichungssys-
tem. Dabei benutzen wir {29} und fihren die folgende Abkirzung

ein:
[

. _ A
AC, = Z.C, {54}

PION ven

Das neue Gleichungssystem lautet:

Lo ap X - X,
X, * 4"/5MS' X\wa

= L0, ‘<=4,z,..»,n4$—4

{55}

n

< C s

Dieses Gleichungssystem 16sen wir nach der Regel von CRAMER.
Deshalb berechnen wir zundchst die Systemdeterminante:

A

4«;;/;,, -4 0 ¢ 1
4 <A, 0o 0 1

1 4;/53 0 0 RE
a0 <Lrsgs “
A 0 e O(«'ﬂms 4

0 O 4;/&1 2(_{ ¢h*s

0 ¢ &a /Lmi-:"

&ifoes

Die Systemdeterminante des Gleichungssystems {55} ist gleich
der Grundfunktion<¢Qngem§B Definition {32}, Um diese Oberein -
stimmung zu zeigen, addiert man in der Determinante . die

hts

1-te Spalte zur 2-ten Spalte hinzu und entwickelt dann nach

der l1-ten Zeile.

Um nach der Regel von CRAMER die Unbekannte Xk zu berechnen,
ersevst man in der Systemdeterminante die k-te Spalte durch

die "rechte Seite" des Gleichungssystems und dividiert diese
neue Determinante durch die Systemdeterminante. Damit erhilt

man die folgende Losung:
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Arefly - 0 AC, 0
T afl ic, 0
Al ’~'/L$ Ly 0
A0 uﬁm i, O 0
s X =0 0T P 0 {56}
g O e 0 “‘CkM ‘*'ﬂmn O
4 O 44{5,‘,9:4
4 0 e Oc{{s”u

Entwickelt man diese Determinante nach der k-ten Spalte, dann er-
gibt sich als Lésung des Gleichungssystems {55}:

nts W k=1 nts

o gl e B Ly sl Z e Tyl

= Py peve

Um die LOosung des Gleichungssystems {53}in Abhdngigkeit von der

urspriinglichen “"rechten Seite® ick zu erhalten, setzen wir {54}

ein. Nach einer Reihe von Umformungen erhilt man als Losung des

charakteristischen Gleichungssystems bei unendlicher Quellenzahl
die folgende Formel:

k-2 hts

7 k-1
X} TN es ¢"‘+s {44 @’mstg: »{CV P @u_,, _(II:“/SJ’ RPN ¢k,,, g ~Ch 2 ¢V.h*5 {58}

Der Index k der KenngriBe Xk bezieht sich auf den Startplatz k
eines i-Rufes., Uns interessiert die iiber alle Startpldtze ge-
mittelte KenngridBe X:

neg

Xm0 o+ Fu X {59}

Die Wahrscheinlichkeit 1Fk’ daB ein i-Ruf auf Platz k startet,
ergibt sich aus [334] mit [328]:

Ak

AT = i = Po k= a2, w
_ .‘:,"Ak"‘

~Fh'rt' b 6,—1/').4 k "‘,l'm’S

Nach Gleichung {327} haben wir:

Sl
s - n_n/ A _ &l A
£q @a LA o ¢n+s £ 'Pn - ¢ms

"
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Setzt man die Losung 458§ des charakteristischen Gleichungssys-~
tems 1in {595 ein, so erhdlt man zundchst einen recht uniibersicht-
lichen Ausdruck, der sich aber nach umfangreicher Zwischenrech-
nung auf die folgende einfache Form bringen 1&8t:

hel ¢
4‘/\ Ca )[ - Z""_ 6 { @¢VH+S _ 44§um;} (60}
- meg 2N wes

Dieses Ergebnis ist grundlegend fiir die Behandlung des preempti-
ven Warteverlustsystems. Es ermoglicht viele geschlossene Losungen
und fiihrt zu einleuchtenden physikalischen Interpretationen der
Ergebnisse.

Bei der Berechnung der Unterbrechungswahrscheinlichkeiten iUk in
in Abschnitt V.10 tritt das folgende Gleichungssystem auf:

N = .,
T e Xipos =+ (rk+t4k§¥k = ah X = . C,
S e X s 4 o + N X, = (. ey
" e Xoeen =+ (’m e d) X = 2 C s

Dabei 1duft k von 1,2,.. bis (n-1} und von n+l,... bis n+s.
Dieses Gleichungssystem kann mit denselben Methoden geldst werden
wie das charakteristische Gleichungssystem [53]. Seine allgemeine
Losung lautet:

Fiir k=1,2,... bis n:

k-1 k-4 )
K - TA“;? it P TTefy *es P.. G ¢rm {62}

{63}

£

J ke-a . kst '
PR & [ L//S"“ L%;”Cmu ‘\/-ZM L{L‘u~q RPN q/““’,é:[fc“w ‘"%-Q%
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ANHANG 5
DAS CHARAKTERISTISCHE GLEICHUNGSSYSTEM DES PREEMPTIVEN
WARTEVERLUSTSYSTEMS BEI ENDLICHER QUELLENZAHL

Das charakteristische Gleichungssystem bei endlicher Quellenzahl
wurde in Abschnitt IV.6 aufgestellt. Es taucht - zum Teil in et-
was abgewandelter Form - im Verlauf des Kapitels IV immer wieder
auf. Das charakteristische Gleichungssystem ist ein lineares; in-
homogenes Gleichungssystem mit %(n+s+1)(n+s+2)-1 Unbekannten.
Die Zahl der Unbekannten wichst quadratisch mit(n+s}.

Im folgenden werden zwei Methoden zur numerischen Berechnung vor-
geschlagen, die es beide erlauben, das Gleichungssystem auch fiir
groBe Werte von (n+s) zu l0sen.

(1) REDUKTIONSALGORITHMUS

Die Struktur des charakteristischen Gleichungssystems verdeutli-
chen wir uns an Figur 2 in Abschnitt IV.3. Dort fassen wir jetzt
jeden Punkt als Gleichung auf. Der Punkt bzw, die Gleichung (k,Jj)
stellt das stationdre Gleichgewicht fir den Zustand (k,j) dar. In
dieser Gleichung (k,j) kommen neben der Wahrscheinlichkeit Png

1 und P vor,

die Wahrscheinlichkeiten Pk—l,jul’pk,j—l’ Pk.j+ k41,541
Wir fassen diese Gleichung (k,Jj) als Bestimmungsgleichung fir die
Wahrscheinlichkeit Pk+1,j+1 auf.

Um zu einer rekursiven Berechnung der Wahrscheinlichkeiten zu
kommen, beginnen wir bei den Gleichungen der Zeile k=0. Aus diesen
berechnen wir die Wahrscheinlichkeiten Pl,j als (lineare) Funktio-
nen der Po’., Im 2-ten Schritt berechnen wir mit Hilfe der Glei-
chungen aus Zeile 1 die Wahrscheinlichkeiten Pz,j‘ Setzen wir
jetzt das Ergebnis des l1-ten Schrittes ein, dann haben wir die
Wahrscheinlichkeiten Pz,j dargestellt als Linearkombination der
Po,j' Dieses Yerfahren setzen wir Zeile fir Zeile fort bis wir al-
e Wahrscheinlichkeiten Pk,j als Linearkombination aus den Wahr-
scheinlichkeiten P oj berechnen kiinnen.

Die Gleichungen des rechten Randes haben wir in den beschriebensn
Schritten noch nicht benutzt. Setzen wir die Ergebnisse unseres
rekursiven Berechnungsverfahrens in die {(n¢s+l) Gleichungen des
rechten Randes ein, dann erhalten wir ein Gleichungssystem zur

Berechnung der Wahrscheinlichkeiten P . Setzen wir das aus Glei-

0,
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chung (198) bekannte P0 0 ein, dann ergibt sich - nachdem eine

1
beliebige der (n+s+1) Gleichungen weggelassen wurde - ein
lineares, inhomogenes Gleichungssystem fiir die Wahrscheinlichkei-

ten P_ . mit j=1,2,... bis (n+s).
0,J

Die Losung des charakteristischen Gleichungssystems bei endiicher
Quellenzahl wurde damit auf die Ldsung eines linearen, inhomoge-
nen Gleichungssystems mit (n+s) Unbekannten zuriickgefiihrt. Damit
steht der numerischen Berechnung von Warteverlustsystemen mit
groBer Zahl s von Speicherpldtzen auch bei endlicher Quellenzahl
keine Schwierigkeit im Wege.

Nachdem die Wahrscheinlichkeiten Po.j berechnet sind, kidnnen die
librigen Wahrscheinlichkeiten Pk,j nach dem obigen Verfahren durch
Linearkombination aus den P0 j berechnet werden.

(2) BANDMATRIXVERFAHREN

In der Systemmatrix des Gleichungssystems (206) (das mit Hilfe

des schon bekannten HWertes Po.o inhomogenisiert wurde) treten zwar
in jeder Zeile nur maximal fiinf von Null verschiedene Terme auf;
diese von Null verschiedenen Terme sind aber vé11ig unsymmetrisch
angeordnet, Durch einen Trick erweitern wir dieses Gleichungssys-
tem zu einem sehr einfach aufgebauten System.

Zu den Gleichungen (k,j) fir k=0,1,...,5 und j=1,2,...n+s fiigen
wir fiir j=1,2,...,n+s und k=j+1,j+2,...,n+s die "Gleichungen"”

pk.j = 0

hinzu. Wir ordnen jetzt a 1 1 e Unbekannten zunichst nach wach-

sendem j und innerhalb einer Gruppe mit gleichem j nach wachsen-
dem k an:

Po,l Pl,l N Pn+s,1 Po,2 v Pn+s,2 ves Po,n+s cee Pn+s,n+s

Die Systemmatrix dieses neuen Gleichungssystems ist eine Bandma-
trix, in welcher nur die folgenden Positionen von Null verschieden
sein konnen:

Die Hauptdiagonale und in der Gruppe j=n+s die untere Nebendiago-
nale. AuBerdem vier weitere, symmetrisch liegende Diagonalen, die
von der Hauptdiagonalen (n+s) bzw. (n+s+1) Stellen Abstand haben.
Diese Systemmatrix hat die folgende symbolische Gestalt:
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SYSTEMMATRIX:

i N

Wegen der oben eingefiihrten “sinnlosen” Unbekannten sind viele
Terme der 4 AuBendiagonalen gleich Null.

Fiir die Berechnung der Ergebnisse durch Rechenprogramme wurde der
Methode (2) zur numerischen Aufldsung des charakteristischen Glei-
chungssystems der Vorzug gegeben, da sich hier Bibliotheksprogram-

me des Rechenzentrums der Universitit Stuttgart sehr vorteilhaft
verwenden lassen.
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ABKORZUNGEN

Im Allgemeinen sind die Abklirzungen in jenen Kapiteln erlidutert,
in denen sie auftreten. Hier werden nur jene Abkiirzungen aufge-
fihrt, die in der Arbeit laufend gebraucht werden und auf deren
Bedeutung nicht jedesmal hingewiesen wird.

n Zahl der Bedienungseinheiten
Zahl der Wartepldtze
r Zahl der Prioritdtsklassen

wn

iP Anteil der Klasse i am Verkehrsangebot

h mittlere Belegungsdauer

A bedingte Anrufrate, wenn j Rufe im System

A (mittlere) Anrufrate

“j bedingte Enderate, wenn j Rufe im System

v (mittlere) Enderate

A Angebot

Pj Wahrscheinlichkeit, daB sich j Rufe im System befinden

fipk,j Wahrscheinlichkeit, daB sich j Rufe im System befinden,
und davon k der Klasse <i angehbren

éipk Wahrscheinlichkeit, daB sich k Rufe der Klasse £i im Sys-
tem befinden

Die Bedeutung der Grundfunktion ﬁ%m bzw. f} wird in den Ab-
schnitten II1.2 und V.1 erldutert.

Im preemptiven Warteverlustsystem wird durch einen "Unten-Links-
Index" gekennzeichnet, auf welche Priorititsklasse sich eine
VerkehrsgrdBe bezieht (Vergleiche Abschnitt I.4).

Die Gleichungen der Arbeit werden folgendermaBen gekennzeichnet:

[ 1 Gleichungen, die nur bei unendlicher Quellenzahl giiltig sind

( ) Gleichungen, die bei endlicher und unendlicher Quellenzahl
giiltig sind

{ } Gleichungen des Anhangs
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