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SUMMARY

In this paper an exact and an approximate method for the
calculation of full available groups with offered smoothed
traffic are presented.

In telephone systems connections between the subscribers
are usually switched via several switching stages in an exchange
or via several trunk groups in a telephone network. There-
fore the traffic offered to the various trunk groups has not
the same statistical properties. Traffic, which is originated
by the subscribers, is usually called pure chance traffic.

Two types of pure chance traffic are distinguished:
a) Pure chance traffic of type 1 (PCT 1):
An infinite number of sources produces the offered
traffic. The calling rate X is constant and independent
from the number of occupied sources (Poisson Traffic).
b) Pure chance traffic of type 2 (PCT 2):
A finite number of sources produces the offered traffic.
Bach idle source has a calling rate o, the total
calling rate is proportiomal to the number of simul-
taneous idle sources.
In both cases the distribution of the holding time is assumed
to be negative exponential with a mean value h.

If pure chance traffic is offered to a first trunk group

~and the successful calls are offered to a second group, then
the traffic offered to this second group is called a smoothed
traffic. Because of the finite number of incoming trunks it
can occur, that all incomimg trunks are occupied and no further
call can arrive at the second group. In this case the traffic
peaks of the pure chance traffic are clipped off, and there-
fore the variance of the smoothed traffic is smaller than its
mean, as will be shown later.
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Structure of the investigated system

For the investigation of smoothed traffic a structure
shown in fig. 1 is considered. In X nodes pure chance traffic
is offered to K trumk groups, each with Ni trunks (i=1, 2,...K).
This offered traffic may be PCT 1 or PCT 2. On each of these
K trunk groups one traffic parcel with a calling rate A,
occupies only trunks on the incoming group Ni’ whereas a
second traffic parcel with a calling rate A,, occupies simul-

taneously trunks in the incoming group Ni and in a second
common trunk group with Nm trunks.

Fig.1: Structure for the investigation of smoothed traffic

This structure is typical for local exchanges or telephone
networks. In a local exchange the K trunk groups N1 eee N
may be the outlets of X subscriber stages, from which a
smoothed traffic is offered to a common route selection stage.
In a tandem exchange (node m) smoothed traffic from K local
exchanges is offered to a common outgoing trunk group.

X

It should be mentioned here, that this structure has
already been investigated by A. K. Erlang [7]. For the special
case, that the total traffic in the nodes 1 ... K is switched
via node m to node n the state probabilities have been calcu-
lated by A. Jensen [7] and J. P. Dartois [15]. The smoothing
of pure chance traffic which occurs in this structure has,

however, not been discussed by these authors.
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EXACT CALCULATION

The state probabilities

For calculating the state probabilities of the system it
must be taken into account that the random variables, which
describethe number of occupied trunks in the different groups,
are not independent. This is caused by the traffic parcels
which occupy simultaneously trunks in the incoming groups Ni
and in the common group Nm' To describe the behaviour of the
system states are introduced in which x4 connections are
existing from node i via node m to node n and furthermore
z4 connections from node i which end in node m. These states
are denoted {X,,2,, ... Xi9B50 oee XK’ZK} . In each of the
states the following conditions must be satisfied:

< s
c>sxi+zi=1\xi i=1,2, ... K (4)

K
L%
154
For the calculation of the state probabilities the
following assumptionsare made:

Nm (2)

un

1) The offered traffic is stationary and the system
is assumed to be in "statistical equilibrium".

2) All trunks are full accessible.

3) A connection from node i via node m to node n is only
switched, if there exists at least one idle trunk both
in group Ni and in group Nm.

4) The offered traffic in the nodes 1 ... K may be either
PCT 1 or PCT 2.

The following abbreviations are used:

'R number of sources in node i

i
%im calling rate of an idle source in node i for calls which

end in node m

R

in calling rate of an idle source in node i to node n
h mean holding time

3 termination rate €= 1/h
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Offered traffic (PCT 1) for calls which end in node m

;: Offered traffic (PCT 1) for calls which end in node n

Xy Number of simultaneous connections between node i and
node n

Zy Number of simultaneous connections from node i which

end in node m
g5 Total number of occupied trunks in group Ni

Xa,2q,000 Xobd, 20 000 Xy, 2y I l e, Bgyore X5, 2044, ‘K,‘,zKl
£-(xpp oL R Z7E (k1) 0t
%in Q- %i-2) ot I ///’&;m-(q;-x;—z;)bt
l X4,14,---Xi,2;,.,.xK,sz
i (Qi-xa-2it4) At ///»’ R im (i Xi- 2y44) B
EXat _~ \\\\5 2, At

1X4|z1,... X Bym A, vee Xy 2y

Xo Bayome Ximd, 2L, 000 X, 2k

Fig. 2: Transition possibilities of state{x1,z1...xi,zi...xK,zK}

Fig. 2 shows the transitionpossibilities of the state
&1,21, cee X 9Ty s XK’ZK}' As stationary traffic is.
assumed, the probability that a certain state appears, is
equal to the probability that it disappears. This property

can be described by a system of linear equations for the

"state probabilities, for which the following solution is

found, if PCT 2 is offered in the nodes 1 ... K:
K

. . . E
4 ' iy % (q;-x.) Ee (3a)
p(xhz,".-. X;IZ&,...XK'2K)=—C‘1 . (x‘-)dan 2L Lim
=4

The constant 02 can be determined by the normalizing condition

Z P(X,,21,...X;,2;,--~ Xk, 21&) =1 ()
M

where M comprises all states, for which eq. (1) and (2) hold.



If in the nodes 1 ... K PCT 1 is offered with the mean

values Aim and Ain’ then the following solution for the state
probabilities is found:

n Zam (3b)

K
4 A
PXe, 2y, one X5 20,0 Xy, 2y) = E; ]T

The constant C, can be determined by means of eq. (4).

The blocking probability

The probability pm(gm) that fn trunks are busy in group Nm
can be calculated by eq. (3a,b) and (4). The blocking proba-
bility (time congestion) E_ of trunk group N, to which
smoothed traffic is offered, is equal to the probability
pm(Nm), that all trunks in group Nm are occupied:

Em = PmiN,) = Zp(x‘,zh...x;,z;,...xu,au) (s
M*

where M* comprises all states for which the following conditions
hold:

0 £ x,
Xl

LT

Zi Ni (6a)

N
14
2%y =N (6b)

=4

The loss probability

The individual loss probability Bmi for calls from node i,
which arrive in node m, is equal to the conditional probability,
that all trunks of group Nm are occupied, under the condition
that a call from node i arrives at node m. The probability,
that gy trunks are busy in the incoming group Ni and simul-
taneously & trunks in the common group Nm is called pi(gi,gm)
and its marginal distributions are pi(gi) and pm(gm) respec—
tively. Using these probabilities which can be calculated
by means of eq. (3a,b) and (4) one finds the individual loss
probability in the case of PCT 2:
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(qe= @) pulgs Ny
B, BT° 1= 4,2, ... K (Fa)

Cai-gu) Pal( )
Qi=e

If PCT 1 is offered in the nodes 1 ... K the following egquation
holds for the loss probability:

3 - Pem(Nw) = P (N{, Niy) L4200 K (Tb)

1 = pPia(Ny)

Regarding the total smoothed traffic offered in node m one

can determine the average loss probability:

K M
a (927 G0 Pilgs, N)
- 124 Q=0
B, = =2 - (PeT 2) (3a)
Zi (q:i-92) ps(gu)
4=4 9.0
X
2 DomOmd = pocng Ny ]
B = =7 (PCTH) (8b)
Z: [4- pi(ND]

134

As the calling rate of the calls arriving in node m is not
constant, the blocking probability Em is always greater than
the loss probability Bm‘

MEAN AND VARIANCE CF THE OFFERED SMOOTHED TRAFFIC

For the calculation of mean and variance of the smoothed
traffic, which is offered in node m, the number of outlets
in node m is chosen in such a way, that every call which
arrives in node m finds a free trunk. This is possible if the

. K
number of outlets is
me N

Ny, =

“=4

(9)
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If this condition is satisfied, no call in node m is lost
and mean and variance of the offered smoothed traffic are
equal to mean and variance of the carried traffic in the

outgoing group N;.

It should be remarked here, that the mean of the smoothed
traffic depends on the number of trunks Nm of the common
group. If Nm decreases then the mean of the offered traffic
inecreases.

Furthermore the traffic parcels offered from the nodes
1 ... K do not influence each other in this common group
with N; trunks. The random variables with the values
Xy (0 £ x4 £ Ny, 1514 K) are now independent. Therefore
mean and variance of the total smoothed traffic are equal
to the sum of the corresponding values of the different
traffic parcels. In order to determine mean and variance
of the individual traffic parcels a structure shown in fig. 3
is considered.

PCT2: 9L i, o,y N Nn
O———®
PCTA: A, Adn e x

Fig. 3: ©Structure for the calculation of mean and variance
of the smoothed traffic

In this structure a state with x connections from node i
via node m to node n and z connections from node i which
end in node m is denoted as {x,z}. The probabilities p(x,z)
of these states can be obtained from eq. (3a,b) and (4)
setting K = 1:

1 q;) o q;—x) or (7CT2) (doa)
P(xlz) :Ez (K an 2 am

X 2
An Aim

xt 2!

pix2) = - (7CT 1) (10%)
A
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*
The distribution pm(x) on the group N_ is:
Ni- %
Pm(x) = ) p(x2) (44)
2=0
Mean and variance of this distribution can be expressed

using the mean Yi and the variance Vi of the distribution

on the group Ni’ which is an "Brlang'"-distribution in the
case of PCT 1 or an "Erlang-Bernoulli'-distribution if PCT 2
is offered in node i. For mean and variance of the distri-
bution of pm(x) one obtains:

Mean: ASi = K‘Yi (42)
Variance: VSi = ASi - 5}(Yi - Vi) (43)
Lin (PcT2) (1ka)
°‘im + ol
where ¥ =

Ain
Aim + ALy

(TCT4) (44b)

lean and variance of the total smoothed traffic is equal to
the sum of the corresponding values of the various traffic
parcels: X

—_ (45)
Asq “_Z Asy

14

=5 (16)
Vse =/ Vsi

izA

THE APPROXIMATE CALCULATION

The number of possible states of the system (fig. 1)
may be very large. For a system with only 4 incoming trunk
groups, with 50 trunks each, more than 300 million different
states must be distinguished. Therefore an approximate
calculation method is necessary for investigating large
systems, which can be found in practice.
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Similar to the Equivalent Random Theory [14] the basic
idea of the approximate calculation is, that the K incoming
trunk groups are replaced by one equivalent trunk group
(fig. 4). Two traffic parcels are offered to this equivalent
group. They are chosen so that mean and variance of the
smoothed traffic in node m have the same values as the
smoothed traffic, which is offered from the X incoming
groups in the real structure. Higher moments of the smoothed
traffic are not regarded. Formulae for mean and variance
of the smoothed traffic in the real structure have been de-
rived in the preceding section.

: Asq,Vsq
'PCT2:q;Id‘-MIuL;" . —

PCT4: A

PCTL: g oy, o

¥ *
Ain PCT4: Am,AnO N¥ @, Ny, @

wm,

Equivalent structure

Fig. 4: Equivalent structure for the investigation
of smoothed traffic

The approximate calculation consists of two parts. In
the first part the parameters of the equivalent structure are
determined so that a smoothed traffic with prescribed values
for mean and variance is generated. In the second part the
blocking probability and the loss probabilities are calcu-
lated, if smoothed traffic is offered by the equivalent
structure to the trunk group Nm‘

Parameters of the eyuivalent structure

The type of the offered traffic (PCT 1 or PCT 2) is
both the same in equivalent and real structure. The number

of trunks N of the equivalent group is equal to the sum

of incoming trunks in the real structure:

K
N*=ZN; (17)
1=4

If PCT 2 is offered in the initial nodes then %the same holds
for the number of traffic sources:

K
q’(:.ZqL (48)
v=A4
These conditions are very important for the accuracy of the
apnroximate calculation.

Mean and variance of the smoothed traffic in the equi-
valent structure can be determined in the same way, as de-
scribed in the preceding sectionm for the real structure.
For X = 1 in eq. (15) and (16) one finds:

Ay = Y" (19)
Vg = AL - g (Y- VT) (10
*
e (?cT 2)
¢ = A (a0
5 (PCT 1)
Aw + AL

Y* and V* are mean and variance of the distribution on the
equivalent group N*, which is an "Erlang"-distribution in
the case of PCT 1 or an "Erlang-Bernoulli"-distribution,
if PCT 2 is offered.

Ag and Vg must be equal to the prescribed values ASG
and VSG of the real structure determined by eq. (15) and
(16). By means of eq. (17) ... (21) we can now determine
the calling rates «& and oy in the case of PCT 2 or the
offered traffic values A} and A], if PCT 1 is offered.
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Blockines probability and loss probability

The equivalent structure shown in fig. 4 can be used
to determine the blocking probability of the common group
with Nm trunks. In order to determine the individual loss
probability ij of the traffic parcel offered from the initial
node Jj this structure cannot be applied. 1In this case the
trunk size Nj and the traffic characteristics in node j
(qj,ﬁgm, %in OT Ajm’ Ajn) must be taken into account.
Therefore an equivalent structure with two incoming groups
(fig. 5) is employed to determine the individual loss pro-
bability. The blocking probability obviously can also be

calculated by means of this equivalent structure.

?CTl:qz“dim,d’."
PCT4: A A

 Aan La:
e POT2: Q4 L, e

PCT4: Al Ajn

P

PCT2: qp, o, %y,
*

PCTa: A:m; tn

Real structure Equivalent structure

Fig. 5: Equivalent structure for the approximate calculation

of the individual loss probability ij

In order to calculate the individual loss probability

ij, one incoming group in the equivalent structure is

identical with the trunk group N. in the real structure.
"he offered traffic to this group has the same characteristics

(qj’d’i“”’dﬁn jm’ Ajn
valent group, which substitutes all other incoming groups

or A ). The second group N: is the equi-
of the real structure. The parameters of this group N:are
determined such that the smoothed traffic offered via group
N: has the same mean and variance as the traffic which is

offered in the real structure via the groups s (i=1...K,1i%j).
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The parameters of the equivalent group can be calculated

by means of eq. (15)...(21). It must be regarded, that now
in eq. (15)...(18) the term of the sums with the subscript j
is omitted, because the equivalent structure contains
directly the data of node j.

The state probabilities of the equivalent structure
can be derived from eq. (3a,b) setting KX = 2. One obtains
in the case of PCT 2:

N X5 orqioxsy B /gty k¥ [QF-x.) elr 2700
X,,.' 2() ""g; (q’) oLiM (qtzé 'b) u’jm ( f)o(n\ “Lrm (e

X:
pC X; X 2e

¥ %

and in the case of PCT 1:

X 2
X 2 Ll .o
3
A Agm Am A (11b)
p(x, 2. x R S AR
A ST ] 21')' ¢ | | ) |
4 Xi’. l}. Xet 2..

One gets the constants C1 and 02 by means of the normalizing
condition of eq. (4).

Using eq. (22a,b) the probability pj(gj,gm) can be

determined, that in group N. gj = xj + zj trunks and in group

Ny simultaneously &m trunks are busy.

b NE= GmtXg
= - - 23
pyles,8,) =/ i P(xyye 5% gs8y%552 ) (23)
Xi—_-n. 27=o "
Max(O,gm—Nt)

Min(g e

a
b

]

[t

The marginal distributions of this distribution are pj(g.)

J
and pm(gm). The blocking probability of trunk group N is:
"
5 = = ) %
B = o, () qZ b, (o) v
aBC
and the individual loss probabili%y is:
Njod
C957 840 P4 (g M)
70 (PcT2) (25a)
7 G- pilan)
B.o0= %30

Pm(Nw) ~ P&(NQ,NVW)
1 - Py (Ng)

(PeT4d (25b)
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EXAMPLES

In diagr. D1 and D2 the blocking probability and the loss
probability of a structure with four incoming trunk groups
is shown. TFurther examples are shown in diagr 12 - 54
(page 129 - 171). Besides the exact and the approximate
values according to the methods derived above the results
of two further calculation methods ([4] and [6]) are shown.
In these calculation methods the variance of the offered
smoothed. traffic is taken into account too.

The calculation method described in [4] can be applied
to non-hierarchical networks with an arbitrary structure.
Thus an approximate formula is used for the variance of the
smoothed traffic. The equivalent structure given in [4]
does not regard the total number of trunks of the incoming
groups.

An approximation of smoothed traffic by PCT 2 is pro-
posed in [6], if mean and variance of the smoothed traffic
is known. Because, in [6] no formulae for these quantities
are given, the formulae derived above are used.

0,04

0,001
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Diagr. D1: Blocking probability E- of a symmetrical

structure with 4 incoming trunk groups

(PCT 1 in the initial nodes)

Exact values
Approximate values (equivalent \
structure with 2 incoming

trunk groups \
calculation method [6] \
calculation method [4]

52

5% 56 s& 60 61 ol 6

Number of trunks N- ——
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0%
T Diagr. D2: Loss probability B'|l of a symmetrical structure
'an with & incoming trunk groups
] =~ (PCT 1 in the initial nodes)
0.4
<
J
0,04
<
Exact values
a Approximate values (equivalent
structure with 2 incoming
4 trunk groups
b Calculation method [6]
c Calculation method [4]
0,004 + + + + t ‘ + “+

52 Sy 56 58 60 62 b4 66

Number of trunks N- —
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Em Pauschale Verlustwahrscheinlichkeit des gesamten
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Nm Anzahl der Leitungen des Biindels zwischen Knoten m
und Knoten n

N* Anzahl der Leitungen des Ersatzzubringerblindels

94 Anzahl der Verkehrsquellen im Knoten i

q* Anzahl der Verkehrsquellen in der Ersatzstruktur

tm Mittlere Belegungsdauer

Xy Anzahl der Belegungen, die von Knoten i iiber
Knoten m bis zum Knoten n fiihren

v(N) Varianz der Verteilung auf einem vollkommenen

Biindel N bei angebotenem ZV1



v(q,N) Varianz der Verteilung auf einem vollkommenen
Biindel N bei einem von g Quellen angebotenen ZV2

VSG Varianz des gesamten, im Knoten m angebotenen
gegldtteten Verkehrs

VSi Varianz des iiber das Zubringerbiindel Ni im
Knoten m angebotenen seglitteten Verkehrs

Yi Belastung des Biindels Ni

Y (1) Belastung eines vollkommenen Biindels bei ange-
botenem ZV1

Y(q,N) Belastung eines vollkommenen Biindels bei einem
von q Wuellen angebotenen ZV2

zs Anzahl der Belegungen im Biindel Ni’ die im
Knoten m enden

AN Zufallsverkehr 1. Art

Z72 Zufallsverkehr 2. Art

oy Anrufrate einer freien Quelle im Knoten i fiir
Anrufe zum Knoten j

lié Anrufrate aller ay Quellen im Knoten i fiir
Anrufe zum Knoten j

[gi] Wahrscheinlichkeit fir g5 Belegungen im Biindel Ni

[gi,gm] Wahrscheinlichkeit fiir g4 Belegungen im Biindel Ni
und gleichzeitig &m Belegungen im Biindel Nm

[gi[gm] Bedingte Wahrscheinlichkeit fiir 2y Belegungen im
Biindel Ni unter der Voraussetzung, daB gleich-
zeitig Fm Belegungen im Biindel Nm bestehen

[X1,Z1, cee KysTBys ees XK,ZK] Wahrscheinlichkeit, daB

gleichzeitig Xi9Zqs oo XisB59 eoe Xps By Bele-

gungen in der betrachteten Struktur bestehen

Verwendete Indizes:

i

kennzeichnet Startknoten, laufender Index i
kennzeichnet Durchgangsknoten

kennzeichnet tndknoten

1...X

1. Einleitung

In Fernsprechsystemen werden Verbindungen zwischen den
Fernsprechteilnehmern im allgemeinen nicht direkt hergestellt,
sondern sie werden iiber mehrere Wahlstufen innerhalb einer
Vermittlung oder iber mehrere Vermittlungen in einem Fernsprech-
netz aufgebaut. Deshalb besitzt der den einzelnen Wahlstufen
angebotene Verkehr nicht iberall die gleichen statistischen
Eigenschaften wie der von den Teilnehmern erzeugte Verkehr.

Zur Beschreibung der statistischen Eigenschaften des von
den Fernsprechteilnehmern erzeugten Verkehrs werden in der Re-
gel in der Verkehrstheorie fir Verlustsysteme zwei mathemati-
sche Modelle angewandt, der Zufallsverkehr 1. Art und der Zu-
fallsverkehr 2. Art. Bei Zufallsverkehr 1. Art (ZV1) ist die
Zahl der Verkehrsguellen unendlich groB8. Man wendet dieses Mo-
dell im allgemeinen bei Ortsvermittlungen an, wo die Zahl der
Fernsprechteilnehmer groB gegeniiber der Zahl der ihnen zur Ver-
fligung stehenden Leitungen ist. Charakteristisch fiir ZV1 ist,
dafl Mittelwert und Varianz seiner Verteilung gleich groB sind
(Poisson-AnrufprozeB ). Bei Zufallsverkehr 2. Art (ZV2) ist die
Zahl der Verkehrsquellen endlich. Man verwendet dieses Modell
bei der Dimensionierung von Nebenstellenanlagen oder Konzen-
tratoren. Bei ZV1 und bei ZV2 wird eine negativ exponentielle
Verteilung der Belegungsdauern angenommen.

In Fernsprech-Vermittlungssystemen unterscheidet man
auBerdem zwel Arten von "deformiertem Zufallsverkehr" ndmlich
Uberlaufverkehr und '"geglidtteten Verkehr":

a) Uberlaufverkehr
Uberlaufverkehr ist jener Anteil angebotenen Zufalls-
verkehrs, der von einem Leitungsbiindel nicht aufge-
nommen werden kann, wenn Anrufe keine freie Leitung
erreichen. Dieser Verkehrsanteil kann einem zweiten
oder nachfolgenden Bilindeln zur Verarbeitung angeboten
werden. Charakteristisch fiir solchen Uberlaufverkehr
ist, daB die Varianz seiner Verteilung bei ZV1 stets,
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bei ZV2 in der Regel groBer ist als ihr Mittelwert.
Fiir die Berechnung von Biindeln, denen Uberlaufverkehr
angeboten wird, gibt es bereits exakte Verfahren
sowie Ndherungsverfahren, die seine besonderen stati-
stischen Eigenschaften gut beriicksichtigen ([1] bis
[3] und [15]).

b) Gegldtteter Verkehr
Geglatteter Verkehr entsteht dann, wenn Zufallsverkehr
bereits ein oder mehrere Blindel durchlaufen hat, bevor

er einem bestimmten Leitungsbiindel angeboten wird.

Dies kann innerhalb einer Vermittlungsstelle auftreten,

bei der die Verbindungen iiber mehrere Wahlstufen auf-
gebaut werden oder in einem Fernsprechnetz, bei dem
die Verbindungen ilber mehrere Leitungsbiindel nachein-

ander fiihren. Eine Eigenschaft dieses Verkehrs ist,

daB3 die Anzahl der gleichzeitig mOglichen Anrufe an das

betrachtete Biindel begrenzt ist. Diese Begrenzung,
die als Glattung des Zufallsverkehrs bezeichnet wird,
entsteht durch die endliche Anzahl von Leitungen der
zuvor durchlaufenen Biindel. Bei gegldttetem Verkehr
ist die Varianz seiner Verteilung kleiner als deren
Mittelwert.

Ziel dieser Arbeit ist es, Berechnungsverfahren filir Lei-
tungsbiindel zu entwickeln, denen gegldtteter Verkehr angeboten
wird. Fir die Untersuchung wird eine Struktur nach Abb.1
gewdhlt, bei der zundchst in den Knoten 1 bis K den einzelnen
Leitungsblindeln N1 bis NK ZV1 oder ZVZ2 angeboten wird. Der
durch die endliche Leitungszahl gegldttete Verkehr wird dann,
ganz oder teillweise, im Knoten m einem gemeinsamen wciterfiih-
renden Blindel Nm angeboten.

CD N - QE

Abb.1: Struktur zur Untersuchung von geglédttetem

Verkehr bei vollkommener Erreichbarkeit
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Diese Struktur ist typisch filir die in Ortsvermittlun-
gen oder im Fernwahlnetz bestehenden Strukturen, bei denen
geclidtteter Verkehr auftritt. In Ortsvermittlungen kodnnen
die K Knoten am Eingang der Zubringerbiindel K Anrufsucher-
gruppen oder K Vorwdhlergruppen darstellen, deren Ausgénge
auf eine gemeinsame erste Gruppenwahlstufe fithren, die
hier durch Knoten m dargestellt ist. Im Fernwahlnetz
k6nnen entsprechend K Enddmter ihren Verkehr einem gemein-

samen Knotenamt, hier dem Knoten m, anbieten.

In Verlustsystemen verwendet man zur Charakterisierung
der Verkehrsleistung eines Leitungsbiindels die Begriffe
"Blockierungswahrscheinlichkeit" und "Verlustwahrscheinlich-
keit". Die Blockierungswahrscheinlichkeit ist die Wahrschein-
lichkeit, daB alle erreichbaren Leitungen des betrachteten
Biindels belegt sind. Die Verlustwahrscheinlichkeit ist die
bedingte Wahrscheinlichkeit, daB3 alle erreichbaren Leitungen
belegt sind, wenn ein Anruf eintrifft. Sie ist gleich dem
Quotienten aus der mittleren Zahl der Verlustrufe pro Zeit-
einheit (d.h. der vom Biindel nicht verarbeiteten Anrufe)
bezogen auf die mittlere Zahl der Anrufe pro Zeiteinheit.
Wahrend bei ZV1 beide GrdBen gleich sind, ist bei ZV2 und
bei dem hier untersuchten geglidtteten Verkehr die Verlust-
wahrscheinlichkeit kleiner als die Blockierungswahrscheinlich-
keit. Diese beiden GrdBen werden in Kapitel 2 fiir die
Struktur nach Abb.1 exakt berechnet. Dabei kann der Verkehr,
der den Zubringerbiindeln angeboten wird, ZV1 oder ZV2 sein.

Fiir die Berechnungen wird vorausgesetzt, da die Inten-
sitdt des angebotenen Verkehrs zeitunabhéngig ist. Diese
Annahme ist, wie Messungen ergaben, wdhrend der Hauptver-
kehrsstunde eines Tages erfiillt. Wenn man jetzt das ein-
geschwungene System betrachtet, d.h. wenn man sich nur
fiir die zeitunabhdngigen Zustandswahrscheinlichkeiten
interessiert, dann gilt bei Geburts- und Todprozessen

allgemein, daB fir jeden Zustand die Wahrscheinlichkeit,
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daB er entsteht, so groB ist wie die Wahrscheinlichkeit,

daf er verschwindet. Diese Tatsache wurde von A.K.Erlang
das Prinzip von der Erhaltung des statistischen Gleich-
gewichts genannt. Man kann mit diesem Prinzip, wie in

Kap.2 gezeigt wird, ein lineares Gleichungssystem fiir die
Zustandswahrscheinlichkeiten aufstellen und hier auch eine
geschlossene Losung angeben. Aus diesen Zustandswahrschein-
lichkeiten 148t sich dann in einfacher Weise die Blockier-
wahrscheinlichkeit und die Verlustwahrscheinlichkeit

berechnen.

Da trotz der geschlossenen Losung fiir die Zustandswahr-
scheinlichkeiten die Berechnung bei grofien Systemen sehr auf-
wendig werden kann, wird auBerdem ein Verfahren zur ndherungs-—
weisen Berechnung der Blockierungswahrscheinlichkeit und der
Verlustwahrscheinlichkeit entwickelt. Dabei wird, #hnlich
wie beim Streuwertverfahren ([1] bis [3] und [15))zur Berechnung
von Uberlaufverkehr, davon ausgegangen, daf3 es filir eine hin-
reichend genaue Berechnung geniigt, neben dem Mittelwert des

geglitteten Angebots seine Varianz zu beriicksichtigen.

Dazu werden in Kap.3 Formeln fiir Mittelwert und

Varianz des geglédtteten Angebots hergeleitet, wenn ZV1
oder ZV2 den Zubringerbiindeln angeboten wird. Das Ndher-
ungsverfahren selbst, das sich aus zwei Teilen zusammensetzt,
wird in Kap.4 beschrieben. Im ersten Teil wird analog zur
Ersatzprimdrmischung beim Streuwertverfahren eine Ersatz-

anordnung bestimmt, die einem geglidtteten Verkehr mit
vorgegebenen Werten fir Mittelwert und Varianz erzeugt.
Mit dieser Ersatzanordnung werden dann im zweiten Teil
Blockierungs- und Verlustwahrscheinlichkeit berechnet.
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Im fiinften Kapitel wird der Sonderfall untersucht,
dafl einem Leitungsbiindel gleichzeitig gegldtteter Verkehr
und Zufallsverkehr 1.Art angeboten wird. Einige in der
Literatur bereits bekannte Verfahren zur Berechnung von
gegldttetem Verkehr werden in Kapitel 6 beschrieben.

Die Verfahren von S.Katz [4] und R.Mina [5] beriicksichti-
gen zwar ebenfalls Mittelwert und Varianz des geglatteten
Angebots, sie verwenden jedoch andere Ersatzanordnungen
zur Erzeugung dieses Angebots. Die verschiedenen Ndherungs-
verfahren werden in Kap.7 mit dem exakten Verfahrer und
mit Simulationsergebnissen verglichen.

Die in Abb. 1 (Seite 10) dargestellte Struktur wurde
bereits von A. K. Erlang [7] fir den Fall mit einem und
zwel Zubringerbiindeln diskutiert. A. Jensen gibt in (7]
eine Losung filir die Zustandswahrscheinlichkeiten bei ange-
botenem ZV1 an, allerdings fiir den Sonderfall, daf der
ganze Uber die Zubringerbiindel Ni im Knoten m eintreffende
Verkehr dem Biindel Nm angeboten wird, widhrend hier ange-
nommen wird, daB ein Teil der Belegungen bereits im Knoten
m endet. Dieser Sonderfall wird auch von J. P. Dartois
in [16] fir eine Untersuchung von Koppelanordnungen bei
einem schiefen Verkehrsangebot (ZV1 oder 7V2) betrachtet.
Das Problem des gegldtteten Verkehrs, der in der Struktur
auftritt, wird jedoch in diesen Veroffentlichungen nicht
diskutiert.
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2. Das_exakte Berechnungsverfahren fiir angebotenen Zufalls-

2.1 Erlduterung der Struktur_und_des_angebotenen Verkehrs

In diesem Kapitel wird ein Verfahren zur exakten Be-
rechnung der Blockierungswahrscheinlichkeit und der Ver-
lustwahrscheinlichkeit angegeben, wenn einem Leitungsbiin-
del gegldtteter Verkehr angeboten wird. Dazu wird die
Struktur nach Abb.2 betrachtet.

Gy, Ay, X

Am, Cam

A, Aum Ay,

Abb.2: Struktur zur exakten Berechnung

Uber K Zubringerbiindel N, (i=1,2,...K) werden einenm
gemeinsamen Leitungsbiindel Nm gegldttete Verkehre angebo-
ten. Den Zubringerbiindeln Ni selbst wird Zufallsverkehr
angeboten und zwar ein Anteil mit einer Anrufintensitét Xim
der nur Belegungen auf dem Zubringerbiindel erzeugt, widh-
rend der zweite Anteil mit der Intensitdt 2,, gleichzei-
tig Leitungen auf dem Zubringerbiindel Ni und auf dem ge-
meinsamen Biindel Nm belegt. Es werden im folgenden die
beiden F&alle untersucht, daB der in den Knoten 1 bis K
angebotene Verkehr Zufallsverkehr 1.Art oder Zufallsver-
kehr 2.Art ist. Bel beiden Zufallsverkehren sind die Be~

legungsdauern negativ exponentiell verteilt mit einem Mit-

y

telwert tm.Die mittlere Belegungsdauer tm wird im folgenden

als Zeiteinheit gewdhlt, d.h. tm = 1. Die beiden Ver-
kehrsarten unterscheiden sich in der Anzahl ihrer Verkehrs-
quellen q und deren Anrufintensitdt (Anrufrate) X.
Beil Zufallsverkehr 2.Art nimmt man an, daB jede freie Quelle
eine Anrufintensitdt « besitzt. Bei g belegten Quellen
ist also die gesamte Anrufintensitat aller freiem Quellen:

Alg)= «-(q-g)
Bei Zufallsverkehr 1.Art betrachtet man eine unendlich
groBe Quellenzahl mit einer konstanten, vom Zustand des
Systems unabhidngigen Anrufintensitdt A . Das Produkt

A= Ata

wird hier 4Angebot der Verkehrsquellen genannt.

Flir die Berechnungen wird noch vorausgesetzt, daB
alle Leitungsblindel vollkommen erreichbar sind. AuBerdem
s0ll eine Durchschaltung zwischen Startknoten i und End-
knoten n nur dann erfolgen, wenn in den beiden Biindeln
Ni und Nm je mindestens eine Leitung frei ist, d.h. Anrufe,
die zwar im Bindel Ni eine freie Leitung finden, dagegen
keine im Biindel Nm’ sollen "zeitlos" verschwinden.
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2.2 Defintion von Blockierungs- und Verlustwahrscheinlichkeit

Bevor das Berechnungsverfahren im einzelnen beschrieben

wird, werden die Begriffe Blockierungs~ und Verlustwahr-
scheinlichkeit genauer formuliert. Die Blockierungswahr-
scheinlichkeit Em eines Biindels wird definiert als die
Wahrscheinlichkeit, daBl alle Leitungen des betrachteten
Biindels belegt sind. Es sei [gm] die Wahrscheinlichkeit,
daB auf Biindel Nm gleichzeitig g Belegungen bestehen.

Dann ist die Blockierungswahrscheinlichkeit:

Em = [N,] “

Die Verlustwahrscheinlichkeit Bmi ist der Quotient
aus der mittleren Zahl der Verlustrufe pro Zeiteinheit
bezogen auf die mittlere Zahl der Anrufe pro Zeiteinheit.
Es wird hier die Verlustwahrscheinlichkeit des Verkehrs

berechnet, der iiber das Biindel Ni im Knoten m dem Biindel Nm

angeboten wird, und nicht die Verlustwahrscheinlichkeit
flir den gesamten Weg von Knoten i iiber m nach n.
Betrachtet man den Verkehr iiber das Zubringerbiindel Ni’
dann kann am Eingang des Biindels Nm ein Anruf nur dann
eintreffen, wenn nicht alle Ni Leitungen des Zubringers
belegt sind. Bezeichnet man mit A,,(g) die mittlere
Anzahl der Anrufe bei g5 belegten Zubringerleitungen

und die Wahrscheinlichkeit fiir g5 belegte Leitungen mit
[gi] y dann ist die mittlere Zahl der Anrufe, die am Ein-
gang von Biindel Nm eintreffen:

N- 4
Cai = Z A (90 [%]
=0
Ein Verlustruf entsteht dann, wenn ein Anruf zwar eine
freie Zubringerleitung in Ni aber keine freie Lei tung im
Biindel Nm findet. ZEs sei [gi'gm] die Wahrscheinlichkeit,
daB g; Leitungen im Biindel Ni und gleichzeitig &n Leitungen
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im Bindel Nm belegt sind. Dann ist die mittlere Zahl
der Verlustrufe pro Zeiteinheit:
Ny 4
Cvi= 2: Ainlea) [ai, Nid
=0
Damit erhdlt man fiilr die Verlustwahrscheinlichkeit jenes
Verkehrsanteils, der iiber Biindel Ni dem Biindel Nm angeboten

wird:

] ren Lao b ]

B .= Ve oo 3.=0

Ng-4
}‘,;K (q:) [9;]
377

Neben diesen Einzelverlusten Bmi der einzelnen Ver-
kehrsanteile kann man auch eine pauschale Verlustwahrschein-

lichkeit fir den gesamten Verkehr berechnen, der dem Biindel Nm

iiber alle Zubringerbiindel N1 bis NK zusammen angeboten wird.
Fir diesen Verlust gilt:

By, = =4 (3)

Z Casi

Axd
Wenn der im Knoten i angebotene Verkehr Zufallsverkehr
1.Art ist, dann ist dessen Anrufintensitat A,, unabhidngig
vom Zustand des Systems, d.h.
Ain (i) = Ay, = Konst.
Damit erhdlt man aus Gl. (2):

N -4

Z [‘i{. Nm]
. 90

Bmi.
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[N - [

Bmi:
1 - [N:]
= [N.] M i=1,2,...K (+a)
1 - [N

Wenn im Knoten i von a; Verkehrsquellen Zufallsverkehr

2.Art angeboten wird, dann gilt filir die Anrufintensitédt:

A (0= o (g~ 92)
Dabei ist «;, die Anrufrate einer freien Quelle fiir Anrufe
von 1 nach n. Die Verlustwahrscheinlichkeit ist dann:

N~ 1
7 (ai- 90 [gi M)
B, =2 (% b)
N.-4
(9:- g2 [g:]
gm0

-] % Yo Chew) = (g - N DNz NG, ]

q: - Vs R CTER AR |

Dabei ist Yi die Belastung der Ni Leitungen (Erwartungs-—
wert der Zahl der belegten Leitunger ) und Y, (le)

der bedingte Erwartungswert der Zahl der belegten Leitungen
widhrend Jjener Zeit pro Zeiteinheit, in der alle Leitungen
im Biindel Nm belegt sind.

N
Yo (IN,) = ZZ % (g N, (5)

§i= 0

2.3 Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten

Aus den G1.(1),(4a) und (4b) ist ersichtlich, daB
zur Bestimmung der Blockierungs-~ und Verlustwahrschein-
lichkeiten die K zweidimensionalen Vertel lungen [gi,gm]
(i=1,2,...K) und die Verteilungen auf den Biindeln [gi
und [gm] zu berechnen sind. Dazu werden die Wahrschein-
lichkeiten fiir die Zustdnde {x,. 2, ... Xi, 24, e X B}
des gesamten Systems nach Abb.2 berechnet. Es ist zy
die Anzahl der gleichzeitig bestehenden Belegungen
durch den Verkehrsanteil A, =~ zwischen Startknoten i und
Mittelknoten m. Ferner ist Xy die Anzahl der durch den
Verkehrsanteil 2a;, verursachten Belegungen, die vom Start-
knoten i lber Mittelknoten m zum Zielknoten n fiithren.
Damit ein Zustand existieren kann, darf die Gesamtzahl
der Belegungen auf einem Bilindel die entsprechende Lei tungs-
zahl nicht lberschreiten. Es gilt also

O & xi+2; & N L= A2 K (6a)
K

2% &N, (6b)
Az 4

Die Herleitung der Formeln fiir die Zustandswahrschein-
lichkeiten wird nur filir ZV2 angegeben. Die entsprechenden
Ergebnisse filir ZV1 erhdlt man daraus, wie in Anhang 2 gezeigt

wird, durch einen Grenziibergang.
Bei zi Belegungen von Knoten i bis Knoten m und gleich-

zeitig %y Belegungen von 1 liber m bis Knoten n gilt fiir

die Anrufintensitédt eines neuen Anrufs zum Knoten m:

Aim (%,20) = ol (q- %~ 23)
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Fir Anrufe zum Knoten n erhdlt man entsprechend:
Min (xa,k) = i (Qu- x- 20)

Dabei sind «, und «;, die Anrufraten einer freien Quelle
im Knoten i fiir Belegungen zum Knoten m bzw. Knoten n.

Nach dem Prinzip von der Erhaltung des statistischen
Gleichgewichts bei stationdrem Verkehr gilt, daB die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Entstehen eines Zustands {x,2, - X 2, % %,

gleich ist wie die Wahrscheinlichkeit fiir sein Verschwinden.

In Abb.3 sind die Ubergangsmoglichkeiten dargestellt,
in die dieser Zustand in einem Zeitintervall 4t durch
Eintreffen eines neuen Anrufs oder durch Enden einer be-
stehenden Belegung iibergehen oder aus denen er entstehen
kann.

X4,24,--~ XA, 24,000 Xk, 2y {Xhz,,... x;’;__‘-'+4, oo xK'z.K]

CA;-(xy')-At\ /cl_,_~(g;+4)-at
Casq % (Qi- %5-2;) 0t \

lx,,g,'.., Xi, 2q, o-c XK,EK]

Cyi oin (- x;-i.;u)«At// \Cu Oim (Qi-Xi-2¥1) At
Cy X Ot / \CL,;_ 2, At

l Xay Ba) ooe Xm4, 24, 0ve X 2 l Ko, Ra, oo Xy 2= 4,000 Ky, 2 ]

/ Con im (Qi-xim2) At

Abb.3: Ubergangsmbglichkeiten fir den Zustand {x z,.x. 2 ..

xk'ek}
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Nach dem Prinzip von der Erhaltung des statistischen
Gleichgewichts erhdlt man damit folgendes lineare Gleichungs-
system flir die Zustandswahrscheinlichkeiten [x, 2+ %, 2, -+ X, 2] :

K
Deazees e, 2z, X 2] ] Cop otim (@5m xem 20 4 Gy i (qumxim2) # Gy Cu;'ia}
=

+

Coar Cxara) - [y 2y mee Xb 4, 20 ven X, 2]

44

"
™M=

°
b
A

ng-(t;+4)-[x‘,z1’... Xy BiHA, e Xy 2]

+
T~

-
W
i

sl (q;-x;-z;+4)-[ Xa B, oo Xi=4, 2 0. x,ﬂgKJ

+
™=
(o]
w
o

R R0 (L YR SIREDI L L TR M| )

+
.I\/'x
o
o

o
n
EN

Dabei ist:

¢ _ } 1 falls Zustand i*«.h, SXied,2 X jexistiert
! 0 sonst i=1,2,...K

1i

2i

c {1 falls Zustand {Xq ... X 2344, %t existiert
O sonst i=1,2,...K

o (1 fir x> 0 i=1,2,...K
31 7o fur xg = 0
¢ - 1 fir zg > 0 i=1,2,...K
41 0 fiir z; = 0

AuBerdem gilt, daR die Summe der Wahrscheinlichkeiten
aller im System mbglichen Zustédnde, d.h. aller Zustidnde,
die die Bedingungen (6a) und (6b) erfiillen, gleich 1 ist.

Zi (X e, eoe X3, 20, o0 Xg, 201 = 1 (%)
™M
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Wie in Anhang 1 gezeigt wird, wird das Gleichungs-
system (7) bis auf einen konstanten Faktor 82 durch folgen~
den Ansatz geldst:

K

R R T =;—z _ﬂ- (2:) i (‘“Qf‘) “n (3a)
=4

Die Konstante 32 wird aus Gl.(8) berechnet.
Aus G1.(9a) kann man durch einen Grenziibergang die
Losung fiir angebotenen Zufallsverkehr 1.Art bestimmen.
Der Grenziibergang wird so durchgefiihrt, da die Werte qi
gegen unendlich und gleichzeitig die Werte o, und o,
gegen O gehen, so daB die Anrufintensitdten 2A;, und A,
d.h. die Produkte «,-q; und <«;,q; konstant bleiben.

Man bezeichnet mit
Al = Xl b

Ain = Aine bt

die Angebote von Knoten i zum Knoten m bzw. Knoten n.

Wie in Anhang 2 gezeigt wird, erhdlt man fir ZV1:

K Xo 3
LR e [ A; :
[xﬂzm...x“zlv X, 2] = < _;%,_é:?L (38)
1, XL 2;
i1 ~ h

Die Konstante 5, kann wieder mit G1.(8) bestimmt werden.
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2.4 Berechnung der Blockierungswahrscheinlichkeit

Zur Berechnung der Blockierungswahrscheinlichkeit Em
des Biindels Nm werden zundchst die Wahrscheinlichkeiten
[ x4---%,,...%] bestimmt, daB liber die K Zubringerbiindel
Xy Belegungen (i=1,2,...K) gleichzeitig auf Biindel Nm
bestehen, unabhdngig davon, wieviele Belegungen z; zu-
sdtzlich zwischen den Knoten i und dem Knoten m vorhanden
sind. Durch Summation iiber alle Werte zZ; (i=1,2,...K)
erhdlt man aus Gl.(9a):

No-x, Ne-x; N,

% Xk
[X,, X4y XK] = Z “ Z [X”l‘ x"'ltr : X‘M?*K)
2,=0 =0 2,20
W N xy
=4 4 *“ qi- X = (16
S —ﬂ-{( x;)u‘“ Z ( gt)d"“} 1oe)
4z 4 220
Entsprechend erhdlt man aus Gl.{(9b) fiir ZV1i:
4 K 'R N-xg A?-Q.
. = Ain Am 0
[Xa;"‘ Xa XK] S, _ﬂ_{ ————_x.‘ Z _~1,£ } (1 b)
4= s 1,20 ~

Damit kann man die Wahrscheinlichkeit [gm] fir € belegte
Leitungen auf Biindel Nm bestimmen. Es ist

(] = Z[x,,..x;,...xd (44)
"
Die Summe Z: erstreckt sich iUber alle diejenigen M Zustdnde
™
ix“.,,x;“‘.xk}, die genau gm Belegungen auf Biindel Nm verur-

sachen, d.h. filir die gilt:

K
g, = Z X mit & ¢ xg & Min (N{ g,) (1)
434

Fur En = Nm erhdlt man dann filir die Blockierwahrscheinlich-
keit:

Em = [Nw\]
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Fir die Verlustwahrscheinlichkeit Bmi des Verkehrs-
anteils, der iber Biindel Ni dem Bilindel Nm im Knoten m
angeboten wird, gilt nach G1.(2):

N1
Z 20 [g¢,Nm]
4:=0

Bm& = 1=1,2,...

N -4
2 Mg [a)

§.=0

K (2)

Wie daraus ersichtlich ist, muB man also zundchst die Wahr-
scheinlichkeiten [gi,gm] bestimmen, daB auf Biindel Ny

g4 Belegungen bestehen und gleichzeitig gn Belegungen

auf dem Biindel Nm. Diese Wahrscheinlichkeiten kann man
aus den bereits berechneten Zustandswahrscheinlichkeiten
[XM21F"XL}if“Xm2d durch Summation iliber alle diejenigen
Zustédnde bestimmen, die gerade g5 Belegungen auf Biindel Ni
und gm Belegungen auf Biindel Nm enthalten. Die Summation
wird in zwei Schritten ausgefiihrt; zunidchst wird iiber alle
z, (v=1,2,...K, v #¥) summiert, dann iiber alle x, (v=1...K),
die zum Zustand {gi,gm} einen Beitrag liefern. Fir Zv2
erhdlt man aus Gl.(9a):

[14,)(1,"' x‘.-«y)‘i.,ﬁi‘,xl+4,"' XK]

X Ny~ Xy

= A Ay 8 fgi-xy B _”— ) Z (qﬂ' T (130)
T, (X;) in ( 2 )d““ (Xv)d"“ z,) *m

V=1 2,20
Y4
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Entsprechend erhdlt man aus G1.(9b) fir Z¥1:

X : LS xe  Nexe a
[x 4 AL Al Avn Zi Av (131)
G ey X R ce XK]— Syox! 2! X! E
“ & i
2,20
vxq .

VEL

Durch eine weitere Summation erhdlt man dann aus Gl.(13a)
bzw. G1.(13b):

Lq;lgm] = 2: [X“'X’”'"X*"Myhzil"i#«y"'xk-‘i (1%)
M

Diese Summe enth&dlt alle Zustdnde,fiir die gilt:

K
Gm = Z X3
i=4

O £ x; 4 M;“(QL.C}M’ 1‘.:4,1,.-.K
¢ & X, £ Mi\ﬂ(Nf,Qm) o= oA, 0. K
Y oF 4

Fir die Randverteilung [gil gilt:
N\M
la= ) lae,4w) (15)
Gm=0

Mit G1.(2), (14) und (15) kann man jetzt die gesuchten
Verlustwahrscheinlichkeiten Bmi berechnen.



- 26 —

Wie in Abschnitt 2.2 hergeleitet wurde, gilt fiir die
Verlustwahrscheinlichkeit des Verkehrs iiber das Zubringer-

bilindel Ni:

BML - (Nm] 1~ [NLINm]
1 - [N;]

Die Blockierungswahrscheinlichkeit ist:
By o= [v,]

Wegen des durchgehenden Verkehrs Yin’ der gleichzeitig in
den Bilindeln Ni und Nm Leitungen belegt, sind die Verteilun-
gen [gi]auf Biindel N; und [gm] auf Bindel N nicht unab-
h&ngig. Deshalb ist,wie in Anhang 6 gezeigt wird,

RAKI AR NEFE

und Bmi <<[Em]

An einigen Beispielen wird nachstehend gezeigt, um
wieviel die Verlustwahrscheinlichkeit Bm kleiner sein kann
als die zugehdorige Blockierungswahrscheinlichkeit Em.

Da in diesen Beispielen symmetrische Strukturen mit gleichen
Angeboten Aim und Ain und gleicher Leitungszahl Ni fiir jeden
Zubringer betrachtet werden, ist der pauschale Verlust Bm
gleich den Einzelverlusten Bmi' In den Diagrammen 1 und 2
Seite 116 ist dazu der Quotient Bm/Em in Abhédngigkeit von

der Blockierungswahrscheinlichkeit Em aufgetragen.

Typisch fiir alle Kurven ist, daB der Quotient Bm/Em mit zu-
nehmendem Em ansteigt. Dies beruht darauf, daB bei kleinen
Blockierungen Em der durchgehende Verkehrsanteil A. eines
Startknotens i, der ja die Abhdngigkeit von [gi] und [gm]
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verursacht, sich im Knoten m besser "durchsetzen" kann als
beil groBen Blockierungen Em'

In Diagramm 1 ist die Zahl K der Zubringerbiindel der
Parameter der Kurvenschar. Man sieht, daB die Abhdngigkeit
der Verteilungeh [gi] und [gm] von kleinen zu groBeren Wer-
ten K hin abnimmt. Dies beruht darauf, daB mit zunehmendem
K der "Eigenbeitrag'" der Belegungen eines Zubringerbiindels
an der Gesamtzahl gm der Belegungen auf Biindel Nm abnimmt
(Bm/Em —e 1, fiir K — 00},

In Diagramm 2 ist der durchgehende Verkehrsanteil Ain
Parameter der Kurvenschar. Man sieht, daB bei einem groBen
durchegehenden Verkehrsanteil dessen Verlustwahrscheinlich-
keit Bmi beachtlich kleiner sein kann als die Blockierungs-

wahrscheinlichkeit Em. Wenn
K

Nm= Z Ng_

ind

ist, tritt der Sonderfall auf, daB bei Em > O dennoch

Bm = 0 ist. Es sind dann bei Vollbelegung (Blockierung)
aller Nm Lel tungen auch alle Biindel Ni (1 ¢ i ¢ K) gleich-
zeitig voll belegt, sodaB kein Anruf bis zum Knoten m ge-
langen und dort "verloren" gehen kann.
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Beim Streuwertverfahren zur Verlustberechnung von Biindeln
mit angebotenem Uberlaufverkehr (siehe [1], [2] und [3])} verwen-
det man zu einer hinreichend genauen Charakterisierung dieses
Verkehrsangebots neben seinem Mittelwert noch dessen Varianz.

In Kap. 4 und 5 werden auch fiir die nidherungsweise Verlust-
berechnung von Biindeln mit einem geglitteten Angebot die
exakt berechneten ersten beiden Momente von dessen Verteilung
- fur eine "Ersatzstruktur" - beriicksichtigt. In diesem
Kapitel werden deshalb fiir die Ersatzstruktur nach Abb.3
exakte Formeln fiir Mittelwert und Varianz hergeleitet.

qK ' lkm,lln
Reale Struktur Ersatzstruktur

Abb.3: Ersatzstruktur mit N; Leitungen anstelle der
realen Leitungszahl Nm zur Berechnung von Mittel-
wert und Varianz des gegldtteten Angebots

Zur Berechnung von Mittelwert und Varianz des geglitteten
Angebots muB das Leitungsbiindel N;, dem dieser Verkehr angeboten
wird (siehe Abb.3), so gewdhlt werden, daB jeder Anruf, der im
Knoten m eintrifft, im Biindel N; eine freie Leitung findet.

Dies ist dann moglich, wenn gilt:

K
NE =7 N (16

i=4

. * .
wobei real Nm < Nm angenommen wird.
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Da im Bilindel N; keine Verlustrufe entstehen, ist der Mittel-
wert der Verteilung auf Bindel N; gleich dem Mittelwert des
Gesamtangebots, das iiber alle Biindel N, (i = 1,2, ... K) im
Knoten m ankommt; die Varianz der Verteilung auf Biindel N;

ist gleich der Varianz des gegldtteten Gesamtangebots im
Knoten m. Es soll hier darauf hingewiesen werden, daB dieses
Angebot sich im realen Falle mit Nm < N; Leitungen nicht ein-
stellt. Dies beruht darauf, daB die Blockierungswahrscheinlich-
keit Ei auf den Zubringerbiindeln Ni und Em auf Biindel Nm dann
voneinander abhidnegig sind. Wenn bei gegebenen Anrufintensita-
ten «  der Quellen in den Startknoten die reale Leitungszahl
Nm reduziert wird, nimnmt Em zu und wegen der dadurch einge-
schrénkten Gleichzeitigkeit Xy die Blockierungswahrscheinlich-
keit Ei am Eingang eines Startknotens i ab. Das reale ge-
glattete Angebot an Biindel Nm steigt dadurch an!

Eine fiir die Berechnung von Mittelwert und Varianz
wesentliche Eigenschaft ist, daB sich bei N; Leitungen die
Teilverkehre iiber die Zubringerbiindel Ni auf dem Biindel Ng
gegenseitie nicht beeinflussen. Die Zufallsvariablen, die
die Werte Xy (0« X € Ni, 1 <«i<K) annehmen, sind also gegen-
seitigz statistisch unabhdngig. Deshalb kann man nicht nur
den Mittelwert, sondern auch die Varianz des Gesamtangebots
durch Summation der Werte der Teilangebote berechnen. Es
genligt also, fir jedes Zubringerbiindel Ni getrennt Mittel-
wert und Varianz seines geglidtteten Angebots zu berechnen.
Dazu wird eine Struktur nach Abb.4 betrachtet.

Asﬁ%m
N NE 4
% i, i @ ® ®
2 ——
X -

Abb.4: Ersatzstruktur zur Berechnung des
geglidtteten Angebots eines Zubringerbiindels



- 30 -

Fiir die Wahrscheinlichkeit [x,z], daB z Belegungen
zwischen den Knoten i und m bestehen, und gleichzeitig
x Belegungen zwischen den Knoten i und m, erh#lt man
fiir angebotenen Zufallsverkehr 2.Art aus G1l.(9a) fiir den
Sonderfall K = 1 (Seite 22):

Crad = & ((F) < (%97) < (1703

Entsprechend erhélt man aus G1.(9b) bei ZV1 mit den Ange-
boten A, und A; im Knoten i (Seite 22);

Ax E
[x2]= 1 Zem == (1%b)
' i
Sy x! 31

Fur die Zustédnde {x,z} gelten folgende Bedingungen:
0 ¢ x + 2 ¢ Ni
»
xéNm
Die zweite Bedingung ist fiir die Ersatzstruktur nach Abb.4
immer dann erfiillt, wenn auch die erste erfiillt ist, da nach
G1.(16) fir Abb.4 Ng = N, ist.
Durch Summation iiber alle Werte z kann man die Ver—

teilung [x] auf Biindel N; bestimmen. Mit G1.(17a) erhalt
man fir ZV2:

01+ ()l T () el (180)
=0

Fiir die Verteilung auf dem Zubringerbiindel Ni
erhdlt man, wenn man die Gesamtzahl der Belegungen
mit B, =X + 2z bezeichnet:

9.
fg.] - Z [x 9 %]

x= O

9 .
et L () ()

= A (Z:) (Ko + M;“)q;
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N
Aus Z [q:7 =1
4i=0
N2
erhdlt man: S;* (gj)(d;m+uAﬂq;
§.=0

(3) comrar®

N

(%) (i’

i=o

Damit ist: [qi] = (13e)

%
Fir den Fall Nm > Ni ist die Verteilung auf dem Zubringer-
bilindel Ni eine "Erlang-Bernoulli"-Verteilung [7].

Fir ZV1 erh8lt man in entsprechender Weise aus Gl.(17b)
fiir die Verteilung auf Biindel N;:

X Ne-x g

A .

[x]= 1 i % Aa‘m (18w)

!
S4 s 2.

und fir die Verteilung auf dem Zubringerbiindel Nieine
"Erlang"-Verteilung:

9.
(Ai + A

o
a:] = A (43b)
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Wie in Anhang 3 gezeigt wird, erhdlt man aus Gl.(18a)
flir den Mittelwert der Verteilung auf Biindel N;:

N:

.

L Z:X'[ﬂ

X=0

As

1

— L gq M) (20a)
oA + Him

Dabei ist Y(qi,Ni) der Mittelwert der Verteilung auf dem
einzigen Zubringerbiindel Ni' Fiir die Varianz der Verteilung
[x] im Biindel N; erhdlt man nach Anhang 3 (Seite 86):

No
Ve = LD - A
x=
o
= . _Tam o4, N 4) = A (24 )
AS"{ tr Ay + iy lé(q‘ B ASNE

Y(qi—1,Ni—1) ist der Mittelwert einer "Erlang-Bernoulli'-
Verteilung mit qi-1 Quellen und Ni—1 Leitungen.

Wenn dem Zubringerbiindel Ni Zufallsverkehr erster Art
angeboten wird, erhdlt man die in Anhang 4 hergeleiteten
Formeln fir Mittelwert ASi und Varianz VSi der Verteilung
im Biindel N : .

Az —— YN = A -(4-EL) (266)
Ain + Aim

Y(Ni) ist 'die Belastung des Zubringerbiindels Ni mit dem
Angebot Aim + Ain,und Ei seine Blockierwahrscheinlichkeit:

(Al * Ain)
N
E, = —m4 ¥ ——
N; *
o (Al + Ain)
LT
320
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Die Varianz der Verteilung im Blindel N;, im Falle angebotenen
ZV1 im Startknoten, ist:

Dy - A (216)

Dabei ist Y(ﬁi-1) die Belastung eines Blindels mit Ni-1
Leitungen und einem Angebot Aim + Ain bei ZV1.

Wie in Anhang 4 gezeigt wird, besteht bei ZV2 folgender
Zusammenhang zwischen Mittelwert ASi und Varianz VSi des
geglatteten Verkehrs auf N; einerseits und Mittelwert Y(qi,Ni)
und Varianz V(qi’Ni) des Gesamtverkehrs von i nach m und
von i nach n auf dem einzigen Zubringerbiindel Ni aridererseits:

Ay = Voo = @ { Y a0 - vm.m} (22 0)

Asi= Vi _ ¢ Y(qi Ni) = Viqi, N) (23a)
Asi PACEILED

mit g2 —San (a%a)

Lo + olim

Bezeichnet man bei ZV1 mit Y(Ni) den Mittelwert der
Verteilung auf Biindel N, und mit V(Ni) ihre Varianz,
dann gilt bei ZV1 entsprechend:

Agi - Vs,

L

¥y - VI | (220)

(231)

Agi - Vgl " YN - VIND
Asy NG

mit L (2ub)

At Awm
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Aus dem Zufallsverkehrsangebot ( L qj) an ein
Bilindel N1 kann also in einfacher Weise Mittelwert Asi und
Varianz VSi jenes geglédtteten Verkehrs berechnet werden,
welcher von diesem Biindel im Mittelknoten m einem verlust-

freien Ersatzbiindel N; angeboten wird.

Mit der in G1.(16) Seite 28 genannten Bedingung fiir
die Grofe des verlustfreien Ersatzbiindels

K
NS =) N (16)

A=4

kann man nun - wegen der statistischen Unabhdngigkeit
der einzelnen Teilverkehre ASi im verlustfreien Biindel N; -
auch Mittelwert ASG des Gesamtangebots an N; und dessen
Variangz VSG sofort angeben:

K

Ase ='2i Ags (25)
144
K

Veg 12—- Ves (26)
=1
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Berechnung von geglittetem ZV1 und ZV2

Das Naherungsverfahren zur Berechnung von geglédttetem
Zufallsverkehr setzt sich aus zwei Teilen zusammen. Im
ersten Teil werden die Parameter von Ersatzstrukturen be-
stimmt, mit denen ein geglédtteter Verkehr mit vorgegebenen
Werten fiir Mittelwert und Varianz erzeugt werden kann.

Die erste Ersatzstruktur verwendet anstelle der K > 1
Zubringerbiindel ein Brsatzzubringerbiindel mit N*Leitungen.
Diese Struktur liefert in vielen aber nicht allen Fallen
bereits ausreichend gute Naherungswerte fiir die Blockierungs-
wahrscheinlichkeit Em und fir die pauschale Verlustwahrschein-
lichkeit Bm des Gesamtverkehrs, der im Mittelknoten m dem
realen weiterfilhrenden Biindel mit Nm Leitungen angeboten

wird.

Bei der zweiten Ersatzstruktur werden K > 1 reale Zu-
bringerblindel ersetzt durch zwei Zubringerbiindel. Eines
der Ersatzbiindel ist identisch mit dem betrachteten realen
Biindel Ni’ das zweite Ersatzblindel repridsentiert den Summen-
verkehr, die Summenvarianz und die Leitungszahl

[
NT= Z N‘i’

e

pre
der tibrigen Zubringerbiindel. Diese Struktur liefert etwas
genauere Werte fiir Em und Bm’ auBerdem auch sehr gute Nihe-
rungswerte filir die Einzelverlustwahrscheinlichkeiten Bmi
jedes Einzelangebots im Mittelknoten m an das reale weiter-
fithrende Biindel mit Nm Leitungen.

Bei beiden Ersatzstrukturen wird die Gesamtzahl der
Leitungen aller realen Zubringerbiindel, iiber die geglatte-
ter Verkehr dem Mittelknoten m angeboten wird, berilicksichtigt.
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Dies ist fiir die Genauigkeit der beiden Verfahren sehr
wesentlich,

Im zweiten Teil des Niherungsverfahrens werden dann
die Blockierungswahrscheinlichkeit Em und die Verlust-

wahrscheinlichkeiten Bm bzw. B fiir das reale Biindel mit

mi
Nm Leitungen berechnet.

4.1 Die Ersatzstruktur mit einem Ersatzzubringerbiindel

Zur Erzeugung des nach Gl. (25) und (26) bereits be-
rechneten Angebots (ASG’ VSG) wird nach Abb. 5 eine Ersatz-
struktur gewdhlt, bei der dem Biindel N; lUber ein Zubringer-~
blindel N*geglétteter Verkehr angeboten wird.

2Ve: A«'m, Ain

Tv2iqq e, o

“n

.
.
.

Abb.5: Reale Struktur und Struktur der Ersatz-
anordnung des Niherungsverfahrens

Bei gegldttetem ZV1 im Knoten m werden dem Zubringer-
biindel N zwei Zufallsverkehre 1. Art A; und A; angeboten.
Fir die Berechnung von geglattetem ZV2 wird angenommen,
dal dem Zubringerbiindel N*Zufallsverkehr 2. Art von g*Quel-
len mit den Anrufraten « und «} pro freier Quelle angeboten
wird.

Die Parameter der Ersatzanordnung werden in folgender
Weise bestimmt. Die Leitungszahl Nwird bei geglattetem
ZV1 und ZV2 gleich der Summe der tatsidchlich vorhandenen
Zubringerleitungen der realen Struktur nach Abb. 2 Seite 14
gewdhlt:

K
N = Z N, 1)
a=A

Dadurch ist die maximale Anzahl der gleichzeitig mdglichen
Anrufe bei der Ersatzanordnung und der allgemeinen Anord-
nung gleich. Diese Eigenschaft des geglidtteten Verkehrs
wiirde allein durch die Angabe von Mittelwert und Varianz
nicht genau genug beschrieben. Bei ZV2 gilt fiir die Quellen-
zahl g* entsprechend:

K
q* = Z q. (28
Az 4

Die "Ersatzangebote" A; und A; bzw. die Anrufraten o,
und «, miissen so gewdhlt werden, daB Mittelwert und Varianz
des geglédtteten Angebots an das Biindel N; die bereits berech-

se und VSG
Seite 28 beschrieben wurde, sind diese beiden Parameter

neten Werte A besitzen. Wie bereits in Kap. 3
gleich dem Mittelwert und der Varianz auf Biindel N;,
solange N = N'ist. Da dieser Fall bereits in Kap. 2
untersucht wurde, kann man die dort hergeleiteten Formeln
auch hier anwenden. Bei gegldttetem ZV1 erhdlt man aus
Gl. (20b) Seite 32 fiir den Mittelwert des gegldtteten Ange-~
bots:

A%

A =" %(N*) (29a)
A 4 AF

m n

und fir die Varianz aus Gl. (21b):

Voo = Age {4 + YN*-4) - Asa} (30a)
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Dabei ist Y(N“) die Belastung des Ersatz-Zubringerbiindels
mit N Leitungen bei ZV1 mit dem Angebot A; + A;

Wenn dem Biindel N; gegldtteter 2V2 angeboten wird,
erhdlt man aus G1l.(20a):
n

ol
- ®
Ase = o(:-+o<: ‘j(q", v (e

und aus ¢l.(21a) fiir die Varianz:

”*
ol
L LI Ry R
==

Voo = Am{“*
Y(q‘,N*) ist der Mittelwert der Verteilung auf dem Ersatz-
Zubringerbiindel N*, dem ZV2 von ¢ Quellen, je mit einer
Anrufrate « +«, angeboten wird.

Bei vorgegebenen Werten fiir J, Nt ASG und VSG kann man
aus G1.(29a) und (%0a) die "Ersatz-Angebote" A; und A;
durch ein Iterationsverfahren bestimmen. Entsprechend kann

man aus G1.(29b) und (30b) die Anrufraten «h und «&
berechnen.

Dieses Verfahren mit einer Ersatzstruktur mit einem
Biindel N"nach Abb. 5 fiihrt nicht immer zum Erfolg, weil
nicht fiir alle denkbaren, vorzuschreibenden Wertetripel
(ASG’ VSG’ ¥°) die Gleichungen (29) und (30) durch Tteration
der Ersatzangebote A; und A; bzw. « und <« erfiillt werden
konnen (siehe Kap. 4.4).
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4,2 Berechnung der Blockierungswahrscheinlichkeit E

4.2.1 Die Zustandswahrscheinlichkeiten fiir die

Ersatzstruktur

In Kap. 4.1 wurde eine Ersatzanotdnung vorgestellt,
die einen gegldtteten Verkehr mit vorgegebenen Parametern
(ASG’ VSG) erzeugt. In diesem Kapitel werden jetzt die
Blockierungswahrscheinlichkeit Em und die pauschale Verlust-~
wahrscheinlichkeit Em berechnet, wenn man den von der Ersatz-
anordnung erzeugten gegldtteten Verkehr einem realen Leitungs-
biindel mit Nm Leitungen anbietet. Dabei wird die in Abb.6
dargestellte Struktur verwendet. Fir die folgenden Berech-
nungen wird nur der Fall N < N* betrachtet, da bei N> N*
Leitungen Blockierung Em und Verlust Bm Null sind

Ersatz - Reale
leitungszahl Leitungszahl
At A N¥ N
"N O A&
9%, dp,, o hd
___t et
X
Reale Struktur Ersatzstruktur

Abb. 6: Struktur zur Berechnung der Blockierung Em
und des Pauschalverlusts B

Zundchst sind wieder - filir die Ersatzstruktur - die
Zustandswahrscheinlichkeiten [x,z] exakt zu berechnen.
Dabei ist z die Anzahl der Belegungen, die nur Leitungen
im Zubringerblindel N*belegen, wdhrend x die Anzahl der
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iiber beide Biindel durchgehenden Belegungen ist. Aus Bei gegldttetem ZV1 ist nach G1.(31b) und {32):
Gl. (9a) fir die exakte Losung bei K Zubringerbiindeln iNm N Ny ot
erhdlt man beil dem hier vorliegenden Pall mit K = 1 N:! = 2?
fiir die Zustandswahrscheinlichkeiten bei gegldttetem ZV2: EM = I (33b)
(i‘) o (q:x) «F & f—'; £ AT
[x.2] = 4 o , (31 a) i
J [EU @f Z: (q:ﬁ) & F 4.2.% Die pauschale Verlustwahrscheinlichkeit
izo j=0

Fir die pauschale Verlustwahrscheinlichkeit erhdlt

Entsprechend erhdlt man fiir gegldtteten ZV1 aus G1l.(9b) "
man aus Gl.(4b) bei geglédttetem ZV2 (Seite 18):

(Seite 22):

x 2
A A N4
x! !
[x,2] = S (31b) L (-9 [gl
N A,i N7-{ A,.a' 3= %0 (34 a)
Z T?_Z 3t T
=0 10 Z (q*‘ %\ [%]
Durch Summation iliber alle Werte z kann man die Verteilung §=0
auf Biindel No bestie@en. Dabei ist g die Gesamtzahl der Belegungen auf Biindel N ¥
N™- x
[x] = Zi [x,2] (32) g =X + 2
Zvo

und [g,x] die Wahrscheinlichkeit, daB insgesamt g Belegun-
gen auf Biindel N und gleichzeitig x Belegungen auf Biindel Nm

4.2.2 Die Blockierungswahrscheinlichkeit bestehen. Aus Gl.(31a) erhdlt man mit z = (g-x):

Mit x = N erhdlt man aus Gl.(32) fir die gesuchte

Blockierungswahrscheinlichkeit: q*)d*x(Q*‘x) L0
m

- X/ m MgoX (35a)
By = [¥p] o] = N Nt-4 3 °
. .
Mit G1.(31a) und (32) erhdlt man bei geglattetem ZV2: 7 (V) Z (qé‘) o
izo =0
. NN . N Bei geglittetem ZV1 ist nach Gl.(4a) (Seite 98):
9%\ e lm Z (q - M) »
() 2 (") <
E - T (33a) T A L
N PR ¥ 3 S S (3%b)
L (Nt () ”
i/ i ~ 4 - I[N
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Aus G1.(31b) erh#lt man fir die Wahrscheinlichkeit[g,x]:

X » (g-%)
Ay A
] ol
[g] = —— (8 (35b)
N Aae{ N-4 Au’i’
Lol 5
i=0 320

Die Verteilung auf dem Zubringerbiindel N'ist:
¢
[a]- ) g (36)
X=¢

Mit den Gl.(34a,b), (35a,b) und (36) kann man jetzt
die pauschale Verlustwahrscheinlichkeit Bm berechnen.

4.3 Berechnung der Einzelverlustwahrscheinlichkeiten

4.3.1 Die Ersatzstruktur mit zwei Zubringerbiindeln

Fiir die Verlustwahrscheinlichkeit Bmi des Verkehrs-
anteils, der iiber Biindel Ni dem Biindel Nm angeboten wird,
wurde in Kap. 2 folgende Formel hergeleitet (Seite 17):

Ne- 4
Zi_ 2, (g [gx Nu]

thall) . )
B == P41, K (2
A g [q:]
gi=0
Dabel ist: ( iy (Qi-g2) Fhr 2V2
2. (g) =
- A far 2VA4 (it t,,=4)

Aus G1.(2) ist ersichtlich, daB bei ungleichen Anrufraten
o, odér bel ungleichen Leitungszahlen Ni auch die Einzel-
verlustwahrscheinlichkeiten Bmi unterschiedlich sind.

Dies beruht darauf, daB der Verlust Bmi nicht nur vom Zu-
stand des Biindels Nm abhédngt, sondern auch vom Verkehr

von Knoten i iiber m nach n, der seinerseits wieder beein-
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fluBt wird von jenem Verkehr mit der Anrufrate «  pro
Quelle, der nur Leitungen gzwischen i und m auf dem Biindel
Ni belegt.

UUm diese Tatsache auch beim Ndherungsverfahren beriick-
sichtigen zu konnen, wird bel der Berechnung der Einzel-
verluste Bmi stets eine Ersatzstruktur mit zwei Zubringer-

biindeln (Abb. 7) gewahlt (vgl. Kap. 4.1).

L,

A Reale Struktur Ersatzstruktur

Kem Akn

Abb. 7: Reale Struktur und Ersatzstruktur

zur Berechnung der Einzelverluste Bmi

Das eine Zubringerbiindel Ni der Ersatzanordnung ist
identisch mit demjenigen Zubringerbiindel der allgemeinen
Struktur nach Abb. 2, fiir dessen Verkehrsanteil man die
Verlustwahrscheinlichkeit berechnen will. Dadurch werden
dessen Parameter Ni,‘ﬁm s o, und qi bzw. Aim und Ain
exakt erfaBt. Die ilibrigen (K-1) Zubringerbiindel der all-
gemeinen Struktur werden zu einem zweiten Ersatzzubringer-—
blndel zusammengefaBt. Zur Bestimmung seiner Parameter
Qs %w o), bzw. A;m und A7 werden zundchst Mittelwert
und Varianz des iliber diese Bilindel im Knoten m angebotenen
Verkehrs berechnet (vgl. Kap. 3 Seite 28)., Dazu wird ein
Ersatzabnehmerbiindel mit

K
N =‘Z:N4
4=

A . Phi
Leitungen verwendet,
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Es ist:

K
N = Z N, 3%

p=
rexe

3
*
q* = Z 9n (38)
}L:f(
JrE
Die Angebote A;m und A;n bzw. die Anrufraten d:“ und e,
werden so bestimmt, daB dem Ersatzabnehmerbiindel N; ein
geglédtteter Verkehr mit gleichem Mittelwert und gleicher
Varianz angeboten wird, wie er von den iibrigen (K-1) Zu-

bringerbilindeln der allgemeinen Struktur angeboten wird.

4.3.2 Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten

Zur Berechnung der Einzelverlustwahrscheimlichkeiten
Bmi miissen zundchst die Zustandswahrscheinlichkeiten fiir die
Ersatzstruktur mit dem realen Abnehmerbiindel Nm berechnet

werden.

2V1: Aim. Ain
V2 q.’., d&m'din
LAY A, Al

rn

* *
2V2: qh, e, oten

Abb. 8: Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten
der Ersatzstruktur

Die hier zu untersuchende Ersatzstruktur mit zwei
Ersatzzubringerbiindeln Ni und N; ist ein Sonderfall der
in Kap. 2 exakt perechneten Struktur mit K Zubringerbiindeln.
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Man kann deshalb die dort hergeleiteten Formeln fiir die
Zustandswahrscheinlichkeiten des Gesamtsystems hier iiber-
nehmen. Nach G1.(9a) ist bei ZV2 (Seite 22):

1
[xeee, %, 2,] =

(B )i ()l (97 ) (q:w') o0 (33a)
. Ux

23 X4 Z4

Wenn den Zubringerblindeln ZV1 angeboten wird, ist nach
G1.(9b) (Seite 22):

. . X 2
Xa 2o * * Ty
[ % 2. ]._L A At Ara Are (39b)
SRR Seoxl ozl XL 2,0
Dabei ist: 0 ¢ X, <& Ny 0 & 3y & Ni-x
* t
o< X ¢ Ng 0 ¢3¢ NT-x,

O & X +% & N

Daraus kann man jetzt die Wahrscheinlichkeiten [gi,gm],
daB Ay Belegungen auf Biindel Ni und gleichzeitig e Belegungen
auf Bilindel Nm bestehen, berechnen.

Mit z; = gi i
und Xp = & — Xy
erhdlt man: ] ﬂ—$¢x;
[g:.9.])= Z Z [x;.%t-x;,em-x;,z,] (%0)
=0 2.:0

Dabei ist:

I

Max(O,gm-N;)

b Min(g.,g )
1 m

Flir geglatteten ZV2, der an Biindel Nm angeboten wird,
erhdlt man aus Gl.(%9a):

_ e Gy % BX ar ) (G X (qwqua) xZr
[3‘%%«& = Z \ X«‘.) %, % G~ % %o Z 2, Lrm
52' X = o 2+=0

(%1a)
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Entsprechend erhdlt man aus Gl.(39b) fir geglatteten ZV1:

b (G- %) N’;"}m""{ E
1 Dy N e AT y
gl e 1 (F) a2 a0 A G
S ~ (gm-x)! o 2!

4.3.3 Die Einzelverlustwahrscheinlichkeit

Fir die Einzelverlustwahrscheinlichkeit Bm‘ eines
gegldtteten Angebots, das von a5 Quellen mit den Anrufraten

o, und <, iiber Biindel Ni im Knoten m eintrifft, gilt nach
G1l.(4b) s. 18:

Ni-1
(q:-32) [ga M)
B, = 222 (4>
Ni-4
Z (gqi- g0 [%.,—]
G0

Bei gegldttetem ZV1 ist nach G1l.(4a) (Seite 18):

i = [Nm] - [N&.Nm.} (li»a)
1 - I[N

Zur Bestimmung von Bmi bendtigt man also neben der
im vorigen Abschnitt 4.%.2 bereits berechneten Vertei lung
[gi,gm] noch die Verteilungen auf den Biindeln N.l und Nm‘
Fir die Wahrscheinlichkeit,

dafi gm Belegungen auf BRBiindel Nm
bestehen, gilt:

N,
[a.] = 2 [ge.qml (42)
40
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Entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit, daB auf dem Zubringer-
biindel Ni gerade Ay Leitungen belegt sind:

Np

o= 2 lai ] (&)
Gm=0
Mit G1.(4a,b), (41a,b), (42) und (43) kann man die Einzel-
verlustwahrscheinlichkeit Bmi der Teilverkehre iber die

einzelnen Zubringerbiindel ndherungsweise berechnen.

Aus G1.(43) kann man auch die Verlustwahrscheinlichkeit
des im Zubringerknoten i angebotenen Verkehrs begtimmen.
Bei angebotenem ZV1 ist:

B;‘ = [N;]

und bei angebotenem 2ZV2:

.- No
B,\= [Nklﬁ:-—‘”
9 - Ys

Dabei ist Yi die gesamte Belastung des Zubringerbiindels
durch den Verkehr von i nach m und nach n.

4.3.4 Blockierungswahrscheinlichkeit und pauschale
Verlustwahrscheinlichkeit

Mit der Ersatzstruktur mit zweil Ersatzzubringerbilindeln
kann man auch die Blockierungswahrscheinlichkeit und die
pauschale Verlustwahrscheinlichkeit ndherungsweise berechnen.
Mit g, = Nm erhdlt man aus Gl.(4%7a,b) und (42) fir die
Blockierungswahrscheinlichkeit Em des Abnehmerbiindels Nm,
das von m nach n fiihrt:

N
B, = [n,T = Z [Ny ] (v#)
§=0
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AuBerdem kann man auch einen Niherungswert fir die
pauschale Verlustwahrscheinlichkeit Bm bestimmen.
Es gilt nach G1.(3) Seite 17 :

K Ni- 4
Z Z , (q)-[ge My ]

124 g0 ( ,
B_= w5
" Ko N-4
A Z 2, () [9:]
=4 §:=0
Dabei ist:
n (9= @) bei 2V2
Anlgu) =
Ain bei 2V1  (wmit t,=1)

In Kap. 4.1 Seite 38 war bei der Behandlung der Ersatz-—
struktur mit einem Ersatzzubringerbiindel N* und einem Ersatz-
abnehmerbiindel N; bemerkt worden, daB nicht in allen Fiallen
fiir das gewiinschte Wertepaar ASG’ VSG fiir das geglattete
Angebot im Knoten m eine entsprechende Ersatzstruktur
gefunden werden kann, die diesen geglitteten Verkehr

erzeugt. Dies hat foleende Ursache:

Bei festen Werten fir ASG und N* gibt es eine untere
und eine obere Schranke fiir die Varianz des geglidtteten
Angebots, zwischen denen der vorgegebene Wert liegen muf,
damit eine Lsung der G1.(29a), (30a) bzw. (29b), (30b)
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Seite 37 mOglich ist. Wie in Anhang 5 Seite 95 gezeigt wird,
erhdlt man bei gegldttetem Zufallsverkehr 1.Art als obere
Schranke fiir die Varianz:

* *
Vsmax = Asg - (A" - ASG) (8" - ASG) (%6)

Dabei ist A%das Zufallsangebot, das auf den N* Zubringer-
leitungen eine Belastung Y(N*) erzeugt, die gerade gleich

dem Mittelwert AS

Y(N*) = A

o des gegldtteten Angebots ist.

se (¥
Die untere Schranke fiir die Varianz VSG erhdlt man
beim Grenziibergang A; + A;r——b-mD. Wie in Anhang 5 Seite 95
gezeigt wird, erhidlt man:
ASG

Yomin = Agq (1- o~ (+8)
Entsprechende Schranken ergeben sich auch bei geglidttetem
Zufallsverkehr 2. Art.

Bei der Untersuchung verschiedener Beispiele zeigte
sich, daB bei realen Strukturen mit sehr unterschiedlichen
Angeboten Aiﬁ und Ain und sehr unterschiedlichen Leitungs-
zahlen Ni der Zubringerbiindel der Fall auftreten kann, daB
die Varianz VSG kleiner als die untere Schranke VSmin ist.
Wie aus G1.(48) ersichtlich ist, kOnnte man unter Verzicht
auf die Bedingung G1.(27) Seite 37 eine Leitungszahl N**
kleiner als N* so wdhlen, daB die untere Schranke VSmin
kleiner als der vorgegebene Wert VSG wird. Es zeigt sich
jedoch, daB dies die Genauigkeit des Verfahrens stark be-
eintrdchtigen wilirde. Dies ist aus den Diagrammen 3% bis 8
ersichtlich, bei denen die relative Abweichung des Ndherungs-
wertes mit einem Ersatzzubringerbiindel vom exakten Wert

der Blockierungswahrscheinlichkeit

Em (N&herung) - Ep (exakt)

q:

E,, (exakt)

in Abhdngigkeit von der Leitungszahl N** bvei festen Werten
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flur ASG und VSG dargestellt ist. Die Leitungszahl Nm ist
Parameter der Kurvenschar.

In Diagr. 3 bis 5 (Seite 118) ist ¢ = f£(N*") dargestellt
fir Fdlle, bei denen die Ersatzanordnung die gewiinschten
Wertepaare ASG’ VSG unter Einhaltung der Bedingung

liefert. Andere Werte N'™ fiihren - besonders bei N** < N*

zu sehr ungenauen Werten fiir die Blockierungswahrscheinlich-
keit E_.
m

In den Diagrammen 6 bis 8 ist ¢ = f(N*") dargestellt
fiir Pdlle, bel denen mit

N = ) N
1z 4
kein Wertepaar A;, A; bzw. «n , on gefunden werden kann,
welches mit G1.(29) und (30) die Sollwerte Agy und Vg
liefert., Eine notwendigerweise willkilirliche Wahl von
N** < N* liefert je nach GriéBe des realen Biindels N, ganz

unterschiedliche, oft v6llig falsche Werte fiir die Blockierungs-

wahrscheinlichkeit Em. Entsprechend schlechte Werte ergeben
sich auch filir die pauschale Verlustwahrscheinlichkeit Bm,
die eine Funktion von [N ] und [N*"] ist (vzl. G1.(4a)

Seite 18).

Es zeigte sich jedoch, daB man in diesen Pidllen durch
eine Ersatzanoninung mit zwei Zubringerbiindeln (Abb. 7)
Seite 43 , wie sie auch dhnlich zur Berechnung der Einzel~-
verluste verwendet wird, ebenfalls gute Ergebnisse fir Em
und Bm erhdlt. Die beiden Ersatzzubringerbiindel der Ersatz-
anordnung werden hier jedoch in anderer Weise gebildet,
woflir sich aus einer Reihe von Untersuchungen folgende
Gesichtspunkte ergaben:

- 5] =

a) Es sind solche realen Zubringerbiindel zu einem
Ersatzzubringerbiindel zusammenzufassen, bei denen
der Quotient %S? dhnliche Werte hat. Zubringer-
blindel. mit stark gegldttetem Angebot werden also
zweckmédBigerweise zu einem der beiden Ersatz-
zubringerbiinuel zusammengefaB+t und Biindel mit
schwach gegldttetem Angebot zum anderen Ersatz-
zubringerbiindel.

b) Wenn iiber ein Biindel ein relativ groBer Anteil des
Gesamtverkehrs angeboten wird, dann ist es glinstig,
dieses Blindel als eines der Ersatzbiindel zu widhlen
und alle anderen Biindel zum zweiten Ersatzbiindel
zusammenzufassen.

¢) Fiir die Genauigkeit des Verfahrens ist es ferner
zweckmédBig, die Zusammenfassung so durchzufiihren,
daf bei jedem Ersatzbiindel dessen

2 Vsi M Vsaiw (5. G1.(48), Seite 49

ist.

Die nachstehend besprochenen Untersuchungen ergaben,
daB die Genauigkeit des Ndherungsverfahrens mit zwei Zu~
bringerbiindeln, die nach obigen Gesichtspunkten gebildet
wurden, stets besser ist, auch dort, wo das Ndherungsver-~
fahren mit einem Zubringerbiindel noch mdglich wire.

Dies zeigen die numerischen Ergebnisse in den Tab. 1
bis 8, Seite 107. Hier sind die Werte fir die Blockierungs-
wahrscheinlichkeit Em in Abhidngigkeit von der Leitungszahl
Nm dargestellt. Angegeben sind die exakten Werte, die
Werte des Ndherungsverfahrens mit zwei Ersatzzubringern
und, falls eine Realisierung mit einem Ersatzzubringer-
blindel mdglich war, auch dessen Ergebnisse.
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4.5 Beispiel fir das Ndaherungsverfahren

Als Beispiel fiir das Ndherungsverfahren wird folgende

reale Struktur gewdhlt:

b Aim Ain

1 0,5 3 O

2| 1,5 9 O—X——@
3 | 3,0 | 18 Gy~ *°

4.5.1 Das exakte Berechnungsverfahren

Nach Kap. 2 Seite 14 erhidlt man bei der exakten
Berechnung folrende Ergebnisse:

Blockierungswahrscheinlichkeit E, = 1,877 %
Pauschale Verlustwahrscheinlichkeit Em = 1,312 %
Einzelverlustwahrscheinlichkeiten B, = 1,516 %
Bo = 1,255 %
Bm3 = 1,143 %

4.5.2 Die Momente des gegladtteten Angebots

Flir die Berechnung der Momente des geglatteten An~
gebots wird eine Struktur mit einem Ersatzabnehmerbiindel
mit 3
N; = Zi N, =38

4az4

Leitungen betrachtet.
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Mit Gl. (20b) und (21b) Seite 32 erhalt man:

1 Agy Vi
1 2,75 2,16
2 7,75 4,57
3 14,69 6,54

Fiir das Gesamtangebot erhdlt man mit G1l. (25) und (26)
Seite 34 :
ASG = 25,19 und VSG = 13,27

4.5.3 Die Ersatzstruktur mit einem Zubringerbiindel

Zur Berechnung der Parameter des Ersatzzubringer-

blindels wird ein Ersatzabnehmerbiindel mit
3
Ne = 2 Ng =38
1=4

Leitungen betrachtet.

Mit den in Abschnitt 4.5.2 berechneten Werten fiir ASG

und VSG erhdlt man flir die Parameter der Ersatzstruktur:

N* = 38
A; = 9,76 Erl.
A = 28,89 Erl.

Fir die Berechnung von Em und Bm wird das Ersatzzubringer-
biindel N*zusammen mit dem realen Abnehmerbiindel Nm
betrachtet.

AL - 9 F6EN N*=38 Nyy= 32

& -28.89E
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Fiir die Blockierungswahrscheinlichkeit des Biindels N_ Struktur zur Berechnung von E und B ,:
erhdlt man aus Gl. (33b) Seite 41 : A= 0.5 Eel.
Em = 1,763 % Ay = 3.0 Bl
und fiir die pauschale Verlustwahrscheinlichkeit .
A = 0bD. ri.
aus Gl. (34b) Seite 41 : M 6-53FExL
Ay, =26.064% Exl
B =1’055%
m Fiir die Blockierungswahrscheinlichkeit erh#lt man
aus Gl. (44) (Seite 47):
a i i ; s E = 1,787 %
4.5.4 Das Ndherungsverfahren mit zwei Zubringerbiindeln m

Aus G1. (4a) erhdlt man fir die Einzelverlustwahrscheinlich-
Zur Berechnung der Einzelverlustwahrscheinlichkeit keit (Seite 46):

B,y des Verkehrs iiber Biindel N, miissen zunédchst die Para- B, = 1,408 %
m
meter A;m, A;n und N; der Ersatzstruktur bestimmt werden.

Aypz0.5 Evl. In entsprechender Weise werden die Einzelverlustwahrschein-

A,, =30 Eil. lichkeiten Bm2 und Bm3 berechnet.

4

*
Avrm

"
A’rn

Struktur zur Berechnung von Emzz

Azm =1,5 Erl,

Ay =8.0 Exl.
Nach Abschnitt 4.5.2 hat der iiber die realen Zubringer-
biindel N2 und N3 zusammen angebotene Verkehr folgende *

Arpn =
Parameter:

Arp=10.83Erl-

6.29 Exi.

Mittelwert: A

Agp,3 = Agp *+ Ags

Vso,3 = Vgp * Vgg = 11,11

Aus G1. (27), (29a) und (30a) erhdlt man damit fir das

]

22,44
’ Die Blockierungswahrscheinlichkeit des Biindels Nm ist:

B, = 1,870 %

Varianz:

X . * Die Verlustwahrscheinlichkeit des Verkehrsanteils, der
Ersatzzubringerbiindel N_:
. r iiber Biindel N2 im Knoten m angeboten wird, ist:
N =N, + N = 32
T 2 3 B, o= 1,232 %
Arm = 6,577 Erl. m2
A" = 26,064 Erl.

rn
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Struktur zur Berechnung von B 3° 5. Untersuchung von Verkehr, der _sich_aus_Zufallsverkehr
m =DLEISHCIUNZ Yon Teriear, ¢ ear

Agm= 3.0 Erl.

Agn=48.0 Erl.

Atmr #.28 Erl.

Im folgenden wird der Fall betrachtet, daB einem
5 bis NK
gegldtteter Verkehr und im Knoten m zusdtzlich ein Zufalls-

Apn= 14,88 Erl.
Blindel mit Nm Leitungen iliber die Zubringerbiindel N
Die Blockierungswahrscheinlichkeit des Biindels Nm ist:

E = 1,875 % verkehr A =~ angeboten wird.

Die Verlustwahrscheinlichkeit des Verkehrsanteils, der
iiber Bilindel N3 im Knoten m angeboten wird, ist: A

Azm, Azn Nz mn AZw‘, Azh
Bm3=1,125% o L. N :
A, Ain ©O— -—® Ain, A1, @
Fir die pauschale Verlustwahrscheinlichkeit des gesamten A, Ayn CT//Q:///&J AumAKnG

im Knoten m angebotenen Verkehrs erhilt man:

o1 Reale Struktur Aquivalente Struktur
By = 1,261 % fiir die Berechnung
Abb. 9: Struktur mit geglidttetem Verkehr

und Zufallsverkehr

Dieser Fall kann auf die bisher betrachtete Struktur
(Abb.1 Seite 10) zurickgefihrt werden, wenn man auch den
Verkehr Amn iiber ein vorgeschaltetes Biindel mit N1éq Lei-
tungen dem Biindel Nm anbietet. Damit dieser Verkehr auf
dem Zubringerbiindel N1éq nicht gegldattet wird (E, = 0),
miissen zwei Bedingungen erfiillt sein:

i

1.) N1éq > N
2.) A1m =0
A1n = Amn

Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, dann konnen im Biindel

N maximal nur Nmf(N Belegungen bestehen und damit kann

18q 18q
auch keine Blockierung des Zubringerbiindels auftreten. Der

Verkehr A1n wird also dem Biindel Nm ohne Gladttung angeboten.
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5.2 Berechnung der Verlustwahrscheinlichkeit

Bei der Berechnung der Einzelverlustwahrscheinlichkeiten
Bmi fir Rufe, die in Bilindel Ni ankommend eine Durchschaltung
nach n wiinschen, wird sowohl bei der exakten Berechnung

als auch bei der Ndherung von G1l.(4a) Seite 18 ausgegangen.
Es gilt:

ING 1= [N N,
1 - IN]

mi

In beiden Fdllen werden bei der Berechnung von Bm. die realen

Parameter Aim' Ain
Seite 42 ). Wenn iiber Biindel N1M nichtzeglidtteter Zufalls-—

verkehr im Knoten m angeboten wird, dann ist gemdB der im

und N, beriicksichtigt (vel. Kap. 4.3

vorigen Abschnitt beschriebenen Betrachtungsweise:

Ay, =0
und N1&q > Nm
Daraus folet, da8 [N, ] =0
und (NN 1= 0

Damit erhdlt man fir den im Knoten m angebotenen Zufalls-

verkehr nicht nur bei der exakten Losung sondern auch beim
Ndherungsverfahren:

B = [Nm]

Es geniigt deshaldb, im folgenden das Naherungsverfahren fiir

die Blockierungswahrscheinlichkeit Em genauer zu untersuchen.

_.59..

5.3 Berechnung_der Blockierungswahrscheinlichkeit E

mit einem Ersatzzubringerblindel bei zusdtzlichem

Bei der Berechnung von Mittelwert und Varianz der

Teilverkehre iliber die einzelnen Zubringerbiindel nach
Kap. 3% (Seite 28 )} muB jetzt der Fall, daB Agp =0, A4, > 0
und gleichzeitig N%q> Nm ist, besonders beriicksichtigt
werden. Da der Verkehrsanteil A1n nicht gegldttet wird,
gilt:

As1 = Aqp (50a)

Vs1 = A4 (500)

Bei der praktischen Realisierung eines Zufallsangebots
an Knoten m wiirde es geniigen, N1®= Nm + 1 Leitungen zu schal-
ten, sofern man den Verlustrufen keine Belegungsdauer zu-
mift. Alle A, - [Nm] Verlustrufe (t = 1) konnten dann
iiber die (Nm + 1)=-te Leitung zum Knoten m durchgreifen (Abb.9).
Fiir die Festlegung der Ersatzleitungszahl N*des Ersatz-
zubringerbiindels mufB Nﬁqjedoch (als Teil der Gesamtleitungs-—
zahl N* ) so groB gewihlt werden, daB das gewiinschte Werte-
paar ASG’ VSG mit Hilfe der Ersatzangebote A;, A; bzw. ai’af
rechnerisch realisiert werden kann. Aus einer Reihe von
Untersuchungen, die im folgenden noch genauer diskutiert
werden, ergab sich, daB man die Leitungszahl N1Mso wahlt,
daB

E, (Aw) € 1%
1aq

ist. Die Bedingung N1h> Nm mufl natiurlich auch erfiillt sein.

Die Genauigkeit des Naherungsverfahrens mit einem
Ersatzzubringerbiindel N*wurde bei verschiedenen Strukturen
mit zwei und drei realen Zubringerbiindeln untersucht.

In Tab. 9 bis 16(Seite 111 bis 115) sind die exakten
Werte und die Ndherungswerte fiir die Blockierungswahrschein-
lichkeit Em und die pauschale Verlustwahrscheinlichkeit Bm
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in Abhéngigkeit von der Leitungszahl Nm des gemeinsamen
Bindels dargestellt. Zusdtzlich ist noch die nach den oben

beschriebenen Bedingungen bestimmte Leitungszahl N des

18q
Zubringerbiindels angegeben, iiber das der Zufallsverkehr A1n
im Knoten m angeboten wird. Es wurden Beispiele gewidhlt,

bel denen bei konstanten Angeboten A2m und A2n der im Knoten

m auBerdem angebotene Zufallsverkehr A variiert wurde

in
(Tab. 9 und 10 bzw. 12 und 13). Andererseits wurden auch
Beispiele untersucht, bei denen bei konstantem Zufallsan-
gebot A1n der gegldttete Verkehrsanteil iiber Biindel N2 ge-

dndert wurde (Tab. 9 und 11 bzw. 12 und 14).

Aus Tab. 9 und 10 bzw. 12 und 13 (Seite 111 bis 113)
sieht man, daB die GroBe des Zufallsangebots nur einen
geringen EinfluB auf die Genauigkeit des Ndherungsver-
fahrens besitzt. Dagegen ist, wie man aus Tab. 9 und 11
bzw. 12 und 14 (Seite 111 bis 113) entnehmen kann, die
Genauigkeit des Naherungsverfahrens bei schwach geglédttetem
Verkehr besser als bei stark geglidttetem Verkehr. AuBer-
dem ist die Genauigkeit bei den Beispielen mit drei Zu-
bringerbiindeln (Tab. 15 und 16, Seite 114) nicht schlech-
ter als bei den Beispielen mit zwei Zubringerbiindeln.

Rei allen Beispielen sind die Abweichungen zwischen
Ndherungswerten und exakten Werten fiir die Blockierungs-
wahrscheinlichkeit Em kleiner als fiir die pauschale Ver-
lustwahrscheinlichkeit Bm. Der Grund dafiir ist, daB bei
der Berechnung von B nach G1.(34b) Seite 41 nicht nur
die Verteilung auf dem Abnehmerbiindel Nm sondern auch die
Verteilung auf dem Ersatzzubringerbiindel N* berilicksichtigt
werden mufB.

Es zeigt sich also, daB das Niherungsverfahren mit
einem Ersatzzubringerbiindel fiir die Berechnung der Rlockie-
rungswahrscheinlichkeit und der pauschalen Verlustwahr-
scheinlichkeit auch dann mit sehr zufriedenstellender
Genauigkeit angewandt werden kann, wenn einem Biindel Nm
gleichzeitig geglatteter Verkehr und Zufallsverkehr ange-

woten wird.
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Wenn iiber alle Zubringerbiindel Ni im Knoten m
K Zufallsverkehre Ain (i =1,2 ... K) angeboten werden,
gilt nach Kap. 5.1 Seite 57 =

A, =0

sy } i=1,2 ...K
i m

In diesem Falle geht die Verteilung auf dem gemeinsamen

Biindel Nm in eine Erlang-Verteilung iiber. Im folgenden

wird gezeigt, daB dieser Fall als Sonderfall in der all-

gemeinen Losung (Kap. 2 Seite 14) enthalten ist.

Aus G1l. (9b) Seite 22erhnidlt man fiir die exakte

Losung:

K
1 Al
[xﬂ'xl]...xk] ='§:1T )

. x; !
d=q i

. I < .
Dabei gilt: 0 < Xi < Nm' da Ni > Nm, i 1, 2 ... K

Fir die Verteilung [gm] auf Bindel N erhdlt man:

[g,.] = 7 [xxa,oee %]
™M

X4

48
Al
%; ]T - (%3)

1=4 L

ES

w

a

Die Summe Z: erstreckt sich iiber alle Zustdnde

M
{XT, Xpy eee XK}, fiir die gilt:

<=4

Nach dem polynomischen Lehrsatz [8] ist:

n
Z o bﬁcr_“ _(atbrcree)” B O,

_!,__

| T nt
«IPI r‘! t
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Die Summation erstreckt sich iiber alle natiirlichen Zahlen
einschlieBlich O, deren Summe gleich n ist. Damit erhidlt

6.  Beschreibung der in der Literatur bekannten Verfahren
man aus 1. (49): . zur_Berechnung von gegldttetem Verkehr
m K
[anl= o mt A=) A,
En* A Die Tatsache, daB Fernsprechverkehr, der bereits
o ein oder mehrere Leitungsblindel durchlaufen hat, andere
Fir die Konstante S1 erhdlt man aus der BedingungZi[gm]z T statistische Eigenschaften als Zufallsverkehr hat, wird
Ne ot L in einer Reihe von Verdffentlichungen beschrieben{[9] bis [14] ).
S, = f, Dagegen gibt es nur wenige Berechnungsverfahren fir ge-
=0 ’ gldatteten Verkehr. 1In vielen Fdllen wird mit Zufalls-
verkehr gerechnet, dessen Angebot gleich der Summe der
Damit 1st: A% Belastungen der Zubringerbiindel ist, d.h. es wird zwar
gl der Mittelwert des gegldtteten Angebots beriicksichtigt,
[%m]= TNe 1 seine Varianz wird dagegen vernachléssigt. Die Ergebnisse,
| {%‘ die man mit dieser Ndherung erhidlt, werden im ndchsten
120

Kapitel diskutiert.

Eine der ersten Untersuchungen, die sich auch mit
gegldttetem Verkehr befaBt, wurde von O' Dell durchgefiihrt.
Er gibt in [10] ein empirisches Verfahren an, mit dem man
bei vorgegebener Verlustwahrscheinlichkeit die zul&dssige
unterschiedliche Belastung eines unvollkommenen Biindels
bestimmen kann, wenn diesem Biindel Zufallsverkehr bzw.
gegldtteter Verkehr angeboten wird. Da dieses Verfahren
im wesentlichen eine Abschidtzung von Grenzwerten fiir die
Belastung darstellt und durch die Vernachlédssigung der
Varianz die Eigenschaften des gegldtteten Verkehrs nur

gsehr pauschal erfaflit, wird es hier nicht weiter unter-
sucht.

Zwel Verfahren, die bereits Mittelwert und Varianz
des gegladtteten Verkehrs beriicksichtigen, werden im
folgenden genauer untersucht. Es sind dies die Berech-
nungsverfahren von S. Katz [4] und R. Mina [5].
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Von S. Katz wird in [4] ein Niherungsverfahren zur
Berechnung von nichthierarchischen Fernsprechnetzen an-
gegeben. Da in diesen Netzen neben Zufallsverkehr auch
Uberlaufverkehr und gegldtteter Verkehr auftreten, werden
bel der Berechnung der Blockierungswahrscheinlichkeiten Ei
der in den Knoten abgehenden Leitungsbiindel neben dem
Mittelwert Ai auch die Varianz Vi ihrer Angebote beriick-
sichtigt. Katz nimmt allgemein an, daB Blockierungswahr-
scheinlichkeit und Verlustwahrscheinlichkeit gleich grof
sind. Die Werte Ai und Vi werden mit einem Iterations-
verfahren berechnet, das fiir die in Abb. 1 dargestellte
Struktur im folgenden erldutert wird.

Akm, Aku

Abb. 1: Struktur zur Berechnung von gegldttetem
Verkehr mit dem Verfahren von S. Katz

Zundchst werden Anfangswerte E;)fur die Blockierungs-
wahrscheinlichkeiten der Leitungsbiindel berechnet. Es
igt:
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Mit diesen Werten Eg)werden jetzt verbesserte Werte fiir
die Angebote an die einzelnen Leitungsbiindel berechnet.
Bei den Zubringerbiindeln Ni wird beriicksichtigt, daB
Anrufe, die bei nicht blockiertem Biindel Ni aber bei
blockiertem Biindel Nm eintreffen, keine Leitung im Bilindel
Ni belegen. Katz berechnet deshalb die Blockierungswahr-
scheinlichkeiten mit folezendem reduzierten Angebot:

>
n

P At A a-ep e (49)

Bl = E,, (4D (56)
Zur Bestimmung von Mittelwert und Varianz des iiber
Bilindel Ni im Knoten m angebotenen gegldtteten Verkehrs
werden zundchst Mittelwert und Varianz des von Biindel Ni
nicht verarbeiteten gesamten Verkehrsrests berechnet.
Nach [14] ist:

R. = A, E; (54a)
S

At
No+ 4+ RO AT } (540)

\/(R“ ) = R(\H{ﬂ B R(;)‘f‘

<

Der nicht verarbeitete Verkehrsrest des Ancebots Ain ist:

- €3 A;, { N
R = RS N: {1- (-EDQE,) (5La)
Die Varianz dieses Verkehrsresits ist:
Rh)
[C)] A ; )
\/(Q,;n)=—R—:; VIR) (51b)

Mittelwert und Varianz des iiber Biindel Ni im Knoten m

E =€ (4 + 4. =42 " ta tsfchlich angebotenen geglidtteten Verkehrs berechnet Katz
< ' am wn [ -
aus der Differenz der Werte des angebotenen Zufallsverkehrs
. s und der des nicht verarbeiteten Verkehrsrests. Man erhdlt:
und mit Ay = 2 AL,
P! _ _ Q.(H (532 a)
Asi = Ada an
Eal {»
En - E (A) Nei = Ain = VIR:) (53 b)
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Fiir Mittelwert und Varianz des gesamten geglidtteten
Verkehrs, der dem Biindel Nm im Knoten m angeboten wird,
gilts

K
ASG:Z Ag vsG=Z Vet

=4 a=4

Zu den Gl., (51a,b), (52a,b) und (53a,b) ist zu bemer-~
ken, daB aus der Verdffentlichung [4] von Katz nicht zu
entnehmen ist, wo er mit dem echten Zufallsangebot Aim*Ain
und wo er mit dem reduzierten Ansebot Ag)rechnet. Auf
Grund umfangreicher Tntersuchungen wurden fiir das Niherungs—
verfahren von Katz die hier angegebenen Formeln gewdhlt,

mit denen man die genauesten Ergebnisse erhidlt.

Fiir die Berechnung der Blockierungswahrscheinlich-
keit Em des Biindels Nm wird von Katz eine Ersatzstruktur
nach Abb. 10 gew#dhlt, bei der einem Biindel mit N* ILei-
tungen ein Zufallsverkehr A* angeboten wird. Die Para-
meter A" und N* werden iterativ so bestimmt, daB die
Verteilung auf Biindel N* den Mittelwert ASG und die Va-
rianz VSG besitzt. Es ist:

Ao = A".{4~EN“(A*)} (5%a)
s¢ = Agg - A"—EN*(A*) [N Aged (541)

K
Es wird bei Katz also nicht gefordert, daB N” = Zi Ni ist.

1e 4

Abb. 10: Brsatzanordnung von S. Katz zur Berechnung
von geplidttetem Verkehr
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Der vom Biindel N" verarbeitete Verkehrsanteil (A

s¢, Vse)

wird dann dem realen Abnehmerbiindel Nm angeboten. Im
Knoten m wird zusitzlich ein Uberlaufbiindel angenommen,
das den gesamten von Biindel Nm nicht verarbeiteten Ver-
kehrsrest aufnehmen kann. Seine Leitungszahl ist:

k.

Ny =N - N (55)
Dieses Uberlaufbiindel Nﬁ ist bei der Struktur von Katz
erforderlich, damit sich auf dem Zubringerbiindel N* eine

Verteilung mit den gewiinschten Werten ASG und VSG ein-
stellen kann.

Bei der Betrachtung des von Biindel Nm nicht verarbei~
teten Uberlaufverkehrs werden bei Katz zwei Fdlle unter—
schieden:

a) Wenn N« Nm ist, dann treten keine Verluste im
Knoten m auf, da jeder im Knoten m eintreffende
Anruf auch im Biindel Nm eine freie Leitung findet.

b) Wenn N™ > Nm ist, dann kann man die Nm Leitungen
als die ersten Nm Suchschritte eines vollkommenen
Bliindels mit insgesamt N Leitungen betrachten,
weill unterstellt wird, daB es von einer festen Null-
stellung geordnet abgesucht wird. TPFir die Belastung
der ersten Nm Suchschritte erhdlt man:

Y= A* {4 -E, (4]
Der Uberlaufverkehr, der dem Biindel Nﬁ angeboten

wird, ist:
R:L = Asq - Hm

Fiir die Verlustwahrscheinlichkeit des im Knoten m
angebotenen geglédtteten Verkehrs, die nach Katz
gleich der Blockierungswahrscheinlichkeit des Biin-
dels Nm ist, erh#lt man damit:

pre

(56)



— 68 —~

Mit diesen neu berechneten Werten fiir die Blockierungs-
wahrscheinlichkeiten wird das Iterationsverfahren so
lange fortgesetzt, bis sich die gewiinschte Genauigkeit
einstellt.

Zur Berechnung der Einzelverluste Bmi der iiber die
einzelnen Zubringerbiindel Ni angebotenen Verkehrsanteile
wird foleende Formel angegeben, die aus Simulationserseb-
nissen empirisch bestimmt wurde:

i 3 V,
BMuBm{“(—A‘i——Ai—)-k} (s3)

Dabei ist:

Ass . .
K~ Db {m445*~i&w3— -0 156 25t [ TS S E Y }
vx; Vi 31 V; B.. B 3,.,

m s

Vergleicht man das in Kap. 4 (Seite 35) beschriebene
Ndherungsverfahren mit dem Verfahren von S. Katz, dann
ergeben sich folgende Unterschiedes

a) Katz berechnet Mittelwert und Varianz des geglidtte-
ten Angebots an das reale Abnehmerbiindel Nm, wah-
rend in Kap. 3 fiir d}e Berechnung ein Ersatzabneh~
merbiindel mit Ng = g; Ny Leitungen gew#hlt wird,

das alle angebotenen Anrufe verarbeiten kann.

Struktur von S. Katz Ersatzstruktur nach Kap. 3

Abb. 11: Strukturen zur Berechnung von Mittelwert ASG

und Variang Voo des geglédtteten Angebots

~—

c)

d

~—

Die in Kap. 3 angegebene Formel fiir die Varianz VSG
ist fir N; Leitungen exakt. Die von Katz in G1. (53b)
(Seite 65) angegebene Ndaherung gibt wegen der Ver-
nachldssigung der Kovarianz nur bei Blockierungen
unter 1 % auf den Zubringerbiindeln (d.h. sehr schwach

gegldttetem Verkehr) brauchbare Werte.

Bei der in Kap. 4.1 (Seite 3%6) beschriebenen Ersatz-
struktur (Abb. 5) wird neben Mittelwert und Variane
des gegldtteten Angebots auch die Gesamtzahl N™ =g;‘Ni
der realen Zubringerleitungen beriicksichtigt, beim

Verfahren von Katz dagegen nicht.

K
M N% A:‘ NR:,Z N, N
A O g O ® —®

Ersatzstruktur von Katz Ersatzstruktur nach Kap.4

Abb. 12: Ersatzstrukturen zur Berechnung von Em
und Bm bei einem gegldtteten Angebot

Katz nimmt an, daB bei einem gegldtteten Angebot
Blockierungswahrscheinlichkeit Em und Verlustwahr-
scheinlichkeit Bm gleich groB sind. In Kap. 2.6
(Seite 26) wurde dagegen gezeigt, daB die Verlust-
wahrscheinlichkeit Bm immer kleiner ist als die
Blockierungswahrscheinlichkeit Em (siehe auch
Diagr. 1 und 2, Seite 116),

In Kap. 4.3 (Seite 42) wird ein Niherungsverfahren
fiir die Bestimmung der Einzelverluste Bmi beschrie-
ben, das die Angebote Aim und Ain und die Leitungs-
zahl Ni des Zubringerbiindels, iber das der geglitte-
te Verkehrsanteil angeboten wird, direkt beriicksich-
tigt. Katz dagegen gibt nur eine auf empirischem
Wege gefundene Approximation an, die aus Simulatio-
nen bestimmt wurde.
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6.2 Das Ndherungsverfahren von R. Mina

In [5] und [6] wird von R. Mina der Vorschlag gemacht,
gegldtteten Verkehr mit bekannten Werten fiir Mittelwert ASG

und Varianz VSG durch eine Binomialverteilung zu beschrei-
ben. Unabhidngig davon, ob der gegldttete Verkehr aus

ZV1 oder ZV2 entstanden ist, gilt dann fiir die Verteilung
des Angebots:

=X
p(x) = (f)x'(«—pq (58)

Der Mittelwert dieser Binomialverteilung ist:

Ase = 9 ¥ (sa)
und ihre Varianz:

Vse = gy (1- ) (60)

Kennt man Mittelwert und Varianz des gegldtteten Angebots,
dann kann man aus Gl. (59) und (60) die Quellenzahl q und

die Sprechwahrscheinlichkeit y einer Quelle berechnen.
Es ist:

V,
T (e1)
Ase
Al
q - sG (62)
ASQ‘VSG

Nach dem Vorschlag von Mina wird also ein geglat-
tetes Angebot durch einen Zufallsverkehr 2. Art ersetzt,
wobei dessen Quellenzahl g und die Sprechwahrscheinlich-
keit einer Quelle y aus den vorgegebenen Werten fiir Mit-

telwert ASG und Variangz VSG berechnet werden kdnnen.
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Bietet man diesen Zufallsverkehr 2. Art einem voll~-
kommenen Rilindel mit Nm Leitungen an, dann erhdlt man
die bekannten Formeln fiir die Blockierungswahrscheinlich-
keit E_ und die Verlustwanrscheinlichkeit By [77:

B 5 (63

- N
3y = * En, L (64)
(q-A) o q - $(q,N,)

150
Dabei ist Y(q,Nm) die Belastung des Bindels Nm'

Die Anrufintensitdt « einer freien Quelle berechnet
Mina iterativ aus Gl. (64) und folgender Gleichung:

o« e (65)

4 - g (41~Ba)

Dies bedeutet, daB Mina die Anrufintensitdt einer frei-
en Quelle so wdhlt, daB das Angebot an das reale Abneh-
merbiindel Nm den Mittelwert ASG besitzt. Uber die Vari-
anz dieses Angebots bei Nm < q Leitungen kann man dann
keine Aussage mehr machen.

Zum Verfahren von Mina ist zu bemerken, daBl er keine
Angaben fir die Berechnung von Mittelwert ASG und Varianz
VSG des geglidtteten Angebots macht. Um dieses Verfahren
trotzdem mit dem Verfahren von S. Katz und dem in Kap. 4
beschriebenen neuen Ndherungsverfahren vergleichen zu
konnen, werden fiir die Berechnung von Mittelwert ASG
und Varianz VSG die in Kap. 3 hergeleiteten Formeln
(G1. (20a,b) und (21a,b) Seite 32) verwendet. Dort wird
fiir die Berechnung der Momente ein Biindel mit N; Leitungen
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gewdhlt, das so groB ist, daB keine Anrufe abgewie sen
werden. Entsprechend werden in Kap. 4.1 (Seite 36)

die Angebote A; und A; der Ersatzstruktur fiir das ver-
lustfreie Abnehmerbiindel N; berechnet. Diese Angebote
A; und A; werden dann unabhidngig von der @roBe des realen
Abnehmerbiindels Nm immer flr die Berechnung beibehalten,
auch wenn sich, wie in Kap. 3 (Seite 29)beschrieben
wurde, bei N_ < N& ein reales Angebot einstellt, dessen
Mittelwert grofBer als ASG ist. Aus diesem Grund wird
beil der Anwendung des Niherungsverfahrens von Mina die
Anrufintensitét einer freien Quelle nicht mit Gl. (65)
berechnet, sondern mit derjenigen Anrufintensitdt, die

. s * .
im verlustfreien Fall (Nm = q) ein Angebot ASG’ VSG er-
zeugt, PFlir sie gilt:
o(:-—L_ (66)
1= %

Wie in Kap. 7 beschrieben wird, erhdlt man beim Niherungs-
verfahren von R. Mina mit Gl. (66) genauere Werte fiir
Blockierungswahrscheinlichkeit Em und Verlustwahrschein-
lichkeit Bm als mit G1l. (65).
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7 Beispiele fiur gegldatteten Verkehr und Diskussion

An einer Reihe von Beispielen, die in den Diagrammen
12 bis 54 (Seite 129 bis 171) darcestellt sind, werden die
Ergebnisse der verschiedenen Niherungsverfahren mit denen
des exakten Berechnungsverfahrens verglichen. In Tab. 17
(Seite 127) sind die untersuchten Beispiele fiir geglitteten
271 und in Tab. 18 (Seite 128) die Beispiele fiir geclidtteten
72V2 zusammengestellt. In den Diagrammen ist die Blockie-
rungswahrscheinlichkeit bzw. die Verlustwahrscheinlichkeit
in Abh&ingigkeit von der Leitungszahl Nm aufgetragen, wobei
Mittelwert und Varianz des geglidtteten Angebots nicht ge-
Zndert werden. KEs werden Strukturen mit unterschiedlicher
Z2ahl von Zubringerbiindeln, mit verschiedenen BiindelgrdBen
und auch unsymmetrische Strukturen untersucht. Bei ge-
glédttetem ZV2 wird auch das Verhdltnis der Zahl der Ver-
kehrsquellen ay in den Startknoten bezogen auf die Leitungs-—
zahl Ni variiert. In einigen Diagrammen sind auch Simula-
tionsergebnisse eingetragen, wobei die Vertrauensintervalle
flir eine statistische Aussagesicherheit von 95 % berechnet

wurden.

7.1 Das Ndherungsverfahren mit einem Ersatzzubringer-

Aus den Diagrammen 12 bis 54 (Seite 129 bis 171) kann
man flir dieses Ndherungsverfahren, das in Kap. 4 (Seite 35)
beschrieben wurde, sowohl fiir geglidtteten ZV1 als auch fiir
peglidtteten ZV2 folgendes typische Verhalten entnehmen.
Bei groBen Blockierungswahrscheinlichkeiten des Abnehmer-
biindels (Em > 0,2) liefert es gegeniiber den exakten Werten
etwas zu kleine Werte und im Bereich 0,02 < Em < 0,2 etwas
zu grofle Werte. 1In beiden Pdllen sind die relativen

Abweichungen zu den exakten
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Werten kleiner als 5 %. Bei kleinen Werten der Blockie-
rungswahrscrheinlichkeiten sind die NZherungswerte zu
klein, es kOnnen bei Em < 0,005 relative Abweichungen
bis zu 25 % von den exakt berechneten Werten auftreten.

Die pauschale Verlustwahrscheinlichkeit Bm’ die
nach Gl. (%4a,b) Seite 41 berechnet wird, hat die gleiche
Tendenz beziiglich der Abweichungen zu den exakten Werten.
Bei mittleren Verlusten (0,02 < B < 0,2) und auch bei
groflen Verlusten (Bm > 0,2) sind die relativen Abweichun-
gen kle iner als 5 %. Bei sehr kleinen Verlusten
(Bm < 0,005) sind die Naherungswerte zu klein, es kdnnen
hier bei stark gegldttetem Verkehr Abweichungen bis zu
40 % auftreten. Der Grund fiir die groferen Abweichungen
ist, daB bei der Berechnung der Verlustwahrscheinlichkeit
nach Gl. (34a,b) Seite 41 die zweidimensionale Verteilung
[g,x] fir g Belegungen auf dem Zubringerbiindel N™ und
x Belegungen auf dem Abnehmerbiindel Nm berilicksichtigt
werden muf3, wdhrend die Blockierungswahrscheinlichkeit Em
nur von der Vertel lung [x] auf dem Abnehmerbiindel abhingt.
Da auch diese zweidimensionale Verteilung [g,x] in Kap.4.?2
niherungsweise berechnet wird, kodnnen dadurch fir die
Verlustwahrscheinlichkeit Bm groBere Abweichungen vom
exakten Wert auftreten.

Allgemein kann festgestellt werden, daB die Zahl
der Zubringerbiindel und die BiindelgrdBe kaum einen Bin-
fluB auf die.Genauigkeit des Verfahrens haben. Auch
ist die Genauigkeit bei unsymmetrischen Strukturen nicht
schlechter als bei den symmetrischen. Auffallend ist
jedoch, daB bei gegldttetem ZV2 mit abnehmendem Quotien-
ten qi/Ni die Abweichungen des Niaherungsverfahrens kleiner
werden. Die Ursache diirfte darin bestehen, daB bei kleinen
Werten qi/Ni eine Gldttung sich nur wenig auswirkt, da

bei Ni belegten Zubringerleitungen die Anrufintensitat
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der Quellen klein ist. Beil stark geglidttetem Verkehr
werden die Abweichungen zu den exakten Werten im Bereich
sehr kleiner Blockierungen und Verluste (Em,Bm < 0,005)
etwas grdéBer.

7.2 Das Ndherungsverfahren mit zwei Ersatz-

Das Ndherungsverfahren, bei dem der geglittete Ver-
kehr iiber zwel Ersatzzubringerbiindel dem gemeinsamen
Biindel Nm angeboten wird, wird zundchst zur Berechnung
der Einzelverlustwahrscheinlichkeiten Bmi verwendet
(Kap. 4.3 Seite 42 ). Daneben kann man aber auch mit
Gl. (45) Seite 48 die pauschale Verlustwahrscheinlich-
keit Bm und mit Gl. (44) Seite 47 die Blockierungswahr-
scheinlichkeit Em berechnen. Dieses Verfahren zeigt
bezliglich seiner Abweichungen die gleiche Tendenz wie
das Ndherungsverfahren mit einem Ersatzzubringerbilindel,
die relativen Abweichungen sind jedoch wesentlich kleiner.
Bei mittleren und groBen Blockierungen bzw. Verlusten
liegen sie unter 2 %, bei sehr kleinen Werten
(Em, B < 0,005) sind die Abweichungen bei E_ kleiner
als 10 %, bei B, liegen sie unter 15 %. Bei den Einzel-~
verlusten Bmi sind die Abweichungen gleich wie bei den
Pauschalverlusten.

Da das gegléttete Angebot durch zwei EBrsatzzubringer—
blindel genauer nachgebildet werden kann, erhdlt man gegen-
iiber dem Verfahren mit einem Ersatzzubringerbiindel deut-
lich genauere Werte.
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7.3 Das Berechnungsverfahren von S. Katz

Wie in Kap. 6.1 (Seite 64) beschrieben wurde, kann
das von S. Katz angegebene Ndherungsverfahren nur fir
gegldtteten Zufallsverkehr 1. Art angewandt werden.

Eine der wesentlichen Niherungen dieses Verfahrens ist,
daB Blockilerungswanrscheinlichkeit und Verlustwahrschein-

lichkeit gleich grofl sind.

Der Vergleich der Ndherungswerte von Katz mit den
exakt berechneten Werten filir die Blockierungswahrschein-
lichkelt Em zeigt, daB die Ndherungswerte fast immer zu
klein sind. Fir Em > 0,05 tritt eine relative Abweichung
von 2 % bis 10 % auf, mit abnehmendem Em wird die relative
Abweichung jedoch gréBier. Auffallend ist, daB dann, wenn
die exakten Werte unter 0,01 liegen, die NZherungswerte
0 sind. Dies beruht darauf, daB in diesem Bereich die
Leitungszahl N* der Ersatzstruktur von Katz kleiner als
die des realen Abnehmerbilindels Nm ist. In diesem Falle
kbnnen im Bilindel Nm maximal nur N < Rm Leitungen belegt

sein, jedoch nie alle Nm Leitungen.

Vergleicht man die Ndherungswerte von Katz mit den
exakt berechneten Werten fir die Verlustwahrscheinlichkeit
Bm, dann ergeben sich bei Bm > 0,2 relative Abweichungen
unter 5 %. Im Bereich 0,01 < Bm < 0,2 sind die Nd&herungs-
werte um maximal 25 % zu hoch., Hier liegen sie oft dicht
unter den exakten Werten filir die Blockierungswahrschein-
lichkeit Em' Auffallend ist auch hier, daB bei Bm < 0,01

die N&herungswerte von Katz O sind. Bel stark geglidttetem

Verkehr (Diagr. 12 und 16 bis 18, Seite 129 und 133 bis 135)

kann dies auch bei Werten iiber 0,01 auftreten.

Ein Vergleich der Ndherungswerte von Katz fir Mittel-
wert ASG und Varianz VSG des gegliZtteten Angebots mit den

v TF e

nach Kap. 3 {(Seite 28) exakt berechneten Werten ist nur
bei einem verlustfreien Biindel N; mbglich. Der Grund
dafiir ist, daf} in Kap. 3 filir die Berechnung von ASG und
Vgq ein Ersatzabnehmerbiindel mit Ng Leitungen betrachtet
wird, das so groB ist, daB keine Verlustrufe entstehen,
widhrend Katz das reale Abnehmerblindel Nm betrachtet.

Fiir die untersuchten Beispiele sind in Tab. 19 (S. 172)
die exakten Werte und die Niherungswerte von Katz fir
Mittelwert ASG und Varianz VSG zusammengestellt. Als
Leitunagszahl des gemeinsamen Bindels wird Nm = N; ge-
wahlt, sodaB die Verlustwahrscheinlichkeit Bm = 0 ist.
Es zelgt sich, daB die Ndherungswerte und die exakten
Werte fir den Mittelwert ASG sich nicht unterscheiden,
widhrend die NzZherungswerte fir die Varianz VSG bis zu

40 % groBer sind als die exakten Werte. Die Ursache dafiir
ist, daB Katz bei Gl. (53b) (Seite 66) die Varianz der
Verteilung auf einem Zubringerbiindel als Differenz der
Varianz des Zufallsangebots und der Varianz des von die~
sem Zubringerbilindel nicht verarbeiteten Verkehrsrests
berechnet. Da der auf dem Zubringerblindel durchgesetzte
Verkehr und der von ihm nicht verarbeitete Verkehr nicht
unabhidngig sind, vernachlidssigt also Katz die Kovarianz

der beiden Verkehre.

Zusammenfassend kann man feststellen, daf man mit
dem Ngherungsverfahren von S. Katz fiir die Blockierungs-
wahrscheinlichkeit Em und die Verlustwahrscheinlichkeilt
Bm im Bereich Em, Bm> 0,02 brauchbar genaue Ndherungswerte
erhdlt. Fir Em’ Bm> 0,1 sind sie oft so genau wie die
des in Kap. 4 beschriebenen neuen Niherungsverfahrens.
Dagegen erhdlt man, besonders bei stark geglidttetem

Verkehr, fir Em, Bm < 0,02 viel zu kleine Werte.
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7.4 Das Berechnungsverfahren von R. Mina

Beim Verfahren von R. Mina, das in Kap. 6.2 Seite 70
beschrieben wurde, wird das geglidttete Angebot durch
Zufallsverkehr 2. Art erzeugt. Da er keine Angaben iliber
die Berechnung von Mittelwert ASG und Varianz VSG macht,
werden die in Kap. 3 Seite 28 berechneten Formeln beniitzt.
Der Vergleich mit den exakten Werten zeigt, daB bei ge-
glattetem ZV1 und gegléattetem ZV2 die Ndherungswerte fir
Em und B im Bereich 0,02 < E » By < 0,25 zu klein sind,
dariiber und darunter sind sie zu groB. Fir Em,Bm > 0,02
kdnnen gegeniiber den exakt berechneten Werten bei ge-
gldttetem ZV1 relative Abweichungen bis zu 15 % auftreten,
bei gegldttetem ZV2 bis zu 10 %, Bei sehr kleinen Blockie-
rungen (Em < 0,005) konnen relative Abweichungen bis zu
80 % auftreten, bei der Verlustwahrscheinlichkeit liegen
die N&herungswerte bel stark geglédttetem Verkehr bis zu
einen Taktor 2 bis 3 zu hoch.

Pir die RBerechnung der Anrufrate o einer freien Quelle
wird, wie in Kav. 6.2 (Seite 71) begriindet wird, nicht die
von Fina angegebene G1.(65) sondern Gl. (66) verwendet.

In den Diagrammen 24 bis 29 (Seite 141 bis 146) sind auch
die Werte fiir Em und Bm eingezeichnet, wenn man mit der von
Mina angegebenen Gl. (65) fiir die Anrufrate einer freien
Juelle rechnet. Es zeigt sich dabei, daB man bei Em,Bm> 0,1
mit 1. (65) um 20 % bis 30 % zu niedrige Werte erhilt,
wihrend bei Verwendung von Gl. (66) die relativen Abwei-
chungen zu den exakten Werten nur 10 % bis 15 % betragen.
Fiir Em’ Bm——*-o verschwinden diese Unterschiede, wie auch
aus Gl. (65) und (66) unmittelbar ersichtlich ist.

7.5 Berechnung mit_%ufallsverkehr 1. Art

Als weltere Vergleichsmoglichkeit ist in den Diagrammen
12 bis 34 (Seite 129 bis 151) fiir geglatteten 27 1 die
Blockierungswahrscheinlichkeit eines Riindels eingetragen,
dem Zufallsverkehr 1. Art mit dem Mittelwert ASG angeboten
wird. Bei dieser Ndherung wird nur der Mittelwert des ge-
gldatteten Verkehrs berilicksichtigt, die Varianz wird dagegen
vernachldssigt. Pir die Blockierungswahrscheinlichkeit
gilts

Diese Ndherung ergibt beili groBlen Blockierungen
(Em > 0,2) um 20 % bis 30 % zu niedrige Werte, bei Blockie-—
rangen Em < 0,005 bis zu einem Faktor 5 bis 10 zu grofBe
Werte. Diese Abweichungen werden durch die Vernachldssigung
der Varianz des gegldtteten Angebots verursacht. Retrachtet
man zwel Verteilungen mit gleichem Mittelwert aber ver-
schiedener Varianz, dann treten Zustiande, die nahe am iit-
telwert liegen, bei der Verteilung mit der kleineren Varianz
haufiger auf, als bei derjenigen mit der gréBeren Varianz.
Zu diesen Zustinden geh0rt bei einer grofen Blockierungs-
wahrscheinlichkeit auch der Zustand, daB alle Leitungen
belegt sind. Umgekehrt treten bekanntlich Zustidnde, die
vom Mittelwert weiter entfernt sind, bei der Verteilung
mit der kleineren Varianz seltener auf, als bei der mit der
groBeren Varianz. Deshalb erhdlt man, wenn man mit Zufalls-
verkehr rechnet, bei kleinen Blockierungen einen griéBeren
Wert fir Em, als wenn man die Varianz des geglatteten Ver-
kehrs beriicksichtigt.
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In den Diagrammen 12, 13, 15 und 16 (Seite 129 - 133)
ist noch die Blockierungswahrscheinlichkeit eines Biindels
eingezeichnet, dem ZV1 mit einem Mittelwert

K
A:ZA‘;V’
=4

angeboten wird. Fir die Blockierungswahrscheinlichkeit
gilt:

Ny

A
N, |

T
Z -
. 4!
=0

E

™m

Da hier nicht nur die Varianz sondern auch der Mittelwert
des geglidtteten Angebots vernachlédssigt wird, erhdlt man
also viel zu groBe Werte fiir die Blockierungswahrschein—
lichkeit Em.
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8 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird eine Untersuchung von geglédttetem
Zufallsverkehr durchgefiihrt. FEine Glattung von Zufalls-
verkehr tritt in der Vermittlungstechnik immer dort auf,
wo Fernsvrechverbinduneen iiber mehr als einen Leitungs-
abschnitt durcheeschaltet werden. Durch die endliche Z%ahl
von Leitungen der zuvor durchlaufenen Riindel wird die Zahl
der gleichzeitig mdglichen Anrufe an ein weiteres Biindel
begrenzt. Charakteristisch ist, daB die Varianz des cgeglat-

teten Verkehrs kleiner ist als ihr Mittelwert.

Fir die Untersuchung wird eine Struktur gewdhlt, bei
der iiber K Zubringerbiindel einem gemeinsamen, in Reihe ge-
schalteten Leitungsbiindel gesldtteter Verkehr angeboten
wird. Dabei wird angenommen, daB den Zubringerbiindeln
selbst Zufallsverkehr 1.Art oder Zufallsverkehr 2.Art an-
geboten wird. Fir die Zustandswahrscheinlichkeiten dieser
Struktur wird eine geschlossene Losung angegeben, mit der
dann die Blockierungswahrscheinlichkeit, die pauschale Ver-
lustwahrscheinlichkeit des gesamten geglitteten Angebots
und auch die Einzelverlustwahrscheinlichkeiten der Verkerrs—
anteile, die iiber die einzelnen Zubringerbiindel angeboten

werden, berechnet werden konnen.

Die numerische Auswertung der Formeln bei der exakten
Berechnung von gréBeren Strukturen bendtigt zum Teil sehr
viel Rechenzeit. Deshalb werden zwei Niherungsverfahren
angegeben, bei denen, wie beim Streuwertverfahren fiir Uber—
laufverkehr, angenommen wird, daB man gegldatteten Verkehr
hinreichend genau durch Mittelwert und Varianz seiner Ver—
teilung beschreiben kann. Fiir die Struktur mit K Zubringer—
biindeln werden die Formeln fiir Mittelwert und Varianz des
ceglétteten Angebots hergeleitet. Es werden zwei Ersstz—

anordnungen beschrieben, mit denen ein gegldtteter Verkehr
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mit vorgegebenen Eigenschaften erzeugt werden kann. Mit
diesen Ersatzanordnungen lassen sich die Rlockierungswahr-
scheinlichkeit und die Verlustwahrscheinlichkeiten ndherungs-
weise berechnen.

An einer Reihe von Beispielen werden die beiden
Ndherungsverfahren mit dem exakten Verfahren verglichen.
Die Verfahren von S. Katz und R. Mina, die ebenfalls Mittel-
wert und Varianz des geglatteten Angebots beriicksichtigen,
und eine Ndaherung, bei der nur der Mittelwert beriicksichtigt
wird, werden in den Vergleich mit einbezogen. Wie sich
dabel zeigt, fiihrt die Vernachldssigung der Varianz zu sehr
schlechten Ergebnissen, so daB ein solches Verfahren prak-
tisch nicht verwendet werden kann. AuBerdem ergibt sich,
daB auch dann, wenn man beide Momente des geglatteten Ange-
bots beriicksichtigt, die Art der Ersatzanordnung, mit der
der gegldttete Verkehr erzeugt wird, noch einen sehr starken
EinfluB auf die Genauigkeit eines Naherungsverfahrens besitzt.
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Anhang 1: Losung des linearen Gleichunessystems fiir

die Zustandswahrscheinlichkeiten

Das zu 18sende Gleichungssystem lautet nach G1.(7):

K
Z [xz, e X Ry X 2] {C«;"‘;u'(%'*;‘i&) O Qi X2 + g
134

”‘i"eu'a‘;}
:U1+U2+U5+Uu_ (3
Dabei ist:
K
U, = 2: Coorar) Dxgag, e et 2, -0 X2y )
4=1
K
Uz E Z Czi'(i;*” {x(,z,y... Yo, R A, e "x‘iv.]
4=1
K
U3 = Z_ Cﬂi'dih'(qi')“«‘z‘;*”‘) [x4,}-1."‘ X‘:”‘,Z;,- .- XK,EK]
=1
K
Uy = Z. Cot K (= x =2+ 1) [X4.21, ce XL BT, e Xy, 2y ]
4=
Bs wird gezeigt, daB folgender Ansatz das Gleichungs—
svstem erfiillt:
W x S
) 4 q Yo Qv X v
P O ST TN I I . T (,:) o ( . ) Ly
v=1
K aul X e
-4 A Arm Ky
s 7]_( WY ! ! (a1)
2 gz Qv Xem2e) L x 2,
Mit (A1) erhilt man fiir die Summe UW:
K X4A 2 X X 2.,
! o a.t dy, o
U« = Zcﬂi'<xi*4) 14‘“&1’“ o A
i S2@@i-xg-2-nb Ogent 2.t G, (Ge-xem2db E
Vi
X q | dx; 2, X ! Xy E
_ 4 i < [ 200 v. oLy ol
<] e (e na £ T4l n wen
iea 2 (q;-x -2 x; ! 2! v:q(q"'xv'sz- X, o
via
® K av! X Zy
. 4T v o o«
AN e | - S Sew
iza [9% Mg (av-xe-2al  xo! 2,0

,{'\qx

Col ®inCai-x -2;) [ %, Ty ree X R, .. Xk,ik]

N
»
a
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Durch eine entsprechende

Mmformuing wie bei der Summe

U1 Anbhang 2: Bestimmuneg der Zustandswahrscheinlichkeiten
erhdlt man fiir die Summe U2: flir geglatteten %71
K Die Zustandswahrscheinlichkeiten fir gegldtteten ZV1
U, = Z: Con o (quoxam2) [xaza oo xizy vne X, 2] kann man aus der Lgsung fiir geglatteten ZV2 (G1.(a1))
= durch einen Grenziibergang bestimmen. Der Grenziiber-
gang wird so durchgefithrt, dag
Mit 61.(A1) erhdlt man fiir die Summe U3: 1 i=1,2,...K
Xi-4 2 K X . Ly X o
X ; q:! din i —”_____qﬁ_d*n S,
Uz=ZiC3id“(“‘xViiH>§:(q_x_i_,4)' Y (Qe-xe-20) xol 2,0 Dabei sollen die Anrufraten, d.h. die Produkte
. “ + . . - 1 =
134 . - K;m: qi'du«n
yEe i=1,2,...K
Xiw = Qg - elis,
« L K Xy  2e o 1
! it ol 9el vy e konstant bleiben.
:ZC-X‘—L Q- in im —ﬂ_.._.._l——-———‘—-
R 34 X4 S (quoxi-tpl % 2! ?td(q,-x¢—2a. el 2yl
vE Zundchst wird gezeigt, daB fiir jeden Faktor des Pro-
dukts in G1.(A1) ein Grenzwert existiert.
K K Xy s
Z c 4 T Q{!. oLy ﬁz‘_ v
= XL = — x{
sy I (Qe=xe-20b xel .l X Fiotin (i) olim me e - (Q-x 4 4) linm X
=4 v=a g M i Lo (3‘) o = lam = - — =
qimeoo G .l x!
K Lo X4 Linw @
= ZZL Cap Xaw [Kuy 2 vee % By, e X, 24 x
1z1 Lim qu;‘b) DL:: = lim (Q0-X0) i+ (Qim =)ol - o (A xim 2t ) i R i
q, > 0@ - q, > 2;'. 2!
Mir die Summe UA erhdlt man durch eine entsprechende oLy O €t O
mformung:
K Da die Zahl der Faktoren des Produkts endlich ist,
qu Cw;i;{xuih-'~ Xigy, e X, 2y ] und da fir jeden Faktor ein endlicher Grenzwert existiert,
=1 ist nach [8] der Grenzwert des Produkts gleich dem
. . . 4 N
Damit erhdlt man filir die rechte Seite von 61.(7): Produkt der Grenzwerte.
N i
Uit Uzt Uy + Uy _ gy % [ Gixiy B N
lim W (Xijmm { n J L = W T(T -
K q; =+ {4 4 o 2.t
= Z [xhz‘h"' X«"zi.,"' xK,EK_l{Cacc;w(qi_x;-zL)*‘ Ch-.c(;m(q;- X{_‘im) + Cg.t'x;%' CMW &-‘_} % g 0
iz
Da wegen t_ = 1
Dieser Ausdruck ist identisch mit der linken Seite von
G1.(7).

Aim ::J\\M und Ain = A, ist, erhdlt
man fir die Zustandswahrscheinlichkeiten bhei gegliattetem
Damit ist cezeigt, daB Gl.(A1) die ILosune des Zufallsverkehr 1.Art:
Gleichungssystems (7)

ist.

K Ax\ E2Y
o
1 A
[x,,zh...xé,a@...XKIZK] =1 e 2

. o
FIUBR U
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Anhang 3: Berechnunes von Mittelwert und Varianz des

Die zweite Summe von M2 ist nach G1.(A3) gleich dem Mittel-
geglatteten Angebots bei 2ZV2

wert Y(q,N)' Die erste Summe kann in folgender Weise
umgeformt werden. Durch Ersetzen von q und N durch (g=1)
. d (N=1) in 61.(A2) erhdlt man:
Da fiir die Herleitung die Formeln fiir Mittelwert und Varianz und ( ) (a2)
der Verteilung auf einem vollkommen erreichbaren Bilindel, i .
q- X
dem ZV2 angeboten wird, bendtigt werden, werden zunichst 21 ‘( x )“
diese GroBen hergeleitet. q(q~4,N-1) - X2¢ e
N
(<
Fiir diese Verteilung gilt: img *
oder
=21 (19 * N-1 N-4 ‘
A L (5« = Yaomwn 7 ()« (aw)
L. X=0 1=0
Dabei ist:
N N
- q e
S = R4
L:Zu(‘) Mit G1.(A3) und (A4) erhdlt man:
N-4 .
. Q. Ll PV 4 N- N
My = =5 Z (R« - Yla-an-n + Yoo,
Fiir den Mittelwert gilt: e
N N
1 * 2)
Y (q,n) =ZX'U3=? 2 ()« (4 Mit G1.(A3):
x=1 X=4
My = Ylan) e Y(goan-4) + Ylqm)
" N-4 ; ( 3
= 9 b g4 (>€‘L A3
&= L)
Die Varianz der YVerteiluneg ist:
N) = M, -t N
Fiir das zweite gewShnliche Moment erhilt man: Vian) 27 ()
N N
M, = Y Ix] = A x* a o(x {
2 xé [x] S X; (*) = \é(q,N)-{4+ Y (g-4,N-1) = %(q,u)} (As)
N
=2 Z;X(Q'4)¢x Die in Kap. 3 hergeleitete Verteilung des geglidtteten
X -4
S x=a Angebots lautet nach G1.(18a):
N-4 M
S Z:<'+U q-1) ot ¥
= A _ 1 q X q_x i
s L () 3= 2 (8 2 (o)<
iz0
N-4 N-4
I e K- A q-4 x Q- q-1 N
T Z~4 ( “ )d . _Z: ( ~)“ Die Konstante S ist so zu Wdhlen, daB
=g 170
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Damit erhdlt man fir S:
N N-x
x 5 - z
Z: §) tm ZL (q%x) m
x=0 220

N +
=L (DL (R
T=0 X=@

N
= 2 (3) (s’

=0

Berechnung desMittelwerts:

x= 4 =1 =0
N N N-x
5 - z
=§Zq(3—4> Ln <qzx)°‘
X=4 2=0
N-4 N-4-4
L A%, QT“)a: q-4- 4 0‘:‘
s \:Z&< - 2=0 ( )
Nt .
- qsat»,. L L (qﬁ) (q-:——:)
T=g i=g
" N-4
= qsﬂ Z (q;4)d*
r=0

Mit G1.(A%) erhdlt man daraus:

Ag =

mit gednderter

und mit r =

mit Tz x4+

mit &= ooy,

Summationsreihenfolge
X + 2z

(A6)

(A8)

(A3)
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Zweites gewdhnliches Moment:

N N~ x
My- DD =2 ) (D) L (%) <5
X= 4 X= 4 =@
N N-x
(2T g (1) 2 (7
x=1 20
N- 4 N-1-4
A T e () L ()
1:0 =0
N-4 N-A- ¢ N- 1 N-4-4
S T () ] (TrY e T (e ] (v
s 1= 0 =0 iz0 2=0

Die zweite Summe von M2 ist nach G1l.(AB) gleich dem Mittel-
wert A_. Die erste Summe kann man mit G1l.(A7) und (A9)

umformen. Es ist:

RIGESACO R LI AR,

X=

Daraus erhdlt man durch Ersetzen von q und N durch (g-1)
und (N-1):

N-4 N-4-x N-4 .
Fo(0) a2 (77 =t heono 7 ()0 o0
X= 4 2=6 =0
Aus G1l.(A8) und (A10) erhdlt man damit fiir My
N-4 ,
130

Nach G1l.(A3) ist:

My= S U - i‘&—'l Yla=s, N=1) + Ag = A fa+ %o Y(g-1, n-0]
Filir die Varianz des gegldtteten Angebots gilt:

Vo= Moo AL = A4 R Ylgoanee) - Al (A1)
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Anhang L4: Berechnung von Mittelwert und Varianz des
gegldtteten Angebots bei ZV1

Fir die Herleitung werden die Formeln fiir Mittelwert
und Varianz der Verteilung auf einem vollkommenen Biindel,
dem ZV1 angeboten wird, benctigt. Deshalb werden zunédchst
diese GroBen hergeleitet.

Fiur die Verteilung auf einem vollkommenen Biindel gilt:

AK
x!

[x1= %

Dabei ist:

173
~z
|,

e

W

o

~

Fiir den Mittelwert der Verteilung gilt:

N N x
A
Y= 2 xlx] =42 x4 (A42)
x=A X= 4
N4
A A
=§Z-:‘~ (A1)
=0

Fir das zweite gewthnliche Moment erhdlt man:

N N
—— 4 b3
My = 2 X0 =g 22
X= 4 *

S A A A
Z‘ * (-t s Z (e i
A=0

z
1
S
2
T
-~

(A4%)

m’)
™
o
b,
+
Uw‘)-
N
b

-
o
Q
-
W
q
o
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Nach G1. (A12) ist:

N N

25

. !
g(N)=-1jL———f——— (A45)

A

At

“z0

Durch Ersetzen von N durch (N-1) erhdlt man aus Gl. (A15):

N-4 . N-4 M
pe ) A J s (A46)
A=0 i ’

<=0
Mit Gl. (A13%) und (A16)} erhdlt man aus Gl. (A14):
N4
- A A g(N-0) + YN

) [%(N4)+4}

Flir die Varianz der Verteilung des vollkommenen Biindels
gilt dann:
VN = M, - 4w

= %(N){ 14 Y (N-4) - Y] (A1)

Diesen Ausdruck kann man in folgender Weise umformen
(vgl. P. J. Burke, zitiert in [14] S. 498):

YOO - 4 (N4 = AT4-E ()= Af4- B (4)]

= AfE - g ]

Dabei ist: f;
Nt

E (A) = —

WA jé =

u

iz ©

N
£ w=E MW
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Man erhidalt jetzt:

N- 4 (N)
Q(N\— Q(N-4) = A-E (&) ~——li-——— (A48)
YN
Mit G1.(A18) folgt aus G1.(A17):
V(N) = U(N) - A»EN(A>{N-9(N)} (A49)

Fiir die Verteilung eines gegldtteten Zufallsverkehrs
1.Art gilt nach G1.(18b) in Kap. 3 :

x N-x &

4 A < A,
hj:: |L_—

2l
X 2=0

Die Konstante S, ist so zu wdhlen, daB

1

N < N-x N
A, S A
S« = Z e Z. T
x=o X' ;o 2!
N T « — mit r = x + 2
_ Zi Z: An_ Am und mit gednderter
- i BN |
T=0 x=0 R Sty Summationsreihenfolge
N +
A .
=7 = mit A = A+ A
=0

N N ¥ N-x AE
- _ A An Zi Am A20
AS_ZX.[X]~? Zx x! 2! ( )
X=4 4 Xx=4 =0 .
N-x
X-A4
An A, Am

- 9% —

A= A b An 2{ Am
$ S4 1! i
120 T oa=0
N-4 & N o
- An Z An Am
S h el
30 1=6
N-4
+
- An Zi LAntAr)
S4 to ~!

Mit G1.(A13) erhdlt man:

An
Y (N)

A= 2

Zweites gewthnliches Moment:

x

N N N-x 2
Mp= LRl s [ XA ] A
xX=4 M

X' 2=0

N -x
X-4 2
- An X Ay Aw
S, w1 - a2
N-4 N-4-4
AT AT Aw
$a i 2!
=0 2s0
A N-4 L Ned-e Az B
) An m n
Sa Z 1 Z | B
iz=o0 2=0

Aus G1.(A20) und (A22) folgt:

N % N-Y 2
Z % An Z Am
x!

' 1
X= 4 220 z

N <
Z <AM:LA")

A -
24 =

(Az1)

(A422)
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Durch Ersetzen von N durch (N-1) erhdlt man:

N- 4 M N-4-x 2 N-4 .
Y
> x An Z Am _ _An Y (n-4) Z_A_
« x! 2! A W
=4 2=0 i=0

Mit G1.(A21) und (A23) erhilt man jetzt fiir M,

N-4 .

A A An -

Mzzs"zu_ -A_Q(N4>+AS
1 i=0

Mit G1.(A13):

M, =

A A
n n (N-4) + A
A g (n) A Y s

Fir die Varianz des gegliatteten Angebots gilt:

"

M,- AL = Asﬂ”* An §(N-4) - A;§

Ve "

A
A

it

As { 1= 2o Cyan -y}

Mit G1.(A18) erh#lt man daraus:

N - Y (N) }

Ve = A - A E (A
) s nE ) YN

1]

AS—ANENM){éﬁgm—AJ

Mit G1.(A22):
A

= Acm ALE | - ag]

(A 23)

azw)

(A25)
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Anhang 5: Bestimmung der Grenzwerte der Varianz
des gegldtteten Angebots

Fir den Mittelwert des gegldtteten Angebots gilt nach
Gl.(29a):
AL Y (29a)
N a
A

Agg =

Die Varianz des geglidtteten Angebots ist:
A
A

Vig = A [ 1+ GONt-0) - Age (300

*

S . *
Dabei ist A= Am + An

Y(N") ist die Belastung des Zubringerbiindels mit N* Leitungen

und dem Angebot A.

Betrachtet man die Variansz VSG des gegldtteten Angebots
in Abh&ngigkeit vom Gesamtangebot A bei konstantem Mittel-
wert ASG’ dann kann VSG nur Werte zwischen den Grenzen
und V annehmen. Diese Grenzen werden im

v .
S min S max
folgenden hergeleitet.

Zundchst wird gezeigt, daB es fiir das Angebot A einen
kleinsten Wert gibt, mit dem ein gegldttetes Angebot mit
vorgegebenem Mittelwert ASG aber beliebiger Varianz VSG
erzeugt werden kann. Nach G1.(29a) ist:

%
An = Asa. (A26)
A § N*)

* » »® x
Aus A = Am + An und Am’ An> 0O folgt:

s X

>

1 (A1)

W~
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Wenn A abnimmt, dann nimmt auch Y(N*) ab und nach
G1l.(A26) nimmt der Quotient A;/A zu. Wegen Gl.(A27)
kann A nur soweit reduziert werden, bis A;/A =1 ist.

*®

Dieses Angebot A" = An
ein geglédtteter Verkehr mit dem vorgegebenen Mittelwert ASG

ist das kleinste Angebot, mit dem

erzeugt werden kann. Aus Gl.(A26) folgt dann, daB die
Belastung Y(N") auf dem Zubringerbiindel N* der Ersatz-

anordnung gleich dem Mittelwert ASG ist.
* -—
Y(N") = Ag (a28)

Aus G1.(A28) kann man das Angebot A® berechnen.

Fiir groBe Werte des Angebots A gilt:

lim Y(N*) = N*

A —b- 00
Also ist
L3
lim An i Ase | _Ase (A23)
A+ A A oo WN®) N*

Dies bedeutet, daB im Grenziibergang sowohl A als auch A;
gegen unenélich gehen, dabei bleibt der Quotient A;/A
endlich. Da bei konstantem ASG Gl.(29a) eine Nebenbedingung
fiir G1.(30a) darstellt, ist die Variansz VSG also im Bereich
A* ¢ A <o definiert.

Als ndchstes wird der Verlauf der Varianz VSG nach
G1l.(30a) in Abhdngigkeit vom Angebot A bei konstanten
Werten ASG und N* betrachtet. In den Diagrammen 9 bis 11
ist VSG = f(A) fir verschiedene Werte ASG und N* dargestellt.
Aus G1.(A26) und (30a) erh#dlt man:

Vo = Ase { - Ae t Age (A30)

q(Nt4)}
G (N*)
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Die Ableitung der Varianz VSG nach dem Angebot A ist:

2 »
dVse | As {q(mm-_ﬂ - Q(N*—4)M—} (434)
d A YHNY) d A dA

Nach [2] gilt:

d YO V(N

d A A

Mit G1.(A17):

d kg(N") Y (N¥)
— - 44+ Y (N*1) - U (N9
» — {1y vl

Entsprechend ist:

d YN0 G
d A A

{M 4§ (w*-12) - (,;(N*-ﬂ}

Damit erhdlt man aus Gl.(A31):

dA A v “WN) Yyour-n] - [ (-0 - yow 2)]} (A32)

Wenn man ein vollkommenes Biindel mit N* Leitungen und dem
Angebot A betrachtet, bei dem die Leitungen in geordneter
Reihenfolge abgesucht werden, dann ist Y(N*) - Y(N"-1)
die Belastung der letzten Leitung und Y(N*-1) - Y(N*-2)
die Belastung der vorletzten Leitung des Biindels. Da bei
geordnetem Absuchen der Leitungen die Belastung der vor-
letzten Leitung groBer ist als die der letzten Leitung,

folgt aus G1l.(A32) fir den gesamten Definitionsbereich

von VSG:
d Vsg,

d A

<0
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Dies bedeutet, daB die Funktion vSG = f(A) bei konstanten
Werten ASG und N* monoton abnimmt. Daraus folgt, daB die
Varianz ihr Maximum beim kleinsten Wert A = A" hat. Es ist
also

VS max f(A»)
mit G1.(A25):

Vs max = Agg — (A - Agg) (N" - Age) (a33)

Der Wert VS max ¥st gleich der Varianz einer Erlang-~
Verteilung mit dem Mittelwert ASG auf einem Biindel mit
N* Leitungen.

Wegen der monotonen Abnahme von VSG erhdlt man den

kleinsten Wert VS min fiir A— o0 aus G1l.(A30):

. A
Vsm‘,"=A[¢m VSG 2 ASG(q.._S_G)

~& oo N*

(A3w)

Bei festen Werten fiir ASG und VSG kann man in ent-
sprechender Weise Grenzen fiir die Leitungszahl N* des Er-
satzzubringerbilindels angeben. Die kleinste Leitungszahl
Ngin ist diejenige, bei der sich fiir A; = 0 eine Erlang-
Verteilung mit dem Mittelwert ASG und der Varianz VSG ein-
stellt. Die groBte Leitungszshl N;éx erhdlt man aus
Gl.(A34):

* A
- o

4 - —=

Ase,

Die Leitungszahl N;éx ist gleich der Quellenzahl bei
Avproximation von geglidttetem Verkehr durch Zufallsver-
kehr 2. Art, wie es von R. Mina in [S5] und [6] vorge-
schlagen wird (siehe Kap. 6, Seite 70).
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Anhang 6: Berechnung von Grenzwerten fir die zwei-
dimensionale Verteilung [gi,gm]

In Kap. 2.5 Seite 24 wird die Wahrscheinlichkeit
[gi,gm] berechnet, dafB g5 Belegungen auf dem Zubringer-
bilindel Ni bestehen und gleichzeitig gm Belegungen auf dem
Biindel Nm.

Aﬂm, Aan
NM
Aiwm, Aln @
3w
NK
A:m. AK»\

Fir diese Verteilung werden hier zwei Grenzfidlle betrachtet:

a) Das Angebot Ain’ das gleichzeitig Belegungen auf
Bilindel Ni und Nm verursacht, ist Null. In diesem
Falle sind die Verteilungen [gi} bzw.[ g ] auf den
Blindeln Ni bzw.Nm unabhédngig, d.h.

[6:.8m] = [4:7- [gu]

Die bedingte Wahrscheinlichkeit ist:
[q;.qm]
[gml
b) Die stidrkste Abhdngigkeit der beiden Verteilunges

besteht bei Ain > 0, Aim = 0 und kjn =0

[q:1gm) = = [q:]

(1 ¢ 3 <K, j*1i). Jetzt ist die Anzahl der Be-
legungen auf Bindel Ni und Nm immer gleich.
Es ist:

[g:9m] = [g:] = [qu]

(g qml
[gm]

"

[9:19m]
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Fir den allgemeinen Fall mit A. >0, A, > 0 (151K
& im 7 7 Yin ( ) Anhang 7: Erweiterung des exakten Berechnungsverfahrens

ist also: e ]
auf Leitungsblindel mit unvollkommener Krreich-

[es] ¢ [eyleg] €0 barkeit bei geslédttetem Zufallsverkehr 1. Art
Fir zi = Ni und gm = Nm erhdlt man:

[Ni] < [Ni]Nm] <7 Flir die Untersuchung von geglidttetem Verkehr, der
einem Leitungsblindel mit unvollkommener Erreichbarkeit
angeboten wird, wird die Struktur nach Abb. 2 Seite 14
betrachtet. Dabei wird angenommen, dafl das gemeinsame
Bindel Nm eine Erreichbharkeit km< Nm besitzt, widhrend
die Zubringerbiindel Ni eine vollkommene Erreichbarkeit
besitzen sollen.

A, Az O

. <,
A”ﬂ‘ AM @/

Im Knoten i (i = 1, 2, --+ 5) werden zwei Zufalls-

verkehre 1. Art Aim und Ain angeboten. Der Angebotsan-
teil Aim belegt nur Leitungen auf dem Zubringerbiindel Ni’
wdhrend das Angebot Ain gleichzeitig Lei tungen im Blin-
del Ni und im gemeinsamen Biindel Nm belegt. Die Zahl
der Belegungen, die im Knoten m enden, sei Zyo die Zahl
der Belesungen, die von Knoten i iliber Knoten m zum Kno-
ten n fihren, sei x5 -

Zur Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten
[X1’Zi""xi’zi""xs

lichkeit ﬂ;(x1,...xi,...xs) eingefiihrt. Diese Durch-

laBwahrscheinlichkeit ist die Wahrscheinlichkeit, daB

,zS] wird eine DurchlaBwahrschein-

ein im Zustand {X1’ZT’"'Xi’zi""xs’zs} iiber das Zu-
bringerhbiindel Ni im Knoten m eintreffender Anruf auch

im Blndel Nm eine freie Leitung erreicht. s wird an-
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genommen, daB diese DurchlaBwahrscheinlichkei% nicht
nur von der BiindelgrdBe Nm und seiner Erreichbarkeit
km < Nm sondern auch von der Anzahl der Belegungen x
der einzelnen Zubringerbiindel abhingig ist, dagegen
nicht von der Zahl z5 der zusdtzlichen Belegungen auf
den Zubringerbiindeln.

i

Flir die Zusténde {x1,z1,...xi,zi,...xs,zs} im

betrachteten System gibt es folgende Ubergangsméglich-
keiten:

lx,‘ 2q, 00 Xotd 20 00 Xy 24 ] Xy, 2, ooe K;’z;+4,...x"z,l

C1l'(x'~*"‘)'At\ /C,;v(z;}-ﬂ'at

Caprxiat g

Ij4‘£4‘--. Xi=4,2% ..,x,,,t,J b.“&,‘;-. AL 24 e e x,),z‘]

Nach dem Prinzip von der Erhaltung des statistischen
Gleichgewichts erhdlt man folgendes lineare Gleichungs-

svstem flir die Zustandswahrscheinlichkeiten bei stationdrem
Verkehr:

T

e
n
EN

= U+ Up+ Uy + U, (A35)

Dabei ist:

U, = 2{ Co-Cgon) [x,, 2, ... XA B e Xy 2, ] (A3e)

= A4

D e 2y e 2T e A (e X ee %) # Gt At Gyt Gt

- 10% ~

U, = Zi Cyir(2p44) - [x‘,:4'... Ko g, oo X, 2y (a3

- . )
U3=Z_ C?“-"A;“'}L;(X1,...X“_—1'...X}s)'[Xhiha'-X;’ 4/21.»"')(4,24] (A38

=1

4
U¥=Z C‘l-'c'Alm [’(4;21,"’ X, Rm4, e x4’24] (A39)
=1

Flir die Koeffizienten C1i’ CZi’ 031 und C,. gilt:

41
011 _ {1 falls Zustand {x1,z1,...xi+1,zi,...xs,zs} existiert
0 sonst i =1, 2,...8
C,y = 1 falls Zustand {x1,zT,...Xi,zi+1,...xs,zS} existiert
O sonst i=1,2, ... s
Cyy {1 fir x; > 0 =1, 2, .c. 8
’ 0 fir x, = 0
i
Cdi - p 1 fur 25 > 0 1 =1, 2y, «ou s
. 0 fir z; = 0]

Eine weitere Bedingung fiir die Zustandswahrscheinlich-
keiten ist, daB die Summe der Wahrscheinlichkeiten zller im
Svstem mdglichen Zustidnde gleich eins ist.

Zi [xgzq, ovexi,2g, -0 Xy, 2,1 = 1 (A%0)
M

Wie im folpgenden gezeigt wird, kann man das Gleichungs-
system (A%5) bis auf einen konstanten Faktor C durch folgen—
den Ansatz 1l0sen:

Te Xetd

3
X
4 Arp A
[xe 2g, e xizg, - %y, 2,] = c {—;ﬁi ;f%ﬂ Tr‘ Por (g, e e §r,~--X4)} (Auw4)
V=4 ‘530'
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Die Konstante C kann man dann mit G1l.(A40) berechnen. Im
folegenden wird gezeigt, daB dieser Ansatz das Gleichungs-
system (A35) erfillt.

Mit G1.(A41) erhdlt man fir 61l.(A36):

4

P
=4
THe

A," Av Xe- 4
™ Aem
Z cu,("“‘) c (¥+4)' 3 | -ﬂ.)"«(kh ;,"' T ][ )‘LV 4y ;ﬂ“'
Ef"’

4
=Z_ Coi Al Jra Oy % %) é_ ;" A —”— e R B

454
4 Yo 2e X4
A*w At
—Ir{ X! 2 —H- }*J(xh g\rv X'S)}
Va4 {0
tia
4
= Z Cas Aln P [CTIREE SN [x“vih”' XSy 20, 00 Xy, 241
4= 4

“ntsprechend erhdlt man mit G1.(A41) fir G1.(A37):
X, B4 X4 %4

b (et

k)
U1=Zcz;-(h+4)é_A;_l"_ M___ -”‘}‘i("h"- G 4)‘”_ Am A'm T)L‘,(x” ;(.A.Xd)}
v=4 ' z ®

LET

Mit G1.(A41) erhdlt man aus G1.(A38):

4 . X-2

X34 2.
AL et A‘"( LR N
iz4 [CRERLI ) Leo
2 A Xeo 4
+V A(m ar
'”—{ kel ozl [ prex, Ger X,)%
¥=4 A T §.0
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4 % .f_ Ax A Xe-4
Aln Aq + m
=‘Z Gy T T W Pl §oe %g) { - = T e I
a4 SIS §.=0 tea =0
Y1

A
B Z C3'."x"“[x4v21:"' XLri, o Ky 24]

=4

Mit G1.(A41) erhdlt man aus G1l.(43%9)

A X -4 Kt
A' A; Af Af
= Co. . A __4__ W lm -ﬂ— el m T )
Z ki A.mc < oodl Pl gy Poelxay oo g xd)}
az4 3 A
‘('#4,
3 Ax; Ae; X4 ) A Aa\. %e-4
= L3 Al Ain Al . AL IaA
Z Coa e Ach oo “ Pl g;...xA)_”-g X, ‘H—)L'(K" o x”)}
= f=0 Y=4 $.:0
4
= Z Chi s [xhz,, e X Ry e Ky, 24]
=4

Daraus folgt:

Uyt U, +Uy + U,

} Zf""z*"" Xiy 2, o "a.la]'{c««' A O x5 k) + G Afn t Gk e Q2

Dieser Ausdruck flr die rechte Seite des Gleichungs-
svstems (A%5) ist identisch mit dessen linker Seite.
Daraus folgt, daB G1l.(A41) die LOsung dieses Gleichungs-
systems ist.

Damit wiren die Zustandswahrscheinlichkeiten

[x1,z1, cee Xy9Z4, ...xS,zS] des Gesamtsystems berechen-

bar unter der Voraussetzung, daB auch exakte Werte oder
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gute Naherungswerte fiir die DurchlaBwahrscheinlichkeiten

FJX1’ e Xy, e xs) berechnet werden kinnen. Unter Tab.l: Néhergngsver#ahren mit zwel Zubringerbiindeln
dieser Voraussetzung konnte dann wieder - analog zu Kap. 4 - fir die Bestimmung von Em und Bm
auch das Ndherungsverfahren durchgefiihrt werden, welches i Aim Ain Reale Struktur A;541§ irsatzstruktur
die s Zubringerbiindel der realen Struktur durch eine Er-— 1 4 2 Aen= o
satzstruktur mit einem Zubringerbiindel N ersetzt. o 5 5
In [16] wird fiir die Berechnung der Verlustwahrschein- 3 3 18 T”::s
lichkeit von unvollkommen erreichbaren Biindeln bei einem h
schiefen Verkehrsangebot eine #hnliche Struktur untersucht. Nm 9 21 23 24 25 26 27

Es wird dort allerdings angenommen, daB das Angebot Ai N
das nur Leitungen im Zubringerbiindel N belegt, Null ist.
Fiir die DurchlaBwahrscheinlichkeiten w1rd folgende Dar-
stellung gewidhlt:

exakt 20,585 | 11,805 | 4,974 | 2,792 | 1,406 | 0,632 | 0,253
2 Zubr.20,582 | 11,807 | 4,978 | 2,795 | 1,407 | 0,631 0,252

Em
%
By, exakt 19,78 110,92 4,36 {2,37 1,15 10,50 |0,19
7 2 Zubr. 19,47 10,57 | 4,13 2,22 |1,06 0,45 | 0,17

ML(X1’ e xi, oo XS)

i

M (xg)-p )

g

m ZZ x Tab. 2: Négherungsverfahren mit zwei Zubringerbiindeln
i=q E—

fiir die Bestimmung von Emund Em

Fiir die Zustandswahrscheinlichkeiten wird folgende Ldsung i Aim Ain Reale Struktur " Ersatzstrukturen
angegeben: ) ; . ; ® . A;m=1z
’ AYV\= Y
G- 4 4
. A. ( 42
bei 2ZV1: [y %y, e %, ] =C: () ‘ﬂ' T ( M )E 2 5 3 @ () ™ @ Ay 4
l=0 =4 i+t 3 1 8 9 40 Asp = 8
A*..‘"-28,4O Q) ®
A% =453 N*=34 N
G4 A %-4
4 Lwlai-80) - mi(e)
bei ZV2: T é jT'FM(L)Tr Tr (q( §1) - mile N 1 13 4 15 16 17 18
. ed fs 550
e R E, exakt 22,476 | 11,095 | 6,811 | 3,751 | 1,834 | 0,789 | 0,297
Fiir den oben behandelten Fall mit A;p” O wire dieser % 2 Zubr. | 22,478 [ 11,091 | 6,806 | 3,749 1,8%3 { 0,790 | 0,299

Losungsweg nicht gangbar. 1 Zubr. | 21,895 | 10,677 | 6,657 | 3,787 1,944 | 0,893 | 0,365

exakt 21,62 10,19 6,07 3,23 1,52 0,62 0,22
B

L 2 zZubr. | 21,23 9,78 15,74 |3,00 |1,%39 |0,56 |o0,20
% ]

Zubr. 20,13 9,24 5,53 2,99 1,45 0,63 0,24
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Tab. 3: Naherungsverfahren mit zwei Zubringerblindeln

fir die Bestimmung von Em und Bm

i Aim Ain Reale Struktur Ersatzstruktur
1 18 1
2 3 18
3 18
Nm 28 30 32 34 36 38 40
Em exakt 26,58 20,48 14,23 8,29 3,58 0,97 0,13
%— 2 Zubr. | 26,26 20,79 14,72 8,50 3,49 0,85 0,10
Bm exakt 25,94 19,61 13,16 7,20 2,80 0,65 0,074
7 2 Zubr. | 25,98 | 20,22 | 13,84 | 7,55 | 2,84 | 0,62 | 0,067
Tab. 4: Ngherungsverfahren mit zwei Zubringerbiindeln
fiir die Bestimmung von Em und Bm
i Aim Ain Reale Struktur Ersatzstrukturen
A =2 g
. Ny= 46
1 9 | 2 o2
N
2 1 8 Ar= 3,8 10 "
A%, =15,5
1 P =
’ ° Wins | N N
Nm 15 17 19 21 23 25
exakt 24,43 14,94 7,01 2,13 0,357 0,031
Em 2 Zubr.| 24,57 15,32 7,09 2,04 0,319 0,026
% 1 Zubr.|24,30 14,18 6,58 2,24 0,517 0,077
5 exakt 23,46 13,69 5,88 1455 0,221 0,016
;ﬁ 2 Zubr.|2%,96 | 14,30 | 6,12 | 1,58 | 0,219 | 0,015
1 Zubr.|22,43 12,46 5,37 1,64 0,3%3 0,042
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Tab. 5: Niherungsverfahren mit zwel Zubringerblindeln
fiir die Bestimmung von Em und Bm
i Aim Ain Reale Struktur " 1o Ersatzstruktur
Tm *
2
! ? A= 4
2 11,8 5
3 1 8 Ay= 1
ASn =8
Nm 12 14 16 18 20 22
Em exakt 26,836 16,082 7,589 2,589 0,5996 0,092
% 2 Zubr. | 26,833 16,082 7,591 2,590 0,5991 0,091
Rm exakt 26,01 15,07 6,76 2,16 0,462 0,065
% 2 Zubr. |25,74 14,71 6,47 2,01 0,417 0,056
Tab. 6 Waherungsverfahren mit zwei Zubringerblindeln
fiir die Bestimmung von Em und Bm
i Aim Ain Reale Struktur AMﬁZLEErsatzstruktur
1 2%,8 2 P
2 27,9 8,4
3 1 8 Arm =515 M=t
Afh =25,0
Nm 15 17 19 21 23 25
Em exakt 22,54 13,83 7,06 2,86 0,882 0,202
% 2 Zubr. | 22,37 13,54 6,94 2,88 0,9%1 0,231
Bm exakt 21,80 1%,05 6,46 2,51 0,7%6 0,161
% 2 Zubr. | 21,84 1%,07 6,59 2,68 0,848 0,205
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Tab. 9: Blockierungswahrscheinlichkeit Em und pauschale
Verlustwahrscheinlichkeit Bm bei Zufallsverkehr

A im Knoten m

in
Reale Struktur Agquivalente Struktur Ersatzstruktur
A2m= 4 Amn= 4 cSG=Zr3;
Glji;;;ib——ﬁ:—!D O— (@) . @
N 7 8 9 10 11 12 1% 14
N... 10 10 10 11 12 13 14 15
Tdq
Em ex. (18,11 111,78 | 7,14 | 4,01 | 2,08 0,990 | 0,4%6 | 0,178
% N&h.|18,09 [ 11,83 { 7,22 14,08 | 2,11 | 0,996 | 0,476 0,165
Bm ex. 17,94 | 11,62 |7,0013,90| 2,00} 0,948 | 0,41% | 0,167
% N#h.|18,08 | 11,80 | 7,17 | 4,01 | 2,04 | 0,939 0,389 | 0,145

Tab. 10: Blockierungswghrscheinlichkeit Em und pauschale

Verlustwahrscheinlichkeit Bm bei Zufallsverkehr
A1n im Knoten m

Tab., 7: Ndherungsverfahren mit zwei Zubringerbiindeln
flir die Bestimmung von Em und Bm
i Aim | Rin Reale Struktur A%, = 108,6 Ersatzstruktur
1 16,3 2
2 18,1 8,4
3 1 8
L 15 17 19 21 23 25
E exakt 22,893% 14,02 7,09 2,78 0,806 0,168
% 2 Zubr. | 22,898 13,98 | 7,06 2,77 0,814 0,174
B exakt 22,09 13,16 6,40 2,39 0,652 0,128
;_ 2 Zubr. | 21,59 12,56 5,92 2,14 0,567 0,109
Tab.8: = Néherungsverfahren mit zwei Zubringerbiindeln
fiir die Bestimmung von Em und B
i Aim Ain Reale Struktur §M=sae Ersatzstruktur
IR Ko a5
2 21,5 5
3 1 8 Agpm= 4
Ay, = 8
Nm 14 16 18 20 22 24
E, exakt 23,851 14,711 7,567 3,081 0,953 0,220
;_ 2 Zubr., | 23,842 14,724 7,583 3,085 0,950 | 0,216
B, exakt 23,12 13,91 6,91 2,69 0,79 0,17
zm 2 Zubr. | 22,93 13,70 6,74 2,59 0,75 C,16

Reale Struktur Aquivealente Struktur Ersatzstruktur
App= 4 |A, =10 A= O Aga=11,91

App= 2 Ay =10 ) Ve=11,79

i~
g Ny= fo @ N,, ® A2m= 4 O ot @ N, &
Aop=2 @

Nm 11 13 15 17 19 21 23
NTéq 18 18 18 18 20 22 24
Em eXx. 24,56 15,24 8,34 3,91 1,54 0,506 0,1%9
7% Nih. 24,47 15,22 8,36 3,95 1,57 0,510 0,130
B ex. 24,46 15,14 8,25 3,85 1,51 0,491 0,133
% Nin. 24,47 15,22 | 8,36 | 3,95 | 1,56 | 0,493 | 0,119




Tab. 11:

Blockierungswahrscheinlichkeit Em und pauschale

Verlustwahrscheinlichkeit Bm bei Zufallsverkehr

A1n im Knoten m
Reale Struktur Aquivalente Struktur Ersatzstruktur
Aop= 4 [App= 4 A= 0 Age= 8,71
Ay = 6 A1n— 4 VS = 7,06

(T
D e O & o= 4 O @ ®
A2n= 6

Nm 10 11 12 13 14 15 16 17
NWaq 11 12 13 14 15 16 17 18
b oex. 16,82 111,38 | 7,17 | 4,17 | 2,23 | 1,09 |0,490 | 0,202
% N#h.|17,18 | 11,88 | 7,55 | 4,35 | 2,26 | 1,05 |0,436 | 0,163
B, ex. 115,92 110,60 | 6,55 | 3,74 | 1,96 | 0,938]0,413 | 0,167
% Nah.|16,48 | 11,02 | 6,71 ] 3,67 1,80 0,787(0,309 | 0,109
Tab., 12¢

Blockierungswahrscheinlichkeit Em und pauschale
Verlustwahrscheinlichkeit Bm bei Zufallsverkehr

Tab. 133
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Blockierungswahrscheinlichkeit Em und pauschale

Verlustwahrscheinlichkeit Bm bei Zufallsverkehr
A im Knoten m

n
Reale Struktur Aquivalente Struktur Ersatzstruktur
— = = = 4
Aop= 5 |Apy=20 A= © tSG ii,zz
A, =10 A, =20 g Min(28 Ny =27
2n in 209 SG -
(m)
9 N~zo N @ A2m= 5 O N¥ Ny,
A2n=1 0
Nm 24 28 32 36 40 42 44
. 30 30 33 37 41 43 45
15g
Em eX . 26,95 17,11 9,16 3,80 1,13 0,531 0,226
% Nih. | 26,49 | 16,84 | 9,16 | 3,95 | 1,17 | 0,518 | 0,195
Bm eXx. 26,89 17,01 39,03 3,70 1,08 0,502 0,21
% Nsh. 26,49 16,84 9,16 3,92 1,11 0,472 0,169
Tab., 14: Blockierungswahrscheinlichkeit Em und pauschale

Verlustwahrscheinlichkeit Bm bei Zufallsverkehr

A im Knoten m

A1n im Knoten m
Reale Struktur Aguivalente Struktur Ersatzstruktur
Aog= 5 |Apy= 5 A= 0 Agg=14,54
A2n=10 A1n= 5 Nidq > Min(40, Np) VSG=12,82
@@ ® 4,5 O——@——®
A2n=10 g N, =20
Nm 13 15 17 19 21 23 24 25
N.. 14 16 18 20 22 24 25 26
laq
EIr ex. 26,17 { 17,67 | 10,66 | 5,50 | 2,32 | 0,770 | 0,403 | 0,198
% Nsh. | 25,92 | 17,59 | 10,69 | 5,55 | 2,35 | 0,777 | 0,406 | 0,199
Bm ex. 26,09 | 17,51 10,4% | 5,27 | 2,16 | 0,694 | 0,357 | 0,172
%  N#h. | 25,88 | 17,46 | 10,45 | 5,27 | 2,13 | 0,668 | 0,339 | 0,161

In

Reale Struktur Aquivalente Struktur Ersatzstruktur

A= 5 A= 5 ASG=18’05

A, =16 Vs_ilf’62
m @®

N,_:zo @ O—® N

N 18 20 22 24 26 27 28

" 2 28 2

PP 19 21 23 25 27 2 g
B, ex. 21,28 | 13,10 | 6,62 | 2,60 10,768 | 0,374 | 0,170
5 Nzh. | 21,09 13,01 6,63 | 2,67 0,824 | 0,41% | 0,193
B, ex. 20,48 | 12,25 | 5,97 12,25 | 0,639 | 0,305 | 0,136
% Nanh. | 19,93 | 11,77 | 5,67 | 2,13 | 0,612 | 0,295 | G,133%
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Tab. 15: Blockierungswahrscheinlichkeit Em und pauschale

Verlustwahrscheinlichkeit Bm bei Zufallsverkehr

A1n im Knoten m

Reale Struktur

i Aim Ain

2 2 6

3 2 6

Aquivalente Struktur

i Aim Ain
Nm 16 18 20 22 24 26 28
N1éq 17 19 21 23 25 27 29
Em ex. 21,56 13,93% 7,86 3,72 1,43 0,436 0,105
% Nah. 21,34 14,11 8,08 3,82 1,43 0,41% 0,093
B“ ex. 21,01 13,33 7,3% 3,%5 1,24 0,360 0,083%
% Ndh. | 21,09 | 13,67 | 7,56 | 3,40 | 1,20 | 0,326 | 0,086

Tab. 16: Blockierungswahrscheinlichkeit Em und pauschale
Verlustwahrscheinlichkeit Bm beil Zufallsverkehr
ATn im Knoten m
Reale Struktur
= Aim Ain
2 2 6
3 2 6
Aquivalente Struktur
i Aim Ain
1 0 12
2 2 6
3 2 6
Ersatzstruktur ASG = 22,54
. VSG = 19,28
. O () ®
An N¥ N,
[ 20 22 24 26 28 30 32 34
N}éq 21 23 25 27 29 31 33 35
Em ex. (24,24 [17,93 112,38 7,83 | 4,45 | 2,2% 0,969 | 0,%64
T Wih. 23,36 | 17,60 | 12,52 | 8,17 | 4,72 | 2,%2 0,9%8 | 0,309
?ﬂ ex. 23,84 17,49 111,94 | 7,43 | 4,14 | 2,03 | 0,861 0,315
&7 Wah.|23,35 | 17,57 | 12,42 | 7,98 | 4,27 | 2,10 | 0,808 | 0, 250
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Rel. Abweichung § zwischen exaktem Wert und Ndherungswert

der Blockierungswahrscheinlichkeit Em in Abh.‘a’ngigkei:, von

einer frei gewiahlten Ersatzleitungszahl N** % N* = Zi Ni
ey

bei konstantem ASG und V im Knoten m, sowie ZVi-Angebot

SG

in den Startknoten

Ep= 002 N_=23

N!

may

~20 4

-%0

-60

~%0

~400

” 0w v

Eh=0J8 “m’14

Reale Struktur

Aim Ain
o5 3
3 18

Ersatzstruktur

Nlt'k NM

o——0—"0

Age = 13 %
Vs = 8,7
"k » 26
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Diagr. 4: Rel. Abweichung @ zwischen exaktem Wert und Ndherungswert

] J——

der Blockierungswahrscheinlichkeit Em in Abhidngigkeit von
K

einer frei gewidhlten Ersatzleitungszahl N** % N* = :i Ni

a=A4
bei v
ei konstantem ASG und sG
in den Startknoten

im Knoten m, sowie ZVi-Angebot

60 E.= 6,003 “m= 29
o
20
Ea= 0016 H,-1%
¥
Naio o
[ o
21 N 68
-2 Emzcﬁqf Nyy=23
-%p Reale Struktur
Ai.m A""
0,5 3
-60
3 18
- g0
Ersatzstruktur
100 N N
: O————®
Ag, = 19,8

Veg = 19,0
w® = 33
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Rel. Abweichung g zwischen exaktem Wert und Naherungswert

der Blockierungswahrscheinlichkeit Em in Abhingigkeit von
W

einer frei gewdhlten Ersatzleitungszahl N** % N* = Zi Ni
i=4

bei konstantem ASG und V im Knoten m, sowie ZVi-Angebot

SG
in den Startknoten

s
%%
60
%o t
Ep= 0.00% N, 234
10
z u‘:st Em:ovo‘q “""32 N""u’SS
\ le ‘/___———‘_"__—_
31 33 35 33 39 B5 4T 49 54 NP s
Ep = 0902 N=128
-20
Reale Struktur
~§0 Aim A&w
o5 3 N b
45 3 @-iNg —®
-0 NM
3 48 N3=20
- 80 Ersatzstruktur
NE® N
O—0F——®
- 400 Age= 25,2
Vsa= 13,3
N® =38

Diagr.

N £, Jem—

N

63
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Rel. Abweichung g zwischen exaktem Wert und Niherungswert
der Blockierungswahrscheinlichkeit Em in Abhdngigkeit von
einer frei gewdhlten Ersatzleitungszahl N** % N* = Z? Ni
bei konstantem A und V

SG SG
in den Startknoten

by
im Knoten m, sowie ZVi-Angebot

Em=0.012 Ny 12

Moy < N

-20

-0

-60

-807

-100

44

N2 g

Ep=0.424 N =40

Reale Struktur

18 N= 10

5 4 N2~ 9

Ersatzstruktur

NE® Ny,
Ase = %6
Voo = 4,5

N* =49 > Npae
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Diagr.

RP —

60

%“0

20

7t Rel. Abweichung ¢ zwischen exaktem Wert und Ndherungswert

der Blockierungswahrscheinlichkeit Em in Abhéngigke%f von

einer frei gewdhlten Ersatzleitungszahl N** % N* = 21 Ni
imA4

A
bei konstantem ASG und V im Knoten m, sowie ZVi-Angebot

SG
in den Startknoten

Ep= 0.0043 M= 44

-20

%o

-60

-80

-400

Ep = 0.42¢ Ny, = 40

Reale Struktur

Aim Ain
4 8
5 4

Ersatzstruktur

NEE New

O @ ®
Age= 1.7
Vse= ', 65
N* =25 > Noax

Diagr. 8:

RND —

- 123 -

Rel. Abweichung g zwischen exaktem Wert und Naherungswert

der Blockierungswahrscheinlichkeit Em in Abhﬁngigke%f von
einer frei gewdhlten Ersatzleitungszahl N** % N* = Ni
AwAq

bei konstantem A und V im Knoten m, sowie ZVi-Angebot

SG SG
in den Startknoten

EM. 086145 N, =4S

ko
20 En=0.020 N =43
N:n(u N:.‘tkt
[ + ‘
12 20 NE 22
Ep= 0403 Ny=4q
-20
Reale Struktur
-ko A‘Lm Aaln
1 N, =5
Ny«
5 1 o8 ®
-60 ¥
4 8 N,=z40

-80

- 400
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4.0

%
3,0 1

8
2,0
Nl
1,0
g 10 20 A . 30

Diagr. 9: Varianz VSG des gegldtteten Angebots bei k%'ﬁls'tante
Mittelwert ASG in Abhédngigkeit vom Gesamtangebot A

an das Ersatzzubringerbiindel N*
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207 VSG"F(AtN*)
T Asc. = 20 Erl.
VSG
16 1
Akt
127
10
35
8 3
30
b6t N*
t1 25
YA
10 20 30 %o 50 60 A
Evl.
Diagr. 10: Varianz V des gegliatteten Angebots bei konstantem

SG

Mittelwert ASG in Abhangigkeit vom Gesamtangebot A



400 4

—_—

8o

10

60

501

40 1

30 1

20+

10

- 126 -

Yo f (A, N%)

A=100 Erl

Diagr, 11:

400 200 A

e

Evl.

Varianz VSG des gegldtteten Angebots bei konstantem

Mittelwert ASG in Abhiangigkeit vom Gesamtangebot A

300
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Tab. 17: Zusammenstellung der Beispiele fiir geglatteten
Zufallsverkehr 1. Art
Ni Aim Ain Diagr. Nr. fiir Bemerkung
Em Bm
10 6 12 Variatiom der Angebots-
10 2 6 13 im
10| o 6 14 | 15 sufteilung ==
in
30 10 18 16
30 12 o4 17 Varlatlo? der
50 16 40 18 BiindelgroBen Ni
10 6 19 20 Variation der
10 6 21 22 Anzahl der
10 6 23 Zubringerbiindel
6 0,5 3
20 | 3 18 24
8 075 3
25 | 3 18 25
10 1 8 )
1% > 10 26 27 Unsymmetrische
6 0,5 3
20 3 15 28 29 Strukturen
10 ! 8 bezliglich
3 2 10 30 31 Leitungszahlen Hi und
15 3 12
Angeboten Aim und Ain
6 0,5 3 33
12 1,5 9 32 34
20 3 18
Bezeichnungen siehe Abb. 5 Seite 3¢
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Tab. 18: Zusammenstellung der Beispiele fiir geglédtteten

Zufallsverkehr 2. Art 4o
Diagr. 12: Blockierungswahrscheinlichkeit Em
in Abhangigkeit von der Leitungszahl Nm
) " ~
ay Ni dim a&n K Diagr. Nr. fiir Bemerkung ~
E B 1 ~
i m E.. ~.
% \\
12 10 0,3 1,5 2 35 36 Variation
20 10 0,2 0,5 2 37 38 von gl 10
N 1
50 10 0,04 0,14 | 2 39 40 i
20 10 0,2 0,5 2 37
Variation der
60 30 0,1 0,7 2 41 H
BilindelgroBen Ni
100 50 0,2 0,8 2 42
20 | 10 | 0,1 | 0,6 |2 43 Aim Al
Variation der 2 6
20 10 0,1 0,6 3 44 45
Anzahl der L
20 10 0,1 0,6 4 46
Zubringerbiindel
20 10 0,1 0,6 5 47 8 [
20 10 0,2 0
! s5 > 48 49 Unsymmetrische 1
26 13 0,2 0,6 . 1
Strukturen 1
12 6 0,1 0,5 bezliglich 4
40 20 0,2 0,7 2 50 51 Leitungszahl Ni
Quellenzahl ch 1
12 6 0,1 0,5 und Anrufrsten
24 12 0,1 0,6 3 52 53 o, und «,
54 im in
40 20 0,2 0,7 x Exakte Losung

[

Naherung 1 Zubringer

Bezeichnungen siehe Abb. 5 Seite 36 3 Verfahren von Mina
4 Verfahren von Katz
5 Niherung ohne Varianz
6 Naherung ohne reduziertem Mittelwert
0,4
8 3 10 14 12 13 N, —
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Yo
Diagr. 13: Blockierungswahracheinlichkeit E
\ LJ
\\\\ in Abhiangigkeit von der Leitungszahl Nn
En
ﬁ/o
10
1
e
X Exakte Ldsung
p 1 Naherung 1 Zubringer
3 Verfahren von Mina
4 Verfahren von Katz
5 Naherung ohne Varianz
6 Ndaherung ohne reduziertem Mittelwert
I Simulation
0,4 + ¢ ' +
44 42 13 4% 1S 16
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4o

Diagr. 14: Blockierungswahrscheinlichkeit E-

in Abhéngigkeit von der Leitungszahl Nm

Exakte Losung
Naherung 1 Zubringer
Verfahren von Mina

Verfahren von Katz

Vo W o

Naherung ohne Varianz

0,1

12

13 1% 15 16 1% 18 Ny —
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%o

Diagr. 15: Pauschale Verlustwahrscheinlichkeit Bm

in Abhdngigkeit von der Leitungszahl Nm

410

W e X

Exakte Losung
Ndherung 1 Zubringer
Verfahren von Mina

Verfahren von Katz

0,4

1%
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%o
T Diagr. 16: Blockierungswahrscheinlichkeit Em
in Abhangigkeit von der Leitungszahl Nm
4
En
DA
10
4
4
h x Exakte Losung
1 Niaherung 1 Zubringer \
] 3 Verfahren von Mina
4 Verfahren von Katz \
5 Naherung ohne Varianz
6 Naherung ohne reduziertem Mittelwert vED
01 . - + 4 ¢ : + + —
3o 32 3% 36 38 %0 %2 Nm———‘>
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%0
— — Diagr. 17: Blockierungswahrscheinlichkeit E-
+ — — in Abhédngigkeit von der Leitungszahl N,
Em
/e
40
4
1 X Exakte Losung
1 Ndherung 1 Zubringer \ | X Exakte Losung
3 Verfahren von Mina 1 Naherung 1 Zubringer
A Verfahren von Katz \ 3 Verfahren von Mina
T 5 Naherung ohne Varianz T L Verfahren von Katz
6 Ndherung ohne reduziertem Mittelwert 5 Niherung ohne Varianz
4 + + 0,4 Lt + + 1 + 4 ¢ + + +
01 y % + + 0 10
3y 36 3g w0 w2 by N — 52 60



LY

0.4

T Diagr. 19: Blockierungswahrscheinlichkeit I-:lll
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in Abhangigkeit von der Leitungszahl Nm

X Exakte Losung

1 Naherung 1 Zubringer

2 Naherung 2 Zubringer

3 Verfahren von Mina

4 Verfahren von Katz

5 Naherung ohne Varianz

I Simulation
f— . . -+ s 4 R +
45 i# 19 24

o

0,4

- 137 -

Diagr. 20: Pauschale Verlustwahrscheinlichkeit Bm

in Abhangigkeit von der Leitungszahl er

X Exakte Losung

1 Naherung 1 Zubringer \\@

2 Naherung 2 Zubringer \ .

3 Verfahren von Mina \ \

4 Verfahren von Katz @ X

I Simulation \ \
\

: DR A \

16 17 18 14 20 24 22 23 Nm————ﬂh
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Yo

Diagr. 21: Blockierungswahrscheinlichkeit E-

in Abhiéngigkeit von der Leitungszahl Nm

01

-4

Fod 0 S N D e

Exakte Losung
Naherung 1 Zubringer
Niaherung 2 Zubringer
Yerfahren von Mina
Verfahren von Katz
Naherung ohne Varianz

Simulation

23
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ko

Diagr. 22: Pauschale Verlustwahrscheinlichkeit Bn

in Abhingigkeit von der Leitungszahl Nm

04

Exakte Losung

Niherung 1 Zubringer
Naherung 2 Zubringer

Yerfahren von Mina

WO e x

Verfahren von Katz

22 23 2% 25 26 23 28
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0,4

- 140 -

Diagr. 23: Blockierungswahrscheinlichkeit E-

in Abhidngigkeit von der Leitungszahl Nm

Exakte Losung
Ndherung 1 Zubringer
Naherung 2 Zubringer
Verfahren von Mina

Verfahren von Katz

M W N s

Niaherung ohne Varianz

29 3o 31 32 33 Iy
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%0

Diagr. 24: Blockierungswahrscheinlichkeit Em

in Abhangigkeit von der Leitungszahl Nrn

% Exakte Losung
1 Niherung 1 Zubringer
3 Verfahren von Mina mit G1.(66)

0,4

3a Verfahren von Mina mit Gl.(65) GD\
4 Verfahren von Katz
5 Naherung ohne Varianz
-4 + + + + + + + +
45 13 19 24 23
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Y0
1 \\\\ Diagr. 25: Blockierungswahrscheinlichkeit E_
. in Abhangigkeit von der Leitungszahl Nm
Em
ﬂ/o
10
A b A'm
0,5
3
1
X Exakte Losung
1 Ndaherung 1 Zubringer
3 Verfahren von Mina
4 Verfahren von Katz
5 Néherung ohne Varianz
0,4 $ + 4 + + } + + + + $
16

18 20 12 24 26

0,1

- 14% —

Diagr. 26: Blockierungswehrscheinlichkeit E-
in Abhiéngigkeit von der Leitungsszahl N_

Exakte Losung

Naherung 1 Zubringer

3 Verfahren von
3a Verfahren von
Verfahren von

Ndherung ohne

Mina mit Gl.(66)
Mina mit Gl1.(65)
Katz

Varianz

14 16

18 20
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Diagr. 27: Pauschale Verlustwahrscheinlichkeit B.

in Abhangigkeit von der Leitungszahl Nm

04

Al
£ 4
2
X Exakte Losung
T Niaherung 1 Zubringer
3 Yerfahren von Mina mit Gl1.(66)
L 3a Verfahrem von Mina mit Gl.(65)
4 Verfahren von Katz
1% 45 16 A% 18 19 20

%0
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Diagr. 28: Blockierungswahrscheinlichkeit E-

in Abhéngigkeit von der Leitungszahl Nm

4

0.4

Exakte Losung
Nidherung 1 Zubringer
Verfahren von Mina mit Gl.(66)
Verfahren von Mina mit Gl.(65)
Verfahren von Katz

Naherung ohne Varianz

1%

16 18 20




%0

40

0,4
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Diagr. 29: Pauschale Verlustwahrscheinlichkeit Bm

in Abhiangigkeit von der Leitungszahl Nm

Exakte Losung
Ndherung 1 Zubringer

Verfahren von Mina mit Gl1.(66)
Verfahren von Mina mit G1.(65)

Verfahren von Katz

48

16 RES 18 19 20 24

3

" —

10

0,4
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Diagr. 30: Blockierungswahrscheinlichkeit Em

in Abhangigkeit von der Leitungszahl Nm

X Exakte Losung

1 Naherung 1 Zubringer
2 Naherung 2 Zubringer
3 Verfahren von Mina
4 Verfahren von Katz

Niaherung ohne Varianz

19

2% 26 28 e 32
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0,1

4
X Exakte Losung x Exakte Losung
1 Ndherung 1 Zubringer 1 Niherung 1 Zubringer
2 Naherung 2 Zubringer 2 Niherung 2 Zubringer
3 Verfahren von Mina 3 Verfahren von Mina
4 Verfahren von Katz Iy Verfahren von Katz
5 Naherung ohne Varianz
> : 4 4 : + 0.4 . . .
Y 26 23 28 19 3o 34 28 30

L 30]
Diagr. 31: Pauschale Verlustwahrscheinlichkeit Bm Diagr. 32: Blockierungswahrscheinlichkeit Em
in Abhdngigkeit von der Leitungszahl Nm in Abhidngigkeit von der Leitungszahl Nm
Evm
°/0

40

16




%0
Diagr. 33: Pauschale Verlustwahrscheinlichkeit Bm
in Abhidngigkeit von der Leitungszahl Nm
B
°/°
10
4
X Exakte Losung
4
1 Néherung 1 Zubringer
2 Naherung 2 Zubringer
+ 3 Verfahren von Mina
L Verfahren von Katz
04 + $ + + + +
25 26 23 28 29 30 34
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%0

Bt
./n

A0

Diagr. 34: Einzelverlustwahrscheinlichkeiten Bmi

in Abhangigkeit von der Leitungszahl Nm

W N

Exakte Losung fir B und B
m1 m

3
(Bm1>8m3>

Naherung 2 Zubringer fiir Bm1
Naherung 2 Zubringer fiir ij

Verfahren von Katz fir Bm1

3

Verfahren von Katz fiir Bm
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o |z

40

0,4
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Diagr. 35: Blockierungswahrscheinlichkeit Em

in Abhidngigkeit von der Leitungszahl Nm

q

12

11

Exakte Losung
Ndaherung 1 Zubringer

Verfahren von Mina

12

13 4% 45 16 1% N, —= 1

g

- 15% -~

&0
Diagr. 36: Pauschale Verlustwahrscheinlichkeit Bm
1 T in Abhingigkeit von der Leitungszahl N
Bn"
%
40
Qi L.
42 0,3
1
42 0,3
1
x Exakte Losung
Ndherung 1 Zubringer
1 3 Verfahren von Mina
0.4 + + + ~+

11

12 13 A% 15 1e

N,  — 18
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%0
] Diagr. 37: Blockierungswahrscheinlichkeit En
in Abhingigkeit von der Leitungszahl Nm
En
.I.
410
J
4
4
4
-
-
Exakte Losung
Naherung 1 Zubringer
Verfahren von Mina
0,4 ¥ * ¢
44 42 13 1% 15 16 W, 18

%0
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Diagr.38: Pauschale Verlustwahrscheinlichkeit Bn

in Abhéngigkeit von der Leitungszahl NM|

%
410
l LR
e
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Diagr. 39: Blockierungswahrscheinlichkeit E-

in Abhangigkeit von der Leitungszahl Nn
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Diagr. 40: Pauschale Verlustwahrscheinlichkeit B-

in Abhingigkeit von der Leitungszahl Nn
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Diagr. 41: Blockierungswahrscheinlichkeit E_

in Abhiangigkeit von der Leitungszahl N.
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Diagr. 42: Blockierungswahrscheinlichkeit Em

in Abhangigkeit von der Leitungszahl Nm
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Diagr. 43: Blockierungswahrscheinlichkeit E!

in Abhangigkeit von der Leitungszahl N.
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Diagr. hks Blockierungswahrscheinlichkeit E-

in Abhiangigkeit von der Leitungszahl N-
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Diagr. 45: Pauschale Verlustwahrscheinlichkeit Bn
. . . . i . i heinlichkeit E
in Abhidngigkeit von der Leitungszahl N Diagr. 46: Blockierungswahrscheinlichkei ="
" in Abhiéngigkeit von der Leitungszahl Nn
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Diagr. 47: Blockierungswahrscheinlichkeit E.
in Abhingigkeit von der Leitungszahl N-
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Diagr. 48: Blockierungswahrscheinlichkeit Em

in Abhangigkeit von der Leitungszahl Nm
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4 Diagr. 49: Pauschale Verlustwahrscheinlichkeit Bm
in Abhangigkeit von der Leitungszahl N.
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Diagr. 50: Blockierungswahrscheinlichkeit E

in Abhiangigkeit von der Leitungszahl Nm
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I Diagr. 51: Pauschale Verlustwahrscheinlichkeit Bm
in Abhangigkeit von der Leitungszahl Nm
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Diagr. 52: Blockierungswahrscheinlichkeit En

in Abhidngigkeit von der Leitungszahl Nm
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Diagr. 53: Pauschale Verlustwahrscheinlichkeit Bm

in Abhiangigkeit von der Leitungszahl Nm
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[ Diagr. 54: Einzelverlustwahrscheinlichkeiten BmA
in Abhidngigkeit von der Leitungszahl Nm
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Tab. 19: Vergleich der exakt berechnetem Werte fiir Mittel-
wert ASG und Varianz VSG des gegldtteten Angebots
in den Beispielen Seite 130 bis 149 mit den
Néherungswerten von S. Katz

Diagr. Nr. 13 16 19 21 24 25 32

A exakt 10,54 | 32,47 115,81 | 21,08 | 17,44 | 19,76 { 25,19
SG

Katz 10,54 | 32,47 | 15,81 | 21,08 | 17,44 | 19,76 | 25,19

v exakt 7,281 21,69 | 10,93 | 14,57 | 8,71 | 14,04 | 13,27

SG

Katz 9,02 24,96 | 13,53 | 18,04 [ 12,09 | 17,47 | 18,35




